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Einleitung. 

In  der kombinaforischen Topologie werden topologische Begriffe durch arith- 

metische Begriffe dargestellt. Prinzipiell sind also alle Probleme der kombina- 

torischen Topologie auf arithmetische Probleme zuriickgefiihrt. Aber diese Zuriick- 

fiihrung ist ffir die Bew~ltigung der Probleme in den meisten F~llen yon geringem 

Nu~zen. Denn die zugeordneten arithmetischen Probleme haben wenig Beziehung 

zu bekannten Resultaten oder ~/Iethoden. Dies trifft besonders zu ftir alle Probleme, 

in denen die homotopen Transformationen yon wesentlicher Bedeutung sind, oder, 

wie man auch sagen kann, der fiberaus mannigfache und schwer zu fibersehende 

Aufbau tier einfach zusammenh~ngenden Polyeder der verschiedenen Dimensionen 

in Betracht kommt. Ich babe in einer friiheren Arbeit versucht, diesen Aufbau 

fiir die zweidimensionaiea Polyeder in fibersichtlicher Weise ari~hmetisch dar- 

zustellen. Dabei zeigte sich, dass die Probleme der Homotopie arithmetische 

Probleme ergeben, die nicht mehr in das so umfassende Gebiet der Gruppen- 

theorie hineinpassen. Sie betreffen allgemeinere, sicher schwer zu untersuchende 

Operationen, die sich zu Gesamtheiten zusammenschliessen, fiir die ich den Namen 

>> Spiele>) vorgeschlagen habe. 

Ganz anders ist es, wenn man Prbbleme untersucht, bei denen die homotopen 

Transformationen vernachl~ssig~ werden. Hier kann man in vielen F~i.llen Me- 

thoden und Resultat4 der Gruppentheorie mit grSsstem Vorteil benutzen. Fiir 

Mannigfal~igkeiten, auch solche hSherer Dimensionen, 5finer die yon POINCAR~ 

eingefiihrte Fundamental- oder Wegegruppe einen Weg, um solche Probleme 

anzugreifen. Bei zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten konnte durch Arbeiten 

der letzten Zei~ besonders die Theorie der Abbildu~gen dadurch mi~ grossem 

Erfolg bearbeitet werden, dass man in eine Klasse yon Abbildungen alle solche 

zusammenfasst, die sich nur durch homotope Transformationen unterscheiden 
w I.). 

In  der vorliegenden Arbei~ werden nun die Klassen yon Abbildungen als 

Opera~ionen in einem arithmetischen Feld auf den Fl~chen dargestellt. Das In- 

dividuum eines solchen Feldes kann nicht etwa der Punk~ auf der Fl~che sein, 

denn dieser geht ja dutch homotope Transformationen in jeden anderen Fl~chen- 

punkt fiber. Vielmehr w~hlen wir als solche Individuen arithmetische Darstel- 

lungen gewisser Kurvensysteme, die in solche Teilmengen zerfallen, die alle durch 

homotope Transformationen aus einander hervorgehenden Systeme zusammen- 
18--37534. Acta mathematica. 69. Imprim6 le 11 janvier 1938. 
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fassen. Jede solche Teilmenge wird durch ein Kurvensystem repr~isentiert, das 

durch eine Anzahl ganzer Zahlen eindeutig festgeleg~ ist. Diese Anzahl kann 

man als Dimension des arithmetischen Feldes betrachten. Der Komplex ganzer 

Zahlen, der zu einem Kurvensystem oder zu der durch das Kurvensystem repr~i- 

sentierten Teilmenge yon Kurvensystemen gehSrt, ist das Individuum des arith- 

metischen Feldes. Die Abbildungsklassen induzieren in diesem arithmetischen 

Feld Transformationen, die sich als mit den Modulsubstitutionen verwandte lineare 

Transformationen ergeben. 

Diese arithmetische Darstellung ermSglich~ es, eine Reihe einfacher Abbil- 

dungsprobleme zu 15sen. Mit tiiffe dieser LSsungen werden dann in der vor- 

liegenden Arbeit allgemeinere Probleme in Angriff genommen, wobei das arith- 

metische Feld und seine Transformationen nur noch sehr rudiment~r benutzt 

werden. Auf diese Weise geling~ es, fiir die Gruppe der Abbildungsklassen einer 

beliebigen Flh'che eit~ e~dliches System von Erzeugenden anzugeben. Diese Erzeu- 

genden sind siimtlich gleichartige Abbildungen der Fl~chen auf sich, n~mlich 

Schraubungen l~ngs gewisser Kur~en, die in einfachem Zusammenhang mit der 

iiblichen Darstellung der Fl~ichen yon hSherem Geschlecht stehen. 

Damit ist in gewissem Sinne ein Abschluss erreicht, aber die Theorie der 

Transformationen des arithmetischen Feldes ist hierbei nur sehr unvollkommen 

entwickelt. Und es ist doch anzunehmen', dass eine Fortfiihrung in dieser Rich- 

tung yon grosser Bedeutung wgre. Einmal wird ja dutch die Aufs~ellung der 

Transformationsformeln die Gruppe der Abbildungsldasseh durch lineare Trans- 

formationen >)dargestellt,,. Dann aber wird diese Darstellung vielleicht auch die 

MSglichkeit geben, das Transformationsproblem fiir die Abbildungsgruppen, das 

Hauptthema der bisherigen Arbeiten auf diesem Gebiet, yon einer neuen Seite 

aus anzugreifen. 

Im Hinblick auf diese MSglichkeit der Entwicklung is~ die vorliegende Ar- 

beit nur als Vorarbeit zu betrachten. Dieser Charakter kommt auch darin zum 

Ausdruck, dass vieles sehr Einfache ausfiihrlich dargestellt wird, dass manche 

bekannte Resultate abgeleitet werden, die entweder fiir die Grundlegung der 

Methode unentbehrlich sind oder als Beispiele niitzlich erscheinen. 
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w I. 

Allgemeines iiber Abbildungen yon Flitchen auf sich. 

a) Die Abbildung @ einer Fl~tche auf sich ist gegeben durch die ein-eindeutige 

Zuordnung der Ecken, Kanten und Flichenstiicke einer Zerlegung ~1 der Fl~iche 

Zu einer andern Zerlegung v ,  yon der Art, dass zugeordnete Ecken auf zuge- 

ordneten Kanten und diese wiederum auf der Begrenzung zugeordneter Fliichen- 

stiicke liegen. Man kann schreiben q) (~ l )=  ~2. Dutch q) wird aber auch jeder 

beliebigen Zerlegung 2~ der Fl~iche eine bestimmte Zerlegung ~' zugeordnet. 

Denn 2~ entsteht aus 2~1 durch interne Zerlegung. Durch �9 entspricht dieser 

internen Zerlegung eine (topologisch) bestimmte Zerlegung yon ~ ,  deren Elemente 

durch q) den Elementen yon ~l zugeordnet sind. Wir kSnnen also die Abbildung 

fiir ein beliebiges :~ angeben und erhalten so q)(~)----~'. Insbesondere bekom- 

men wir auf diese Weise q)(~)----~3, also q)'~(~l)= ~3, und so fortfahrend die 

Potenzen yon q). Ist  W eine andere Abbildung, so kSnnen wir nach Obigem W 

auch anwenden auf ~., und erhalten so ~i = T (Z.,)~ T q)(~1). Wir kSnnen also 

die Abbildungen der Fl~iche zusammensetzen, die Abbildungen der Fliiche auf sich 
bilden ei,ne Gruppe. 

Es w~re aber unpraktisch, diese Gruppe direkt zu betrachten, schon deshalb, 

weft sie nicht durch eine endliche Anzahl von Elementen erzeugt werden kann. 

Man betrachtet vielmehr eine Faktorgruppe, der eine Klasseneinteiluug der Ab- 

bildungen entspricht: Zu der Einheitsklasse rechnet man d ie  Abbildung q), falls 

q)(~i) = ~ aus ~L durch honwtope Transformation (das ist, durch stetige Ab- 

~nderung, durch Deformation, im Folgenden h~tufig kurz mit Homotopie bezeichnet) 

entsteht. Entsprechend gehSren zwei Abbildungen zu derselben Klasse, wenn die 

eine durch Zusammensetzung mit einer Abbildung tier Einheitsklasse identisch 

mit der anderen wird. Die Abbildungen der Einheitsklasse bilden eine in- 

variante Untergruppe der Gruppe der Abbildungen. Denn, ist E eine solche 

hbbildung, dann ist q)E@ -1 die entsprechende Abbildung d e s  auf ~ liegenden 

Polyeders q)(~), also ebenfalls eine homotope Abbildung. Die dieser invarianten 

Untergruppe entsprechende Faktorgruppe,  die Grupl)e der Abbildungsklassen, ist 

im Wesentlichen der Gegenstand unser Betrachtung. 

b) Eine nicht identische Abbildung kann durch die Beziehung einer Zerle- 

gung auf sich selbst entstehen, falls die Zerlegung eine nicht identische Abbildung 

auf sich selbst zuliisst. Eine solche Abbildung wird immer endlicher Ordnung 
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sein, d. h. eine Potenz derselben wird nicht nur zur Einheitsklasse gehSren, 

sondern die identische Abbildung selbst sein. Andere Abbildungen sind nicht 

yon dieser Art und haben unendliche Ordnung, so zwar, dass keine ihrer Potenzen 

zur Einheitsklasse gehSr~. Schliesslich kSnnte es auch solche Abbildungen geben, 

yon denen eine endliche, etwa die n-re Potenz zur EinheRsklasse gehSrt, ohne 

dass es in der Klasse dieser Abbildung irgend eine hbbildung g~be, deren n-re 

Potenz :die identische Abbildung ist. D . h . ,  es w~re q)~ ~-E,  wo E eine Defor- 

mation ist, aber (E' q))~ yon der Identit~t verschieden, welche Deformation F'  

auch immer gew~hlt ist. Wir werden Beispiele fiir die ersten beiden Arten yon 

Abbildungen in den n~chsten ~!~ vorfinden. Ob es abet iiberhaupt solche dritter 

Art giebt, ist zweifelhaft. 

c) Bei berandeten Fl~chen kann man auf verschiedene Weise die Einheits- 

klasse w~hlen. Entweder l~sst man bei den die Einheitsklasse definierenden 

homotopen Transformationen auch solche zu, bei denen die R~nder nicht iden- 

tisch auf sich abgebildet werden, oder man verlangt, dass bei jeder solchen 

Transformation die R~nder punktweise festbleiben. Auch diese zweite, kleinere 

Einheitsklasse bildet eine invariante Untergruppe in der Gruppe der Abbildungen. 

Aber wenn man sie zu Grunde legt, wird man sich iiberhaupt auf solche Ab- 

bildungen beschrfinken, die die R~nder punktweise festlassen. Diese Abbildungen 

werden durch die Einheitsklasse in feinerer Weise in Klassen eingeteil~ als die 

Gruppe der allgemeinen Abbildungen durch die umfassende Einheitsklasse. 

Liegen >)punktierte~> Fl~chen vor, d. h. sind alle R~nder auf Punkte zusammen- 

gezogen, so fallen die beiden EinheRsklassen zusammen. Denn bei jeder homo- 

~open Transformation wird jeder Rand yon selbst punktweise festbleiben, da er 

�9 nur einen Punkt  besitzt. Zu den speziellen, die R~nder festlassenden Abbildungen 

kann man bei den allgemeinen Abbildungen noch solche hinzufiigen, die die 

Riinder (Punktierungen) mit einander ver~auschen. 

d) Durch eine Abbildung wird auch der Durchlaufungssinn einer Kurve auf 

einen bestimmten Durchlaufungssinn abgebildet. Eine (nicht zur Einheitsklasse 

gehSrende) Abbildung Vertauscht oder erh~iR die Indikatrix. Die Gruppe der 

Klassen you Abbildungen, die die Indikatrix erhalten, ist eine invariante Unter- 

gruppe der Gruppe der Klassen yon allgemeinsten Abbildungen. Wenn nicht 

ausdriicklich etwas anderes bestimmt wird, sind die Abbildungen im Folge~den 
stets ais die Indikatrix erhalte~d vorausgesetzt. 
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2 .  

Die Abbildungen der Ein-, Zwei- und Dreilochkugel auf sich. 

Wir wollen eine Kugel mit n L5chern ,n-Lochkugel nennen und mit L~ 

bezeichnen. 

a) Es ist pral~isch, zun~chst einige ganz einfache Abbildungsprobleme direkt 

zu betrachten, bevor sie im arithmetischen Feld auf den Fliichen betrachtet 

werden. Die Gruppe der Abbildungsklassen fiir die Eiulochkugel (das Elementar- 

fliichenstiick) ist die Einheitsgruppe, alle Abbildungen gehSren zur Einheitsklasse, 

einerlei ob ein fester Rand oder ein beweglicher Rand zu Grunde gelegt wird. 

Der Beweis hierfiir geschieh~ einfach durch successive homotope (~berfiihrung 

der einen Einteilung in die (topologisch gleiche) andere Einteilung. 

b)  Die Gruppe der Abbi[dungskla.ssen fiir die Zweilochkugel (den Zylinder) 

bei nicht punktfesten R~ndern ist die Gruppe der Ordnung zwei (der Vertauschung 

der beiden R~nder), bei nicht punktfesten, aber nicht vertauschbaren R~ndern 

also die EinheRsgruppe. Bei punktfesten R~indern ist die Gruppe der Abbildungs- 

klassen die unendliche zyklische Gruppe. Der Grund fiir diese Erscheinung ist, 

dass man einen Punkt Y1 des einen Randes mit einem Punkt :Y,~ des anderen 

Randes auf unendlich viele verschiedene Weisen verbinden kann (s. Fig. I die 

Verbindungen Y~YY~ und Y1ZI~). In Fig. I i s t  eine Abbildung dargestellt, 

die diese zyklische Gruppe erzeugt. S i e  besteht in der punktweisen Zuordnung 

des Vielecks ZIR~ }~ YY2R~Z,Z zu dem Vieleck Z1R1 }~ZY2R~Z~ Y und des 

Vielecks ZIS1Y1YY~S~Z2Z zu dem u Z1S1YIZI~S;Z~Y. Bei dieser Zu- 

ordnung bleiben die Randpunkte fest (nur die Punkte Y und Z werden vertauscht). 

Die Vielecke bilden zwei topologisch gleiche Zerlegungen des Zylinders. Wir 

wollen diese Abbildung eine Verschraubuug nennen. Die Verschraubung ist bei 

festen R~ndern keine Homotopie. Der Beweis hierfiir geschieht so, dass man 

zun~chst eine singularR~tenfreie Verbindungslinie Y; Y I~ des einen Randes mit 

dem anderen Rand und ihr Bild, etwa Y~ Y'Y~ betrachtei. Sind die R~inder 

bei den Transformationen tier Homotopie beweglich, dann sind alle diese Ver- 

bindungslinien miteinander homotop. Sind aber die Rfinder punktweise fest, 

und also auch Y~-- }~, Y~-- Y~, dann gibt es unendlich viele nicht homotope 

Verbindungslinien, die durch die Zahl der Umkreisungen eines Randes im posi- 

riven oder negativen Sinne bis auf eine homotope Transformation eindeutig fest- 

�9 gelegt sin& Diese Zahl ist dutch die algebraische Summe der Anzahlen der 
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positiv oder negativ gerechneten Uberkreuzungen einer Y~ Y ][~ nicht schneidenden 

Verbindungslinie ZIZZ. 2 zu bestimmen. Diese zu }[1 Y'Y2 gehSrende Zahl wird 

durch Homotopie nicht ge~indert, aber durch die in Fig. I dargestellte Abbildung, 

die Verschraubung A, um eins vermehrt oder vermindert. Das Letztere ist leicht zu 

sehen, wenn man die in Fig. I dargestellte Abbildung homotop ab~ndert, d. h. durch 

eine Abbildung J '  derselben Klasse ersetzt. Und zwar (s. Fig. 2) nehmen wir 

auf Y1 Y~ einen Punkt  Y~ in tier N~he yon Y, auf Z 1 Z~ einen Punkt  Z,' in der 

N~he yon Z. Wir ersetzen dann die Verbindungslinie Y1Z Y~ durch Y1Y~Z~ 
und die Verbindungslinie Z~YZ~ durch Z~ Z'I.YZ~. Sodann bewirken wir durch 

Homotopie, dass bei der Abbildung die Stficke I71 Y', und Z~Z', festbleiben. 

Fig. L Fig. 2. 

Haben wir nun eine beliebige Verbindung yon Yl und :Y~, so verlegen wir 

homotop ihre s~mtliche Schnittpunkte mi~ Z 1 Z~ und Y1 Y~ auf die Strecken 

Z1 Z'1 resp. I(1 Y'I; die Verbindung des letzten Schnittpunktes auf Z 1 Z'I mit :Y~ 

kann dann stets in eine Verbindung dieses Schnit~punktes mit einem Punkt  P 

auf Yl Y'I ohne sonstige Schnittpunkte mit Z 1 Z~ oder Y1 Y~, und den S~recken- 

zug P Y'I Y Y2 homotop verwandel~ werden. Durch die Abbildung J '  wird dann 

die Strecke PY'~ YYe in die Kurve P Y'IZI~ verwandelt, wir erhulten also 

einen positiv oder negativ zu z~hlenden Schnit~punkt mehr auf Z 1 Z 2 wie be- 

haupte~, denn der iibrige Teil der homotop abge~nderten Verbindungslinie kann 

als bei der Abbildung festbleibend angenommen werden. 

Eine Verbindungslinie yon Yl und Y~, zu der die Zahl null gehSrt, ist mit 

I71 YY~ homotop. Durch eine geeignet oft wiederholte Ausfiihrung der Ab- 

bildung L/ oder der zu ihr reziproken kann demnach Y~Y~ in eine zu einer 
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beliebig vorgegebenen Verbindungslinie yon I71 Und Y~ homotope Verbindungs- 

linie iibergefiihrt werden. Durch die Zuordnung yon Y1 Y Y~ zu Y~ Y' Y~ resp. 

Y I Y ' Y ~  ist aber die Klasse der Abbildung vollst~ndig bestimmt, weft durch 

Aufschneidung l~ngs Y1 Y Y~ die Zweilochkugel in die Einlochkugel iibergeht., 

fiir die alle Abbildungen zur Einheitsklasse gehSren. Also ist die Gruppe der 

Abbildungsklassen, wie im Anfang behauptet, im ersten Falle (bewegliche aber 

nicht vertauschbare R~nder) die Einheitsgruppe und im zweiten Falle (feste 

R~nder) die unendliche zyklische Gruppe, erzeugt durch die Abbildung J .  Diese 

Gruppe erzeugt in den die Verbindungslinien der R~nder darstellenden Zahlen 

die Gruppe der Transla~ionen. 

Ich babe den Beweis ausfiihrlich dargestellt, weft hier in  einfachster Form 

die Erscheinung auftritt, dass Kurven (bis auf homotope Transformationen)durch 

Zahlen gegeben sind, die Transformation dieser Zahlen durch eine bestimmte 

Abbildung dann zur Bestimmung der Gruppe der Abbildungsklassen fiihrt. 

c) Fiir die Dreilochkugel (La) ist die Gruppe der Abbildungsklassen bei be- 

weglichen Riindern die symmetrische Gruppe der Vertauschungen der drei Rh'~der, ~ 

also bei beweglichen aber nicht vertauschbaren R~tndern die Eiuheitsgruppe. "~ 

Der Beweis hierffir geschieht dadurch, dass man zwei (singularitiitenfreie) Ver- 

bindungen derselben beiden R~nder betrach~et und nachweist, dass sie unter den 

hier gemachten Voraussetzungen homotop sind. Wir zerlegen zum Beweise die 

Kugel durch drei Yerbindungen AB,  CD und E F  in zwei einfach zusammen- 

h~ngende Fliichenstficke (s. Fig. 3). Wir  wollen nachweisen, dass jede Yerbin- 

dung V yon A und B auf L s mi~ AB homotop ist. Die Verbindung V ist fest- 

gelegt durch die aufeinanderfolgenden Schnittpunkte mit A B, CD and EF.  

Wir kSnnen annehmen, dass keine unmittelbar aufeinanderfolgenden Schnittpunl~te 

auf derselben Strecke AB,  CD oder E F  liegen. Denn das diesem Paar yon 

Schnittpunkten entsprechende Stiick yon V kann homotop ersetzt werden durch 

ein S~iick auf AB,  CD oder ET" und sodann kann durch weitere Verschiebung 

V in V' mR zwei Schnittpunkten weniger verwandelt werden. Ferner kSnnen 

wir in derselben Weise erreichen, dass der erste Schnittpunkt yon A aus nich~ 

auf A B liegt. Lieg~ er auf CD, etwa in X, dann liegen alle ferneren Schnitt- 

punkte auf A B  und X C. Denn ein Schnittpunkt Y auf / ~ F  wiirde zur Folge 

1 In l)bereinst~immung mit MAGNUS, Math. Ann. IO 9. 
Das ist die Grundlage fiir die Arbeiten fiber Kurvensysteme auf Fl~ichen yon DEH~, Autogr. 

Vortrag, Breslau I022 und R. BAER, Journ. f. Math. Bd. I56. I6o. 
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haben, class alle ferneren Schnittpunkte auf Y E  und D X  l~gen, V kSnnte also 

niemals zum Punkte B kommen. Wir  haben also in diesem Falle ffir V eine 

mehrfache Umkreisung des Randes B C, die durch homotope Transformation so 

reduzier~ werden kann, dass V keine Schnittpunkte mehr mit den drei u 

F A 

Fig. 3. 

dungsstrecken hat, also mit A B  e in  elnfach zusammenhgngendes Fliiehenstiick 

auf L~ begrenzt, d. h. mit A B homotop ist. Es bleibt der Fall, class der erste 

Schnit~punkt X yon V auf /~2w liegt (s. Fig. 4). Liegt dann der n~chste Sehnitt- 

punkt auf D C, dann bleibt fiir V wieder nur Umkreisung des Randes CB fiber, 

A 

J 

Fig. 4. 

die weggesehafft werden kann. Wir  kSnnen also annehmen, dass der niichste 

Schnittpunkt Z auf A B  liege. Dann kann der drRte Schni~punkt wieder auf 

D C liegen, und wir haben Umkreisungen des Randes CB, die wir wegschaffen 

kSnnen. Oder aber der n~ichste Schnittpunkt U lieg~ auf XE.  Aus demselben 

Grunde kSanen wir ~etzt auch annehmen, class alle ferneren Schnittpunkte ab- 

wechselnd auf A.B und /~E liegen. Wir  haben damit Umkreisungen des Randes 

AF,  die wir ebenfalls wegschaffen kSnnen. Hiermit ist der Nachweis erledigt, 
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dass V mi~ A B  homotop ist. Wir  sehen aber aus dem Nachweis, dass bei 

festen Rdndern V stets homotop ist, mit einer Anzahl von Umkreisungen des 

Randes A F  und darauf des Randes BC. Wir bemerken noeh, dass aueh folg~, 

dass drei je zwei von den R~ndern verbindende, sich nicht sehneidende Linien 

gleichzeitig durch Homotopie bei beweglichen R~indern in AB,  CD und E F  

iibergefiihr~ werden kSnnen. Das ergibt sich sofort, wenn man naeh tTberfiihrung 

yon V in A B  die aus L 3 durch Aufschneidung l~ngs A B  entstehende L~ und 

die auf ihr laufenden Randverbindungen betrachtet. 

Durch eine beliebige Abbildung q) der L a b e i  beweglichen R~ndern mSge 

A B in V fibergehen. Durch eine Homotopie H mSge ebenfalls A B  in V fiber- 

gehen. Dann unterseheidet sich die gegebene Abbildung q) yon H dutch eine 

Abbildung ~ der Zwe.ilochkugel, die aus L 3 dureh Aufsehneiden l~ngs A B  ent- 

steht, auf sich, wobei die Punkte A und B fest bleiben. Jede Abbildung einer 

Zweilochkugel auf sieh, bei der mindes~ens ein Rand bewegt werden kann, ist 

aber eine ttomotopie. Also ist T eine t tomotopie der Zweilochkugel, bei der 

die beiden Stiicke, die auf dem einen Rande A B  entspreehen, fest gehalten 

werden kSnnen. Folglieh ist T auch eine Homotopie der L s. Also ist q) yon 

H nur durch eine Homotopie verschieden und gehSrt zur Einheitsklasse. Damit 

ist bewiesen, dass die Gruppe der Abbildungsklassen fiir die La bei bewegliehen 

R~indern die Einheitsgruppe ist. 

Die Gruppe der Abbildungsklassen der Ln bei feslen Rh'ndern ist die fi'eie 

Abelsche Gruppe mit drei Erzeugenden. Die drei Erzeugenden sind die Verschrau- 

bungen liings der drei Riinder. Eine Verschraubung l~ngs einer Randkurve entsteht 

dutch Verschraubung der Zweilochkugel mit festen R~indern, die auf der Fl~iche 

durch den Rand selbst und eine Parallelkurve ausgeschnitten wird. Wir wollen die 

drei Parallelkurven in unserem Falle so w~hlen, dass sie keinen Punk~ gemeinsam 

haben. Der Beweis ffir unsere Behauptung folgt leich~ aus dem Vorhergehenden. 

Denn durch die Abbildung q) der L~ auf sich mSge AB,  eine Verbindungslinie des 

ersten und zweiten Randes, in Viibergehen. Wie wir vorher gesehen haben, kSnnen 

wit durch Verschraubungen zi~ und z/~ l~ngs des ersten und zweiten Randes A B  in 

eine zu V (bei fes~en R~indern) homotope Kurve V iiberfiihren. D. h., wenn dazu n 1 

Schraubungen J 1  und n~ Schraubungen J~ nS~ig sind, so ffihrt die Abbildung ~ 

T--z/~-n'~;-~ "~ H'q) A B  in sich fiber, wenn H' eine Itomotopie ist, die V in 

V iiberfiihrt. Schneiden wir wieder die L a l~ngs A B  auf, so entsteht eine L~. 
. . . . . . .  T -  - - -  

D i e  Reihenfolge der Operationen ist  stets gegeben durch die Reihenfolge Yon rechts nach 
links der die Operationen darstel lenden Symbole. 

19--37534, Acta mathematica. 69. Imprim~ le 11 janvier 1938. 
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Eine Abbildung T der La, die A B  punktweise in sich iiberfiihrt und nach Vor- 

aussetzung die drei R~nder der L~ lest l~issk ist aber eine Abbildung, die L2 bei 

festeu Riadern  in sieh iiberfiihrt, und gehSrt also nach b) zu tier Klasse einer 

geeigneten Potenz der Schraubung J~ l~ngs des dritten Randes. Also ist 

d T  ~, Lt.,?"~ H'  �9 = d~'~ H",  

wo H" eine ]:[omotopie yon L2 mit festen l~findern, also auch eine Homotopie 

yon L~ darstell%. Also is~, da die Homotopieen eine invariante Untergruppe der 

Gruppe der Abbildungen ergeben I 

n 2 n I 179 H t? ~ Yt 2 I~ 1 I~  0 = H ' - zd~  d~ d 3 H d~. d~ d~ , 

d. h. die Sehraubungen ls der drei R~nder erzeugen die Gruppe der Abbil- 

dungsklassen. 

Dass diese Verschraubungen miteinander  vertauschbar sind, ergibt sich aus 

der Voraussetzung, dass die Gebiete, die durch sie transformiert werden, von- 

einander volls~indig getrennt liegen. Weitere Relationen zwischen diesen drei 

Verschraubungen bestehen nicht. Das ergiebt sich leicht. Denn w~re etwa 
n~ n 8 J? ,  d~ J~ ---- I in der Gruppe der Abbildungsklassen, dana betrachten wir eine 

Verbindung vl~ des ersten und zweiten Randes. Diese wird durch J3, bei geeig- 

neter Wahl  des Schraubungsstreifens l~ngs des dritten Randes, iiberhaupt nicht 

geindert,  durch J~,z/~, nur dann in eine homotope Kurve iibergefiihrk falls n~ 

und % gleichzeitig null sind. Da aber eine Abbildung nur dann zur Einheits- 

klasse gehSrt, wenn jede u v,~ in eine homotope iibergeftihr~ wird, 

so kann d ~  d ~  nur dann zur Einheitsklasse gehSren, falls n~ ---- % : o ist. Ebenso 

erhalten wir auch n~ = % : o als Bedingung. Also bilden z/,, L/2, J3 eine freie 

Abelsche Gruppe. 

w  

Spezielle Abbildungen tier Vierlochkugel auf sich. 

Die Vierlochkugel L~ besitzt auch bei in sich beweglichen aber nich% mit- 

einander vertauschbaren R{indern Abbildungen auf sich, die nicht zur Einheits- 

klasse gehSren. Wi t  bezeichnen die vier Rinder  mit rl, r2, %, r~ (s. Fig. 5) und 

betrachten drei geschlossene Kurven Y Z  und S T  und UV, die rl und r2 yon 

r 3 und r~ resp. r~ und r~ yon % und % resp. % und r~ von r i und % trennen. 

Wir  betrachen nun ( n a c h w  2) die Verschraubungen l~ings Z Y, S T  und U V. 

Dies sind Abbildungen, die auch bei beweglichen R~ndern nicht zur Einheits- 
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klasse gehSren, denn durch Verschraubung l~ngs Z Y  z. Bsp. entsteht aus S T  

die Kurve f ~  SYxZ~TY~Z~ (s. Fig. 5), die nicht homotop mit S T  ist. Das 

sieht mart am bequemsten dutch Betrachtung der Fundarnentalgruppe der L~. 

Diese ist die freie Gruppe aus den drei Erzeugenden rl, ra, ra und in ihr ent- 

spricht S T  einer Transformierten yon r~r~, f aber einer Transformierten von 

rlr~r~r~ -1. Dieses Element ist aber in der freien Gruppe keine Transformierte 

yon r l r  a. Also ist f nicht homotop mit S T  und die Abbildung (Schraubung), 

die S T  in f iibergefiihrt, keine Homotopie. Die Darstellung yon f i n  der Funda- 

mentalgruppe lies~ man aus dem Verlauf der beideu Kurven in der yon einem 

Punkte 0 aus durch Verbindungen nach den vier R~ndern aufgeschnittenen L~ 

z 

Z 

",", 

O 
./ 

O O 

O 

Fig. 5. Fig. 6. 

a b  (s. Fig. 6). Dasselbe gilt fiir die Verschraubungen l~ngs S T  und U V. Wir 

werden spi~ter (w 7) sehen, dass man aus den beiden Verschraubungen lffngs X Y 

und S T  in jeder Klasse ei~e Abbildung der L 4 auf  sich mit in sich beweglichen 

aber nicht vertauschbaren RSndern erzeugen kann, dass also die betre[fende Grupjoe 

der Abbildungsldassen durch diese beiden Abbildungen erzeugt wird. Wie unmittel- 

bar ersichtlich, entsteht die Verschraubung liings S T  aus der liings X Y durch 

Transformation mit einer geeigneten Vertauschung der R~nder. 

Im Falle, dass die R~tnder unbeweglich sind, entsteht die Gruppe der Ab- 

bildungsklassen ~us der vorhergehenden durch Hinzufiigung der Verschraubungen 

l~ngs der vier R~inder. Diese sind miteinander und mit irgendwelchen Abbil- 

dungen, die die R~nder festlassen, speziell mit den Verschraubungen l~ings ST,  

Y Z  und U V vertauschbar und es besteht eine einf~che Beziehung zwischen den vier 

Randverschraubungen und den drei Schraubungen l~ngs X Y, S T  und U V (s. w 7 g). 
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w  

Abbildungen des Ringes und des Einlochringes auf sich. 

a) Die Gruppe der Abbildungsklassen fiir die Ringfl~che R ist aus der 

Funktionentheorie sei~ langem bekannt. Wir  wollen sie aber doch im Zusammen- 

hang mit den anderen Problemen nach unserer l~Iethode behandeln. Wir  geben 

zun~chs~ zwei spezielle Abbildungen yon R auf sich an, n~mlich die Verschrau- 

bungen l~ings zweier sich in einem Punkt  schneidenden geschlossenen Kurven, 

etwa (s. Fig. 7) l~ngs a und b. Wir  bezeichnen die Verschraubungen mit ,~a 

und Jb. J a  ersetzt die Verbindung X Y durch XZ~Z~ Y und z/~ die Verbindung 

Fig. 7- Fig. 8. 

XQ dureh XSQ. Ist  dann 2 die dureh a und b erzeugte in Fig. 7 dargestellte 

Zerlegung yon R, so iiberzeugt; man sieh leieht dureh sukzessive Ausfiihrung der.  

betr. Transformat;ionen, dass J a  j~-I z/~ (2), abgesehen yon homotopen Transforma- 

tionen, dureh Fig. 8 gegeben ist. Diese Figur stellt aber eine Drehung des topo- 

logiseh reguli~ren Ringpolyeders yon Fig. 7 mit den Nanten a und b und einer 

Eeke X um diese Eeke dar, ZtaJ~-~J~ gehSrt also zu einer Abbildungsklasse 

endlieher und zwar vierter Ordmmg. Wir erhalten (JaJ~-iz/~) 4 =  I. Ebenso ist 

natiirlich auch ( J b J a  ~ z/b) 4 ~  I. Wir  werden sparer sehen, dass aus L/~ und J~ 

Repr~sen~anten jeder Abbildungsklasse yon /t  erzeugt werden kSnnen. 

J a  und J~ sind auch Abbildungen der berandeten Ringfl~che R 1 auf sich, 

denn die Verschraubungen affizieren nur die Umgebungen yon a und b. 

Die Gruppe der Abbildungsklassen fiir die unberandete Ringfl~che R ist 

durch die Abbildung yon a und bmi t  Durchlaufungssinn bestimmt. Wenn n~mlich 

dO u n d ~ '  iibereinstimmend a und b in a' und b' (mit Durchlaufungssinn) iiberfiihren, 
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dann fiihrt O'-1 O die Kurven a und b in sich mit Durchlaufungssinn fiber. 

Wir mfissen beweisen, dass @,-1 ~ zur Einheitsklasse gehSrt. Zun~iehst ~ndern 

wir ~ ' -1 q) homotop so ab, dass bei dieser Abbildung a und b punkCweise lest 

bleiben. Das ist mSglich, weft durch O'-1 q) die Kurven a und b in sich mit 

Durchlaufungssinn iibergehen. Schneiden wir nun R l~ings a und b auf, so 

entsteht ein Elementarfl~tchenstfick und ~,-1 q) fiihrt dieses Elementarfl~chenstfick 

bei festgehaltenem Rand in sich fiber. Eine solche Abbildung ist aber bei fest- 

gehaltenem Rand homotop mit der Identit~t. Eine homotope Transformation 

des Elementarfl~chenstfickes bei festgehaltenem Rand ist aber auch eine homotope 

Transformation auf R. Also ist O,-1 q) homotop mit der identischen Abbildung 

und gehSrt demnach zur Einheitsklasse. Man beachte, dass eine homotope Trans- 

formation des Elementarfl~chenstiieks bei nieht festgehaltenem. Rand im all- 

gemeinen durchaus nicht einer isotopen Transformation yon R entspricht, wenn 

die vier Punkte auf dem Rande des Elementarfl~chenstficks, die dem Schnittpunkt 

yon a und b entsprechen in beliebige Punkte oder ineinander, aber nicht in sich 

selbst fibergehen. 

b) ~hnlich folgt auch, dass die Gruppe der Abbildungsklassen des Einloch- 

tinges R1 mit bei Homotopie beweglichem Rand gleich der des unberandeten 

Ringes R ist. Denn, machen wir genau dieselben Operationen wie im vorigem 

AbschnRt, so ffihrt q)'-i ~ eine Zweilochkugel mit einem festen u~d eiuem beweg- 

lichem l~and in sich fiber. Abet auch fiir dieses Gebilde ist die Gruppe der 

Abbildungsklassen die Einheitsgruppe. Denn, wie wir in w 25 sahen, ist jede 

Abbildung der Zweilochkugel auf sich mit festen R~ndern so homotop zu ver~ndern, 

dass bei ihr die Umgebung eines Randes unbeweglich bleibt, die Umgebung  des 

anderen aber verschraubt wird. Wird jetzt der zweite Rand als beweglich an- 

genommen, so l~sst sich die Abbildung homotop in die Identifier fiberffihren. 

Folglich gehSrt ~ '-~ �9 zur Einheitsklasse. 

w  

Das arithmetiscbe Feld auf der Zweiloch- und Dreilochkugel und auf der 
Ringfl~che. 

a) Das arithmetische Feld auf  den Fliichen entsteht dutch die Systeme der auf  

den Flh'chen verlaufenden Kurveu. 

Unser allgemeines Prinzip bei der Darstellung ist, Kurven, die mit einander 

homotop sind, ununterscheidbar darzustellen. Ferner werden wir nich~ einzelne 

Kurven, geschlossene oder offene, sondern ganze Systeme solcher Kurven aber 
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ohne Doppelpunkte und ohne gegenseitige Schnittpunkte als Punkte des arith- 

metischen Feldes darstellen. Ferner werden wir aus solchen Systemen alle auf 

einen Punkt  oder auf einen echten Teil eines Randes zusammenziehbare Kurven 

weglassen. Die Erfiillung all dieser Bedingungen ist nStig, um fiberhaupt eine 

einfache Darstellung zu ermSglichen. - -  Denken wir einen Augenblick an die 

fibliche Darstellung yon Fl~ichenkurven durch Elemente der Fundamental- (oder 

Wege-)Gruppe und die Unterschiede gegeniiber der unsrigen: die Elemente tier 

Fundamentalgruppe entsprechen einzelnen geschlossenen Kurven mit beliebigen 

Singularit~ten. Aber die Kurven werden nur dann eindeutig dargestellt, wenn 

ein Anfangspunkt in einem festen Punkt  der Fls und der Durchlaufungssinn 

gegeben ist; Kurven, fiir die eine solche Bestimmung nicht getroffen ist, ent- 

sprechen alle .aus einem Element durch Transformation entstehende Elemente. 

Bei unserer Darstellung werden die Kurven oder die Kurvensysteme durch eine 

"feste Anzahl yon ganzen Zahlen, der Dimension des arithmetischen Feldes ent- 

sprechend, repriisentiert. Dagegen ist d~s eine Kurve darstellende Element der 

Fundamentalgruppe durch eine beliebig lange Folge yon ganzen Zahlen, den 

Exponenten der verschiedenen Erzeugenden, gegeben. Unsere einfachere Dar- 

stellung ermSgl ich t  es, die Wirkung der Selbstabbildung der Fl~che auf diese 

Zahlenkomplexe, auf das arithmetische Feld, sehr viel welter zu verfolgen und 

mit bekannten arithmetischen Transformationen in Verbindung zu bringen. 

b) Kurvensysteme auf der Zweiloehkugel. 

Bei beweglichen RKndern wird ein System yon Verbindungslinien der Ri~nder 

allein durch deren Anzahl, etwa n, festgelegt. Denn je zwei Verbindungslinien 

sind homotop, falls bei der t{omotopie die R~nder beweglich sind. Zwei Systeme 

von je n Verbindungslinien, die sich nicht schneiden, sind stets homotop in- 

einander iiberfiihrbar. Dabei kann man noch einer Linie des einen Systems 

willkiirlich eine Linie des anderen Systems zuordnen. Dadurch ist dana die 

Zuordnung vollstiindig bestimmt. Aber mit diesen Verbindungslinien ist die 

MSglichkeit yon nicht auf einen Punkt  zusammenziehbaren Kurven noch nicht 

erschSpft. Es gibt ja noch die geschlossenen Parallelkurven zu den Riindern. 

Diese werden mit dargestellt, wenn wir jetzt bei der Homotopie die Rh'nder fest- 

halten." auf jedem der R~nder w~hlen wir n feste Punkte, w~ihlen ferner eine 

Normalverbindungslinie v der beiden Rs und eine positive Seite yon v. Dann 

betrachten wir die algebraische Summe ~ der positiven und negativen Oberkreu- 

zungen yon v, falls wir die n Verbindungen yon dem >>ersten>> l ~ n d  zum >)zweiten~> 
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Rand durchl~ufen. Durch homotope Transformation mit festen R~ndern kSnnen 

wir es erreichen, dass alle Verbindungen, da sie sich nach Voraussetzung nicht 

schneiden, v nur in einem Sinne iiberkreuzen. Ist dann I~1 zun~chst kleiner als 

n, dann gibt es genau I~1 Verbindungen, die v schneiden. Sie entstehen aus Ver- 

bindungen, die v nicht schneiden, durch einmalige Umkreisung eines Randes, 

durch Verschraubung (s. Fig. 9). Also kann nach w 2 b keine Homotopie mit 

festen R~ndern diese Zahl ~ ~indern. Ist aber ~ -- ,~ + #~ mit [ v [ < n, wo v dasselbe 

Vorzeichen hat wie tt, dann entsteht das System der Verbindungen durch einmalige 

Verschraubung yon v Verbindungen und darauf #-m~ige Verschraubung yon alien 

Fig. 9. 

n Verbindungen. Da n a c h w  2 b) die Anzahl der Umkreisungen jeder einzelnen 

Verbindung nicht durch Homo~opie mit festem Rand ge~ndert werden kann, so 

ist also die Zahl ~ unabh~ngig yon solchen Homotopieen. 

Durch das Zahlenpaar ( ~ ) i s t  bis auf Homotopie mit festen R~ndern ein- 

deutig ein System yon Verbindungen bestimmt. 0rdnen wir jetzt noch dem 

Symbol (~) ein System yon I(~1 mit Umlaufsinn versehenen Parallelkurven zu 

den R~ndern zu, die je nach dem Vorzeichen yon ~ die Normalverbindung v in 

positivem oder negativem Sinne iiberkreuzen, dann ist die Zuordnung yon Kurven- 

sys t emenund  Symbolen (~) vol ls t~ndigund bis au fH om ot op i em i ~ fe s~enR / i n -  

dern eindeutig. 
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Die Abbildungen der Zweilochkugel auf sich, die die R~nder nicht vertauschen, 

best;ehen in Verschraubungen. Diese transformieren das Symbol In) (nachw 2 b) 

, wo k eine positive oder negative ganze Zahl ist. Die Gesamtheit in d + k n  

dieser Transformationen jedes Symbols bildet fiir n @ o eine mit~ der Gruppe der 

Abbildungsklassen der Zweiloehkugel einstufig isomorphe Gruppe. Im Falle n - - o  

transformiert die Versehraubung das Symbol in sieh, die Gruppe der Transforma- 

tionen dieses Symbols ist also die E i n h e i t s g ~ u p p e . -  Nur die gesehlossenen 

Kurven haben bei dieser Darstellung einen yon den Symbolen abh~ngigen Dureh- 

laufungssinn bekommen. 

c) Kurvensystem auf der Ringfliiche. 

Wir zerlegen die Ringiigche durch zwei nicht zers~iickelnde, sich gegenseitig 

nicht schneidende Kurven a~ und a~ (s. Fig. Io) in zwei Zweilochkugeln L~ und L~. 

Ein beliebiges Kurvensystem auf der Ringfl~che, sofern es nichg aus lauter 

Parallelkurven zu a~ zusammengesetzt ist, besteht aus den Verbindungen yon ~ 

Punkten auf at mit n Punkten auf a~ sowohl in L~ wie in L'~, wobei wir Selbst- 

verbindungen yon a I oder a~ in L~ oder L~ durch homotope Transformation weg- 

geschaff~ denken. Durch homotope Transformation mit beweglichem Rand etwa 

in L,~ k5nnen diese je ~ Punkte in bestimmte n Punk~e auf jedem der R~nder 

iibergefiihrt werden und die u in L 2 ebenfalls in bestimmte Verbin- 

dungen. Dabei ist die Zuordnung der n festen Punkte und der n festen u 

bindungen in L~ zu den n gegebenen Verbindungen noch durch eine zyklische 

Vertauschung der n Punkte und Verbindungen willkiirlich (s. b)). Dieser zyk- 

lischen Vertauschung entspricht eine homotope Transformation der l~ingfl~iche. 

Werden jetz~ die u in L2 festgehalten, dann ist L~ nur noch mit 

festen R~ndern homotop transformierbar. Die n Verbindungen der n festen 

Punkte auf den beiden R~ndern in L'~ sind deswegen nach b) dargestellt dutch 

ein Zahlenpaar d ' wo d die algebraisehe Summe der Anzahlen der Uberkreuzungen 

im positiven oder negativen Sinne einer Normalverbindung yon al und a~ ist, 

falls wir die Kurven aes Systems innerhalb yon L'~ stets yon a 1 nach as dureh- 

laufen. Als solehe Normalverbindung w~hlen wir etwa das in L'~ gelegene Stiiek 

einer al einmM sehneidenden Kurve bj (s. Fig. Io) und eine Seite yon /)1 als die 

positive Sei~e, die. ~berkreuzung der Normalverbindung yon der negativen naeh 

der positiven Seite werde als positiv gereehnet. Dureh eine homotope Trans- 
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formation i s t  es zu erreichen, dass die 0berkreuzungen alle dasselbe Vor- 

zeichen haben, sodass I~1 die Anzahl der Uberkreuzungen dars~ellt. Ferner  

nehmen wir das Stiick von bl, das in L~ verl~iuft, parallel zu den festen Ver~ 

bindungen in/52, sodass also die Kurven des Systems mit  b I genau 18] Schnitt- 

punkte gemeinsam haben. Durch homotope Transformation kSnnen wir erreichen, 

dass auch die (~berkreuzungen der Kurven des Systems mit  einer Parallelkurve 

b~ zu bj alle das gleiche Vorzeichen haben. Dann ist das Kurvensystem auch 

aufzufassen als System der Verbindungen von ]~1 Punkten  auf bl mit  181 

Punkten  auf b~ in den beiden Zweilochkugeln L'~' und L'~", in die die Ring: 

fliiehe durch b l u n d  b~ zerf/fll~. Endlich wollen wir noch dem Symbol (~) 

4 

Fig.  1o. 

ein System yon 181 Parallelkurven zu al und as zuordnen. Damit  haben 

�9 (:t wir jedes Kurvensystem auf der Ringfl~ehe dureh ein Zahlenpaar dargestell~, 

wo ~ _>---o ist, d beliebig positiv, negativ oder null. Aber wir haben den Kurven, 

mit  Ausnahme der Parallelkurven zu a I keinen Durehlaufungssinn gegeben und 

dies kommt aueh in unserem Symbol zum Ausdruek (n ist nur  eine Anzahl). 

])as hat  zur Folge, dass eine Abbildung der Ringfli~ehe anf sieh erst; dureh 

die Abbildung yon drei Kurven festgelegt ist, da ja z. B. al und bl gleiehzeitig 

in a~ und bl mit  umgekehrtem Durehlaufungssinn abgebildet werden kSnnen. 

Auf den Fliiehen yon hSherem Gesehleeht ist bisher das Problem nieht~ gelSst, 

aueh den Durehlaufungssinn arithmetiseh darzustellen. Man kann da, bis jetzt 

wenlgstens, nur  die obige Darstellung sinngemiiss erweitern. Auf der Ringfliiehe 

dagegen ist die Einfiihrung des Durehlaufungssinnes der Kurven ohne Schwierig- 
20--37534.  Acta mathematica. 69. Imprlm6 le 11 janvier 1938. 
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keit mSglich: Auf der Ringfl~iche sind alle Kurven eines Systems miteinander 

homotop, sie sind Parallelkurven, wie aus topologischen Erw~igungen unmittelbar 

folgt Denn durch Zerschneidung l~ngs einer Kurve c entsteht eine L~ und alle 

gescMossenen doppelpunktslosen Kurven auf der L~, die nicht auf einen Punkt  

zusammenziehbar sind, sind mit der Randkurve c homotop.  Wir  geben den 

Kurven des Systems einen Durchlaufungssinn und zwar sollen bei der homotopen 

Transformation einer Kurve des Systems in eine andere auch die Durchlaufungs- 

sinne sich entsprechen. Kommt man bei der Durchlaufung eines in L'~ gelegenen 

Stfickes einer Systemkurve yon a I nach ae, dann ist dasselbe ffir die Durchlaufung 

jedes in L~ gelegenen Stiickes dieser Kurve der Fall, well wir vorausgesetzt 

haben, dass durch homotope Transformation j ede  Selbstverbindung yon a 1 oder 

a~ in L~ oder L'~ auf Kurven des Systems weggeschafft ist. Ebenso wie die 

Stiicke einer Kurve des Systems verhalten sich die Stiicke aller anderen System- 

kurven. Wir  geben in diesem F a l l e n  das positive Vorzeichen. Kommt man  

aber bei der Durchlaufung eines in L'~ gelegenen Kurvenstficks yon a~ nach al, 

dann soll n das negative u bekommen. Ferner s o l l - -  abweichend vo~ 
der obigen Bestim~ung- ~ das positive Vorzeichen haben, falls die Kurvenstficke 

in einem bestimmten der beiden Teile, in die b~ und b~ die Ringfl~iche zerlegen, 

yon b~ nach b~ gehen. Nehmen wir in Fig. io diesen Teil als die Riick- 

seite der Fliiche an, dann hat  die in der Figur dargestellte Kurve das Symbol  

( : ) .  Drehen wir den Durehlaufungssinn um, so erhalten wir fiir diese Kurve 

Symbol(_-- : ) .  Allgemein wird durch Umkehrung des das Umlaufsinnes aus dem 

(-;) Symbol das Symbol . Endlich wollen wir noch dem Symbol ein 

System yon I$1 Parallelkurven zu a 1 mit dem dem Vorzeichen yon ~ entsprechen- 

den Durehlaufungssinn zuordnen. 

d) Jetzt betrachten wir die Wirkung der Abbildung .~a und z/b (w 4), der 

Verschraubungen etwa l~ngs a I und b 1 inL'2resp. L~',aufdasSymbol(n~). Nach 

dem, was wir in ~ 5 c) u n d w  2 fiber diese Abbildungen und die Abbildungen einer 

Zweilochkugel auf sich gesagt haben, wird durch J a  die Zahl $ in ~ + n verwandelt, 

(lurch zi~ wlrd n in n § $ verwandelt. Wir kSnnen also durch L/a und Jb auf 

das Symbol, wo ~ > o angenommen sei, die Operation des euklidischen Algo~ithmus 
anwenden und erhalten so durch eine geeignete Reihenfolge yon Operationen 
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 ym ol - - , also (n, 8) Parallelkurven yon bl, nach 

obiger Festsetzung mi~ positivem Durchlaufungssinn. Wie wir in w 4 gesehen 
haben, kSnnen wir durch Ja  und Jb aus dem gegebenen System auch (n, 8) 
Parallelkurven yon bj mit negativem Durchlaufungssinn erhalten oder (n, 8) 
Parallelkurven yon a I mi~ posRivem oder negativem Durchlaufungssinn. Dem 
en~spricht arithmetisch, dass wir durch unsere arithmetischen Operationen aus 

(~) sowohl ( +  (~' 8))als  aueh (+_ (:, 8))erhalten kSnnen. 

Besteht das urspriingliche Kurvensystem aus einer einzigen Kurve, so ist 
(n, 8) = I. Haben wir zwei Systeme je aus einer einzigen Kurve bestehend, so 
k5nnen wir die zu ihnen geh5rigen Symbole durch den euklidischen Algori~hmus 

( : )  (~)reduzieren.  ( : ) i s ~  eine Parallel- oder ~/a und Jb gleiehzeitig auf und 8~ 

kurve zu bl, schneider also die zweite Kurve in 1821 Punkten. Haben die beiden 
gegebenen Kurven nur einen Schnittpunkt, so ist also 8~ = +__ I, und durch 
weRere Anwendung yon Jb erhalten wir die Symbole ffir die beiden Systeme 

transformiert in ( : ) u n d -  -,_/If i / .  Bei jeder Abbildung geht nun ein bestimmtes, 

mit Umlaufsinn versehenes Kurvenpaar in das durch (~ot{:/ darges~ellte, und 

dasselbe Paar, bei dem aber die zweite Kurve den umgekehrten Durchlaufungssinn 

hat' in das durch ( : ) ( ~  ) da'rgestellte Paar iiber" I Jede Abbildung, die gleich- 

zei~ig ( : )  u n d  (o )ode r  ( : ) u n d  (.__~ sieh iiberfiihrt, gehSrt naeh w 4 a) 

zur Einheitsklasse. Also gehSren zwei Abbildungen, die dieselben Kurven in 

( : )  und ( : ) r e s p .  (Io) und (o) t iber f i ih ren ,  jedesmal zu derselben Klasse. Die 

Trausformationen des arit, hmetischen Feldes bestimmen eindeutig die Abbildungs- 
klassen. Andrerseits, wenn es eine Abbildung giebt, die ein Kurvenpaar in 

( : )  und ( : )  iiberfiihrf, dann kann es keine under den hier be~raeh~e~en Abbildungen 

geben, die dieses Kurvenpaar in ( : ) u n d  ( f ) i i b e r f i i h r t .  I Denn sonst w~re eine 

der beiden Abbildungen eine die Indikatrix vertauschende Abbildung. Wir kSnnen 

1 Unter (n, d) wollen wir hier den positiven gr5ssten gemeinschaftlichen Teiler von n und d 
verstehen. 
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 urve ,a r (:) (~ 
a u c h d u r e h H a u n d H b i n  ( : )  und ( : )  iiberftihren. Also i s t i n  ~eder Klasse yon 

kbbildungen ein Element dutch H~ und Hb erzeugbar: Ha und ,,/b erzeugen (lie 

Gruppe der Abbildungsklassen der Ringfl~iche. 

Wir  haben in w 4 zwei Relationen ffir Ha und A~ aufgestellt. Durch folgende 

Uberlegung finden wir eine weitere: Die Abbildung ~al,~Cbz~a 1 verwa.ndel~ die 

Kurve a~, in bestimmtem Sinne durchlaufen, in b~ mit bestimmtem Durchlaufungs- 

sinn, also wird eine Schraubung l~ngs a~ oder Ha durch die Operation Ja-~ H b Ha~ 

transformiert in eine Schraubung l~ings b~. Dementsprechend ist 

eine Relation, die leieht in der Darstellung yon Ha und Hb dureh lineare Trans- 

formationen zu best~tigen ist. Setzen wir 

H~ == 2 -~-' T --1, Hb ~ v--2 T - - l ,  mit der AuflSsung: 

.~ - -  H a H b l  , T = . / ]a  1 /]b / ] ~ l  

in diese Relationen ein, so erhalten wir 

Andererseits folgt aus unserer friiher (w 4) gewonnenen Relation 

die Relation 
(A~ -1 A~ .:,t~-~) ~ = I 

T ~ I. 

Wit  haben also: die Gruppe der AbbildUngsklassen wird erzeugt durch zwei 

0perationen 5 und T, fiir die die Relationen 

T ~ ~ ~s T ~ ~ I 

bestehen. Die Gruppe mit diesen beiden Relationen zwischen den Erzeugenden 

ist, wie bekannt, die homogene Modulgruppe, also die Gruppe der Abbildungs- 

klassen der Ringfl~che. In der Tat, auf Grund der beiden Relationen stellt man 

leieht eine Normalform ffir die Elemente her und beweist dann mit Hilfe der 

Eindeutigkeit der Kettenbruchentwieklung, dass die beiden Relationen fiir die 

Definition der Gruppe der Abbildungsldassen ausreiehend sind, also diese Gruppe 

mit der homogenen Modulgruppe identisch ist. 



Die Gruppe der Abbildungsklassen. 157 

e). Kurvensysteme auf  der Dreilochkugel. 
Betrachten wir zuniichst nur die ungeschlossenen Kurven. Diese verbinden 

entweder zwei verschiedene Riinder raiteinander oder zwei Punkte ein and des- 

selben Randes. Ira letzteren Falle bezeichnen wir sie als Selbstverbindung des 

betreffenden Randes. Da wir keine Kurven betrachten wollen, die auf eine 

Strecke des Randes zusararaenziehbar sind, so muss eine zwei Punkte desselben 

Randes verbindende Kurve die beiden anderen R~inder yon einander trennen, 

diese kSnnen also dann keine Verbindung miteinander haben. Sind ~ ,  ~2, ~3 die 

Anzahlen der Endpunkte der Kurven des Systems auf den drei R~ndern, so ist 

n~ + ne + n 3 gerade. Ist ferner ~,'k-~ v~ die Anzahl der Verbindungen des it~n 

und ~ten Randes, dann ist 

~ i  -~- Y i k  2ff Y i l  u n d  vi~ - -  

2 

falls keine Selbs~verbindungen auf~reten oder, 

grSsser als nz ist. Ist  aber z. B. 

daan ist 

- -  ~ i i  
2 

was dasselbe ist, ~i + ~k stets 

die Anzahl der Verbindungen des i t~ Randes rait sich selbst. 

diesera Falle 

~ k i  - - "  ~k~ ~ l i  ~ ~ l .  

Ferner ist in 

Dutch us, ~.2, ~.~ ist also in jedera Fall die Anzahl der Verbindungen yon Rand zu 

Rand eindeutig gegeben und das gauze System bis auf  homotope Tra~sformatio~2e.~ 
bestimmt, falls bei der Homotopie die Blinder beweglich sind. D . h .  wir kSnnen 

fiir gegebene Werte ~i durch nicht randfeste horaotope Transformationen .~edes 

System iiberfiihren in ein bestimrates, das wir etwa Norraalsystera nennen. Das 

haben wir in w 2 c) fiir u yon versehiedenen Riindern bewiesen. Es 

folgt abet auch leicht fiir Selbstverbindungen. Denn sei v n e i n e  solche Selbst- 

verbindung etwa des ersten Randes, dann gibt es sich nicht schneidende Ver- 

bindungen vl~ und via des ersten Randes rait dera zweiten und dritten Rande, 

die vl~ nicht schneiden, und eine Verbinduag v~3 des zweiten mit dem dritten 

Rand, die v n ein Mal schneidet. Ebenso ordnen wir einer zweiten Selbstver- 

bindung v',, drei Verbindungen v',~_, v'~.~ und v'_~, mit denselben Eigenschaften zu. 

Wean wir aber v~, vl.~ und v~3 nach w 2 c) gleichzeitig in v',.,, v',~ und v:.~ durch 
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Homotopie fiberffihren, dann geht hierbei v~ in vl~ fiber, das v'~ und v~ kein Mal 

und v'~ ein Mal schneider. Also kSnnen wir vl~ und folglich auch v~l in v', 

homotop fiberffihren. Ist  aber v~l fest, dann slnd vl~ und via in v~9 und v;a bei 

bewegliehem zweiten und dritten Rand homotop iiberffihrbar. 

Im Gegensa~z zu den Verh~iltnissen auf der Zweflochkugel oder der geschlos- 

senen Ringfl~ehe is~ bei der Dreilochkugel die Zuordnung der gegebenen u 

bindungen zu den festen Verbindungen niema(s zyklisch zu ver~ndern. Denn bei 

einer Reihe sich nich~ sehneidender Verbindungen etwa des ersten mit dem 

zweiten Rande (s. Fig. ~]) gibt es zwei ausgezeichnete Verbindungen v~9,~ und 

v~9,,,, l~ngs denen aufgeschnitten La in zwei Teile zerf~llt, eine L 1, auf der alle 

anderen Verbindungen liegen, und eine L~. Kein Paar anderer Verbindungen 
L 

Fig.  I L  

i 

hat diese Eigensehaf~, dass auf der durch Aufsehneiden entstehenden L~ keine 

weiteren Verbindungen liegen, v12,1 ist auch nicht mit v12,~ zu vertauschen, weft 

dudurch die Indikutrix der Fl~iche umgekehr~ wfirde. Ebenso gibt es auch unter 

den Selbstverbindungen eines Randes zwei ausgezeichnete nicht miteinander 

vertausehbare Verbindungen v11;1 und v11, i (s. Fig. I I). 

Durch die Zahlentripel n I n~ n8 bezogen auf die drei R~inder werden alle Kurven- 

systeme, die keine geschlossenen Kurven enthalten, dargestellt. Diese letzteren 

erhalten wir, wenn wir nun wieder die Rh'nder festhalten. Zur Untersuehung 

benutzen wir dieselben Methoden wie bei der Zweilochkugel: Wir  verbinden die 

drei R~nder r 1 r2r  ~ mit einander durch sich nieht schneidende N 0 r m a l v e r -  

b i n d u n g e n  vl~v~_sv~l und schneiden die vik durch Parallelkurven r~ und r~ zu ri 

und rk in zusammen sechs Punkten (s. Fig. I2, I3). Die Normalverbindungen und 

die Randkurven bilden zwei Seehsecke $1 und S~, ebenso S~ficke der Normalverbin- 

dungen und die Parallelkurven die Sechseeke S'~ und S'2, die Teile yon S~ resp. S~ 

sind. Wir bestimmen nun n~ feste Punkte auf r~ und r~, und zwar legen wir, fulls 

7~k -}- ~l ~ ~7i' 
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ist (Fig. I2, i== I, k-----2,/=3) alle Punkte yon ri sowie von r~ in das Sechseck S~. 

Ist  aber 
~k + nl < ni 

(Fig. I3) , dann legen wir 

Punkte yon rt und r~ in $2, 

Punkte in S,. 

ni + ~k + nl 

2 

Wir verbinden nun im ers~en Fulle die ni Punkte  auf r~ mi~ 

2 

P 

Punkten auf rk und 

Punkten auf r~ durch sich 

FalIe verbinden wir 

F i g .  1 2. 

~ i  + n l  - -  75k 

2 

nicht schneidende Verbindungeu in S'1, im zweiten 

2 

geeignete Punkte auf r~, die in S'  1 liegen, mit den 

2 

Punkten auf ~, die in 8'  2 liegen, dutch sich nicht schneidende Linien, die v~k und 

vii nich~ und vk~ je ein Mal schneiden, ferner nk Punkte auf r~ mit den nk Punl~en 

auf r~., nl Punkte uuf r~ mit den m Punkten auf r~ durch sich und die v~k nicht 

schneidende, in S'j gelegene Linien. In  ein solches System von Verbindungslinien 

kunn jedes System yon Verbindungslinien der R~nder, soweit es in S'~ und S'~ 

liegt, homotop mit fes ten  R~ndern ri uber beweglichen r~ iibergefiihrt werden. 



160 M. Dehn. 

Bleiben nur  die Yerbindungen in den drei L2,i zwischen ri und r~. Diese be- 

handeln wir genau so wie oben und bestimmen 8i als algebraische Summe der 

Anzahlen der ?Jberkreuzungen yon vik in positivem und negativem Sinne, wobei 

als positive Seite yon vik etwa die in S 1 liegende bestimmt wird. Die Durch- 

laufung der Verbindungen sei yon r~ nach r~ gehend festgesetzt. Damit ist das 

n~ bestimmt. Wir wollen zeigen, dass es sieh bei homoto2oen Trans- Symbol 81 8~ 8~ 

formationen mit festem Ba~d ~ieht h'~dert. 

Kommen kei~e Selbstverbi~dungen vor, dann k5nnen wir genau dieselben 

Betraehtungen austellen wie oben bei der Zweiloehkugel: Is t  etwa 81----~q+ ~l~h, 

dann bedeutet das, dass das System der u aus dem (>,ungestSrtem>) 

Normalsystem, das aus lauter v~ nieht sehneidenden Verbindungen besteht, 

Fig. ;3. 

dadurch hervorgeh~, dass erst v~ u ein Mal r~ umkreisen und 

darauf das ganze System in demselben Sinne th-mal r~ umkreis~. Diese Eigen- 

schaft und damit 81 kann durch Homotopie nicht ver~indert werdenl wie wir aus 

der Untersuchung der Verbindungen verschiedeuer R~nder bei der Dreilochkugel 

(w 2 c)) wissen. Wir miissen aber noch den Fall der Selbstverbindungen betrachten, 

die in w 2 c) nicht untersucht wurden. Zun~chst bemerken wir, dass zwar alle 

Selbstverbindungen eines Randes, wie wir oben sahen, bei beweglichen abet nicht 

vertauschbaren R~ndern in einander fibergefiihrt werden kSnnen, aber dabei 

kSnnen die Endpunkte nicht willMirlich einander zugeordnet werden: Denn (s. Fig. I4) 

die Selbstverbindung AB, yon A nach B durchlaufen, bestimmt zwei verschiedene 

Umlaufsinne fiir die beiden L~ in die die L~ durch A B  zerf~Ut. Da in beiden 

L~ mi~einander nicht vertauschbare Rander liegen, so kSnnen die beiden L 2 nicht 

miteinander Vertauscht werden. Is t  also A ' B '  eine andere Selbstverbindung 

desseiben Randes, so kanxi nur dann A'B '  in AB, A' in A und B'  in B fiber- 
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gehen, falls A 'B '  yon A' nach B'  durchlaufen den beiden L,e resp. denselben 

Umlaufsinn gibt wie A B  von A nach B durchlaufen. Wenn das bei dieser 

Zuordnung der Fall ist, dann ist es nicht der Fall, wenn A' in B and B'  in A 

iibergehen soll. 

Ferner: Die Verbindungen des ersten und zweiten Randes etwa mit denselben 

Endpunkten gehen durch Abbildungen mi~ festen R~tndern sgm~lich in einander 

fiber. Die Selbs~verbindungen des ersten Randes dagegen zerfallen in zwei Klassen 

(s. Fig. ~5). Die Verbindung A X C Y B = - - ~  kann durch keine Abbildung mit 

festem ersten Rand in die Verbindung A X'CY'B------v' iibergefiihr~ werden. 

Denn die beiden Teile A D B - ~  rn und A E B  = q., des ersten Randes bleiben 

A 

Fig. 14. 

,4 

E 

B 
Fig, 15. 

fest. D i e  geschlossene Kurve, die aus v und r~l zusammengesetzt ist, ist aber 

auf der L 3 mit r 2 homolog, die geschlossene Kurve, die aus v' und r n zusammen- 

gesetzt is~, dagegen mit r~, also ist dureh keine Abbildung mit festem Rande v in 

v' iiberfiihrbar. Machen wir wieder dieselben lJberlegungen wie in @ 2 b), so 

erkennen wir, dass aIie Verbindungen yon A und B (,falls-sie nich~ mit einem 

Stiick des Randes homotop sind, was ausgeschlossen ist,) aus v oder v' durch 

Umkreisungen des Randes r en~s~ehen. 

E s  sei nun in dem F~lle dass n l>~L~+,n~ ist, zungchs~ 1611<n 1. Wir 

wollen der Bequemlichkeit halber die Normalverbindung val dutch v'31 als Normal  

verbindung ersetzen, wo jetzt alle festen Punkte auf r 1 und die korrespondierenden 

Punkte auf r'l in einem der Sechsecke Sl oder S~, etwa $1, liegen, die yon v12, re3 und 

vi~ sowie den .ri gebilde~ werden (s. Fig. I6). Die Zahl ~1 wird, weft sie durch 

~)berkreuzungen yon v~ definiert wird, hierdurch nicht gegndert. Jetzt  gibt es 

wieder genau ~ Verbindungsstrecken in der L~,~ zwisehen r~ und r'~, die einmal 

in Bezug auf vl~ und val r 1 umkreisen. Sowei~ diese Strecken zu Verbindungen 
21--37534. Acta mathematica. 69. Imprim@ le l l  janvier 1938. 
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mit anderen R~ndern gehSren, ist die Umkreisung, wie wir bereits wissen, durch 

ttomotopie nicht zu zerstSren. Wenn aber ei~e yon den beiden zu einer Selbst- 

verbindung gehSrenden Strecken r 1 umkreist, dann kann diese Selbstverbindung 

durch Abbildung mit festen R~tndern nicht in eine 8eibstverbindung ohne um- 

kreisende Strecken iibergefiihrt werden. Denn (s. Fig. 16) die ungestSrte Selbst- 

verbindung G M  zusammen mit dem zu S, gehSrenden Teil yon r 1 ist etwa mit r~ 

homolog, die gest5rte Selbstverbindung G'M' mit dem in S 1 liegenden Teil yon 

r 1 zusammen ist aber r~ homolog. Werden abet beide zu einer Selbstverbindung 

geh5renden Strecken in L2,1 durch umkreisende Verbindungen ersetzt, dann ent- 

steht die gestSrte Selbstverbindung aus einer ungestSrten Selbstverbindung durch 

r r 

rl 

I 
rl 

Fig. 16. Fig. I7. 

Verschraubung in L2,1 (s. Fig. I7). Dabei bedeutet das Wort  >>ungestSrt>>, dass 

die betreffende Verbindung dieselben Endpunkte auf r, und r' 1 hat, abet in L21~ 

die Strecken vl~ (und v'81) nicht schneider (die M'G' in eine ungestSrte Verbin- 

dung verwandelnden Strecken in L2,1 sind in Figur 17 gestrichelt eingezeichnet). 

Zusammenfassend sehen wir also, dass die Zahl ~1 der Uberkreuzungen yon vl~ 

durch ttomotopie mit festen R~ndern auch in diesem Falle nicht ge~ndert werden 

kann, denn sie bedeutet einen durch eine solche Homotopie nicht zu ver~ndernden 

Unterschied der gegebenen Verbindungen des ersten Randes mit anderen R~ndern 

oder mit sich selbst gegeniiber den ungestSrten Verbindungen. Und zwar ist dieser 

Untersehied fiir positives und negatives ~ nieht derselbe. 

Is t  endlich I ~11 > nl, etwa ~1 ~- ~1 + ttl ~1 wo /~1 dasselbe Vorzeichen hat wie 

$1, dann haben wir ~u den durch ~1 gegebenen Ver~nderungen noch #1 Ver- 

schraubungen des ganzen Systems der Verbindungen in L2,1 mit demselben Vor- 
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zeiehen, das ~1 hat, hinzuzufiigen. r ist nieht durch Homotopie mit festen 

R~indern zu ver~ndern. Jedes System yon Verbindungen liefert also unabh~ngig 

yon Homotopie bei Zugrundelegung yon festen R~ndern eindeutig das Symbol 

(Tl 1 T/2 ) ~ 8  . 

Wir ordnen jetzt fiir ni-~ o (also keine Verbindung mit dem iten Rand) der 

Zahl ~l I (~i] Parallelkurven zu ri mit einem dem Vorzeichen yon ~i entsprechenden 

Umlaufssinn zu. Dann ist auch jedem solchem Symbol eindeutig bis au f  homo- 

tope Transformationen ein die festen n Punkte  auf den drei R~ndern verbindendes 

Kurvensystem zugeordnet, und umgekehrt wird jedes System yon geschlossenen 

oder ungeschlossenen Kurven auf der Dreilochkugel dutch ein solches Symbol 

dargestellt. Jedes solche Kurvensystem zerf~llt iibrigens hSchstens in drei Ab- 

teilungen yon lauter bei beweglichen R~ndern homotopen Kurven. Die Anzahlen 

der Glieder in diesen Abteilungen sind ffir die verschiedenen F~ille 

ni + nk--n~ oder n i -  n k - - ~  und nk oder endlich 3i (fiir m ~ o). 
2 2 

Die Abbildungen der L 3 auf sich sind uns bekannt, sie bestehen in Ver- 

schraubungen l~ngs der drei R~nder. Sie transformieren unser Symbol in 

d ~ + k l n l  d s + k s n s  d 3 + k ~ %  

wo die k~ ganze positive oder negative Zahlen oder ~lull sind. 

Zum Schluss bemerken wir noeh, class wir hier den ni kein Vorzeiehen geben 

kSnnen, wie das bei der Ringfl~che mSglich war. 

w  

Das arithmetische Feld oder die Kurvensysteme auf dem Einlochring. 

a) Wir  zerlegen den Einlochr ing/~ ebenso wie die geschlossene Ringfl~che//1 

(s. w 5 c)) dutch zwei geschlossene nicht zerstiickelnde, sich nicht schneidende Kur- 

yen al und as in eine Zweilochkugel L2,a und eine Dreilochkugel Ls,a (s. Fig. I8). 

Ein Kurvensystem in R] hat  etwa n Schnittpunkte sowohl mit al wie mit as und 

2 q Endpunkte auf dem Rande r. Wir  kSn'nen dureh homotope Transformationen 

mit beweglichen R~ndern auf Ls, a das Kurvensys~em in Ls, a iiberfiihren in ein 

solches mit n festen Punkten je auf a 1 und a s und 2 q festen Punkten auf dem 

Rande r und festen Verbindungen. Diese letzteren mSgen solche Kurven sein, die 
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die Kurven b~ und b~ nich~ schneiden, oder soweit sie Selbstverbindungen vort r in 

L~,~ sind, je einen Punkt mi~ bl und b~ gemeinsam haben. Und zwar ist diese 

Zuordnung der gegebenen zu den festen Verbindungen nach dem, was wir fiber die 

Dreilochkugel in w 5 e) sagten, eindeutig. Selbstverbindungen yon al oder a2 

in L3,a kbnnen nicht vorkommen, d a n  nicht grbsser ist als n + 2 q. Wohl aber 

haben wir Selbs~verbindungen des Randes r, falls q > n ist. 

Es bleiben noch die Verbindungen der n Punkte auf a 1 und der n Punkte 

auf a~ in L~,~. Diese werden durch eine positive oder negative Zahl (~ fest- 

geleg~, (s. w 5 c)). Ebenso wie bei der Ringfl~tche wollen wir jetzt den auf R~ 

Fig. i8. 

laufenden al und a~ schneidenden Kurven 

fibereinstimmenden Durchlaufungssinn und 

damit auch n ein Vorzeichen geben. Aber 

hier sind nicht alie Kurven homotop. 

Wir  miissen deshalb etwas anders wie bei 

der geschlossenen Ringfl~che die idberein- 

stimmung der Vorzeichen erreichen. Wir 

bestimmen, dass s~imtliche Kurven, die al 

schneiden, al in demselben Sinne iiberkreuzen. 

Das kbnnen wir erreichen, weil eine Kurve 

iiberhaupt nur ein Mal a 1 iiberkreuzt oder 

aber (abgesehen von durch ttomotopie weg- 

zuschaffenden Punkten) al, die Kurve bl 

umkreisend, stets in demselben Sinne fiberkreuzt. (Hier ist der Punkt, wo die 

Festsetzung des Vorzeichens fiir grbsseres Geschlecht scheitert.) Durch diese 

Festsetzung bekommt n ein Vorzeichen, positi.v bei positiver t~berkreuzung, ne- 

gativ bei negativer Uberkreuzung. Durch diese Festsetzung werden zugleich auch 

alle diese Kurven in demselben Sinne b~ iiberkreuzen. Ffir die]enigen, die a~ nicht 

schneiden, n~hnlich die Selbstverbindungen des Randes r in L3,~ setzen wir die 

Durchlaufung so fest, dass die Uberkreuzung yon b~ durch alle Kurven in 

demselben Sinne stat~findet. Auf diese Weise ist ~ analog wie bei der ge- 

sehlossenen Ringttiiehe definierbar. - -  So erhalten wir dureh d q ' w o n  und ~ 

beliebige ganze Zahlen, q eine Anzahl ist, ein beliebiges mit~ Durehlaufungssinn 

versehenes Kurvensystem auf R,, wenn wir yon Parallelkurven zum Rand ubsehen. 

Eine Ausnahme bildet nur das durch das Symbol ( :  q) dargestellte Kurvensystem. 
] 

] 

Hier ist die Durchlaufung der q--lnl Selbstverbindungen des l~andes willki~rlich. 
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Um auch die Parallelkurven zu r zu bekommen, miissten wir Homotopieen 

mit festem Rand betraehten (ebenso wie bei der La, w 5 e)) und eine Drehungs- 

zahl ffir den Rand einffihren. Das geht genau so wie oben, aber wir brauchen 

es im Sp~teren nicht und wollen deshalb diese Kurven unberiicksich~igt lassen. 

Wir werden aber weiter unten (s. c) in diesem w fiber die Abbildungen mit 

festem Rand einen Satz ableiten. 

Das yon uns eingefiihrte arithme~ische Feld fiir die R1 ist dreidimensional 

und en~h~lt als Punkte alle mit Durehlaufungssinn versehenen Kurvensysteme 

des R~ mit Ausnahme der Parallelkurven zu r. 

b) Transfor~ationen des arithmetischen Feldes oder des Symboles In~ q) dutch 

die Abbildungen des Einlochringes auf sich. 
Die Abbildungen sind dieselben wie die der Ringfl~iche (s. w 4 b)), die Ab- 

bildungsklassen werden erzeug~ durch Verschraubungen J a  l~ngs einer Parallel- 

kurve a zu a I und Jb l~ngs der a ein Mal schneidenden Kurve b. Wir  denken 

uns die Verschraubungen zIa in der L2,a zwischen a, und a s ausgeffihrt, und die 

Verschraubungen zCb in der L2,b zwischen bl und b~. Diese Abbildungen induzieren 

in den Symbolen ( ~ ) d e r  Ringfl•che R die Operationen des euklidischen Algo- 

rithmus. Wie wirken diese Abbildungen auf  die Symbole d q ? Die Wirkung 

lochkugel L2, a affizierk Es ist also Z/a q = d+nq . Wir wollen aber 

nun nicht die Wirkung yon Jb betrachten, sondern die yon Z/a z~-b I Z/a. Diese 

Transformation ffihrt a in b -1, b in a fiber (s. w 4 a)). Nun i s t l n l  stets die 

irreduzible Anzahl der Schnittpunl~be des Kurvensystems mit a, dagegen ~ nur 

dann die irreduzible Anzahl der Schnittpunkte des Systems mit b, falls In] > q 

ist, d. h. wenn keine Selbstverbindungen des Randes in L3,a vorliegen. Nehmen 

wir nun an, q sei nicht grSsser als I nl und 13], so is$ 13] die Anzahl der 

Sehnittpunkte des Systems mit b, also naeh der Transformation AaJ~- iJ~  die 

Anzahl der Sehnittpunkte mit a, also gleieh I.n'l, wenn ~a J;-1 J a  q =- ~ ,  q 

gesetzt; ist. I-I ist die Anzahl der. Sehnittpunkte des Syst~ems mit a, also naeh 

der Abbildung gleieh der Anzahl der SehnRtpunkte mit; b, also gleieh 16' I, weft 

I n ' [ = l d l  nach Vorausse~zung > q ist. Die Vorzeiehen yon ~ und n s i n d  leieht 
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zu bestimmen, wenn man berfieksichtigt, dass J a J ~ - l J a  als eine Drehung ,des 

Systems a, b angesehen werden kann. Es ergibt sich so, ebenso wie bei der 

geschlossenen Ringfl~che, n ' - = -  6, 6'-= n. Durch fortgesetzte Anwendung der 

Operationen J a  und J a !  und der Operation J a  z/~-lz/a kSnnen wir alas Symbol 

q verwandeln in 6' q " wo nun I d ' l <  q ist. So lange q nieht grSsser ist 

als In I oder I d I, gilt  der euklidisehe 

den Fall In I > q > I ~ I. Sei wieder 

Fig. I9. 

Algorithmus. Wir  betrachten also jetzt 

zJazJblz~a ((~q))~ (~:q) SO ist n o e l  

immer I~'1 = I ~ I. I~ I i~t ale Anzahl der 
Sehnittpunkte des transformierten Systems 

mit b, aber da jetzt I n ' l <  q ist, so ist 

diese Anzahl auch gleieh [r -F q --I n'l, 

denn q - - I n '  I i s t  die Anzahl der Selbst- 

verbindungen des Randes in L~,a fiir 

das transformierte System. Also ist 

16'1---- I nl + I dl - q. Das Vorzeichen ist 

auch unschwer zu bestimmen, und es 

ergibt sich, dass n' das umgekehrte Vor- 

zeichen yon 6 hat, 6' das Vorzeichen yon n. 

Durch diese neue Operation ist aber 

I n I< q geworden, und dureh eine geeignete 

Anzahl yon Operationen ~/a oder J a  1 

wird jetzt auch 16[ < I nl < q, sodass 

wir jetzt den Fall zu behandeln haben q > Inl > Idl. Wir bezeiehnen wieder 

~r "fib 1 Zla q mit d, q . Die Anzahl der Sehnittpunkte mit b ist jetzt 

I ~1 + q - -  I" I, also ist In' I = I d l + q -- I n I. Die Anzahl der Selbstverbindungen 

des Randes in L3,a fiir das transformierte System ist q -  I n ' l  also ~---In I--16j-  

Also ist [6' I = In I -- (I n I -- I d I) = 16 I. Uber die Vorzeiehen gilt dasselbe wie oben. 

Es ist nun leicht zu sehen, da s se s  nur 12 verschiedene Kurvensysteme gibt, 

die die Bedingung q > In I > I d l erfiillen und ineinander transformierbar sind. 

Denn in diesem Falle haben wir (s. Fig. I 9 ) [ n l - - 1 6  [ Verbindungen yon zwei 

Punkten auf 1", die a ein l~Ial und b kein Mal schneiden und miteinander homotop 

sind, I~] Verbindungen, die a und b ein Mal schneiden und miteinander homotop 

sind und endlich q -" ] n ] Verbindungen, die nur b ein Mal schneiden (die Selbst- 
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verbindungen yon r in L~,a) und aueh miteinander homotop sind. Das Kurven- 

system zerfiill~ also in 3 Abteilungen u n d e s  muss also, wenn d' q ein Symbol 

  e elUeo ist, Ungleichungen befriedigt, 

I n ' I - - ]~ ' 1  und ]~'] je gleieh einer yon den 3 Anzahlen ffir die 3 Abteilungen 

sein. Durch die Wahl  der beiden Abteilungen und die Zuordnung zu In ' I - -  I~'] 

und ]~'1 sind aber In' I und I~il bestimm~. Also haben wir im ganzen 6 ver- 

sehiedene MSglichkei~en fiir das Paar  In'l,  ]~'] und da die zweimal ausgefiihrte 

Abbildung J a J ~ - l J a  bei n und ~ das Vorzeiehen gleichzeitig ~ndert, haben wir, 

wie behaupte~, I2 verschiedene MSglichkeiten. Diese sind dutch Anwendung yon 

J a J ~ - l J a  und Ja ,  wie wir gleich sehen werden, zu erreichen, sodass wir das 

Resulta~ haben, class wir durch Ja  und Ja  j~- i  ~/a aUe Abbildungen des gelochten 

Ringes auf sieh erzeugen kSnnen. Das ist nur  eine Best~tigung des frfiheren 

Resultates, da aus tier Erzeugbarkeit dutch Ja  und L/b unmittelbar die Erzeug- 

barkeit durch ~ta und Ja~I~-l~/a folg~. GleichzeRig folgt, dass jedes Kurven- 

system auf dem Einloehring aus 3 Abteilungen besteht, deren Anzahl wir durch 

unser Rekursionsverfahren bestimmen kSnnen (siehe die Beispiele). 

Es fehl~ noch die t3bersieht fiber die Erzeugung der 12 versehiedenen MSg- 

lichkeiten fiir n und ~, falls q > l n ] > ] ~ ]  ist. Das werden wir gleiehzeiflig mi~ 

einer allgemeinen geometrischen Darstellung des arithmetischen Feldes und der dutch 
die Abbildungen induzierten Transformationen erledigen. Wi t  beschr~tnken uns 

aber auf die Darstellung der Transformationen yon In I und ] ~ I. Wir  konstruieren 

fiir diese Anzahlen ein gewShnliehes Quadratgit ter  (s. Fig. 2o und 2I) und 

zeiehnen das Quadrat OQRS mit den Ecken (o,o), (q,o), (q,q), (o,q) aus. 

Dann stellen in dem Winkelraum q ~1~, ], q ~ ] ~ 1  die gewShnlichen Operationen 

des euklidisehen Algorithmus' 

solche Transformationen dar. Dureh diese Operationen kann man yon jedem 

GRterpunk~ des Winkelraumes in den rech~winkligen Halbstreifen ] n] => q > ]~ ] 

gelangen. Aus diesem wieder durch die Operation 

q + I 

in den schiefwinkligen Halbstreifen q > In] < ]~1. Aus diesem endlieh, falls 
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n ~ o  ist, durch die Operation (llnl[) ( --, 1 ~ ] _ 1 ~ 1 )  in gee igne te rWiederholung  

in das Dreieck 0 Q R q > In ] > ] ~ ]. Dieses Dreieck wird durch die Mittellinien 

in 6 Dreiecke zerlegt. Ein Git terpunkt  kann durch die in geeigneter Wieder- 

holung ausgefiihrten beiden Operationen 

-- '  

8. 4=~.=r 

0 Q 
Fig. 20. 

yon einem der 6 Dreiecke in jedes 

Diese 6 Dreiecke entsprechen den 5 

Fig. 2i. 

der anderea Dreiecke gebraeht werden. 

verschiedenen Permutat ionen der 3 Ab- 

tei lungen yon Kurven oder den 6 verschiedenen Verteilungen der Abteilungen 

auf die Abteilungen yon ai und bi schneidenden und nur ai oder nur  bi schnei- 

denden Kurven. Auf den Mittellinien sind zwei Abteilungszahlen gleich. Auf 

den Seiten des grossen Dreiecks ist eine Ab~eilungszahl gleich o, dementsprechend 

sind in den Ecken zwei Abteilungszahlen gleich o. - -  In  eines der 6 Dreiecke 

kann dnrch eine Operation, wie wir sahen, jeder Gitterpunk~ gebracht werden, 

falls er nicht  auf (o, I~1) liegt oder durch eine Operation dahin kommt. (o, I~1) 

im schiefwinkligen Streifen entsteht aber aus (In I, o) im rechtwinkligen Streifen 

I n I > q > I ~ I." Dieser Git~erpunkt entsteht  aus dem Punkt  mi~ den Koordinaten 

l ul  und 16 ] fiir (,, 6) _> q. Alle Gitterpunkte,  ftir die der grSsste gemeinschaft- 
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liche Teller yon n und d kleiner als q ist, gelangen also dutch unsere Operationen 

in eines der 6 Teildreiecke. Alle Kurvensysteme, fiir die (n ,d )~  q ist, sind 

~ransformierbar in Kurvensysteme, bestehend aus (n, 3 ) - - q  geschlossenen zu 

bi parallelen Kurven und q Selbs~verbindungen des Randes in L~,~. Denn ein 

solches System wi rddurch  ( : q )  f i i r l ~ ] > q  dargestellt. EinesderTeildreiecke 

zusammen mit der Halbgeraden d-~ o, In I> q stellt also den Fundamentalbereich 
auf dem arRhmetischen Feld oder fiir die Kurvensysteme bei Transformationen 

mit beweglichem Rand dar. Der Fundamentalbereich bei der geschlossenen 

Ringfl~iche is~ durch die Halbgerade 3 = - o  gegeben. Denn man kann jedes 

(~) a u f -  "((nod) ) reduzieren. Wir bemerken noch, dass je zwei verschiedene Git~er- 

punkte in ein und demselben Teildreieck zwei verschiedene Tripel yon Abteilungs- 

zahlen ergeben. 

Beispiele." I) ( 25 ) I I 7 , In[ und I d l > q .  Man erh~lt dure'h d . d  V ' d .  f i i rdie  

absoluten Werte (l ll) ( ,I)  _o. ( ; )  ~2 ' q ' d.h.  25 7 , durch z/~-. 7 �9 Jetzt sind wir im 

Bereich n > q > 3, also erhalten wir dutch ~/a J b i z ~ a  fiir die absoluten Werte 

,3[ 31 ) d.h.  (37 7 ) a n d  durch ~ /~ -2 : (3  I 7). Dami~ sind wir in einem 

tier Teildreiecke and erhalten also die Abteilungszahlen: [ 31 = 1, I n I - -  I d I = 2,  

q - - I n [  ~ 4 .  Das werden wir durch direkte Betrachtung des Kurvensystems 

I I  g bes~i~igen: Wir numerieren die Punk~e auf a~ und a~ mi~ Ib i s  25. Die 

ersten 7 Punkte auf al und a o haben Verbindungslinien in L3, a mit r, die iibrigen 

sind in L~,~ mit a~ resp. al verbunden. Der ~bergang yon a 1 naeh a~ in L2,. 

gesehieh~ dureh Addition yon II modulo 25, der Ubergang yon a~ naeh a~ in 

La, a dureh gerbindung gleieh numerierter Punkte. Wir  gehen yon r naeh dem 

Punk~ 1 auf a I und erhalten dann der Reihe nach: 

I (auf al) , I2, 23, 9, 20, 5 auf a 2 und, da dieser Punkt  in Ls, a 1nit r verbunden 

ist, ist I auf a 1 mit r verbunden nach 4-maliger Umkreisung yon b, 2-maliger 

Umkreisung yon a. 

Von r nach 2 gehend, erhalten wir eine parallele Kurve: 2, I3, 24, Io, 2I, 7; 

dagegen yon r nach 3 gehend die Reihe 

3, I4, 25, i i ,  22, 8, I9, 5, also 6-malige Umkreisung yon b, 3-malige Um- 
kreisung yon a; 

22--37534. Acta mathematlca. 69. Imprim4 le 13 janvier 1938. 
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yon r nach 4, 5, 6, 7 gehend erhalten wir die vier gleichgebauten Reihen: 

4, I5~ I 

5, I6, 2 

6, I 7 , 3  

7, 18, 4, also je eine 1-malige Umkreisung yon b u n d  eine 1-malige Umkreisung 

von a. Wir erhal~en also in der Tat 3 Abteilungen mit resp. 2, I, 4 Gliedern, 

wie wir dureh unser ari~hmetisehes Verfahren oben bereits gefunden hatten. Wir 

bemerken noeh, dass die, hier aus topologisehen Betraehtungen hervorgehende, 

Tatsaehe, class bei dem direkten Prozess, den wir zuletzt ausfiihl~en, immer nur 3 

Abteilungen mit versehieden langen Reihen herauskommen, einen rein arithme- 

tisehen Satz darstellt. Der rein arRhmetisehe Beweis wird wohl kaum anders 

zu fiihren sein, als dass man naehweist, dass bei unserm '>u die Ab- 

teilungszahlen erhalten bleiben. 

Wir haben also nur 2 Abteilungen mit einem Glied, resp. mit 6 Gliedern. 

Wir bilden zur Kontrolle die Reihen 

I, I2, 23, I I ,  22, IO, 2I ,  9, 20, 8, I 9, 7; 

2, I3,  I 

3, I4, 2 

4, I5, 3 

5, I6, 4 

6, I7, 5 

7, I8, 6, 

die in der Ta~ in 2 verschiedene Abteilungen mit einem Glied, resp. mit 6 Gliedern 

zerfallen. 

Schliesslieh bemerken wir noch, dass ein gemeinschaftlieher Teiler yon n, 

und q bei dem Verfabren nieht verloren geht und auch in den Ab~eilungs: 

zahlen auf~ritt. Es stellt demnach das Symbol (Qn / o d Q q/ die Kurven des Symbols 
\ 

(~q)  dar, jede mit Q - - I  Parallelkurven versehen. Wenn geschlossene Kurven, 

die nicht Parallelkurven zu r sind, auftreten, dann kann es nur 2 Abteilungen 

geben. Denn schneiden wir R~ l~ngs einer solehen Kurve, etwa c auf, so entsteht 

eine La,c. Kurven auf dieser La, e, die mit zwei R~indern keinen Punkt  gemeinsam 

haben und nicht parallel mit dem dritten Rand sind, sind entweder Parallel- 
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kurven zu diesen R~ndern, also auf B~ homotop mi~ c, oder Selbstverbindungen 

des dritten Randes. Die solchen Kurvensystemen entsprecbenden Symbole sind 

stets yon der Art, dass entweder ~ = o oder (n, ~) > q ist. 

Wenn keine geschlossenen Kurven auftreten, dana sind alle Kurven begrenzt 

durch die 2 q Punkte auf r. Diese zerfallen, wie wir wissen, in drei Paare yon 

Abteilungen. Wir  sehen aus Fig. I9, dass ein Paar zusammengehSriger Punkte 

einer Abteilung jedes Paar zusammengehSriger Punkte einer anderen Abteilung 

auf r trennt. Die Paare derselben Abteilung trennen sich nicht. Dies entspricht 

genau dem fiber Polyeder mit eiuer Ecke ohne Einecke mit p = I frfiher Ent- 

wickelten. ~ Der einen Ecke entspricht hier der Rand. Dieses Resul~at ist ganz 

leicht ohne Benutzung der Symbole fiir die Kurvensysteme, d. h. des arith- 

metischen Feldes direkt abzuleiten. 

c) Einlochring R~ mit festem Rand. Auf R~ gehSrt bei beweglichem Rand 

die Abbildung T ~ -  ( ~ a ~ b l ~ a )  4 ZUr Einhei~sklasse. Es ist leieht zu sehen, dass 

T 4 bei festem Rand eine Schraubung lEngs des Randes darsteilt. In  der Tat trans- 

formiert eine Abbildung der Klasse T die Verbindungslinie AIB,4~ (s. Fig. 2z u" 

23) in A1CA~, eine Abbildung der Klasse T ~ A 1 B A  ~ in A1D1E~B~ID,2A,~, eine 

J3 

A~ 

D~. A. 

; f 
; , / I,/,,,/ 

st ( ' 1':  t'F 

Fig. 22. Fig. 23 . 

Abbildung der Klasse T 4 endlich A1BA ~ in A1D1E1BE~D~A2, die durch Schrau- 

bung dr  l~ngs des Randes aus A1BA~ - entsteh~. Also fiihrt T t J r  I die Kurven 

a und b sowie die Verbindungslinie A1BA2 in sich fiber. Schneiden wir R] l~ngs 

A~BA~ auf, so entsteht eine L2, fiir die die einzigen Abbildungen auf sich 

1 s. Act. math. Bd 67. S. I65 ft. 
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Sehraubungen l~ngs des Randes, d. h. Schraubungen l~[ngs b sind. Abet durch 

diese Schraubungen geht a nicht in sich fiber, also geh5rt TdJ~ -~ zur Einheits- 

klasse der Abbildungen des /t] auf sich. Also gehSrt T 4 zur Klasse yon J r  und 

stellt eine Schraubung l~ngs des Randes dar. 

Die Gruppe der Abbildungs]dassen ffir R~ bei festem Rand wird erzeugt durch 

die beiden Abbildungen 2 und T mit tier Relation 5 3 T  2 ~ I  (s. w 5 d). Denn 

diese Relation gilt auch bei festem Rand, well die Relation ~s T ~ I ausdrfickt, 

dass durch eine Abbildung (n~mlich A/a~b 1 ~a) die Schraubung L/b in die Schrau- 

bung z~al fibergeht. Das muss auch ffir festen Rand gelten. Denn dureh eine 

Abbildung bei festem oder beweglichem Rand geht eine Schraubung stets in eine 

Sehraubung fiber. Also kann ~'b nicht in die Sehraubung J a  ~ verbunden mit 

einer Schraubung flings des Randes iibergehen. Dagegen gilt die zweite Relation 

T 4 --~ i nicht. Denn A1 BA~ und T 4 (A~ B Ae) sind bei festgehaltenem Rand nicht 

homotop, wie man durch Betrachtung der universellen Uberlagerungsfl~che yon 

R~ sofort erkennt. Durch NormMdarstellung der durch ~ und T erzeugten Ele- 

mente auf Grund der Relation Ea T e-~ I ergiebt sich dann, dass diese Relation 

allein die Gruppe der Abbildungsklassen ffir den _R] definiert, dass also diese 

Gruppe mit der Gruppe der Kleeblattschlinge ide~tisch ist. 

Arithmetisches Feld und Kurvensysteme auf der Vierloehkugel. 

a) Systeme geschlossener Kurven auf  der L~ (Fig. z4). 

Wir  zerlegen die L~ durch zwei parallele Kurven a~ und a~ in zwei Dreiloch- 

kugeln L3, al und La,,~ und eine Zweilochkugel L2, a. Da die Kurven der Systeme 

alle geschlossen sein sollen, so sind auf den beiden Dreilochkugeln aUe Kurven, 

die nicht parallel zu den Rgadern oder zu al und a.~ sind, Selbstverbindungen 

des Randes a 1 resp. a 2. Wir verbinden die vier R~nder der Lt  mit Normalver- 

dungen VI~ , V~3, V34, V41. V~a und V41 mSgen al und a~ je in einem Punkt 

schneiden. Die Kurven des Systems haben etwa 2n Punkte je mit a~ und a 2 

gemeinsam. Dann legen wir .]e n yon den auf a~ und a2 gelegenen Punkten auf 

einen der beiden Teile zwischen Ve3 und V41 und legen in L3, a, und Ls,,,. Ver- 

bindungen je zweier solcher Punkte lest, die Vie resp, V34 ein Mal, V~s und V41 

kein )/ial schneiden. Jedes System geschlossener Kurven auf L~, das keine 

Kurven parallel zu den R~ndern oder a 1 und a,, hat, ist innerhalb L~, a, und Ls,,,  

homotop mit beweglichen Riindern auf diese Verbindungen zu transformieren. 
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Bleiben nur die Verbindungen in der L~,a, die genau so wie die vorigen Male 

durch eine Zahl (l festgeleg~ werden. Die Kurven des Systems werden also durch 

das Symbol (~)  gegeben, wo d eine positive o d e r n e g a t i v e g a n z e Z a h t o d e r N u l l ,  

n a b e r  eine Anzahl is t .  Dem Symbol (~) o r d n e n w i r  d mit Durehlaufungssinn 

entsprechend dem Vorzeichen yon ~ versehene Parallelkurven zu a I zu. Den Kur- 

yen im allgemeinen einen Durchlaufungssinn zu geben, ist ohne weiteres nicht 

mSglich; wir kommen sparer darauf zuriick. Dureh das Symbol (~)  werden aUe 

Systeme geschlossener Kurven auf der L 4 dargestellt, die keine Parallelkurven 

zu den R~ndern enthalten. Und zwar sind n und ~ unabh~ingig yon homotopen 

Transformationen mit beweglichen (aber nicht vertauschbaren)R~ndern.  Dies 

kann man durch direkte topologische Betrachtungen, vielleicht etwas umst~nd- 

lich nachweisen. Bequemer ist es wieder die Darstellung durch die Fundamental- 

gruppe der L~ zu benutzen, also die freie Gruppe gebildet aus 3 yon den Opera- 

tionen rl, r2, rs, r4, die jetzt Umkreisungen der 4 Randkurven darstellen mSgen. 

Es ist in der Tat leicht, aus unserem Symbol die Darstellung des Kurven- 

systems in der Fundamentalgruppe zu gewinnen. Wir  wollen aber diese Aufgabe 

zun~ichst dadureh vereinfachen, dass wir voraussetzen, dass unser Kurvensystem aus 

einer einzigen Kurve besteht. Wir werden spi~ter sehen, dass, ebenso wie bei der 

das Symbol ( ' ~ ) d a n n  und nur dann eine einzige Kurve darstellt, Ringfl~che, 

fails (n, 8)-~ I, ist, dass ferner das allgemeine Kurvensystem aus (n, r Parallel- 

kurven besteht. Fiir den Nachweis unserer Behauptung der Homotopieinvarianz 

(~)  geniigtes also, denFal l  ( , , (~)~I zu betrachten. Ferner setzen wir zuniichst y o n  

o < ~ < n voraus. Dan n ergibt sich durch Betrachtung des Verlaufs in der auf- 

(;t " 

Kurve dargestellt wird dutch einen 2 n-gliedrigen Ausdruek in den Erzeugenden 

r + l r + l r  + 1 -  - . Die Erzeugende ~+1 kommt in diesem Ausdruck &real vor, die 

Erzeugende ~r ~+ 1 kommt n --  ~-mal und r +1- kommt n-real vor. Da eine Transforma- 

tion, wegen der Freiheit der Erzeugenden, nur eine zyklische Umordnung der 

Glieder des Ausdrucks bewirkt (,falls in dem zyklisch geschriebenen Ausdruck 

auf einander folgende Glieder yon der Form ~ ~-1 weggelassen werden), so sind 

n und ~ durch diesen Ausdruck oder irgend eine seiner Transformierten eindeutig 
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bestimmt, d. h. n und 5 bleiben in diesem Falle bei homotopen Transformationen 

ungei~ndert. Ist  151 < n aber o > 5, dann gil t  dieselbe i3berlegung, wenn wir start 

tier Erzeugenden r~ die Erzeugende r2 einffhren and die Fundamentalgruppe durch 

die freie Gruppe der Erzeugenden rl r2 r~ darstellen. 

Es bleib~ noch der Fall J 31 > ~f. Diesen fiihren wir dutch eine >)Koordinaten- 

transformation~ auf den vori~en zuriick, die fiberhaupt bei unseren Betrachtungen 

der Lt eine grundlegende Rolle spielt: wir bestimmen niimlich das Kurvensystem, 

s~att durch die n Schnittpunkte auf den Parallelen al und a~ und durch das 

Mass 5 der Verschraubung der Verbindungen, durch die n' Schnittpunk~e auf 

den Kurven bl und b~ (s. Fig. 24) und das Mass (i' der Verschraubung in der 
A' 0 B 'r ~'. 

V.,. ' D' 
r 
B'  

V~q .,4 B o . ~  c: 

Fig. 24. Fig. zS. 

L2, b zwischen b l u n d  b~. Wir legen b 1 und b~ so, dass in der L2, b alle Selbst- 

verbindungen der al liegen. Dann haben wir genau J SJ Selbstverbindungen der 

bi in den Ls, % Also is~ n'----- J 5 J, und alle diese Selbstverbindungen liegen in 

tier L2,~. Dutch Umkehrung tier Betraehtung erhalten wir ~-~ iS' I. Wir  geben 

endlieh ~' das Vorzeichen yon $ dureh eine geeignete Festsetzung fiber die 

positive Seite yon at. Die Koordinatentransformation lautet dann ~'-=-JSJ, 

[~J n. Der Untersehied gegen die analoge Transformation bei der Ringfl~ehe 5 ' =  

R '  is~ klar: bei der L~ handelt es sieh nur um eine Koordinatentransformation, bei 

der R t kann diese aueh als Abbildung angesehen werden. Aber das kommt ffir 

die L~ unter Voraussetzung yon , icht vertauschbaren R~ndern nieh~ in Frage, 

well die b~ andere Paare yon R~ndern trennen als die a~. Bei Vertauschbarkeit 
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der R~nder entspricht der Koordinatentransformation eine u Damit  

haben wir nun den Fall I ~ I > n auf den Fall I d I < n zurtickgef/ihr~. 

Es bleibt nur  der Fall n = ] ~ ] = I iibrig. Aber in ein Symbol mit  anderem 

I )  nicht  iibergehen, weft wir n oder ~ kann bei homotopen Transformationen _+ I 

fiir die anderen Symbole die Invarianz yon n und ~1  nachgewiesen haben. 

Aber es kann auch nicht ( ~ ) i n -  - _ _ ( 2 ) i i b e r g e h e n .  Denn, transformieren wir 

beide Kurven (lurch eine Verschraubung in L2, ~, dann gehen sie in Kurven mit  

( n )  und ( n ) iiber, die, weil fiir d=bo  die Zahl den Symbolen ~ + 2 n  - - ~ + 2 n  

[ ~ + 2 n [ yon [ -- (~ + 2 n [ verschieden ist, zwei nicht dutch Homotopie in einander 

iiberftihrbare Kurven darstellen. Also sind auch ( ~ ) u n d  "_ . ( n )  nicht durch 

Homotopie ineinander fiberfiihrbar, und wir haben jetzt allgemein die Inva~ianz 

von(n~)bei Homotopie nachgewiesen. Itierbei ist es, w e i l e s  sich um lauter ge- 

schlossene Kurven handelt,  gleichgiiltig, ob die R~nder als fest oder beweglich 

angenommen werden. 

b) Abbildungen der Vierlochkugel auf sich und die Wirkung auf das arithme- 
tische Feld. Wit  haben in ~ 3 spezielle Abbildungen der 2)4 auf sieh betrachtet, 

Verschraubungen der L2, a und L2, b. Nach den friiheren Ergebnissen und dem 

soeben Entwickelfien wirl~en sie so, dass die erste Versehraubung n iiberfiihr~ in n, 

I~1 in I ~ +  2 k n l ,  die zweite n in I n +  2]~'~1, I~[ in I~1. Wir h~ben also (zu- 

n~chst nur  fiir die absoluten Werte) wieder den euklidischen Algorithmus, aber so, 

dass wir stets nur  ein gerades Vielfaches der einen Zahl zu der anderen addieren 

oder yon ihr abziehen kSnnen. I)iese Operationen bilden eine (nicht; invariante) 

Untergruppe der Operationen des allgemeinen euklidisehen Algorithmus. Wi t  wollen 

sie als gerade euklidische Operationen bezeichnen. Is t  161 > n > o, so kSnnen 

wir k so bestimmen, dass I ~ +  2 k n i S h  ist, ist abet n > l ~ l  > o ,  so kSnnen 

wir k' so bestimmen, dass In + 2 ]c'~[ ~ I~1 ist. Das u  bricht in fol- 

genden drei F~llen ab: I) n ~ o ,  2) ~ o ,  3) n ~ ] ~ ] .  Im  ersten Falle erhalten 

wir I~] Parallelkurven zu a 1, im zweiten n Parallelkurven zu bl, im drit ten Fall 

\ n /  
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r 1 und r 3 trennenden Kurve, etwa e (s. Fig. 24). Also haben wir zun~chst das 

Resultat: jedes System yon geschlossenen, doppelpunktslosen, sich gegenseitig ~ieht 

sehneidenden Kurven auf der Vierlochkugel kan~ dutch eiue vermittels der Schrau- 

bungen liings a und lh:ngs b erzeugte Abbildung der L~ auf sich iibergefiihrt werden 

in eine Anzahl Parallelkurven zu eiuer yon drei bestimmlen die Rh'~der paarweise 

trenuenden Kurven. Diese Auzahl ist gleieh (~, d), we~m das Kurve,system durch 

(~) dargestellt wird. Hierbei sind Parallelkurven zu den Riindern unberiicksich- 

t igt  geblieben. Damit haben wir die oben benutzte Tatsache, dass ffir (~, 6)-~ I 

das  Kurvensystem nur aus einer Kurve besteht, abgeleitet. Wir haben dazu nicht 

den Satz fiber die ttomotopieinvarianz der Symbole benutzt. 

Eine Abbildung nun, die etwa a 1 und a.~ in sich iiberfiihrt, kann auf L.%a~ 

und L3, a, durch ttomotopie (mit beweglichen R~ndern) erzeugt werden. In  der 

L~,a erzeug~ sie eine gersehraubung, die der Transformation -" d + kn  

entsprieht. Ffihl~ nun eine Abbildung @ der L 4 auf sieh zwei Nurven al und 

~ in a~ und a~ fiber, dann gehen dureh eine geeignete Transformation ~, die aus 

Versehraubungen in L2,~ und L2,b zusammengesetzt ist, a~ und ~. in Parallelkurven 

zu a~, bl oder e fiber. Aber es miissen Parallelkurven zu a~ sein, weil naeh der 

Voraussetzung a~ und a~ dieselben R~nderpaare trennen. Also ist E ~ ( c q ) =  a~, 

E ' ~  -~ (a~)= a 1. Folglieh ist ~ - 1  bis attf Itomotopie gleieh einer Versehrau- 

bung in L2,~. Also sind aus Versehraubungen in L2,~ und L2,b, die den geraden 

euklidisehen Operationen entsprechen, ReprSsenta~ten jeder Klasse yon Abbildungen 

der Vierlochkugel auf sich erzeugbar. Ist  aber eine gerade euklidisehe Operation 

nieht die identische Transformation, d. h. fiihrt sie nich~ alle Symbole in sich 

fiber, dgnn repriisentiert sie nicht eine homotope Transformation, die, wie wir 

naehgewiesen haben, alle Symbole in sich iiberfiihrt. Andererseits fiihrt eine 

nicht homotope Transformation mindestens eines der Symbole ( : ) o d e r  ( : ) n i c h t  

in sich fiber, entspricht also nicht der identischen Transformation in der Gruppe 

der geraden euklidischen Operationen. Also haben wir: die geraden euklidischen 

Operationen erzeugen eine der Gruppe der Abbildungsklassen der Vierlochkugel ein- 

stufig isomorphe Gruppe ~. 

Herr  W.  MAGNUS te i l t  m i r  mi t ,  dass  s ich h i e r aus  u n t e r  B e n u t z u n g  des  R e s u l t a t s  von  H. 

FRASCH, Math .  Ann.  1o8 S. 245 e rg ieb t  , dass  die Gruppe der Abbildungsklassen f~r die L~ die 

freie Gruppe von zwei Erzeugenden ist .  
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c) Es ist leicht zu sehen, welche Symbole Kurvensysteme darstellen, die auf 

ein bestimmtes der drei Systeme yon Parallelkurven abbildbar sind. Denn bei 
den geraden euklidischen Operationen bleibt der Charakter yon n und ~ als gerade 
oder ungerade erhalten. Wit kSnnen annehmen, dass ,~ und $ nicht beide gerade 

sind, weft wir sonst die grSsste Potenz yon 2, etwa 2 t, die in beiden aufgeht, 

heruusnehmen kSnnen, und deswegen ( ~ ) e i n  Kurvensystem darstellt, das aus 

2 ~ Kurvensystemen besteht, die je parallel sind zu dem Kurvensystem _ , wo 

2 [ 

21 und ~ nieht beide gerade sin& Wir  haben dann drei Fiille: I) n und d 

ungerade, z u  v 

/ \ 

abbilclbar ist. 2 ) n  gerade, (~ ungerade, ( ~ ) s t e l l t  ein Kurvensystem dar, das 

auf (n, ~) Parailelkurven zu a abbildbar ist. 3) n ungerade, (~ gerade, das Kurven- 

system isg auf (~, $) Parallelkurven zu b abbildbar. Damit haben wir die In- 
varianten else8 Kurve~systems gegen Abbildungen aus den Symbolen abgeleitet. 

iibertr~gt sich auf den Durch- 

laufungssinn etwa yon r~ in der Weise, dass das Stfick yon L~ zwischen r 1 und 

einer Kurve des Systems dureh die Durchlaufung yon rj und der Kurve die gleiche 

Indikatrix bekommt. Bei der Abbildung geht rl in 

sich mit Durchlaufungssinn fiber, also fibertriigt sich 

vermittels r 1 der Durchlaufungssinn des Systems (~)  

auf die Bildkurven, also auch auf die Kurven a, b 

odor c i n  deren eine (~) abgebildet werden kann. 

Es ist leicht (s. Fig. 25) diese [~bertragung des 

Umlaufsinns yon rl auf a, b, c einerseits u n d -  

dutch die erste Selbstverbindung yon a in L3,,, - -  

 erzu  e,,eo. 
Fig.  26. 

Wir wollen nun eine bestimmte Durchlaufuug von r~ als positiv annehmen 

unddamitaueheinebestimmteDurchlaufungvona~,b~,cund(~)alspositiv.  Wir 

23--37534.  Acta mathematica. 69. Imprim6 lo 13 janvier 1938. 
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gleich durchlaufenen parallelen Kurven des Systems (~)  wie bisher durch (~)  

darstellen. Die in umgekehrtem Sinne durchlaufenen Kurven wollen wir yon 

jetzt an mit dem Symbol ( - ~ ) b e z e i c h n e n .  Unsere Koordinatentransformatiou 

(a--) b) sieht dann so aus: 

Auf diese Weise behgR das obere Symbol des Paares, also n, ~ u. s. w. stets 

da.sselbe Vorzeichen bei den Operationen der Koordinatentransformation und des 

euklidischen Algorithmus. Wir  wollen ferner, ebenso wie friiher bei den Sym- 

bolen fiir die Kurvensysteme auf tier Ringfl~che, jetzt dem Symbol ~ verschie- 

dene geometrische Bedeutung geben, je nachdem n positiv oder negativ ist, und 

zwar soll sich bei Wechsel des Umlaufsinnes der Kurven auch die Umkreisungs- 

(;t richtung far  dasselbe d ~ndern oder, anders ausgedriickt, wenn ein Kurven- 

system darstellt, so soll ( - ~ j ) d a s s e l b e  Kurvensystem mit umgekehrter Durch- 

laufung darstellen. Diese Festsetzung ist nStig, dare r  else Abbildung fiir belie- 
bigen Umlaufsinn durch dieselbe Transformationsformel g ' ~  ~ § ks dargestellt 

wird (ohne diese Festsetzung wiirde k fiir dieselbe Abbildung mit dem u 

zeichen yon n sein Vorzeichen wechseln). 

Beispiele: i) 

(:) c -- durch Verschraubung in L2 ~ -~ 
I ' ' I 

, durch Koordinatentrans- 

formation a -~ b: 

, durch Koordinatentruns- 

formation b -~ a: 

d. h.: dutch eine Verschraubung i~ L2,o und eine Verschraubung in L~,b entsteht 

eine Abbildung, die c = ( ' l  in sich iiberfiihrt, also eine Sch,'aubung lgings r 
~i] 
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a -~ b: 

(-:) (_-:) -~" --> )) )> )) b --> a : 

(-,) ---~ ~ 

- - I  

Das Resultat  dieses Absehnittes ist: Es ist die Gesamtheit der Systeme ge- 

sehlossener, je mit demselben Umla@inn versehener Kurven, abgesehen yon Parallel- 

kurven zu den Rdndern, eineindeutig der Gesamtheit der Symbole d ' w o n  und (t 

positive oder negative Zahlen oder auch null, abet nicht beide null sein kfnnen, zugeordnet. 

e) Geometrisehe Darstellung der Symbole (~ ) .  

Wir wollen noeh einmal das ursprfingliehe Symbol d ' w o n  eine positive 

Zahl ist, be~raehten. Die den Punkten auf al und a~ en~spreehenden 2n Zeiehen 

S 1 . . .  &~, Sn§ . . .  S ~  werden vermSge der Versehraubung in L2,,, auf sieh 

selbs~ abgebilde~ dutch N ~ Si,, wo ~ - ~  i + d rood 2 n is~:. Dureh die Selbst- 

verbindungen in L.~,,~ geht nun S~-, tiber in $7, wo i ~ - 2  n + I -  i* iSL als0 

i - - ~  - - i - -  d rood 2n; i gebt wieder dureh Versehraubung in L.~,~ fiber in i'*, 

wo i'* ~ i --  d ~ I --  i --  2 ~ mod 2 n is~, und dann endlich dutch Selbstverbindung 

in L3,~, in i ' - ~ 2 n  + I - - i ' * = i +  2 (~mod2n .  

Also liefert das Symbol ( ~ ) b e i  einer einmallgen Umkreisung yon b eine 

Substitution 
i ' - ~ i +  2 ~ m o d 2 n .  

Diese Substitution is~ zyklisch, also haben alle Zyklen, in die sie zerf~ll~, dieselbe 

Anzahl yon Zeichen, und zwa.r gibt es genau (n, (l)solcher Zyklen. Dies ent- 

sprich~ dem obigen Resul~a~; dass alle Kurven eines Systems Parallelkurven sind 

und zwar in der Anzahl (n, ~). 

Der Susammenhang des Symbols (~)  mit der obigen Substituti0n fiihrt dazu, 

das Kurvensystem graphisch darzustellen (s. Fig. 27): Wir benutzen ein Quadratnetz 

und zeichnen auf alien horizontalen Seiten die Punkte $ 1 . . .  $2, in derselben 

Durehlaufungsrichtung mit dem gleiehen Abstand e voneinander und dem Abstand -~ 
2 
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$1 und S,~,~ yon den Ecken. Dann ist das Kurvensystem, alas durch (~) der Punkte 

dargestellt wird, auch dargestellt durch alle Geraden, die einen Punkt Si mit der 

/ 
St ,$3 J~ 

Fig. 27. 

Abszisse x etwa auf der unteren Seite 

eines horizontalen Streifens mit einem 

Punkte mit der Abszisse x + 2 ~ e auf der 

oberen Seite des Streifens verbinden. 

Dabei sind Geraden, die homologe Gera- 

den des Netzes sind, d. h. solche, die 

durch Par~llelverschiebung des Netzes in 

sich auseinander hervorgehen, nicht als 

verschieden anzusehen, die Geraden wer- 

den nur >)modulo des Netzes,~ betrachtet. 

Die Geraden liefern dutch die Schnitt- 

punkte mit auf einander folgenden hori- 

zontalen Netzgeraden die den Kurven- 

systemen en~sprechenden Substitutionen. 

Statg auf einem Quadratnetz kSnnen wir 

die Kurvensysteme auch auf einer Ring- 

fl:s darstellen, deren universelle l~'berlagerungsfliiche das Quadratnetz ist. hber  

es is~ selbstverst~ndlich unmSglich, das Quadratnetz als universelle Uberlagerungs- 

fl~che der Vierlochkugel aufzufassen. 

Das Kurvensystem auf der L 4 entspricht, wie wir soeben gesehen haben, einer 

Substitution yon 2n Symbolen, die erzeugt wird durch eine Spiegelung I, 

n~tmlich die Indexsubstitution i ' =  2.12 + I - - i ,  und eine zyklische Verschiebung 

Z :  i '  ~-- i + ~ m o d  2 n. Und zwar ist diese Substitution, gleich 1 - 1 Z  - ~ I Z  und 

stellt wieder eine Verschiebung dar: i '  ~ i + 2 d rood 2 n. Dies ist nur der ein- 

fachste Fall einer in der Topologie sehr hiiufig vorkommenden Erscheinung. 

Betrachten wir z. B. den aus zwei Einlochringen R~,l und 1~,2 durch Zusammen- 

heftung liings des Randes r entstehenden Doppelring. Die Kurvensysteme auf 

B~,I und B ~ �9 ~,2 sind, wie wir in w 6 b) sahen, abbihtbar auf Kurven dreier Ab- 

teilungen. Diese teilen die 2 n SchnRtpunkte auf r ein in drei Paare yon Ab- 

teilungen. Wir  haben etwa fiir R~,I die Schnittpunkte 

$7,+,,1. �9 �9 Sn+l S,,+~,~ ,2..  �9 8~+~1+i S.~,, . .. S~+,,+,~+1. 
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ftierbei entspricht die Anordnung der Punkte auf r der natiirlichen Aufeinander- 

folge der Indices yon Ib i s  2 n . .  In  der oben hingeschriebenen Anordnung hingegen 

stehen die durch die Verbindungen auf R~,~ zusammengehSrigen Endpunkte der 

Kurven unter einander. Die hierdurch gegebene Znordnung ist eine Substitution der 

2 n in natiirlicher Reihenfolge angeordneten Zeichen yon der zweiten Ordnung, 

etwa /.  Ebenso haben wir eine solche Substitution I '  der 2 n Zeichen entsprechend 

den Kurven yon R~,2 mit anderen Abteilungszahlen, etwa n'~, n'~, n'~. Das Kurven- 

system auf dem Doppelring entsteht durch Verschraubung Z l~ngs r, d. h. einer 

Substitution i ' ~ i  + 6(2n), und diesem Kurvensystem entspricht also die Sub- 

stitution Z Y Z  -1 1 '-~. Fiir andere topologische Gebilde haben wir ganz anders 

Fig. 28. 

gebaute Substitutionen zweiter Ordnung /, z. B. fiir Kurvensysteme auf der 

Sechslochkugel, wo die drei Abteilungspaare in der Reihenfolge ~lnln~nen~n 3 

auf einander folgen, wie die Betrachtung der Fig. 28 zeigt. Bei dem einfachsten 

Falle, den wir oben betrachtet baben, wo nur ein Paar  yon Abteihngen vorliegt, 

und (was fibrigens ganz unwichtig ist) 1 = 1 '  ist, war Z I Z - I 1 - 1  wieder eine 

zyklische Substitution nnd der euklidische Algorithmus liefert uns ihre wesent- 

lichen Eigensehaften.  In  anderen F~llen kennt man bisher nur recht uniiber- 

sichtliche, auf topologischen (Iberlegungen beruhende Verfahren. Es fehlt eben 

eine einfache Transformation, die der obigen >,Koordinatentransformatiom), also 

der Vertauschung yon n und 6, entspricht. Vielleicht l~sst sich aber die geo- 

metrische Darstellung des einfachsten Falles durch ein Quadratnetz auf kompli- 

ziertere F~lle durch regelm~ssige Einteilungen der nicht-euklidischen Ebene iiber- 

tragen. 
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f) Kurvensysteme auf der Vierlochkugel mit Endpunkten auf einem Rand. 
i) W i r  wollen das Resu l ta t  anders  wie beim Ein lochr ing  zunfichs~ direkg ableiten,  

indem wir zu dem bisher  Bewiesenen noch einige topologische Be t r ach tungen  

hinzufi igen.  Schneiden wir  l~ngs einer  n icht  auf  rx zusammenz iehbaren  Selbst- 

ve rb indung  a des Randes  r 1 die L a auf  (s. Fig. 29) , so en t s teh t  eine L3,~ und 

eine L2,,. Auf  der L2,,, l iegt  noch ein zweiter  Rand  der  L~, e twa  r~. Die 

R~nder  r~ und r 4 bilden dann auf  der L3, o die beiden anderen  R~inder. Die 

L2, o wird ausser  yon rs begrenzt  durch  eine Kurve ,  die zusammengese tz t  ist aus 

der  Se lbs tverb indung  a und e inem Stfick ra,2 des Randes  r 1 zwischen den End- 

punk ten  yon a. Ebenso ist die L3,~ ausser  yon r 3 und r 4 noch begrenzg durch  

./i .</47,,,.s. X J/'  { 
�9 i I 

Fig. e9. 

eine Kurve ,  die zusammengese tz t  ist  aus ~ und dem anderen  Stiick rl,3i yon 7" 1 

zwischen den E n d p u n k t e n  yon a. 

W i r  be t r ach ten  nun  eine Para l le lkurve  a zu diesem le tz teren Rand  in L3, o. 

Diese ist eine geschlossene Kurve  auf  der  L~, die r 1 und r,, yon r~ und r 4 t rennt .  

Folgl ich is t  sie nach  dem oben Bewiesenen durch eine Abbi ldung  der L 4 auf  sich 

mib beweglichen,  aber  nicht  ve r t auschbaren  R~indern auf  die Kurve  al abbi ldbar .  

Durch  diese Abbi ldung  geht  ~ in eine Se lbs tverb indung ~ yon r 1 fiber, die in 

La,, ,  l iegt  und nach dem fr i iher  (w 3) Bewiesenen in eine bes t immte  Selbstver- 

b indung  s des Randes  r 1 in L.%,, homotop  bei bewegl ichen R~tndern, also auch 

homotop  auf  La f ibergeff ihrt  werden kann.  

t t a b e n  wir  mehre re  (sich n icht  schneidende) Se lbs tverb indungen  ai yon rl, 

die r 2 yon r 3 und r 4 t rennen,  so schneiden wir  l~ings der jenigen Verb indung  a o 

auf, fiir die das Randst i ick  rl,,~t yon rl, das zu L3,~ gehSrt,  keine  Endpunk te  yon 

anderen  solchen Selbs tverb indungen enth/ilt. Eine Para l le lkurve  a zu a0 r~.34 ia 



Die Gruppe der Abbildungsklassen. 183 

La,~ kann wieder dutch Abbildung in al iibergefiihrt werden. Jetzt  liegen alle 

diese Selbstverbindungen in L3, a, und kfnnen durch Homotopie mit beweglichen 

R~indern in feste Selbs~verbindungen yon r~ iibergefiihr~ werden. Betrachten 

wir nun die Dreilochkugel L3,o. In ihr liegen alle vielleicht noch vorhandenen 

Selbstverbindungen yon rj, die nicht mit ao homotop sind. Denn alle auf der 

Zweilochkugel L2,~ liegenden (die nicht mit einem Stfick yon r~ homotop sind) sind 

m i t a  o homotop. Durch Homotopieabbildung der L,  sind die Endpunkte jener 

anderen Verbindungen auf r~,3~ beweglieh, aber natiirlich nieht fiber oo ver- 

schiebbar. Also haben wir hier den Fall des festen Randes und erhalten nach 

Friiherem zwei verschiedene Arten yon nich~ miteinander und nich~ mi~ einem 

( 
Fig. 29 a. 

Randstfick, insbesondere nicht mit a o homotopen Selbsfiverbindungen yon rl, die 

sich dadurch yon einander unterscheiden, dass die einen, etwa a'~, mit einem Stiick 

yon rl,3, zusammen r~ einschliessen, die anderen, etwa a~', ebenso r~ (s. o. S. I61 

und Fig. 29 a). Die ersteren liegen nach der Abbildung yon a auf a 1 auf der 

Dreilochkugel Ls, b,. Denn die Parallelkurve a', die zu a'i ebenso konstruiert ist, 

wie oben a zu at, .schneider, wie wir aus der Figur sehen (a' ist punktiert in 

den beiden zusammengehfrigen Figuren 29 a eingezeichnet), a resp. nach der 

Abbildung a-> al die Kurve a~ zweimal, hat also (nach der Abbildung a-> al)das 

Symbol ( ; ) u n d i s t  durch Verschraubungin L2,. auf (:) d.h. bDoder(:)d.h. 

c abbildbar. Aber es k a n n n u r  bt s e i n ( d . h . ( : )  und d ge rade ) , f a l l s a 'w ievo r -  

ausgesetzt r 1 und r, yon r, und r 8 trennt. Ebenso geht die Parallelkurve a" zu 
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4 '  durch die Abbildung in eine Kurve mit dem Symbol . Da die a" aber 

auch mit a' zwei Punkte gemeinsam hat, so muss, fails a' in b1 abgebildet ist, 

a" in eine Kurve mit dem Symbol t I ~ tibergehen. Nun k5nnen wir zwar 
+ i  ! (I 

wandeln, aber dabei geht entweder b~ oder al in eine nieht homotope Kurve iiber. 

Wenn die Parallelkurven al zu s und bl zu s' je in homotope Kurven iibergehen 

sollen, dann ist nur noeh eine homotope Abbildung mSglieh und Verbindungen 

s" mit der Parallelkurve el nieht in Verbindungen mit~ der Parallelkurve e~ tiber- 

fiihrbar. Die Verbindungen s" liegen entweder in der mit e l ~ ( : )  gebildeten 

Dreiloehkugel L3,e* (in der rl liegt). - -  Zusammenfassend haben wir: 

oredes System yon Selbstverbindungen elves Bandes rl kann dutch ei~e einzige 

Abt)ildung iibergefiihrt werden in ein System yon festen Verbindungen, das aus drei 

Ab~eilungen besteht, die je i~ L3,~ La, b, L3, e, oder L~,~ L3,b, Ls,~ liegen. 

Es ist klar, dass man ei~e yon den Dreiloehkugeln L3, c~ oder L3,c~* vor- 

sehreiben kann, dann muss man aber neben L3,,~ noeh /53,a*~ oder neben L3, b~ 

noeh La, b~ zulassen, je naehdem man e~ dureh eine Sehraubung l~ngs bl oder 

dureh eine Sehraubung li~ngs a 1 in e~ verwandelt hat. 

Besteht aber unser Kurvensystem nieht nur aus Selbstverbindungen des Ran- 

des r~, sondern aueh aus gesehl0sseneu Kurven, dann k6nnen wir die gesehlos- 

senen Kurgen si~mtlieh entweder in al oder in 51 oder in e~ verwandeln und damit 

gehen die Selbstverbindungen yon ri alle tiber entweder in die zu a~ oder in die 

zu b~ oder zu c~ gehgrende Abteilung. In diesem Falle haben wir also, ebenso 

wie beim Einlochring, nur zwei Abteilungen: die geschlossenen Kurven und eine 

Abteilung yon Selbstverbindungen. 

2) Wir haben in i) eine Normalform fiir Kurvensysteme (ohne Umlaufssinn 

mit Endpunk~en auf einem Rand gefunden und wollen nun seben, wie diese Noru~al- 

form dutch Symbole ausgedriickt wird. Wir ftihren die Symbole ebenso wie friiher ein: 

wir zerlegen die L~ durch a~ und ae. Dann sind durch Homotopie mit beweglichen 

R~ndern die Kurven in La, .~ sowie in L3, .~ in feste Verbindungen tiberftihrbar. 

Bleiben nur die Verbindungen in L~,., die durch die Verschraubungszahl ~ in 

Bezug auf eine bestimmte Verbindung, etwa das Stiick yon b~ zwischen a~ und 
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a~ festgelegt ist. Dann ist durch die Anzahl 2 n d e r  Schnittpunkte auf al und 

a~, die Anzahl 2q der Endpunkte auf r~ sowie 6 das Kurvensystem b i s  auf 

Wir  bezeichnen das Kurvensystem durch (~q) .  Im Falle, Homotopie festgelegt. 

dass 1 geschlossene Kurven parallel zu a 1 resp. b~, resp. c~ resp. c~ und m Selbst~ 

verbindungen das Kurvensystem bilden, haben wit die Symbole 

m resp. m resp. o + l m  resp. - - m - - l m  . 

Im Falle, dass keine geschlossenen Kurven, dagegen ma Selbstverbindungen 

parallel mit al, mb Selbstverbindungen parallel mi~ bl, mc Selbstverbindungen parallel 

mit cl resp. c~ vorhanden sind, haben wir die Symbole 

me ~na +rob+me resp. ~ --me 

Wir wollen dieses Koordinatensystem das (a, b)-Koordinatensystem nennen (die 

zweite Koordinate ist bestimmend fiir die Zahl (l). W~hlen wir entsprechend das (b, a)- 

Koordinatensystem, so werden ma und mb vertauscht. Wir  bezeichnen das Symbol In') in diesem Koordinatensystem mit; ~d' q " Wir sehen, dass wenn m~ + o ist, q > n 

ist, wenn m ~ + o  ist, q > n '  ist. Is~ aber m ~ , = m b = o ,  dann fiihren wir das 

(c, a ) e i n  und erhalten als Symbol ( : m e ) i m  Falle, (lass die Koordinatensystem 

Selbstverbindungen ulle parallel zu cl sind, was wir durch Verschraubung in 

L2,a oder L2,b stets erreichen kSnnen. Im (e,a)~Koordinatensystem bezeichnen 

wir das Symbol mit [~,,q]. Wir haben dann das Resultat, das fi ir jedes Kurven- 

system nach einer geeigneten Abbildung f i ir  ein geeignetes der drei Koordinaten- 

systeme stets n resp. n' resp. n" < q ist. Das (c, a)-Koordinatensystem ist nur er- 

forderlich, falls n = ] ~ I ~ q d. h. nach eventueller Verschraubung in L:, ,  n = ~ ~ q, 

Das Kurvensystem ist in diesem Falle parallel mit c~ und enth~lt n - - q  ge- 

schlossene Kurven. 

Die topologischen Betrachtungen kSnnen wir umgehen, wenn wir die Trans- 

formationen des Symbols (~ q )be t r ach t en  wie oben (w 6 )d ie  Transformationen 
# 

] 

des analogen Symbols fiir den Einlochring. Es ist kaum etwas anderes als eine 

Wiederholung, mit der ~nderung, dass hier nur die geraden euklidischen Opera- 

tionen vorkommen: die Reduktion des Symbols (~q)  finder so stat~, dass dureh 

24--37534.  Acta mathematica. 69. Imprim~ le 13 janvier 1938. 
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= 8 + 2 kn zun~chst I (~ [ < n gemacht wird. Dann gehen wit zum (b, a)-Koor- (,21) dinatensystem fiber und erhalten als Symbol ~81 q ' wo ~ = I~1<  n ist, 81 sieh 

aber genau so bestimmk wie im Falle q - - o  (keine Randpunkte), falls I d l  und 

n beide > q sin& In diesem Falle ist 8~ = [ ~ n .  Wir kSnnen also dureh 

gerade euklidJsche Operationen das Symbol ( ~ q ) i n  ein Symbol (nt-lq~ ~8t-1 / ver- 

wandeln, fiir das ]8t-11< q ist. Das Symbol stellt entweder im (a, b)- oder im 

(b, a)-Koordinatensystem ein Kurvensystem dar, das durch die den geraden 

euklidischen Operationen entsprechenden Abbildungen aus dem vorgegebenen 

hervorgeht. Is~ aber nt-1 > q > [ 8t--1 [ dann ist 

(~t--1 
~t ---[ 8 t '1  [ und 8t --  [ ~t-~ [ (nt-~ -- q + [ 8t--~ ]) 

(genau entsprechend wie im Falle des Einlochringes)und yon (n, tq)gelangen wir, 
\a t  / 

falls n :# o isk im Allgemeinen durch die Operation 8" = 8t + 2 knt zu einem Symbol 

~ . ,q  in dem sowohl nt wie 1 8 " 1 <  q sin& 

Wir haben die Symbole hier nur soweit betraehtet, als wir es fiir die Be- 

handlung der Probleme der Fiinfloehkugei nStig haben. Wir  wollen aber noeh 

bemerken, dass in der (zu einem bestimmten Koordinatensystem gehiSrenden) (n, d)- 

Ebene ein Fundamentalbereieh in diesem Falle das gleiehsehenklig reehtwinklige 

Dreieek mit den Eeken (o, o), (q, q) (q, --q) ist zusammen mit den Halbgeraden 

n = d > q ;  n = o ,  d > o  und n>q,  d = o .  

g) L~ mit festen RSndern. 
I) Wir  sahen oben (d. Beisp. I & 3), dass eine Sehraubungin  L2~ und eine 

Schraubung in L2b eine Schraubung l~ngs c erzeugt. Also werden bei festen 
RSndern geeignete Schraubungen l~ngs a, b u n d  c hintereinander ausgefiihrt eine 

Kombination yon Schraubungen l~ings der vier R~nder ergeben. Wir wollen jetzt 

diese Kombination fests~ellen. Wir bezeichnen die Schraubungen l~ngs a, b, c 

und ri mit Ja ,  Jb, Jc,  J r  i und setzen (s. Fig. 3o, 30 a) den Sinn der Schrau- 

bungen folgendermassen fest: 

X X  o wird bei J ,  ersetzt durch XX1X2X o, 
YYo >> >> z/~ >> >> Y Y ~ Y o ,  
RRo >> >> /Jr, >> >> RR1R~Ro, 
ZZo >> >> ~+-1 ~> >> zzlz~Z~Zo. C 
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Die Sehraubungen A,~ sind untereinander und mit  den Sehraubungen Aa, A~, Ac 
vertauschbar. 

Wir  betrachten nun die Verbindungslinien AIA ~ (s. Fig. 3I) des erst~en und 
dri~ten Randes. A~ Aa (A 1 Aa) ist 

11 

x: 

F i g .  3 ~ . 

~x 

naeh unserer Festsetzung homotop mi~ der 

Fig. 3o a. 

Verbindungslinie AIB  1C1CaBaA ~. Diese entsteht  ebenfalls aus A1A s dureh die 

Abbildung A,,A,~. Es fiihrt also ~:~lL:~lL]bzJa die Verbindungen A1A ~ in sich 

selbst fiber. Ebens~) fiihrt A-1A-~AbA,  die Verbindung AsA4 (s. Fig. 31) in r~ r4 

sich fiber. Da aber A,, und Ar~ die Verbindung A2A~ nicht ver~ndern, J,.~ und 
A,, die Verbindung AiA 3 nieht  ver~ndern, so fiihr~ ,~JC--lzj--l~C-l,j~l,JbzSr a die 

C.I 

C3 y - -  

Fig. 3 I .  F i g .  3 I  a .  

beiden Verbindungen A1A 3 und A~At in sieh fiber. Schneiden wir die L4 lgngs dieser 

beiden Verbindungen auf, so entsteht eine L~, die durch J-lrx ,~--lr~ ~r51 ~r5 l~b'~tz 

in sich fibergeh~. Also ist diese Abbildung eine Abbildung der L,,  d. h. eine 

Schraubung l~ngs c, also gleich J~ ~. Um m zu ermitteln, betrachten wir die 

Verbindung F 1 F~ (s. Fig. 31 a). Es ist 
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wie aus der Figur hervorgeht. Also gehen durch H-~r, Z~Cr-~j I /[--Iz~--lz]cz]b'/](~r, r4 die 

Verbindungen A~A:,, A~A 4 und 1"1F~ in sich fiber. Also ist diese Abbildung 

eine Abbildung der Einheitsklasse, und es ist in der Gruppe der Abbildungsklassen 

J,.J~J,,= J,,J~,J~,J~,. 

2) Wir wollen das Resultat  anwenden auf den Zweilochring mit festen Rff~- 

der~. Durch Aufschneiden l~ings a (s. Fig. 3 2) erkennen wir nach I), dass bei 

geeigneter Bezeichnung 
J,,._,J,, J~ = J. J,,  J~,J,...,. 

Nun ist J~ nach w 6 c durch J~ und Jr, zu erzeugen. Also ist J r ,  aus Jr,, 

H,, d,,_., H~ und ..Q zu erzeugen: die Schraubung l~tngs des einen Randes ist zu 

Fig. 3 2 . 

erzeugen durch Schraubungen l~ngs des anderen Randes und l~ings den die Ring- 

fl~che nicht zerstiickelnden Kurven a, a~, b und d. 

3) Flffchen von hSherem Geschlecht mit einer Randkurve (R~). 

Die Fliiche zerfgll~ (s. Fig. 33) durch p -- I zerstiickelnde Kurven 6] . . .  Ce-~ 

in eine Bl und p - -  I R~. Nach w 6 c is~ die Schraubung l~ngs des Randes 6'1 

der R1 dutch Schraubungen l~ngs Kurven zu erzeugen, die (einzeln)/~11, also erst 

recht R~ nicht zerstiickeln. Die Schraubung l~ngs C~ ist nach dem oben unter 

2) Bewiesenen zu erzeugen durch Schraubungen liings C 1 und Schraubungen l~ngs 

solcher Kurven, die die R~,c,c: also auch die lip nicht zerstiickeln. Also l~isst sich 

die Schraubung l~ngs (~ erzeugen durch Schraubungen l~ngs Kurven, die R~ 

nicht zerstiickeln. 

So fortfahrend erhalten wir das Resultat: die Schraubung l~tngs des Randes 

einer Fl~tche R, p ist erzeugbar durch Schraubungen l~ngs lauter die Fl~che nicht 

zerstiickelnder Kurven. 
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4) Schraubungen lgngs zerstiickelnder Kurven auf ellen BPo oder R~. Eine 

zerstiickelnde Kurve auf einem Rp zerlegt den IRPo in einen Rq und einen /~P~-q, 

eine zerstiickelnde Kurve auf einem B~ zerlegt den Rp in einen / ~  and einen 

B~-q. Aus 3) folgt: die Schraubung lh'ngs einer zcrstiickel~den Kurve auf  einer 

Flgche mit h6chstens einer Randkurve ist erzeugbar durch Schraubungen lh:ngs lauter 
die Flh'chen nicht zerstiickelnder Kurve~. 

D~ die nicht zerstiickelnden Kurven ~lle durch Abbildung der Fl~che aus- 

einander hervorgehen, d. h. gquivalent sind, Schraubungen aber durch Abbil- 

dungen wieder in Schraubungen iibergehen, haben wir das Resul~at: jede durch 

Schraubungen erzeugte Abbildung einer Fl~che mit hSchstens einer Randkurve 

ist erzeugbar durch lauter Abbildungen, die in der Gruppe der Abbildungsklassen 

ineinancler transformierbar sind. 

w  

Die Fiinflochkugel. 

a) Koordinate~systeme. Auf der L~ haben wir drei geschlossene Kurven 

a, b u n d  c, die sich wechselweise in zwei Punkten schneiden und die bei der 

Bestimmung yon Kurvensystemen zu Grunde gelegt wurden. Auf eine yon ihnen 

liisst sich jede geschlossene Kurve der L~ (, die nicht auf einen Punkt  zusammell- 

ziehb~r oder nicht mit einem Rand homotop is~,) ~bbilden. Analog wircl man daran 

denken, zehn geschlossene Kurven auf der L~ einzufiihren, die .]e zwei yon den 

l~ndern  yon den drei anderen trennen. Bezeichnen wir eine solche Kurve mit 

aik -~ ak~(i 4: k), falls sie die R//nder r~ und r~ yon den anderen R/indern ~renn~, 

dann miissen die zehn Kurven aik die Bedingung befriedigen, dass sich aik und 

ak~ in zwei Punkten schneiden, aber aik und a~m (l ~ i, k; m ~ i, k) keinen Punkt  

gemeinsam huben. Das ist nun aber nich$ m5glich, weil, wie leicht zu sehen, 
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Fig. 34. 

die letztere Bedingung mindestens fiir ein Paar nichf 

befriedig~ werden kann. Das liegt daran, dass fiinf 

Punkte auf der Kugel nich~ so miteinander verbunden 

werden k5nnen, dass die Verbindungsstrecken ausser 

den ffinf Punkten keinen Punkt  gemeinsam haben. 

Wir begniigen uns deswegen mit fiinf geschlossenen 

Kurven als >>Koordinatenachsen>~ etwa a~, a~, a~t, at5 

und a~ (s. Fig. 34). Jede dieser Kurven ai,~+x zerlegt 

die Fl~iche ia eine Lt,~ und eine Ls,~. In  der Lt,~ 

liegen die beiden Kurven, die mit a~,~.l keinen Punkt  

gemeinsam haben, niimlieh ai+2,i+3 und ai+3,i+t. Hierbei sind die Indices immer 

modulo 5 zu reducieren. 

b) Darstellung eines Systems gesehlossener Kurven auf  der Ls. Wit zerlegen 

die Fliiehe durch eine Kurve ai, i+l in eine Lt,i und L3,~. Es sei e~wa i = 4- 

Wir zeichnen in L4,4 und L3,t Parallelkurven a',5 und a~'~ zu ai.~. Dann ist auf 

der L4,~ alas Kurvensys~em gegeben durch die Anzahl na~ der Sehnittpunkte mit 

der Kurve al~, eine Versehraubungszahl 6~ und die Anzahl n45 der Randpunkte 

a u f  a'~ ; ~4~ is~ auch die Anzahl der Schnittpunkte der Kurven des Systems mit 

a~5. Auf der L3,4 mit den Riindern a~'~, r~ und r5 besteht das Kurvensystem 

abgesehen yon eventuellen Kurven parallel zu a~'~ aus Selbstverbindungen des 

Randes a~'~, is~ also dureh die Anzahl ~4.~ (bei beweglichen Rand a~'5) gegeben. 

Es bleibt noch das Kurvensystem auf der L2,4 mi~ den Riindern a'~ und a~'~, 

das durch eine Verschraubungszahl 6a~ bestimmt ist. Das Kurvensystem ist also 

durch das Paar  yon Symbolen 

( ~ 1 2  

vSllig bes~immt. 

Ebenso kSunen wir die Fliiehe dureh a~ zerlegen. Dann haben wir fiir 

dasselbe Kur~ensystem ein Symbolpaar: 

Wir  wollen diese Koordinatentransformation, eine Vertauschung yon al~ und a45, 

mi~ WI~ bezeiehnen. Fiihren wir andererseits auf L4,t einen Wechsel des Koor- 

dinatensystems yon (a12, a23) naeh (a~, a1~) aus (s. o. w 7 die Vertausehung yon a- 

und b-Aehse bei der Vierlochkugel), dann erhalten wir das Paar  
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( '?~'23 

Ist  z. B. n45 < nl~ und < Id , : l ,  dann ist 

Beim Weehsel des Koordinatensystems in L4,4 miissen die Normalverbindungen 

des Randes a45 mit  der Aehse a~ iibergeffihrt werden in NormMverbindungen yon 

a~ mit  der Aehse a~. Dadureh entsteht  eine Versehraubung l~ngs des Randes 

a4~ and die Beziehung d'~ = d.~5 +__ ~qs. Wir wollen auf die Best immung des Vor- 

zeiehens in dieser Beziehung sowie auf die Herlei tung der iibrigen mannigfaehen 

Koordinaten~ransformationen auf der Fiinflochkugel nieht  eingehen. Fiir das 

bier Abzuleitende sind sie ohne Bedeutung. Dagegen ist hierfiir das Folgende 

yon Wiehtigkei~: Dem Koordinatensystem (a~, a2.~) in L~,~ entsprieht dureh W~4 

in L4,~ das Koordinatensystem (a45, a~4), aber dem Koordinatensystem (a2s, aae) in 

L4,4 entsprieht dureh W~.,4 in L4,2 das Koordinatensystem (a4~, a51 ). 

e) 11eclul~tio~ der Symbole. Naeh w 7 f) kSnnen wir dureh Abbildung der 

L~,~ auf sieh bei bewegliehen R~ndern das Kurvensystem iiberfiihren in eines mit  
}'145 dem Symbolpaar ~!: u45 wobei nl~ kleiner ist als 9~45. Bei dieser Reduk- 

tion wird im allgemeinen das Koordinatensystem unver~indert, niimlich (a~, aes ) 

bleiben kSnnen. Wenn aber das Kurvensystem im L~,~ nur aus zwei Abteilungen 

besteht, dann kann es nStig sein, um die Reduktion ~', ~ < r~  zu erreichen, start 

des Koordina~nsystems (a~, a.~a) das Koordinatensystem (a.~s, a~) zu benutzen. 

Endlieh ist, um n',~ < n~ zu erreichen, das (aja, an)-Koordinatensystem zu benutzen, 

falls n~---- Id~el > n~.~ isb. Diesen Ausnahmefall  wollen wir sp~e r  behandeln. 

Wir  haben dann nach Reduktion und Vertauschung W~ der Vierlochkugeln das 

Symbolpaar. 

wo jetzt n45 > n'~ ist und wo dos dreigliedrige Symbol sieh auf die L4,1 und 

des Koordinatensystem (a4.~, a~) oder, fiir den besonderen Fell, auf  die Z~,~ und 

dos Koordinatensys~em (a4~, a.~x) bezieh~. In jedem dieser beiden Fi~lle kSnnen 

wir wieder des Symbol reduzieren, sodass n'~ < n.', ~ wird. Wir  nehmen dann 

wieder die entspreehende Vertausehung der u ent~weder tV~t oder 

tV.~I oder W~ oder l~;~ vor (die erste Vertausehung entsprieht dem >>allgemeinen,> 

Fall) und reduzieren in der neuen u Dieser Prozess hSrt auf, falls 
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die Anzahl der Randpunkte in dem dreigliedrigen Symbol gleich null ist. Wir 

haben dann etwa 

~i, i+ 1 

Das Symbol bezeiehnet [d~-.k+l[ Kurven parallel zu a~,k+t und (~,,.~+~, ~i.~+~) 
Kurven parallel zu einer der drei Aehsen in L~.,k+i. Von diesen drei Aehsen 

sind zwei von tier Form az, z+~ und bereits festgelegt. Es fehlt noch die Fest- 

legung der dritten, die yon der Form al, l+2 ist, wo l, l + I, l + 2, k, k + I alle yon 

einander modulo 5 verschieden sind. Wir miissen die fiinf Achsen al, l+2 SO festlegen, 

dass sie die Achsen ak,~+~ nich~ schneiden. 

et~s Das ist in der Figur 35 getan, die dadurch 

iibersichtlicher gemacht wurde, dass die LScher 

auf Punkte, die Kurven a:k auf doppelt zu 

a \ ' l  $ )" durchlaufende Strecken zusammengezogen und 

~ die Umkreisungen der LScher weggelassen sind. 

~3~ Dass bei unserer Festlegung a~ und a~ sich in 

vier Punkten schneiden, ist fiir diese F~ille 

ohne Bedeutung. 

Wir haben aber noch den Ausnahmefall 

r  zu behandeln, n~mlich etwa nr, = [ ~1~ [ ~ ~h.~- 

Fig. 35- Sei etwa a~3 in L4,~ und mit dem Koordinaten- 

system (a,2, a2~ ) durch ( : ) da rge s t e l l t  und n~----~o, was wir dureh eine Sehraubung 

li~ngs a~ stets erreichen kSnnen, dann stellt das Symbol 

lauter Kurven dar, die aja nicht schneiden. Davon sind, falls nj~ > n45 ist, 

u~2 ~n4.~ geschlossene Kurven parallel zu a13. Die iibrigen sind geschlossene 

Kurven, die in der dureh a~s abgeschnittenen L~ nicht parallel mit einem der 

R~nder laufen, also durch Schraubung l~ngs a.,~ und a~ sich abbilden lassen auf 

Kurven parallel zu a~, a~ oder ae~. Die Sehraubung abet lfings a~ ist; in der 

L~,~ aus den Sehraubungen l~ngs a~s, l~ngs a,~t und der Schraubung l~ings des 

l~ndes  a~t zusammensetzbar. Fiir den Ausnahmefall aber spielt es eine Rolle, 

dass a~ und a~4 sich schneiden, falls wir bei unserem Reductionsverfahren zu 

den Kurvensystemen in L~,~ oder L~,~ kommen. Denn in der zu a~t gehSrenden 

Lt liegt die Achse a~ nicht (sie schneide~ ja a~), und in der zu a~ gehSrenden 
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L4 liegt a14 nieht. Also w~hlen wir noch zwei weitere Kurven,  a.o*~ die al.j n icht  

schneider, und a1~, die a~ 5 nicht  schneider (s. Fig. 35). Diese  benutzen wir nm', 

falls wir die Kurveu in den zu a~ oder zu a~ gehSrenden L4 darzustellen haben. 

Der  Ausnahmefal l  t r i t t  stets erst am Ende des Reduct ionsverfahrens  auf. 

Eine Kurve a,k kann in keine Kurve arm iibergefiihrt werden, fulls nicht  das 

Paar  (i, k) gleich dem Paar  (1, m) ist. Andererseits  ist eine Abbi ldung der L 5 auf  

sich mit  beweglichen R~ndern,  die zwei nicht  parallele, sich nicht  sehneidende 

Kurven ai~ und al~ fest.h~lt, eine Potenz  yon Schraubungen l~tngs a;~. und a~m. 

Denn diese beiden Kurven zerlegen die L.~ in drei L 3. Also haben wir jetzt  

zusammenfassend:  

I) Dutch Schraubungen lh'ngs al,, a~, a n, a45 und a51 ldsst sich jede Abbildung 

der Fiinflochkugel auf  sich mit beweglicben lgih~dern zusarnmensetzen, und dutch eine 

~vlche Abbildal~g kann jede8 System yon gesehlosse~zeJz Kto'ven, abgesehen von Parallel- 

kurven zu den Riindern, abqebildet werden auf  geschlossene Kurven parallel zu zwei 

sich nicht schneidende~ Kurven aus insgesamt zwSlf Kurve~ ai~,, a~, u~d a*~ 

(solcher Paare  gibt  es ~5). 

2) Die Gruppe der Abbildungsklassen fib" die L5 wird erzeugt dutch miteinander 

w 
Erzeugung der Gruppe der lbbildun~sklassen filr die Ln.' 

Wir  wollen den S~,tz beweisen: 

Zu jeder Abbildung einer n-Lochkugel auf  sich kann eine zu derselben Klasse 

gehb'rende Abbildung dutch Schraubungen ldngs lest zu wh'hlenden Kurven erzeugt 

werden. Zum Beweise leiteu wir in ~) bis 5) Hilfss~ttze ab: 

~) Zwei geschlossene Kurven, die dieselbe~ Rdnder a ~  tier L~ yon den iibrigen 

Bdndern trennen, sind dquivalent, d. h. durch eine Abbi ldung der L,, auf sich mit  
z 

festen oder beweglichen Riindern in e inander  iiberfiihrbar. Es lnSgen etwa c~ 

und e, beide die R~inder r ~ . . .  r~ yon den R~ndern r , n+ l . . ,  r~ abtrennen.  Dann  

L Die Gruppe der Ahbildungsklassen fiir die Ln, wenn die Riinder Punktierungen sind und 
miteinander vertauscht werden diirfen, ist dureh W. MAGNUS, Math. Ann. IO 9 S. 617 ft., untersncht 
worden. Magnus findet nicht nut ein Erzeugendensystem, sondern auch ein System von definieren- 
den Relationen. Hierbei wird benutzt, dass eine Verbindung besteht zwisehen den Abbildungen 
der La auf sich und den you E. ARTIN eingefiihrten ~Z6pfen,,. Fiir eine Untergruppe der Zfpfe- 
gruppe, die den Abbildungen der punktierten Kugel bei nicht vertauschbaren Rtindern entspricht 
hat W. BcaAt', Abh. Hamb, Math. Sem. 9 S. xi7 It., Erzeugende und Relationeu angegeben. Es 
ist zu vermuten, dass seine Resultate mit unserem Resultat in Beziehung stehen. 

25--37534. Acta mathematica. 69. Imprim6 le 13 janvier 1938. 
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erhalten wir durch Zerschneidung you L,, 1/ings e~ resp. e~ die Fl~ichen L~+~ und 

L;~-~+I resp. L~+I und L ~ ~--~+1. Wir kSnnen etwa durch die Abbildung q) die 

Fl~che L '  ~ ~+x so auf Lm+, abbilden, dass dabei die R~inder r~ . . .  r,~ auf L,~+~ in 

� 9  n,, + 1 e I c 2  die R~inder r~. r~ auf " und in iibergehen. Ferner kSnnen wir durch 

eine Abbildung T die Fl~che L,~_~+, auf L~-~+I so abbilden, dass dabei die 

R~inder r ~ + , . . ,  r,~ auf der ersten Fl~che in die R~nder rm+~.., r,~ auf der zweiten 

Fl~che iibergehen, ebenfalls c, in c2 und zwar derart, dass �9 einen Punkt  yon 

c, in denselben Punkt  yon c~ iiberfiihrt wie T. Dann ergeben @ und W zu- 

sammen eine Abbildung (q), W) der ganzen L~ auf sich mi~ nicht vertauschten 

R~ndern, bei der c, in c 2 fibergeht. 

Ebenso beweist man: zwei Selbsgverbindungen desselben Randes, die dieselben 

R~nder yon den anderen trennen, sind ~iquivalent. Dasselbe gilg yon zwei Ver- 

bindungen desselben R{inderpaares. 

2) Zwei geschlosse~2e Kurven, die denselben Ra'nd vo~ allen a~deren Rih~dern 

trennen, sind (~icht nut  h'quivale~t, sondern auch) homotop. Denn ]ede yon ihnen 

is~ homotop mi~ dem abge~rennten Rand, da sie mit ihm zusammen auf der Ln 

eine L~ begrenzt. 

3) Zwei geschlossene Kurre~2, die sich ~icht sch~eide~ u~d die dieselben RS~der 

vonei.~zander tren~en, sind (nicht ~zur it'quivale, t, sondern auch) homotop. Denn die 

beiden Kurven begrenzen zusammen auf der L,, eine L~. 

4) Wenn c~ die Riinder in zwei Gruppen einteilt, deren keine eine der beiden 

Gruppen, in die c~ die Rgnder einteilt, umfasst, dann miissen sich c~ und c~ 

schneiden. Wir nehmen speziell c~ als Kurve, die nur zwei R~inder r x und r~ 

yon den iibrigen trennt, und c~ als eine beliebige Kurve, die rt und r~ vonein- 

ander trennt. Durch homotope Transformationen yon e~ innerhalb oder in der 

Umgebung yon c~ kann c~ so verwandelt werden, dass alle Teile yon c~, die in 

der yon c~ mi~ r~ und r~ begrenzten L.~ verlaufen, Selbstverbindungen yon c~ sind, 

die r~ und r, voneinander trennen (s. Fig. 36). Da nun r 1 und r~ auf verschie- 

denen Seiten yon c~ liegen, so ist die Anzahl dieser Selbstverbindunge.n un- 

gerade und also die Anzahl der Schnittpunk~e yon cx mit (dem transformierten) 

c.~ nicht durch 4 teilbar. Jetz~ betrachten wir ebenso die L~-~ (s. Fig. 37), die 

die Rfinder r s . . . r , , ,  die auf der anderen Seite von c~ liegen, mit c~ bilden. 

Wieder kSnnen wir durch homotope Transformationen alle solche c~ angehSrende 

Selbstverbindungen yon c a wegschaffen, die keine der R~nder ri yon den andern in 

der L~-~ trennen. Durch eine solche Wegschaffung wird die Anzahl der Schnitt- 

punkte yon c~ mit c~ verringert. Es entstehen dabei vielleicht wieder Selbstverbin- 
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dungen innerhalb der L3 auf der anderen Seite yon cl, die r~ nicht yon r~ trennen, 

die wir also wegschaffen kSnnen. Diesen Prozess wiederholen wir his sowohl in 

der L s wie in der Ln-1 durch jede Selbstverbindung mindestens ein Rand yon 

den iibrigen ge~rennt wird. So erhalten wir aus c~ durch homotope Transforma- 

tionen eine Kurve c~ mit etwa 4 m +  2 Schnittpunkten mit c~ und 2 m + I Selbst- 

verbindungen yon c~ in L s u n d  L,~-I, yon denen jede in Ls verla:ufende rl and r~ 

voneinander trennt, jede in L,,-~ verlaufende mindestens einen der R~nder von 

den anderen trennt. 

Wir betrachten nun weiter eine Kurve 5~, die c~ nicht schneider und die 

wieder nur zwei R~uder, etwa r 4 und r~, yon den iibrigen R~ndern trennt, die 

abet auf  derselben Seite yon c2 liegen mSgen. Wi t  nehmen wieder in Bezug auf 

L 3 und /~_~ dieselben homotopen Transformationen m i t c  o vor, die wit vorher 

(O 
C~ 

Fig. 36 . Fig. 37. 

.) 
mit c.2 in Bezug auf L 3 und Ln-i vorgenommen haben, d. h. wit schaffen alle 

Stiicke yon c o weg, die nicht riinder-trennende Selbstverbindungen in JSs und 

Ln-1 sind. Durch tterauswerfen yon Selbstverbindungen in L3 wird das System 

der Selbs~verbindungen in L3 und L~_~ iiberhaupt nich~ ge~ndert. Wir wollen 

zun~chst, nicht die MSglichkeit diskutieren, ob durch die Wegschaffung yon 

Selbstverbindungen in ~L,,-1, d. h. Ersatz yon Teilen yon c ~ durch Strecken, die 

in Ls, also ausserhalb yon L s liegen und also c~ nicht schneiden, Ver~tnderungen 

in dem Bestande yon Selbstverbindungen in L s oder L.-~ entstehen kSnnen. 

Denn wenn solche Ver~inderungen entsfiehen sollten, dann kSnnte nur die Anzahl 

tier Schnittpuukte yon c o mit c~ verri~gert werden, also auch die Anzahl der 

Selbstverbindungen in L:~ und L~_~. Dann k5nnten wir wieder den obigen Pro- 

zess fiir L s und L,,_~ ansetzen und erreichteu eine weitere Verminderung der 

Zahl der Schnittpunkte yon c~ mit c~, bis wir wieder zu einer Kurve, etwa cO * 

kommen, die nur r:~tudertrennende Selbstverbindungen in L~ und L~-~ hat. Dann 

operieren wir wieder mit L8 und L n-~ uad vermindern evtl. die Anzahl der 
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Schni t tpunkte  der Kurve  c~ ~ mit  5 t. Der  Prozess muss einmal abbrechen,  und 

wir erhal ten so schliesslich eine Kurve  c~ ~, die sowohl in L., und Ln-1 wie in 

/~  und L,~-I nu r  r~nder t rennende  Selbs tverbindungen liefert.  Wegen  unserer  

Voraussetzung, dass r a und r 2 auf  verschiedenen Seiten von c~, aber  r 4 und r 5 

auf derselben Seite yon c_, liegen, hat c~ gleichzeitig mit Cl eine nicht dutch 4 

teilbare und mit ~ einc dutch 4 teilbare Anzahl yon t)unkten gemeinsam. 

Je tz t  wollen wir uns aber auch noch iiberzeugen, was ja  fiir die Hers te l lung  

yon c~ nicht  notwendig  vorauszusetzen war, dass der Reduktionsprozess ,  angewandt  

auf  c2 ~ in Bezug auf  L~ und Ln-1, das System der Selbs tverbindungen in L 3 und 

L~_I nicht  ~ndern kann. Wir  haben hier  n~imlich den al lgemeinen Satz: Zwei 

geschlossene doppelpunktslose sich schneidende Kurven auf einer Kugel bilden auf 

jeder Seite jeder der beiden Kurven mindestens zwei Zweiecke. Der  Beweis dieses 

Satzes ergibt  Sich sofor t  durch Be t rach tung  der Selbstverbindungen,  die yon der 

einen Kurve,  etwa Z, in einem der beiden Gebiete  der anderen Kurve  7' gebildet 

werden; denn die Paa re  der Endpunk te  solcher Selbs tverbindungen kSnnen 

sich a u f  7 n icht  t rennen.  Eine Selbstverbindung nun yon c o in L~-a,  die keine 

R~nder  yon den anderen t r enn t  und deswegen wegzuschaffen ist, bildet mit  einem 

Stiick yon (:~ eine Kurve  ~,', die die Kugel  in zwei Gebiete teilt ,  in deren einem 

kein Rand  liegt. Wiirde nun jene Selbstverbindung und damit  Z' die Kurve  c a 

schneiden, so wiirden nach unserem al lgemeinen Satz die Selbs tverbindungen yon 

c~ in diesem Gebiete mit  7' mindestens zwei Zweiecke bilden, in denen 'keinc 

R~nder  l~egen. Ein Stiick von y', das mi t  einem Stiick yon c a eia Zweieck bildet, 

ist a b e r  eine Selbstverbindung yon c o in La oder  L,-~,  die keinen Rand  yon den 

anderen,  also auch nicht  r~ yon r~ t rennt .  Also w~re gegen die Voraussetzung 

unser  Prozess fiir die L 3 und L~_~ noch nicht  abgeschlossen gewesen. Also 

schneider  keine wegzuschaffende Selbstverbindung yon c~ in L~-I  die Kurve  c~. 

Und so kann die Wegschaf fung einer  solchen Selbstverbindung das System der 

Selbstverbindung in Ls und L~-x nicht  ~tndern. 

5 a) Wi r  be t rach ten  eine Selbstverbindung v des Randes r und eine beliebige 

geschtossene Kurve  c. Dann  giebt es stets eine Selbs tverbindung v ~ derselben 

Punk te  des Rundes r, die dieselben R~nder  voneinander  t r en n t  wie v und die 

mitc  zwei Punkte oder keinen Punkt gemeinsam hat. Denn dureh e zerf~llt die 

L~ in eine L,~ und eine L,~-m+2; r mSge etwa auf  Lm liegen. T ren n t  v keine 

der auf  L~-~+2 l iegenden Riinder, dann giebt  es eine Selbstverbindung v ~  r 

in L,~, die auf Ln dieselben Riinder yon e inander  t r enn t  wie v und keine Sehnit t-  

punkte  m i t e  hat. Werden  aber  dureh v auf  L,~-,,+2 R~inder yon e inander  ge- 
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t rennt ,  dann giebt  es zun~iehst zwei Verb indungen  yon c und r, e~ und v~~ die 

zusammen auf  L~ dieselben R~inder yon e inander  t r ennen  wie v. Ebenso g ieb t  es 

auf  L~-m+,,. eine Verb indung  v_ ~ der  E n d p u n k t e  yon v~ und v~ auf  c, die dieselben 

Riinder yon e inander  t r enn t  wie c. I n  diesem Falle erhal ten  wir die gesuchte  
o V o f;o Selbs~verbindung v ~ yon r du tch  den c zweimal schneidenden S~reckenzug vH 2 "~. 

b) Es  seien v~ und v~ zwei Se lbs tverb indungen desselben Randes  r, deren 

E n d p u n k t p a a r e  auf  r sich n icht  t rennen.  D a n n  wird ebenso wie bei a ) b e -  

wiesen, dass vx durch Abbi ldung  der L ,  in eine Se lbs tverb indung  v ~ i ibergeff ihr t  

werden kann ,  die mi t  v~ keinen oder  zwei P u n k t e  gemeinsam hat.  

c) W i r  be t rach ten  ein System vt, v ~ . . .  v,~ con Selbstverbindungen ton r 

ohne gemeinsame Punkte  und eine beliebige Kurve  c. I n  dem einen Tell  yon r 

Fig. 38. Fig. 39. 

zwischen den E n d p u n k t e n  yon ~1 mSgen keine E n d p u n k t e  von v . , . . ,  v,, l iegen,  

in dem einen Tell  yon r zwischen den E n d p u n k t e n  yon v~ nur  die End- 

punk te  yon v~ u. s. w. D u t c h  eine Abbi ldung  der Ln geh t  v I in v ~ fiber, das 

zwei P u n k t e  oder  keinen P u n k t  m i t e  geme insam hat.  Dabei  gehen v ~ . . .  v,, 

in v ~  v~ fiber. W i r  bilden eine geschlossene Kurve  r ~ aus t,o und dem Teil  

yon r, auf  dem aile E n d p u n k t e  yon v ~  v~, l iegen (s. Fig. 3 8, in der  versehent-  

lich r mi t  r~ und v ~ mi t  v~ bezeichnet  ist). Diese geschlossene Kurve  begrenzt  

auf  der  L~ eine Lm, die alle Se lbs tverb indungen  v ~  v~ enth~lt .  Auf  dieser 

L,~ l iegt  en tweder  kein Tell yon c, dann schneiden v '~. . .  't~, die Kurve  c f iberhaupt  

nicht.  Oder  die ganze  K u r v e  c l iegt  auf  L,~ oder  ein Teil c o yon c als Selbst- 

ve rb indung  yon r ~ mi~ Endpunk ten ,  die kein E n d p u n k t p a a r  von v ~ �9 �9 �9 "~ auf  r ~ 

t rennen.  W i r  wenden je tz t  auf  c und v ~ resp. auf  c o und v ~ die Be t r ach tungen  

yon a) resp. b) an und  e rha l ten  durch Abbi ldung  yon L~ uuf sich mi t  fes tem 

Rand  r ~ also auch durch Abbi ldung  der L ,  die Verb indung  v ~ f ibergeffihrt  in 
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o0 00 v2, wobei v2 mit  c zwei Punkte  oder keinen P u n k t  gemeinsam hat.  Dabei ist 

v ~ unver~ndert  geblieben, v ~  zm in v~ . .  . v,,, iibergegangen. Ebenso behandeln 

wir jetzt  v~, fahren so fort  und erhalten endlich das Resul ta t :  das Systen~ 

vl, v . , . . ,  vm ist dutch Abbildung yon Ln a ~  sich iibe~fiihrbar in ein System yon 

Selbstverbi~Tdungen, deren jede hSchstens zwei Punkte m i t c  genwinsam hat, die also 

insgesa~t h~cIu'tens 2m Punkte mit c gemeinsam haben. 

6) Der an den Anfang  gestellte Satz ist (w167 5, 7, 8) bewiesen fiir n ~ 5. 

Wir  wollen ihn jetzt  (zun~chst ohne Feststel lung der Anzahl  der Erzeugenden ) 

fiir jedes n mit  t t i l fe  der vollst~ndigen Indukt ion  beweisen. W i r  nehmen also 

an, er sei bereits bewiesen fiir eine Lm, falls m < n ist, und beweisen ihn auf  

Grund dieser Annahme fiir m - - n .  Wi r  nehmen ferner an, es sei n ~ 5. Wi r  

betrachten drei Kurven cl, c2, c 3 (s. Fig. 39), die die R~nder r~, r e resp. r.,, r,~ 

resp. r~, r~ yon den fibrigen l~indern trennen.  Wir  w~hlen diese Kurven  so, 

dass c 1 mit  c., zwei Punkte  gemeinsam hat, c s m i t c  1 undc . ,  keinen P u n k t  ge- 

meinsam hat. Wir  bezeichnen ferner die L,,-~, die yon c ,  c., und c~ auf der Ln 
L I  2 L~-I  L,~,-1. begrenzt werden mit  ,~-, resp. resp. Durch eine beliebige Abbildung 

q) yon L ,  geht  c., in 7,, fiber. 7~ wird im allgemeinen mit  c s Punkte  gemeinsam 

haben. W i t  werden nun eine A b b i l d u n g  T -~ yon L,, so konstruieren,  dass 

W-l{7.,) keinen P u n k t  m i t c  s gemeinsam hat, also in der L ] - ,  liegt. Nach I) 

wird dann durch eine Abbildung T..T' der L ~,~-1 die Kurve ~F -1 (7.,) in c~ fiber- 

gefi ihrt  werden kSnnen. Dann  wird T~ -1 T - '  q) (c.,) = c., sein. D . h .  W~-' T -1 q) 

ist  eine kbbi ldung  (T.,, t}~), die zusammengesetzt  ist aus einer Abbildung W., der L~- ,  

und einer Abbildung Y]., der Dreilochkugel (e.,, r 2, r s) ~- L~. Also ist q) = T W8 (W.,, ~.,). 

Nach unserer  Indukt ionsannahme sind T3, T~ und D~ aus Schraubungen l~ngs 

einer endlichen Anzahl bestimmter Kurven in L,-,,'~ L~- ,  und L~2 zusammensetzbar. 

Es bleibt nur  fibrig, die Abbiidungen W- '  aus Schraubungen l~ngs einer endlicher 

Anzahl  best immter Kurven  zu erzeugen: 

Durch homotope Transformat ionen verwandeln wir nach 4) 7~ in die Kurve 

7~, die keine r~nderfreien Zweiecke mit  c, resp. c.~ bildet. Danu  hat  7~ 2m, 

Schni t tpunkte  m i t c , ,  2m~ Schni t tpunkte  mit  c~ gemeinsam, wo nh ungerade und  

ma gerade ist. Also ist m ~ m  s. Sei etwa m~<~a. Dann betrachten wir die L,'~_~, 

in der 72~176 aus m~ Selbstverbindungen des Randes c~ besteht. Nach 5) kSnnen 

wir durch eine Abbildung W~ yon L '  n-1 diese Selbstverbindungen (mit festem 

Rand c~) so abbilden, dass sie hSchstens z ~h Punkte  m i t c  a gemeinsam haben. 

Die Kurve W~(y~)=  7~ kSnnen wit  ferner (nach 4) durch homotope Transforma- 

t ionen so verwandeln, dass sie keine r:,tnderfreien Zweiecke mit  c~ und c~ eiu- 
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schliesst. Auf diese Weise erhalten wir eine Kurve oo 7,,, die 2 roll Punkte mi~ 

c~ und 2mat Punkte mit ca gemeinsam h~ ,  wobei m u ~ m ~  und m a ~ m ~ < m ~  

ist. Also ist ev. nach homotoper Transformation, die wit mit T~I vereinigt 

denken, die Anzahl der Schnittpunkte mit ca sicher verringert, die mit ct nicht 

erhSht worden, und es ist wieder m n ~ mar Ist jetzt wieder m n < ma~, dann 

verwandeln wir 7~ durch eine Abbildung T~, yon L~-~. Ist  abet m a <m~t, dann 

verwandeln wir 7~ dutch Abbildung !iva.o der L,']_~. Wir erhalten so eine Kurve 

7~, die mit c~ reap. ca m~ ~ m~ resp. ma~ ~ n~ a Punkte gemeinsam hat, wobei 

mh~desten8 in einem Fall  das Kleiner-Zeichen gilL. So fahren wir fort und ver- 

mindern dauerrtd die Anzahl der Schnittpunkte mit mindestens einer der beiden 

Kurven c~ und ca, bis endlich eine Kurve 7~ entsteht, die keinen Punkt  mehr 

Fig. 40. Fig. 4 L 

mit c a gemeinsam hat. Dami~ ist das Ziel erreicht, die Abbildungen ~'k (i-~ I 

oder 3) setzen die gesuchte Abbildung ~F -1 zusammen, die aus 73 eine Kurve 

macht, die m i t c  a keinen Punkt  gemeinsam hat. Die Abbildungen q~,k entstehen 

nach unserer Induktionsannahme aus Schraubungen l~ngs bestimmter Kurven in 
l 8 

7 1 - - 1  �9 L~_~ und Wi t  haben also zusammenfassend: jede Abbildung der L,, e~2t- 

i n - I  �9 steht dutch Zusammensetzung aus Abbildungen yon L,~-I, L ~ ,-1 und (Die 

Abbildungen der Z] .auf  sich kSnnen wir auffassen als Abbildungen der Ln~-l.) 

7) Als erstes Beispiel fiir die allgemeine Methode wollen wit jetzt noch 

einmal die L~ behandeln (s. Fig. 40). Wi t  bezeichnen die cl, c~, ca des vorigen 

Abschnitts genauer mit c~, er~, c~5 und dementsprechend auch die L 4, die dureh 

c,.~ abgeschnitten werden, mi~ L] ~. Die Abbildungen der L] ~ (mit festen R~ndern) 

werden erzeugt (nach den Resultaten fiber die L~)dutch  Schraubungen l~ngs 

c~2, c13; cas, ri, r2, ra; die Abbildungen der L] 2 (mit festen R~ndern) durch Schrau- 

bungen l~ings cas, e,~; es~ , ra, q,  r~; die Abbildungen der L~ '~ (mit festen R~ndern) 
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durch Schraubungen l~ngs c~1, c8~; cl3, r4, r~, rl. Also haben wir auf's ~eue das 

Resultat gewonnen, dass alle Abbildungen der L 5 (mit festen Riindern) erzeugt 

werden durch Schraubungen l~ngs c~,, c13, c~4, cs~, e4~; r~, r 2, r 8, r~, r 5. 

8) Allgemein ordnen wir wieder wie bei der L~ und L 5 die R~nder r l . . .  r~ 

auf der L,~ l~ngs einer jede yon den R~ndern zweimal schneidenden Kurve C 

an (s. Fig. 4I). Da~ Stiick yon C zwischen ri und r~+x bezeichnen wir mit C~-. 

Wir verbinden ein Stiick G~ mit einem Stiick Ck ( i < k ) d u r c h  eine Kurve c~k. cik 
t/rennt die R~nder rk+~ . . .  r~ r ~ . . .  r~ yon den R~ndern ri4~ ..  �9 rE. Wir  w~hlen die. 

Kurven eik SO, class Cik und Cek' zwei Punkte gemeinsam haben falls (i,k) und 

(i', k') sich trennen, dass "ferner c~k und C,'k' keinen Punkt  gemeinsam haben, falls 

(i, k) und (i', k') sich nicht trennen. Fiir die durch c~ ~ abgeschnittenen L(~.-~/+~ 

und L,,-(~-i)+~ liefern die fiir die Ln konstruierten Kurven c~ ohne Weiteres das 

entsprechende System yon Kurven. Da nun, wie wir gesehen haben, durch Schrau- 

bungen l~ngs eines Systems solcher Kurven etwa bei einer L~ alle Abbildungen der 

L~ erzeugt werden kSnnen, so folgt durch unsere Konstruktion der Abbildungen fiir 

eine L~ aus den Abbildungen fiir drei auf ihr liegende L~-~ und durch den Schluss 

yon n -  ~ auf n, dass alle hbbildungen der L~ auf sich (lurch Schraubungen 

l~ngs tier n ! n - - ~ )  Kurven C~'k erzeugt werden kSnnen. Hierbei sind die Abbil- 

dungen als mit festen R~ndern erfolgend betrachtet. Liisst man die R~nder 

beweglich, so ist die Anzahl der erzeugenden schraubungen um die Anzahl der 

R~inder, d. h. n zu vermindern. Wir erhalten dann ~ (n- -3)  Erzeugende. Dies 
2 

Resultat gilt f i i r n  _--> 3, w~hrend das Resultat fiir die Anzahl der Erzeugenden 

fiir Abbildungen mit festen l~ndern  fiir n ~ o gilt. 

,~ IO. 

Erzeugung der Gruppe der Abbildungsklassen fiir jede orientierbare Flltche. 

I) Durch Abbildung eines R~ auf sich kann eine beliebige doppelpunktslose 

Verbindungslinie v~2 zweier R~nder r~ und r~ in eine beliebig vorgegebene diese 

l~4nder verbindende derartige Linie v~ verwandelt werden. 

2) Zu zwei beliebigen Systemen yon sich nicht schneidenden, doppelpunkts- 

losen Selbstverbindungen v~ und v~ eines Randes r I und eines Randes r 2 auf 

einem R n gibt es eine Verbindung vxg_ yon r I u n d  r~, die die v~ und v~ nicht p 

schneider: Die Selbstverbindungen v~ teilen zusammen mit rl den RP in .ver- 
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schiedene einfach oder mehrfach zusammenh~tngende Gebiete. Aber keines dieser 

Gebiete ist allein yon Linien v~ begrenzt, weft sie untereinander keinen Punkt  

gemeinsam haben und selbst ungeschlossen sind. Der Rand r~ liegt in einem 

dieser Gebiete, etwa B. Die Selbstverbindungen v~ yon r~ liegen alle in diesem 

Gebiet und teilen zusammen mit r~ das Gebiet B in Gebiete. Die ganze Begren- 

zung yon B gehSrt zu einem dieser Gebiete, etwa /~. Zur Begrenzung yon 

gehSren folglich sowohl Teile yon r~ als auch Teile yon r~, die also durch eine 

die v~ und v~ nicht schneidende Kurve verbunden werden kSnnen. 

3) Wir nehmen jetzt an, dass wir bereits die Erzeugenden fiir alle Rq auf- 

s~ellen k6nnen, falls q <Io is~ (fiir q ~ o  haben wir im w 9 dies System auf- 

gestellt) und konstruieren auf Grund dieser Annahme das System fiir R~. Wir 

zerlegen die gegebene Rp (s. Fig. 4z) durch die Kurve C in eine RI, c und 

eine R p--~ J In der R~,c betrachten wir ein kanonisches Schnittsystem a, b. 
n-I- 1, U" 

! � 9 1 6 9  

Fig. 42. 

Durch eine beliebige Abbildung q) der Rp auf sich wird a fibergefiihrt in a. 

Wir  konstruieren nun eine geeignete Abbildung W -1, so dass W -1 �9 ( a ) =  a ist. 

Dann ist T -1 �9 notwendigerweise eine Abbildung der durch Aufschneiden l~ngs 
p--1 a aus R~ entstehenden Rn+2, a, also eine Abbildung, deren Erzeugende wir nach 

Voraussetzung kennen. Unsere Aufgabe wird demzufolge erledigt sein, falls 
p---1 wir eine solehe T - I  zusammensetzen aus Abbildungen der R],c und der R.+2, ~, 

die wir ihrerseits nach unserer Induktionsannahme ebenfalls erzeugen kSnnen. 

Es sei noch bemerkt, dass wir das Abbildungsproblem fiir eine R] auf diese 

Weise nicht reduzieren kSnnen, well die C-Kurve stets eine R~ absehneidet. 

Aber die Abbildungen des R~ auf sieh haben wir bereits friiher direkt erledigt 

(s. w 6 b)). 

1 Fiir den einmal und den zweimal punktierten Ring hat bereits R. FRICKE Erzeugende und 
deIinierende Relationen der Gruppe der Abbildungsklassen angegeben. Hierzu und f/it die mehr- 
faeh punktierte Ringfl~iche vgl. W. MAGNUS, Math. Ann. Io9, S, 634 ft. Fiir die Gruppe der 
Abbildungsklassen des Doppelringes Ro 2 ist schon friiher durch die Methode des arithmetisehen 
Feldes ein System yon Erzeugenden aufgestellt  worden, s. M. DEHN, Autographie Breslau I922 und 
R. BAER, Journ. f. Math. x6o, S. I ft. 

26--37534. Acta mathematica. 69, Imprlm~ lo 10 I~vrier 1938. 
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a) Die Kurve a wird, wenn sie a schneider, in RP+la ein Kurvensystem dar- 
p - - 1  stellen, das aus Selbstverbindungen der R~nder a und 5 yon R~,+2,a und aus Ver- 

i dieser R~nder mite inander  besteht. Greifen wir eine solche, etwa bindungen  V a a  

p--I V'aa heraus. Nach I) k6nnen wir sie durch Abbildung der /~+2, ,  auf  die Ver- 

b indung b yon a und ~ in R~+~,a abbilden. In diesem Falle gibt es also nach der 

Abbildung (nicht reduzierbare) Selbstverbindungen der Kurve a in der R], c, also 

kann n a c h w  6 b) die Anzahl  der Schni t tpunkte  yon a mit  a durch Abbildung 

des R~, c auf sich verringert werden. Auf  diese Weise kSnnen wir die Anzahl 

der Schni t tpunkte  verringern, solange noch Verbindungen v ~  vorhanden sin& 

Dieser Prozess muss, da die Anzahl der Schni t tpunkte  yon a mit  a endlich ist, 

abbrechen, d. h. wir k5nnen durch abwechselnde Abbildungen der R~-~,a und 

R~, C auf sich alle Verbindungen~ V~a": wegschaffen. Durch diese Abbildungen 

mSge a in a ~ iibergehen. 

V~t 

Fig. 43. 

b) Ents tehen durch a ~ Selbstverbindungen v i des Randes a und v l: des a a 

p-i dann kSnnen wir nach z) a mit  5 verbinden durch eine Randes ~ auf Rn+2,., 
,i und v~ gemeinsam hat. Durch eine Ab- Kurve  fl, die keinen P u n k t  mit  den ~, a 

p-1 auf sich kSnnen wir nach I) fl in b verwandeln. Dann  haben bildung yon /t,+2, a 

also die Selbstverbindungen yon a und 5 keinen Punk t  mehr mit  b gemeinsam. 

Gehen wir wieder yon der R~.-:~ ~ zu der R E zurfick, dann haben wir die R~nder 

a und ~ zusammenzuhef~en. Dabei entstehen evtl. Schni t tpunkte  der Selbstver- 

b indungen mit  b, aber durch Schraubung l~ings a kSnnen wir erreichen, dass 

diese Anzahl  kleiner ist als die Anzahl der Schni t tpunkte  mR a. Durch Abbil- 

dung yon R~, c auf sich, n~imlich Ver tauschung yon a und b, kSnnen wir dafin 

also wieder eine Verminderung der Schni t tpunktanzahl  yon a m i t a  erreichen. 

So fahren  wir fort,  solange i iberhaupt noch das t ransformier te  a ~ Verbindungen 

yon a und 5 oder Selbstverbindungen yon a und ~ liefert. Dieser Prozess muss 

abbrechen, d. h., wi t  kSnnen die Anzahl  der Schni t tpunkte  yon a mi~ a a uf  

Null reduzieren, a ~ sei hierbei in a' iibergegangen. 
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c) Entweder ist a' homotop mit a, also in a durch Homotopie iiberzufiihren, 

womit unser Ziel erreicht ist,  oder es ist eine mit a nicht homotope, a nicht 

schneidende, nicht zerstiickelnde Kurve auf RP n. Diese wird auf Rp-Tt ~ entweder 
?l - i -  ~ I 

nicht zerstiickelnd sein oder die R~nder a und ~ voneinander trennen, da sic ja 

auf R~ nicht zerstiickelnd sein soll. In beiden F~llen k5nnen wir a' durch 
p - - 1  t t  Abbildung von Rn+~, ~ in eine Kurve a iiberfiihren, die b ein Mal schneider 

(s. Fig. 42 und 43). Eine geeignete Umgebung des Kurvenpaares a" und b auf 

der RP~ bildet eine R[. Durch Schraubungen l~ngs a" und b in dieser R~ k5nnen 

wir (w 6 b)) a" in b iiberfiihren, durch Schraubungen l~ngs b und a ferner b 

in a iiberfiihren (in R~,c,). Aber die Sehraubung l~ngs a" ist in jedem Fall 

P-~ auf sich. Wir haben also in der Tat durch Abbil- eine Abbildung des ]~n+u,a 

dungen des R], c und RP+~,a a in a iibergefiihrt, d. h. eine Abbildung W -1 mit 

der verlangten Eigensehaft konstruiert. Wir haben jetzt bewiesen: Alle Ab- 

bildungen edger FlSche vom Gescklecht ~ und ~ Lb'ckern a,uf sick kSnnen erzeugt 

werden dutch Schraubungen 15ngs einer eudlichen Anzahl von bestimmten geschlos- 

senen Kurven. - -  Ein solehes System yon Kurven werden wir weiter unten (5) 

direkt aus der Normaldarstellung der / ~  ableiten. 

4) Beispiele. 

a) R~ (s. Fig. 44). Nach unserem Verfahren be~rachten wir auf R~ die R ~ 2, (11 

und die a~ en~haltende R~, c. Jede Abbildung der R~ auf sieh wird erzeug~ durch 

Abbildungen dieser beiden Fl~ehen auf sieh. 

Die Abbildung der R~,c wird erzeugt durch 

Schraubungen l~ngs a~ und b~. Um die Ab- 

bildungen der R~, a~ ZU bekommen, betrachten 

wir auf der R~,,, die Rl,*c, ( m i t a  3 und b~ 

als kanonischem Schnittsystem) und die 

L,, ,, ,~. Alle Abbildungen der R~,,, auf sich 

werden erzeugt durch Abbildungen dieser 
Fig. 44. 

beiden Fl~chen auf sich. Die Abbildungen der R~'j:, werden erzeug~ durch die 

Schraubungen l~ngs aa und b-o, die Abbildungen der L4,,,,:~ werden erzeugt durch 

Sehraubungen l~ngs al (und 51), l~ngs a 8 (und 5a), l~ngs a-o und l~ngs C. Die 

Schraubung l~ngs C ist aber (w 6 c)) zusammensetzbar aus Schraubungen l~ngs 

a 1 und b 1 (oder auch aus Schraubungen l~ngs aa und b.o). Also haben wir: alle 

Abbildungen der geschiossenen Doppeb'ingflh'che sind erzeugb~r dutch Schraubungen 

15rigs der f i i n f  Kurven al, ae, a~, b 1 und b2. 
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b) Ro s (s. Fig. 45). Durch Zersehneidung l~ngs al, a4 und a~ en~s~eht aus 

der //o s eine L~, deren Riindern wir die Bezeichnung und Reihenfolge (s. w 9, 8)) 

gebeu: a~ ~ r~, ~ -~ r2, a~ = r~, 5~ ~ r4, a~ = r 5, a4 = r6- Wir  betrachten nach 

w 9 die erzeugenden Schraubungen cik, lassen aber c6~, c~, c46 weg, weft sie aus 

Schraubungen l~ngs a 1 und b D resp. a~ und b~, resp. a~ und  b s erzeugbar sind. 

Wir  erhalten so c ~ - a ~ ,  cs~ ~ as, c~ ferner C~a, c~, c~ ~ a~. W i r  behaupten,  

dass auf  Grund der Kons t ruk t ion  in 3) alle Abbildungen des dreifachen Ridges 

au f  Sich zusammensetzbar sind aus Schraubu~gen lh;,gs der 12 Kurven a~ . . .  a~, 

Fig. 45- 

bl, b2, b3, c51, ct~ und c~5. In  cter Tat,  wir betrachten auf  der R] die dutch  css 

entstehende R],c= und die durch Aufschneiden l~ngs a~ entstehende R~,a,. Die 

Abbildungen yon R],c~ werden erzeugt durch Schraubungen liings a~ und b~. 

Um die Abbildungen yon R~,,, zu erhalten, betrachten wir auf  dieser Flache 

die R ~ R ~ 1,c~ und die t,(~,~,. Die Abbildungen der Rl,c~ auf sich werden erzeug~ 

durch Schraubungen l~ings a 4 und b,~. Um die Abbildungen der / ~  ~, a, a~ ~uf sich 

zu erhal~en, betrachten wir auf dieser Fli~ehe die / t l , ~  und die L ~ , , , ~ .  Die 

Abbildungen der Rl, c~ werden erzeugt durch Schraubungen liings a~ und b2, die 

Abbildungen der L 6 sind in w 9, 8) e rkannt  als erzeugbar dutch  Schraubungen 

liings der a~, bi, c~, c~4 undces.  Dami t  ist unsere Behaup~ung bewiesen. 
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5) Allgemein ergib~ sich fiir die geschlossene Fliiehe Ro v folgende Betrach- 

tung: Wit  w~ihlen ]9 zusammen nicht zers~iickelnde Kurven a l . . .  ap und ein 

zweites solchen System b i . . .  bp, wobei b~ mi~ a~ einen Punkt, mit ak (k ~ i) 

keinen Punkt  gemeinsam hat. Durch Zerschneidung 1/~ngs der ai entsteht aus Rv o 

eine L2p. Die Abbildungen dieser L2p werden n a c h w  9, 8) erzeugt dutch Schrau- 

bungen li~ngs 2 p ( 2 p - - i )  Kurven. Aber dabei sind die Schraubungen l~ngs der 
2 

p Kurven a~ doppelt gez~ihlt, weil die Schraubung 1/~ngs der a~ aueh Schrau- 

Fig. 4 5. 

bungen 1/ings der ~ sin& Ferner sind p Schraubungen, wie wir oben bereits 

mehrfach bemerkt haben, je aus Schraubungen l~ngs as und bi erzeugbar, die 

andererseibs die Abbildungen der B~, aib i auf sich erzeugen. Die Kurven c2~, ~i+~ 

(s. u.), li~ngs der diese Sehraubungen erfolgen, sind fiir p > 2 abe voneinander 

versehieden, fiir T----2 fallen sie zusammen. Daher ist die fiir p > 2 sich er- 

gebende Formel fiir die Anzahl yon erzeugenden Schraubungen fiir p - ~  2 nm I 

zu vermehren. Wit  haben also ira ganzen fiir p > 2 : alle Abbildungen des t~vo (, die 
die I~dikatrix erhalten,) sind erzeugbar dutch Schrmtbungen lib~gs 

2 p ( 2 p -  I) 
2 p + p ~ 2 p (]9 - -  I) K u r v e ~ .  

2 



206 M. Dehn. 

Diese Kurven bestehen neben den ai und b~ aus Kurven, die wir leicht an- 

geben kbnnen, wenn wir die R~nder as und ~i durch die p Kurven b~ und weitere 

p Verbindungsstficke auf einer geschlossenen Kurve anordnen, wie oben fiir p = 3. 

Numerieren wir diese Verbindungsstiicke fortlaufend mit v~ . . .  V2p, dann sind die 

anderen Kurven fiir die erzeugenden Schraubungen gegeben durch Kurven ci1: 

die zwei Stfieke vi und vk je in einem Punkte schneiden, wobei ferner cik und 

cry, sich in zwei Punkten schneiden, resp. keinen Punkt  gemeinsam haben, je 

nachdem (i, k) und (i', 7c') sich trennen oder sich nicht trennen. 

So erhMtea wir ffir den B~o im Ganzen 24 erzeugende Schraubungen. Unter  

diesen haben wir zwei Schraubungen l~ngs zerstiickelnden Kurven, n~mlich 

(s. Fig. 46) l~ngs C4s und li~ngs c~6. Diese kbnnen nuch w 7 f) z) erzeugt werden 

durch Schraubungen l~ings nicht zerstfickelnder Kurven, die in der Figur ange- 

geben sind als c~68 und c~68r 

6) Wir ffigen noch eine kurze Bemerkung fiber das arithmetische Feld ffir 

die L~ und die R~ hinzu. Das arithmetisehe Feld ffir die L,~ erh~lt man, indem 

man diese durch n " -3  geschlossene Kurven cj in n -  2 Dreilochkugeln Ls,j zer- 

legt, die begrenz~ werden durch 

r l r 2 ~ l ~  r8ClC2~ . , .  ~ ' i+lCi-- lCi~ , , ,  ~ ' n - - 2 C n - - t C n - - 3 ~  r n r n - - l C n - - 3 , .  

Ein Kurvensystem ist auf der L,~ mit festen R~indern gegeben durch die Schni~t- 

zahlen und Verschraubungszahlen ffir die n R~nder ri and die n - - 3  Kurven % 

also insgesamt durch 2 n ' 3  Zahlenpaare. Bei beweglichen Ri~ndern fallen die 

n Verschraubungszahlen fiir die R~nder weg. Zerlegen wir die RPo durch p 

zusammen nicht zerstiickelnde Kurven, so erhalten wir eine L2p. Ein Kurven- 

system auf der R~ liefer~ ein Kurvensystem auf der L2p, ffir da~ die Schnitt- 

zahlen auf je zwei R~ndern gleich sind und die Verschraubungszahl l~ngs je 

eines der R~nder jedes Paares gleich Null gewi~hlt werden kann. Wir erhalten 

also n~ch dem eben Abgelei~eten zur Bestimmung der Kurvensysteme auf einer 

RPo ins gesamt 3 P - - 3  Zahlenpaare. Entsprechend erhalten wir zur Bestimmung 

der Kurvensysteme auf einem Rp ins gesamt 3P + 2 n -  3 Zahlenpaare. 

Wit  hubert in w 5 e) bewiesen, dass die drei Zahlenpaare die auf der Drei- 

lochkugel eiu Kurvensystem festlegen, durch homotope Transformation nicht 

ge~ndert werden. Hieraus folgert man, dass auch das System der Zahlenpaare, 

das wir eben fiir die Kurvensysteme auf der allgemeinsten Flfiche angegeben 

haben, durch homotope Transformationen nicht ge~ndert wird. 


