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Pr6face.  

Ce m~moire apporte une contribution ~ l'~tude et ~ la classification des fonctions 

d'une variable rdelle. Une place relativement importante y est consacr~e aux classes 

de fonctions inddfiniment d~rivables. Ces recherches, qu i  n 'ont  dt~ abord~es d'une 

mani~re systdmatique que d~puis peu d'ann~es, doivent leur origine s la thdorie 

des fonctions quasi-analytiques off MM. Denjoy, Carleman et Mandelbrojt,  pour- 

suivant des iddes de MM. Borel et Had~mard, ont  obtenu des rdsultats d 'une 

grande portde. Cependant l'~tude des fonctions quasi-analytiques ne fair pas 

directement partie de ce travail, c'est plutSt sur les classes g~ndrales de fonc- 

tions inddfiniment dgrivables d'une variable r~elle, ainsi que sur la reprSsentation 
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des fonetions d'une variable r~elle par des suites de fonctions analytiques que 

portent nos efforts. 

En partant de certaines in~galit~s entre les maxima des modules des ddrivdes 

d'une fonction de variable rdelle, qui sont d~montr~es au chapitre I, j'~nonce 

darts le chapitre II ,  quelques rdsultats concernant les classes de fonctions ind~- 

finiment ddrivables. Je donne notamment la condition, ndcessaire et suffisante, 

pour l 'identit6 de deux classes de fonctions ddfinies sur tout l'axe rdel, la condi- 

tion ndcessaire dtant d'ailleurs celle de M. Mandelbrojt, la d&nonstration du fair 

que le produit de deux fonctions d'une telle classe appartient dgalement s cette 

classe, etc. 

Le chapitre I I I  est consacrd s l'glaboration de quelques r~sulta~s concer- 

nant  une classe particuligre de fonetions d~finies sur tout l'axe r~el, notamment 

qui sont repr~sentables par une int~grale de Stieltj~slei~td V(t). eelles J 'dtudie 

les limitations de la fonction croissante V(t) en fonction des bornes des ddrivges 

suecessives de f(x). Ces r~sultats constituent une extension des ~valuations con- 

nues, p a r  les travaux de ]YI~[. de la Vallde Poussin et Ylandelbrojt, des coeffi- 

cients de Fourier d'une fonction p~riodique. 

Enfin le ehapitre IV est consacr~ ~ des g~n~ralisations, assez faciles, de 

th~or~mes connus de  MM. S. Bernstein et de la Vallde Poussin sur la dgrivabilit~ 

des fonctions d'une variable r~elle suivaut la nature de leur meilleure approxima- 

tion par  des polynomes ou des expressions trigonomdtriques. J'dnonce dans ce 

chapitre quelques thdor~mes s u r  la d~rivabi[ir d'une fonction d'une variable 

rdelle, limite d'une suite de fonctions analytiques quelcomlues. 

La plupart des r~sultats obtenus darts ce travail, ont ~t~ communiquSs '~ 

l'Acad4mie des Sciences. 1 

Je suis heureux d'exprimer ici ma vive gratitude ~ M. S. Mandelbrojt, Pro- 

fesseur au Coll~ge de France, qui  s'est goujours int~ressd ~ rues recherehes et 

dont les conseils et les encouragements me furent toujours tr~s prgcieux. Qu'il 

me soit aussi permis de remercier MM. Hadamard et Montel qui ont bien voulu 

prgsenter rues :Notes ~ l'Academie des Sciences. 

1 C0mptes rendus, T. 206, I938 , p. 733, I245 et I872. T. 208; 1939, p. I864 . 
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C H A P I T R E  I. 

Q u e l q u e s  i n ~ g a l i t ~ s  e n t r e  l e s  m a x i m a  d e s  d ~ r i v ~ e s  s u c c e s s i v e s  
d ' u n e  f o n c t i o n .  

i. Dans ce chapi t re  nous d~montrons  quelques in~galit~s ent re  les bornes 

sup~rieures des d~riv~es d 'une fonct ion,  d~finie s u r u n  segment  fini ou infini. 

La  m~thode suivie est celle que j 'avais indiqu~e dans deux Notes  aux Comptcs 

rendus  ~, o~ j 'a i  ~galement  donn~ quelques applicat ions de ces in~galit~s '~ l '~tude 

des classes de fonct ions  ind~finiment d~rivables d 'une  variable r~elle. Ces rela- 

t ions fu ren t  d~puis retrouv~es par  M. I t .  Car tan  ~ qui les d~montre  d 'une mani- 

8re analogue.  J ' a i  adopt~ dans ce qui suit  la fo rme que leur  avai t  donn~ M. 

Cartan.  

Des in~galit~s analogues fu ren t  dtablies par  plusieurs auteurs ,  on pourra i t  

n o t a m m c n t  c i ter  des t r avaux  de Landau  ~, H a d a m a r d  *, H a rd y  et  L i t t l ewood ~ ct  

Neder.  ~ Cependant ,  ou bien, c o m m e  c 'est  le cas des relat ions de Lan d au  et M. 

Hadam~rd ,  elles ne concernen t  que les maxima de trois dgrivges successives, ou 

bien, comme dans les t r avaux  de H a r d y  et  Li t t lewood et  ceux de M. Neder,  la 

d~terminat ion des coefficients n 'es t  pas fa i te  d 'une maniSre assez avantageuse,  

ce qui les rend  inapplicables pour  le but  que nous poursuivons,  n o t a m m e n t  dans 

l 'gtude des classes de fonct ions  ind~finiment d~rivables. D'ai l leurs  mSme sous 

leur forme actuelle elles sont cer ta inement  susceptibles d 'e t re  am~lior~es, et, en 

particulier,  le fac teur  exponent ie l  en k qui figure au second membre  des in~galit~s 

(I ~)--(I4) peut  ce r t a inement  8tre r~duit, bien que ceci impor te  peu pour  les appli- 

cat ions que nous avons en rue.  En ce qui concerne n o t am m en t  l 'in~galit~ (~4) 

pour  les fonct ions ddfinies sur t ou t  l 'axe r~el, M. Kolmogorof f  ~ r~cemment  ~ 

1 Sur les maxima des ~wdules d'une fonciion et de ses d~ri~,des (T. 2o6, 1938, p. 1245). Sur  
les Jbnctions i~ddfiniment ddrivables (T. 2o0, r938 , p. 1872). 

2 H. Cart,~n , Sur les indgaliteis e~tre les maxima des ddi'ivdes successives d'une fonction. 
Comptes rendus T. 2o8, 1939, p. 414 . 

3 Landau, Einige Ungleichungen f i i r  zweimal differentiierbare Funktionen. Proceedings of 
the London M,~them'ttical Society, Ser. 2, Vol. I3, 1913. 

Hadamard, Sur le nwd~de ~ax imum d ~ne fonclion et de ses ddrivdes. Soci6t~ math~ma- 
tique de France, Comptes rendus des S6ances de rann6e I914. 

5 Hardy et Littlewood, Contribution lo the arithn~etic theory of  series. Proceedings of the 
London Mathematical Society, Ser. 2, Vo]. IX, part 6, I912. 

s Neder, Abschiitzungen f i i r  die Ableitungen eil~er reellen ~'u~ktion eines reellen Arg~ments. 
Mathem,~tische Zeitschrift T. 3r, 193o. 

Kolmogoroff, Une g~n~ralisaiion de l'in~,galitd de M. 3". Hadamard entre les b~rnes .qup~rieu,res 
des ddrivdes saccessives d'une fonction. Comptes rendus, T. 2o7, I038, p. 754. 
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prdcis~ notre r&ultut. Duns lu relation d6finitive qu'il obtient le facteur expo- 

2Y 
nentiel I6(2 e) k est remplucd par une constante inf&ieure g 2 pour routes les 

vuleurs de n e t  k. Sa m6thode purult &re essentiellement diff~rente de celle que 

nous uvons suivie. 

2. Soit f ( x )  une fonetion de lu variable rdelle x, possddant une ddriv6e 

n-ibme born6e duns l'intervulle [o, I]. D~signons par M0, 3/1, . . . ,  M~, lu suite 

des maxima de lu fonction et de ses ddrivdes duns l'intervulle consid&6: 

m a x  [ f ( x )  l = M 0 ,  m a x  I f '  (x) l = M 1 ,  . . . ,  m a x  I f ( " ) (x ) l  = M, , .  

Soit P , - l (x )  le polynome de meilleure approximation I de degrd n -  I de 

f ( x )  duns notre intervalle, e'est-g-dire le polynome qui s'dcurte le moins de f ( x )  
sur le segment ferm6 [o, I]. On suit que lu diff6rence f ( x ) -  P,-a(x)  atteint le 

maximum de su vuleur ubsolue uvee des signes ultern6s en n + I points de 

l'intervalle et, par consequent, eette diff&enee s'annule n fois uu moins duns Be 

m~me intervulle. En remarquunt que le polynome indentiquement 4gal g z6ro 

s%curte de 3/o de lu fonetion f ( x ) ,  on trouve 

[ e . _ ,  ( .)[-< zMo. 
Posons 

f ( x )  = Pn-a (x) + .Ign--~ (x), 

et d6rivons k fois (k < n) les deux membres, on u 

f(k) (x) = PI~)_I (x) + tl  (k) (x~ 

I f  k~ (x) l < I P(k) (*) I + t ~(~). (x) l. - -  n - - 1  . ?~--1 

D'apr~s ce qu'on vient de voir P,,-l(X) peut ~tre consid6r6 comme polynome 

d'interpolution de Lagrunge de lu fonction f ( x )  duns l'intervulle [o, I]. On 

en d6duit, par suite d'une 6valuation connue de lu d~riv6e k-i~me du reste, 

M n  

I R(.% (x) l < ( ,~ .  ~)!. 

1 Voir pour ce qui concerne les propridtds des polynomes de la meil leure approximat ion:  

De la Vall6e Poussin,  Legons sur l'approximation des fonctions d'une variable r&lle, p. 74 et suiv. 
S. Bernstein, Legons sur les propridtds extrdmales et la meilleure approximation des fonctions ana- 
lytiques (Collection Borel). 
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3. P o u r  avoir une borne sup6rieure de P~) l (x )  nous uti l iserons les impor- 

tantes  relations de Markoff et Bernstein qui donnen t  le maximum de la dgriv6e 

d 'ordre  k d 'un  polynome de d6gr6 n sur un segment3  Soit _P~(x) un polynome 

de d6gr6 n. Si le module maximum de ce polynome sur un segment  de longueur  

2 h est 6gal s M on a alors aux extr6mit6s de cet intervalle (et aussi dans tout  

l ' intervalle) 

2 ~ n ( n + k , I ) !  k! 
(I) ]Pl~)(x)]<-- h~ (n - - k ) l  (2k)! M,  

tandis qu 'au  milieu de l ' intervalle on a les in6galit6s 

(2) 2 2 p ( 2 n +  I ) ( n + P ) l M ,  
I P~F +~)(x)l-< h~+~(._p)!  

2 2 P 2 n ( n + p - - 1 ) l M . .  
h 2p (n - -  p)! 

Observons ici qu' i l  r6sulte de ces relat ions que l 'ordre  du module de la 

d6riv6e d 'un  polynome est plus g rand  aux extr6mit6s de l ' intervalle qu 'en  un 

point  int6rieur, on trouve, en effet, qu 'aux  extr6mit6s la croissance du module 

de la d6riv6e k-i~me peut ~tre de l 'ordre de n 2k, tandis  qu 'au  milieu de l ' inter- 

valle elle n 'es t  que de l 'ordre  de n k. Cette dis t inct ion entre l ' intervalle ouver t  

et l ' intervalle ferm6 se re t rouvera  s plusieurs reprises dans la suite de ce travail. 

4. Les in6galit6s (I) donnen t  

2 ~ k ( n - i ) ( n  + k - 2 ) 1  kw 
I P(:L~ (~)l -< ( n -  k -  ~)! (2 k)! 2 M0, 

pour  route valeur de x dans l ' interval le  ferm6 [0, I], et f inalement on t rouve 

2 2 k + l ( n - - I ) ( n + k - - 2 ) !  k!Mo + M~ 
(3) I~'(~)] -< : i~--)i--/~T: (2 k)! (n--k)U' 

pour o _ < x _ <  I, O < ~ < T t .  

1 Ces importantes in6galit6s ont dr6 d6duites des recherches sur les polynomes extr6males par 
des considerations assez d61icates. Voir S. Bcrnstein Lefons sur les propridtds extrdmales . . .  p. 28 
et suiv. Comme l'a montr~ M. Montel on peut obtenir des in6galit6s analogues, qui, bien qu'dtant 
moins pr6cises, suffisent c6pendant pour notre but, par des consid6rations plus simples de la thdorie 
des fonctions. Voir P. Montel. Sur les polynomes d'approximation, Bulletin de la soci6t~ math& 
matique de France t. 45, I918. 

41--3932. Acta mathematica. 71. Imprim6 le 1 novembre 1939. 
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Simplifions l'expresslon des coeffcients de M o eL Mn dans le second membre 

de l'in6gallt~ pr6c6dente. 

O n  a 

(. - ~ ) ( .  + ~ -  2)! < ( .  + k - ~)! 

o n  a a u s s i  

(n --  k)! = 

(n -~. k -  ~)! 
(n - -  k - -  i)! 

1 - - k + l  
k[ < V-ezk k+/ 'e  ~ 

(2 k)! > V~,:(2 k)~+' / ,  e " ~  

gt! 

. ( ~ - ~ ) . . . ( n - k +  ~) 

eL finalemenL la relation (3) devienL 

n !  

V 2//  ,,~ + ~ ~-~ 

n ~ k M n  e n 
(4) M~ < 2 ~ , ~  Mo + ,,,_---~. 

Consid6rons maintenan~ ta fonction f~(x)~- f (ax)  off a est compris entre o 

et I. CeLte fonction esL encore d6rivable sur le segment [o, I] eL on a 

f~k) (X) = ak f (k) (ax), f~n)(X) = an f (n) (ax), 

eL l'application de l'inggalit6 (4) g 19 fonction f l  (x) donne 

(5) 
~t~2 k 

Ms < 2- ;~  e~ a--k.3Y. + 
M ~ e ~ a n -  k 

Cherehons l e  minimum du second membre pour les valeurs de a comprises 

entre o e t  I. 

On a 6videmmenL 

M k < 4 m a x \  kk ' - - ~ F  ~ f" 

Or des deux fonctions de a qui figurent au second membre de l'in6galit6 pr6c6- 

dente, la premiere est ddcroissunte et 19 seeonde croissante et il est facile de voir, 
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en r e p r & e n t a n t  g r a p h i q u e m e n t  ces deux fonctions~ qu 'on  ob t i endra  la mei l leure  

express ion pour  le second m e m b r e  en d o n n a n t  g a la va leur  co r r e spondan t  au 

po in t  d ' in tersec t ion ,  dans  le cas o~ cet te  va leur  a p p a r t i e n t  g l ' in te rva l le  [o, I], 

ou bien, en posan t  a =  I dans  la p remiere  fonct ion,  s i  la va leur  c o r r e s ) o n d a n t e  

au point  d ' in~ersect ion est en d~hors de l ' in terval le ,  on t rouve  ainsi  

~21r 
M k  < 4 ~ -  Mo a - k ,  

off 

Comme,  pour  T ~ k ~ < n ,  

1 

a - -  min  Iv ~k ken_ k Mn! J 

(7) k ~ T t e  

et  comme le second m e m b r e  est  une' fonc t ion  ddcroissante de a, on t rouve  

avec 

ff~2 k 

M k  < 4 ~ K  elC Mo Ct - k ,  

1 

a = rain I, ~e~TMn] ] ,  

ce qui peu t  dga lement  s '6crire  

a v e c  

~2/c 

Mk < 4 ~ -  c k Mo fl~, 

1 

[ t  -olq 
fl = max  I, \nn M o !  J = 

1 1 ' 1 

m a x  n"_a/o e -  ) , M~ 

c a r  

I 

- m a x  n ! _  o,,i, 

~ ! :> ,,~n e -  n " 

D'ofi  l 'on  t i re  f inalement  
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longueur 

longueur 

on trouve 

Mk < 4 \ k ]  o 

! 

M~ designan~ la plus grande des deux quantitds Mn et M ont. 

Nous avons supposd que l'intervalle de d4finition de la fonc~ion avait la 

I, il est facile d'obtenir une in4gali~ valable pour un intervalle de 

quelconque d en considdran~ la fonc~ion f(~Jx) dans l'intervMle (o, ~); 

(6) 

En particulier, si 

infinie, on a 

(7) 

n)  k 1--3 
M k < 4  iv e2k M~ '~ M ~ '  

M' = max [M~, Mo n! d-"]. 

la fonction f ( x )  est ddfinie sur un intervalle de longueur 

Me <- 4 e~ k Mo ~ - ~ M,  ~, 

21/o, Mk, M,, ddsignant cette fois-ci les bornes sup~rieures de If(x)1, If( ~)(x)l et 

I f  ('~) (x) l. 

5- On ob~ient des in4gali~s analogues, valabtes pour Ie milieu du segment, 

en partant des relations correspondantes pour les polynomes. Soit, en effet, f ( x )  

une fonction possddant une ddrivde d'ordre n dans un intervalle de longueur 2. 

Posons encore 

f (x )  = pn (~) + R~ (x), 

P ,  (x) 6tan~ le polynome de meilleure approximation de degr6 n de la fonction 

f ( x )  dans l'intervalle consid6r6. On aura, en par~iculier, au milieu du segmen~ 

I/(2p+a) (x) l --< I P~(~+~ ) (x) l + I B~ p+I) (x)l; 

or, en vertu des relations de Berns~ein e~ Markoff, on a 

et comme 

(x) l < 22p ( .  + p)! ( 2 .  + ,) I plyp§ 1 ) - ( n - p ) !  2Mo 

( ' + P ) !  ( . + p ) ( . + p - ~ )  ( n - - ~ + ~ )  
(n--p)!  ' "  

n--1 - -  
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on a f inalement  

eomme, d 'aut re  part ,  

I PI~ p+I) (x)[ < 22P+'n 2p+' Mo; 

Mn Mn e n 
I R ~ - I >  (.)[ _< ( , , _  ~0)! < ,,._~ ~_~ 

on t rouve done finalement,  peur  le milieu du segment  

i f  (2p+1) (*)1 < 22p+ ' . ' ,+1  M0 + - - - - -  
M n  e n 

Tin--2 p--1 

La  m@m indgalit6 a d 'ai l leurs aussi lieu pour  la d&iv~e d 'ordre  2p,  eomme on 

le voit  par  un ealeul analogue,  done 

Mn e n 
I f  (k) ( x ) ] <  2 k+a nk Mo + ~ _ g  (o < k < n) 

d'ofi l 'on tire, comme duns le cas du segment  ferm6, 

oh. 

If(k) (x)] < 2 ~+3 n ~ M0 a -k  + 
i n  e n a n-k 

~tn--k 

n n--k 
I f  (k)(x)l< 2 max 2 k+3n k M  oa  -k,  n~_ k ] ,  

If(k) (x)[ < 2 ~+' n~ Mo a - k ,  

1 

C~ --~ rain [I~ (2k+a ol'n M~ e-n)  

et f inalement 
k k 

(81 If(k) (x)] < I6(2 e ) k M o l - n M n  n 

( o - - < a - -  < I)~ 

a v e e  

i;'~ = ma,, (M,,  i o  ~ !). 

De m~me, on t rouvera ,  duns le cas d 'un  interval le  de longueur  2& 

mil ieu de l ' intervalle 
k k 

(9) I f  (k) (x) l < 16 (2 e) k Mo 1 n M;, g 

all 

avec 
M ' =  max (Mn, M" o n! ~-'~). 

En  part ieulier ,  si 1s fonet ion est d6finie sur t ou t  l 'axe r6el, on en d6duit, en 

consid6rant  un interval le  de longueur  2 ~ au tour  du point  d'abscisse x, qu 'on a 

alors pour  route valeur de x 
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k k 

I ~  ~ (x) l < ,  6 ( :  ,)~ ~lSo'- ~ M;  ': 

et, en f a i s a n t  t endre  (~ vers l ' infini,  on t rouve  f ina lement  

k k 

(~o) I t  ') (x) l < ,  6 ( :  ~.)~ M o ' -  ~ M.'~ ( - ~ r  < x <  + ~0) 

off 3[i est  m M n t e n a n t  la borne  sup~rieure  de [3 ~i)(x)[. 

6. R6sumons  les rdsu l ta t s  ob tenus  1 

Thfior~me. Soi t  . f (x)  u ne fonc t ion  n .fois ddrivable d##nie sur un  intert,  alle 

ferm~ I de longueur ~, et soit 

If(x)[ <~ M,,, I f  ''l(x) l ~ M,,; 

on a pour  route valeur de x de l ' intervalle  I e t  lorsque o < k < , n  

( 7 )  ~: 1 -  k n i 

(~,) Iff)(x)l < 4 e2k )ll  o s 

tandis  qu 'au mil ieu de l ' intervalle  on a: 
1r k 

(, ~) I f  r (x) l < ,  6 (~ e? Mo ~ " "  

avec 
is;, == max (M,,, ~Io ,*! a-"), 

ddsignant  la longueur de l ' intervalle.  

E n  par t ieu l ier ,  ,,:i la fonc t ion  est ddfinie sur un demi-axe,  on a 

Mo "M,~ ;~, (o --< x < + ~) ,  

et, dans l c c a s  o?e la fol~ctio~ est d~finie sur  tout l 'axe, on a 

k k 

(I4)  [.f<k) (X)[ < I 6  (2 e)/:.~]/'ol-- '~ J]/n n . 

][o et 2~[~, d6signent respecfivement, d~ns les deux derni~res relutions, les 

bo~ne~ sup~rie~re~ ae I f (z) l  et ae If~")(:~)I. 

t Voir Gorny, Comptes rendus, 206, I938 , p. 1245 et I872 et H. Cartan, Comptes rendas 208, 
I939, p. 416, l'6nonc6 donn~ ici est, h la vMeur des costantes pri~s, cehfi de M. C~rtan. 
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CHAPITRE II. 

A p p l i c a t i o n  des  in4ga l i t6s  p r 6 c 6 d e n t e s  h l ' ~ tude  des  c l a s se s  de  f o n c t i o n s  

ind~f iniment  d~rivables .  

1. Considdrons l'ensemble de fonctions de la variable rdelle x d~finies et 

ind~fiuiment ddrivables dans l'intervalle ferm~ [a,b] et y satisfaisant aux limi- 

tations 
I f  (< (x) l -< c" ran, (n = O, I ,  2, . . . ) ,  

mn ~tant une suite de nombres positifs et c une constante ind~pendante de n. 

Un tel ensemble de fonctions ind6finiment d6rivables sera dit Classe {ran} defo~c- 
tions. Comme exemples de telles classes citons la classe des fonctions analytiques 

sur le segment fermd [a, hi, qu'on obtiendra en posant m~-~n! ou bien les 

classes de fonctions quasi-analytiques de MM. Denjoy et Carleman, etc. 

Parmi les applications que les in~galit~s trouv~es dans le chapitre precedent 

son t  =susceptibles de fournir, il y a d'abord lieu de mentionner la r~ponse g la 

question suivante : 

Quelle est la condition, ndcessaire et suffisante, pour que deux classes de 

fonctions ind~finiment d~rivables {m~} et {m~} soient identiques, c'est-g,-dire pour 

que route fonction d'une des classes appar~ienne ~galement g l 'autre et inversement. 

Dans ce qui suit nous r~pondons s cette question dans le cas le plus 

simple, off l'intervalle de dGfinition de la ciasse comprend tout l'axe r~eP. 

Cette condition peut s'6noncer de la mani~re suivante: 

La condition n~c~ssaire et suffisante pour que les classes {m,~} et {m'~} soient 
n 

identiques est qu'on ait o < a  < Y ~ < fl < ~ , ~ n  et ,-~ &ant les termes des 

plus grandes suites dont le logarithme est convexe et qui sont inf6rieures anx 
t 

termes des suites mn et ran. 

Le fair que eette condition est ndcessaire a ~td ~tabli par M. Mandelbrojt; 

t S igna lons  g ce propos  que  d~ns  p l u s i e u r s  l~otes rCeentes a u x  C. R. (t. 208, I939) MM. 
Mande lb ro j t  et  H. Car tan ,  en  se b a s a n t  su r  les inCgali t~s developpdes  au  chap i t r e  pr~cddent ,  on t  

r~ussi  'k donne r  u n e  rdponse  eompl5 te  g ce t te  ques t i on  darts le cas  d ' u n  in t e rva l l e  fini, ouve r t  ou 

ferm& A u  l ieu  des  su i t e s  don t  le l o g a r i t h m e  es t  convexe  ~z n e t  ~t-tn dddu i t e s  de la cons id6ra t ion  

du po lygone  de Newton ,  don t  il ser~ q u e s t i o n  p l u s  ta rd ,  on fair  ici i n t e r v e n i r  d ' a u t r e s  su i t e s  rdc- 
tifi&s don t  la  ddfini t ion es t  d ' a i l l eu r s  d g a l e m e n t  due  ~ M. M a n d e l b r o j t  (Voir pa r  e x e m p l e  l ' ouv rage  

S&ies de Fourier et classes quasi-analytiques de fonctions p. 95 et  suiv .  et  La rdgularisafion des 
fonclions. H e r m a n n ,  P a r i s  I938.) 
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nous en donnons ici une nouvelle d6monstration, qui pr6sente, croyons nous, 

un certain int6r6t v u l e  nouveau lemme que nous employons s cet effet. 

Nous rappelons dans ce qui suit la ddfinition des suites ~,~ et ~.'~ ~ l'aide 

du polygone de Newton. 

Lu suffisance de la condition pr6c6dente r6sulte sans difficult6 des in6galit6s 

du chapitre pr6c6dent, tandis que pour montrer que cette condition est dgalement 

n6cessaire, nous nous servons du lemme suivant, qui construe  la r6ciproque de 

ces in6galitgs : 

Quelle que soit la suite As dont le logarithme est convexe, on peut d6terminer une 

fonction f ( x )  ind6finiment d6rirable sur tout l'axe r6el et satisfaisant aux limitations 

c 6taut une constante num$rique ind~pendante de la suite As. 

L'in6galit6 (I4) du chupitre I et sa r~ciproque caract6risent ainsi, d'une 

mani~re assez satisfaisante pour notre but, la suite des bornes sup~rieures des 

modules des d6riv6es successives d'une fonction d~finie sur tout  l'axe r~el. 

Une autre question qui est abord~e duns ce chapitre est la suivante: le 

produit de deux fonctions d'une classe {m~} appartient il encore ~ cette m6me 

classe? Tandis que la r~ponse est, comme nous le montrons, affirmative duns le 

cus d'un intervulle infini, il n'en est plus de m~me, en gdn6ral, dans le cas d'un 

intervalle de longueur finie. 

2. Ruppelons d'abord lu ddfinition du polygone de Newton attach6 "~ une 

suite t. Solt %, u~,... ,  u, , , . . ,  une suite de termes, repr6sentons graphiquement cette 

suite dans le plan x 0 y, en faisunt correspondre au terme u,~ le point de 

coordonn6es (n, un), et consid6rons une demi-droite passant par le point A 0(o, %) 

et orient6e suivunt lu direction ndgative de Oy; faisons ensuite tourner notre droite 

dans le seas positif autour du point A 0 jusqu"~ sa premiere rencontre uvec un 

autre point de la suite. Soit A~ le dernier point de la suite qui se trouve alors 

sur la demi-droite; le segment AoA ~ formera ie premier c6t6 du polygone de 

Newton. Faisons ensuite tourner la demi-droite dans le m6me seas autour de 

A~ jusqu'~ su rencontre suivante avec les points de la suite; nous obtiendrons 

ainsi le segment A tA~ qui formera le deuxi~me c5t6 du polygone, et ainsi  de 

s u i t e . . .  Nous obtenons ainsi le poiygone de Newton de la suite 

UO~ U l ~  U2~ . �9 ,~ r  , , .. 

1 Voir Hadamard, Journal de Math6matiques I893, p. I74. 
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D6signons par u~ l 'ordonn6e, correspondant  s l 'abscisse n, de la ligne poly- 
t t 

gonale obtenue; on a 6videmment Un <--un, les u~ fo rmant  la plus grande suite 

convexe dont  les termes sont inf6rieures aux termes de la suite u,~. 

On volt d 'ailleurs qu'on a 

u ~ = b o r n e  ku,~ + u~+k (l<--n) 
k>-o, ~>0 + 

k u~-~ -F 1 u~+~ 
cas 0h k et l sont nuls s imultan6ment  on remplaeera dans le 

par un) .  

k + l  

I1 en r6sulte que si u .  et v~ sont  deux suites telles que u,~ <--v~, on a aussi 
f p 

u,<--Vn, et que la suite de Newton de la suite n a + u n ,  off a est unecons t an t e ,  
t 

est 6gale ~ n a + u,~. On a en effet 

borne [ k [ n -  l)a + u~-z] + /[(n + k)a + un+k]l + Un)P ~ -  
k>-o, l>-o [ k + 1 J 

~ - b ~  +kUn--Z + ~ u * ~ + k ) k +  

= h a +  b o r n e ( k U ~ - l + l u " + ~  ) ]c + ~ n a  + Un. 

Soit maint6nant  {An} une suite de nombres positifs; consid6rons la suite 

{logAn} et la suite de Newton eorrespondante (log A,~)', et soit Jl,~e(~~ 

nous appellerons {-/in} la suite rectifi~e de la suite {An}. 

On a 6videmment,  d'apr~s ee qui pr6c~de, 

~i~ borne k ~  (k > o, o < l < n) A n §  n - - ~ ]  ' - -  - -  - -  

et c ~ A " = c  ~_/in, c n e  d6pendant  pas de n, et si A~--<Bn, on a aussi -/in--<I~n. 

I1 est main t6nant  faerie de voir que la proposit ion (I4) du ehapitre I peut  

s 'dnoneer de la maniSre suivante: 

Soit f ( x )  une fonetion ind~finiment d~rivable sur tout l'axe ( - - ~  < x < + ~) ,  

supposo~s qu'on air pour la fonctiou et ses d&'ivdes les in~galitds If(n)(x)]__< M ,  

(n = o, I, 2, . . . ) ,  on a alors ndcessairement, pour tout k entier posit i f :  

(,) I f  (k) (x) I < ck Mk 

o~ Mk d~signe la suite rectifi~e de la suite M,~ et oit c est une constante num~rique 
(e <  oo). 

42--3932.  A c t a  m a t h e m a t i c a .  71. Imprim6 le 1 novembre 1939. 
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3. Nous ~llons mMnt6nant dgmontrer le th6or~me suivant: 

Th~or~me. Une condition ~6cessaire et su~fisante pour que deux classes {ran} 

et {m;} de fonctions, d6finies pour toutes les valeurs positives ou negatives de x, 

(--  ~ < x < + ~ ), soient 6quivalentes est que ('on ait 

n 

< 

Dgmonstration. La condition est suffisante. Soit, en effet, f(x) une fonetion 
/b - - f  

appurtenant ?~ la classe {m,}, montrons que, sous l'hypoth~se ~7~,~ < fl m,, eette 

fonction appartient 6galement ~ la elasse {m~}. 

M,, d6signant la  borne sup6rieure de I f  ('1 (x)l pour ( - ~  < x < + w), on a, 

d'aprgs la relation (0, les propri6t6s signal6s des suites reetifi6es et en tenant  

comp~e de la d6finition des classes {rn~} et {m;} 

7l - "  Yt f < 

e, a e~ ~ 6rant des constantes. La fonetion f ( x )  appartient done aussi ~ la elasse 

{m~}, ee qui prouve que la condition est suffisante. 

4. L a  condition est ndcessaire. D6montrons la proposition suivante: 

Soit A ,  une suite de termes dont le logarithme est convexe, on peut construire 

une fonction F (x) inddfiniment ddrivable pour toutes les valeurs de x et telle qu'on ait  

(3) A, G max I F  (') (x) l G Io.4". An 

quel que soit n >--o. 

L~ suite log A~ 6rant eonvexe, on a, pour tout  /~ >--I, 

ce qui peut aussi s'6crire 

e'est-s que la suite - -  

Ak+l  
que -A~k 

qui suit. 

Ak+l 
Ak 

A :k-  < Ak-1Ak+,, 

Ak+l > A ~  
Ak -- Ak- l '  

est croissante. Nous supposons pour fixer les id6es 

es~ sup6rieur ~ un, ce qui est sans importance dans la d6monstration 
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A k + l  
Ls  suite ~ t end  pour  k s u g m e n t a n t  ind6finiment  vers une l imite finie ou 

infinie. Supposons d 'abord  que 

Ak+l 
lim --  ~ ,  
k=~ Ak 

et eonsiddrons 1s suite 

I~ 2~ 4, . . . ,  2n~ 2n+l~ . . .  

A k + l  
Envissgeons les te rmes  de 1s suite eroisssnte  - - - ,  qui se t rouven t  dans un  

Ak 
des intervalles 

2 n [ I ,  2],  [2, 4] , . . . ,  [ , 2 n + l ] ,  �9 �9 �9 

Soit  [2 ~~ 2 n~ le premier  de ees intervalles eon tenan t  les te rmes  

~ ~ 
e est-~-dlre 

A 1 A~ A . ,  

O '  ~ 1 '  " " "' A-~h__ 1 '  

2 ' ~ o < A ~ < A ~ < . . . <  A n ,  < 2 . o +  L 
A o  - -  A l  - -  - -  A n , - 1  

Soit  de m6me [2 n,, 2 n '+ l ]  l ' i n t e rwl l e  suivant  eo n t en an t  les te rmes  

A~,I + 1 A , ~  

An,  A . . . - 1  

�9 o , �9 o ~ ~ ~ o ~ ~ 

[2~k, 2nk§ le k-i~me interv~lle con t ensn t  les termes 

Ank+l Ank+2 ~'rtk + 1 
�9 �9 " 7  

A , , - ~ '  A~,k+ 1 A n k +  1--1  

et Mnsi de suite. 

On a finMement 1~ disposit ion s u i w n t e :  

I --< 2 no --< A~ < A2 < < A . ,  _< 2,o+ 1 < 2n ' < A n , + 1  < 
A o  - -  A1 - -  -- An~-i A .... 

An~ 
A ; q  .~ - -  1 - -  

An~:+l Ank+ 1 

A .  k - -  Ank  + 1--1 
<~ 2~k +1 ~ . . .  

a v e e  

I ~ RO ~ n l  ~ ' ' "  ~ nk ~ ' ' "  
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P o s o n s  

Oil ~, 

1 

IAnk+l~ nk+l - ' k  

).k \ A,~k J 

?c 

A,,k+l = A,~e )re+ l - h e  : A,, 11  Z~"*+I - ' , a  
k P I t  

C o m m e  on a, d ' a u t r e  par~, 

Ank+l Ank+l 

Auk A n t +  1 - 1 

on t r o u v e  : 

d o n c  : 

et  si 

o n  ~t 

c 'es t -g-dire :  

-/~ nk + 1 - -1  A n k + l  

Auk+ 1 --2 A. k 

2nk (nk+l--nk)  ~.~ Ank+l < 2(nk +1) (nk+l --n k) , 

An k 

2 nk ~ ~k ~ 2 n k + l ,  

2n k (n_nk)  ~ An < 2(nk+l  ) (n_nk)  

- -  Au k 

A a  k 2 nk (n--nk) ~ A n  ~ .An k 2 (nk+l ) (n-nk) .  

(p  --< 1r 

Cons idd rons  g p re sen t  lu f o n c t i o n  p4r iod ique  

On a: 

f~ (x) - -  A,,~ cos Z~:~ 
n k Zk 

m a x  If{;~)(x)[  = A.~, ma.~ I f~  "~+~) (x) l = A . ,+~ .  

Soit,  p o u r  nk ~ n ~ nk+l, 

on t r o u v e  

d'ofl  l ' on  t i re  
k 

A f  2(nk +1) (n--n k) 
I X  < 

An -- 2.nk(n--nk) 

A(k) 
I "~ ~*n ~ 2n__nk< 2n" 

- -  A? l 
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Consid6rons m a i n t e n a n t  la f o n e t i o n  

r 

S(x )  = y .  (x) = 
k~O 

A~, k cos ilk x 
Z .~n k 
k~0 #~k 

E n v i s a g e o n s  une  ddriv6e d'ordre pair n ,  nk--<~4<nk+l, pour fixer les iddes, et 

posons  

= - -  A c o s Z p x  c o s ~ p x  ~..f(x) A~ k COS /~k X COS ~'k+l X k--1 c~ 
~k + A " k + l  ~nkq-1 - -~ Z np ~,,p @" Z A~,~p )'pP 

k+ l  p=0 "~P p=k+2  

= f,* (x) + f~* (x) + G (x) + G (x). 

Pour  x = o  tous  les termes  sont du m~me signe et at t e ignent  le m a x i n m m  de 

leur module ,  de m4me que leurs d6rivdes d'ordre pair. 

C o m m e  on vient  de voir, on a 

A,~ <-- max If*(~')(x)I-< 2~'A.; 
d'au~re part 

m a x  If~* (') (x) l = A ~, , - , ,k+~ __ nk+l  "~k+l 

A ~ k + l  . s  1 < A ~ 2  ( ' k~  1 ) (~k+ l - -~ )+ (nk+ l ) (n - - ,~k§  = A,~ 
- A ~ - A 7  ' . . . .  ~ + ~  - 

(en t enant  compte  de la re la t ion  ;~k--< 2,k+1 < Xk+i). 

On trouve  de m4me 

k--1 k--1 

m a x  I T'~ ") (x) l = Z Anp )~;~'P -- < Z A,np )~;P+I--nP Z "p+p+l'2- ~';'p+l 

1)=0 p=0 

k--1 
__ ,~n--nk 2 n - -  ~ ,  A,, k k < k A , ~ 2 " < n  A,~. 

p=0 

F i n a l e m e n t  

�9 �9 - k 

m a x  IF(: ~) (x)] = ~ A~p E~-p 
p=k+2 

= Z A'l'k" ~?k--nk ~'; k + l - ? '  X~'k+2--~'k+lk+l " " " XnP--r~ ~n--rt'l)p = 
p~k4  2 

= Z ~r (Ank)~--"k) XZI ;'](~'k~ nkq-i-n ~(Zk+l~nk-i-2--'~'k+l')~p ] "" ~Zp(ZP--I~"qp--nl)--I] ' 

p=k+2 
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et il r6sulte d ' au t re  par t  des re la t ions  2"p--< 2p--< 2~,~ +* que t o u s l e s  rappor t s  

I 
sont  inf6rieurs g - .  

2 

On en d6duit  

I ~ 2 n An. I~'!n) (X) I <~ 2 n a n  Z 2"p-- l - -n  - -  
p=k-~ 2 

Fina lement  on t i re  de ce qui prdcgde 

A,, <-- max  I f  ('') (x)[ --< max [)el* (x)[ + max I f*  (x)[ + max IF1 (x)[ + max I F  (x)[, 

A~ --< max If(< (x)] --< 2~A.  + .  2~A~ + 2.2nAn <~ (3 + n)2~ A,,, 

off n e s t  nombre  pair,  l ' indga l i~  g droi te  &an t  d 'ail leurs vraie pour  routes les 

valeurs de n. 

On voi t  de la m6me manibre qne la fonct ion 

- -  m n  & x 

k=0 k 

sat isfai t  pour  les valeurs impaires  de n aux m4mes in@alit6s.  

Comme d 'au t re  part ,  pour  x---~ o, la d6riv6e d 'o rdre  n d 'une  des fonct ions  

est toujours  nulle, la d6riv6e du mgme ordre de l ' au t re  a t t e ignan t  alors son 

maximum, on t rouve  faci lement  qu 'en  posant,  

F ( x )  = f ( x )  + ~ (x), 
011 a u r a  

An ~ lnax  [~ ' (n)(x)[  ~ IO.4 n a n ,  

et notre  proposi t ion est d~montr6e. 

Examinons  ma in t enan t  encore rap idement  le 

limite finie ~. 

Soient  encore, comme pr6c6demment,  

[2"% 2.o% 2'.+1], . . . ,  [2'>, 2'>+'] 

les intervalles,  en hombre  fini, con tenan t  des termes de 1~ suite - -  

fa isant  part ie  du dernier  intervalle.  On a 
1 

�9 t A . m ~ m - ~ ' p  ;~ -= lim A~§ __ lim l ~ ]  

Ak+l 
cas off Ak t end  vers une 

Ak+l  
Ak ' le nombre  

2np <Z ~ ~ 2np+l. 
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Comme dans le ra isonnement  ci-dessus, on voit que la fonct ion 

P P 
F (x) ~ ~ A~ k ____c~ ~k x _ _ s i n  ;~k x 

k=O k k=O k 

off, comme pr6c6demment, 
1 

~A~l k +1~ nk+ 1-nk 
~k = - ~ -  

pour o ~ k < p, et 2~v = A, sat isfai t  aux conditions de l'6nonc6. Ce qui d~montre 

notre proposition dans t o u s l e s  cas; 

I1 est main tenan t  facile de voir que la condition 

est n~eessaire pour que les deux classes {ran} et {m~} soient identiques. 

Le logari thme de la suite ~ est, en effet, convexe, nous pouvons done 

eonstruire une fonction w ( x )  satisfaisant  aux in~galitds 

(4) *-n~ < max I~o (n) (x) l < IO.4~(n~. 

Cette fonetion devant  6galement appartenir  g la elasse {m~}, donc aussi g la 

elasse {/,-,;~}, d'apr~s (4). On aura donc 

~y~, < fin ~ ,  

off fl est une eonstante, d 'oh l 'on tire 

et, d 'une mani~re analogue, on voit qu'on a aussi 

n 
V ~  I 

�9 ' ~ n  {Z 

La condit ion est donc bien n6eessaire. 

5. Une eons6quenee imm4diate de la relat ion (i) est le th6or~me suivant:  

Th6or~me. Le F o d u i t  de deux fo~wtions f ( x )  et g (x), d~finies pour toutes les 

valeurs r&lles de x et appartenant ~ une elasse {~nn}, appartient ggalement ~ eette 

mOme classe. 
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En effet, soit h(x) -~ f (x )g(x ) ,  on a 

h(") (~) = ~ c~,,f(~) (~) o('-~) (x), 
k=O 

d'ofi, ~ cause des relat ions 

I1~,:~(~,) I _< ~,~,.~, I.q(,,-~) (x)I _< c'--~,~,,_~, 
~ k k k 

- -  1 - - -  

Ih("~(x)l < C~c~', ,  o " . , , " c ' , ' - ~ % ~ , ,  , , <  (c + c')".,o~,,.  
k==O 

Lu fonet ion h(x) appurt ient  donc effectivement ?~ la classe {m,}. 

On volt de 1~ m4me nmni6re comme cons6quence des relat ions (x3) Chap. [ 

que, plus g6n~ralement, le produit de deux jbnctions f ( x )  et g (x) de la classe {m,~}, 

ddfinie sur la demi-droite (o, ~ ) apparticnt encore ~ cette elasse. On voit, en effet, 

comme pr6c6demment, que h ( x ) - - f ( x ) g ( x )  sutisfait  aux in6galit6s: 

n k 1--n 7y~nj ,o l - 1 - -  I h  ~n) (x) I "< C. k, : c~mo c ' "  " " < 
k=o " \ ~ I  " \ n  --  ]el m 0 m,, 

o r  k = o  

t " ~ n - k  

d'ofi 
I t~,,~ (x) l < (~ e)" (c + c ) "o ~,,, 

ee qui d~montre la proposition. 

6. Signalons encore comme consequence imm6diate de l ' in6galit6 (I) et de 

la proposition r6ciproque (3) l'6nonc~ s u i w n t :  

Une condition n~cessaire et suffisante pour que sur tout l'axe r~el la d~riv~e de 

route fonction de la elasse {m~} appartienne aussi ~t cette classe est que l'on ait 

qt 

V ~ _ + - ~  < a < ~ .  

La condition est suffisante. On ~ alors, en effet, pour la d~riv~e f '  (x) d 'une  

fonction f (x)  de la classe {m,,}, d'apr~s l'in~g~lit6 (I), 

ee qui prouve que f ' ( x )  appar t ient  ~ 1~ classe {m,}. 
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La condition est ndcessaire. Si l 'on considbre, en effet, la 

d6finie pr6c6demment,  on a, en appl iquant  encore l ' in6galit6 (I), 

appar ten i r  s la clusse {n~}, 

C~ ~ n + l  < m a x  I O j ( n + l ) ( X ) [  < C ~'t ~ t n ,  

fonct ion ~o (x) 

to' (x) devant  

ce qui prouve not re  proposit ion.  

7- 1Nous avons vu ci-dessus que le produi t  de deux fonct ions  d 'une classe 

{m~}, d6finie sur route  la droi te  ou m~me sur une demi-droite,  appar t i en t  encore 

s cet te  m6me classe. Ceci n 'es t  plus vrai,  en g6n6ral, pour  les classes de fonct ions  

ddfinies sur un interval le  ferm6 fini quelconque.  

En  effet, soit  P~(x) un polynome de degr6 n. Ce polynome appar t i en t  sur 

tou t  segment  fini ~ la classe {rnk} d6finie de la mani~re suivante:  

m k  = 1, pour  0 --< k < n, mr: = o, si k > h. 

Or le polynome de degr6 2 n [P,~(x)] e n ' appar t i en t  6videmment  pas ~, 1~ classe {ink}. 

On peut  d 'ai l leurs d6terminer  6galement d 'au t res  classes moins triviales 

r epondan t  au m4me but,  comme le mont re  l 'exemple suivant:  

Consi46rons la fonc t ion  f (x)  d6finie, dans l ' interval le  [o, I], par  la s6rie enti6re 

o0 

f ( x )  = 
r T~mm 

Les coefficients 6tant  positifs, la fonc t ion  f(x),  ainsi que ses d6riv6es, a t t e ignen t  

leurs maxima au point  x = I. Cette fonct ion appar t i en t  s la classe {m,,} d6finie 

de la manibre suivante:  pour  k k < n --< (k + I) k+~, posons m,, ~ (k + I) k(k+l)k+~, 

sauf pour  n =  2k  k, off l 'on posera  m,~= t. On a, en effet, quel que soit n, 

k ~ < n < ( k +  I)~+~: 

oo 

p = l  (k + p) (k+v)~+p 
(k + p)(k+v)(k+l)k+x 

< Y' (k + 
p = l  

00 

= (k + + F,  < 
v=2 (k + p )  (k+v)~+v 

,: Qo 

< (k-4- I)k(k+l)k+l-{ - Z p  - p  < 2 (It + I) k(k+l)k+l. 

p~l  

4 3 - - 3 9 3 2 .  Acta matbematica, 71. I m p r i m 6  le 1 n o v e m b r e  1939. 
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S i n  = ( k - ~  I)  k+l ,  Oil a d ' a i l l e u r s  

+ ! 

(k + ~)(~ + ~)~+~ 
> e -'~ (k + I) ~(~+~)~+~, 

d 'autre  part,  pour n = 2 k ~, on voit  faei lement  que 

(k + p)(~+v) ~ ~ | 

si 
p ~ l  

La fonct ion f (x )  appar t ient  done bien g la classe 

ais6ment que 

en effet, 

{ran}. Mais on constate 

la foilction g ( x ) =  If(x)] ~ n 'appar t ien t  pas g cette classe. On a, 

2 7~ 

g(2< (i) = ~ e ~ , f  (k) (1 ) f  (2"-X') ( I ) >  [f(~)(I)]~; 
k~O 

done, pour n - - k  k, (k = I, 2 , . . . ) ,  on a 

g(~')(I) > e-~'' k 2(l~-~)kk, 
d'ofi 

[ im | /g (~<( i )  = 0 r  n =  k k, ( k =  I, 2 , . . . ) .  

Ce qui montre  que la fonct ion g (x) n 'appar t ient  pas s la classe {m,} pr@~demment 

d6finie. Contra i rement  done g c e  qui a lieu pour les classes de fonctions dgfinies 

sur tou t  l 'axe, ou s u r u n  demi-axe, le produit  de deux fonct ions d 'une classe 

ddfinie s u r u n  intervalle ferm6 n 'appar t ien t  pas, en g~n~ral, g cette classe. 

8. ~[ous avons toutefois  m~me dans le cas d 'un  intervalle ferm~ fini la 

proposit ion suivante : 

Th~or~me. Soit {m,,} une classe de fonctions ddfi,ie sur un segment ferm~.fini, 

d&ignons par {m~} le plu~ grand des deux quantit& m~ et n!, c'est-&-dire 

' ( [)" 
m n  ~ I n a x  ~ t n  ~ ~ 

le produit de deux fonctions de la classe {m~} appartient ~ la classe {m~}. 

On en ddduit, en p~rticulier, le corolaire suivant:  

Si la elasse {m,} de fonctions, d~finies s u r u n  xegment ferm6 fini, est telle qu'elle 

eontient toutes les .foJ~etions analytiques suree  ~'egment, le produit de deux fonetions 

de la elasse appartient encore & eette m~me ela#se. 
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L a  d&nons t ra t ion  r& u l t e  de l ' in6gal i t6  (I I) Chap. I 
( ; ) k  1 k k 

I f  (~') (~)1 < 4 e 2~ Mo-"  M;, ~ 
avee 

M ~  = m a x  (M,~, Mo .! a-% 

si ton  pose h ( . ) = f ( x ) g ( . ) ,  les fonetions f ( . )  et v (x) appar~enant ~ la aasse { ~ d :  

d'ofi: 

en  posan t  

If(< (x)l-< c".,,,, I g(")(.)1-< ~'".,,~, 

I a (n> (*)1 -~ ~ c:~ If/k) (x) l Ir  "-k) (*)1 
k=O 

< 4Amom;,e ~''~ C~: ~--k--k] c'r 
k=O 

m n =  m a x  (ran, n [), A = nlax (I, "~'0 a - - n ) ,  

on a f inalement,  en t e n a n t  eompte  de 

< e~-k' U* - - / d  < ek' 

I h(")(*)l < 4 A ~3. (~ + ~,),1, mo <,, 

ee qui d6montre  la p ropos i t ion  6nonc6e. 

On pourrai t ,  d 'une  mani~re ana logue  1, 6noneer  une propos i t ion  conce rnan t  

le produi t  de deux fonct ions  d 'une  classe {ran} d6finie dans  un interval le  ouvert ,  

en donnan t  une d6finition convenable  d 'une  telle classe et en ut i l i sant  les 

in6galit6s valables pour  le segment  ouvert .  

C H A P I T R E  I I I .  

Sue les f o n e t i o n s  d o n n 6 e s  p a r  l'int6grale de Stieltj~s: 
+oo 

f dxtd V. 

I. Nous  allons dans  ee ehap i t r e  6noneer  quelques propos i t ions  su r  une  fa- 

mil le  part ieul i~re de fonet ions,  d~finies sur tou t  l ' axe  r6el, n o t a m m e n t  eelles qui 

i Voir H. Cartan, Comptes rendus 208, I939, p. 416. 
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J ~ e i x t  sont repr~sentables par l'int~grale de StieltjSs eonvergente d V(t), off V(t) 

est une fonetion croissante et bornge de 1~ variable t ( - - ~  < t < + ~).  Chemin 

faisant nous 6noneerons ~galement quelques propri~tSs des fonctions donn~es par 
oo �9 

certaines s~ries de la forme ~anei4~.~ qui g~nSralisent les s~ries de Fourier, les 
1 

a~ pouvant 8tre quelconques. Nous dSmontrons notamment la proposition suivante: 

Si  f (x) ,  reprgsentable sur tout l'axe par l'int~grale de Stieltj~s convergente 

f e ~:*t d Y(t), o~'~ Y(t)  est une fonction erois~,.'ante et bornde, d~rivie d'ordre 29oss~de u ~ e  

n de module infdrieur ~ 3I~, on a, quelle que soit cc > o, 

e Mn 
V(t + a ) - -  r ( t )  < f f f f ,  

oh c-~ e (a) e~'t u , e  constante ind@endante de n. 

Ddmonstration. Soit ~ une quanti~@ r~elle et posons 

9~ (x, 6) -- d,~ f (x) 

J ~ f ( x )  d6signant la diff4renee d'ordre n de la fonetion f(x). Nous supposons 

pour plus de g~n@ralit6 que V(t) est s variation born@e. On a: 

~ . f ( x )  = ~ ( -  , )~c~ f [x  + (,, - ~)~]. 
k = O  

On a done 
+ m  

(,) ~ (x ,  ~) - f e  "* [e"~-  ~\" 

Et eomme, par hypothSse, on a 

I f  (') (~)1 -< ~,,, 
il en r6sulte, ~videmment, qu'on a aussi 

eerie relation pouvant d'ailleurs s'6crire 

I~,,( ~, 6)l -< ~ ,  
si la fonction f ( x )  est r~elle. 
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e - i  xa __ I 
Multiplions par - - _  i x  les deux membres de (I) il  .vient, a ~tant un hombre 

positif,  

~Pn(X, {~) '8-- ixa--I  __ f t~ i t d -  I ~ n e - - i x a - - I  
- - i x  e i t ~ - - ]  ~ i x  d V  

--m 

if i X  eitX - -  I. d V ( t ~- ~) 

-4- 
f ( __. i x  

v(t). 

D'oh l'on d~duit, en intdgrant par parties et en posant 

t+a 

t 

v( t ) ,  

e i a x -  I) 
~,~(x, ~)~ - i x  = f r  v~(t) dr. 

I1 est facile de voir que Vl(t) est une fonction absolument intdgrable, on a, en 

effet, V(t) ddsignant la variation totale de V, 

b 

f ] Vl(t) l 
a 

t+a 

t 

d Vl = + - -  r ( t ) )  

b 

dt  <- (F(t + a)--  F(t))dt  
a 

b+a b c~ 

a+a a 0 

+ ~) - F(~ + ~)) d % 

off la diffdrence V(b + ~ ) - -  F(a  + ~) tend uniform6ment vers o lorsque a et b 

augmentent inddfiniment. 
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Ea  mult ipl i~nt  une deuxi~me lois  pur 

analogue,  

(2) ~= (5, 8). ~ _ i~ 

~ v e e  

(3) 

C - l a x  - -  I 

- - i x  
o n  trouve, d'une mani~re 

w(t, ~, ~) = f v, (~, ~, ~) d 
--at)  

t + a  c~+a 

/ e i ~ 'y - -  I \ ~ 

t i 

Comme pour la fone t ion  V~(t), on eonstate  encore que l' int6grale 

- - r 1 6 2  

existe; on a~, en effet, 

b 

f l w(t, 
ct 

/(b/ ) 
a t 0 a + v  

d~,  

or, comme on vient de le voir, l ' int~grale 

a-}-v 

tend vers o si a et  b augmen~ent  ind6finiment; 

cont inue  de t. 

Comme d'autre part, la fonet ion  

C i x c e -  I 

est absolument  int6grable,  car 

on peut ~ppliquer le thgorgme 

trouve 

W ( t )  esf d'ailleurs une  fonet ion  

2 

8 M n  
X 2 

d'inversion de Fourier s la relation (2) et on 



Contribution h l '6tude des fonctions d6rivables d 'une variable r6elle. 343 

D'ofi 

(4) 

f I ~ ) { e - ~  -_ i d x .  w ( t , ~ , a ) = ~  ~(:~'  ~ - i ~  
- - m  

-4-0o 

< ( Cox__ 
Iw(t,~,e)l AM, [']\ - - i x  I)~] dx < AM~a, 

lu cons tan te  A p o u w n t  8tre I ou ] / 2  su ivan t  que lu fonc t ion  f(x) est  r6elle 

OU n O n .  

Faisons  m a i n t e n a n t  tendre  6 vers o, en r emarquan~  que 

~ i d t _  I 
l im - -  i t 
~=o c~ 

on tire de (3) et (4) 

(5) 

t+a  ~+a 

I 
t ~ 

< 2 . ~ / L t o : .  

2. Avan t  de poursu ivre  la ddmons t ra t ion  du th6orSme, s ignalons quelques 

cons6quences qu 'on  peu t  t i re r  de 1~ re la t ion  (5) sur  1s na tu re  de la fonct ion  V(t). 
En in te rver t i ss~nt  l 'o rdre  d ' in t6gra t ion  on t rouve  

t+a  ~+a t+a  t+2a  

t :, t t+a  

et  en fa i san t  le c h u n g e m e n t  de var iable  u ~ t + a 

U ~t-4-C~ 

+ ~ - .)  .~ d V ( , )  

la fo rmule  de la moyenne  de Bonne t  donne,  d ' a u t r e  par t ,  

~t ~t 1 

~f zndv+afT'ld V 

u0 et ul sat isfuisant  aux indgali tgs 

u- -a<Uo<U<Ul<U+~ 
et d 'apr~s (5) 
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u ~ll 

~t o 

< A M ~  

si l 'on f~it  tendre  a v e r s  o, on t rouve  finaldment 

I v ( u  + o) - V(u - o) l < A M .  

]~nonqons une consdquence de cet te  re la t ion 

n ~ - b  ao 

Soit  f ( x )  = Z aneiZ,~ avec 

[ Z ~ -  Z~[ > a > o,  si  i : #  k 

une fonct ion possddant  une ddrivde d'ordre n born{e, 

I P  ) (x) l -< i . .  

On a l 'dvaluation su ivante  de8 coefficients 

IZkl" 
(It ~ O, I ,  2 �9 . .) 

on a done pour la fonc t ion  et ses n - -  2 premieres  ddrivdes 

( k ~ O ,  1 , 2 ,  . . .  n - - 2 ) .  

Si,  en part icul ier ,  cette fonct ion cst ind~f in iment  ddrivable on aura 

o~ 

et quellc que soit  1~ ~ o 

2 

X 7~ 1 T ( x )  = max M~ 

-~-ov 

f(k) (x) = - -  ~ an (i Zn) k ei~n x. 

3. Supposons ma in t enan t  que V( t )  es~ une fonc t ion  croissante de t, la relu- 

t ion (5) s'~crit ulors 

Pour  les ser ies  de Four i e r  on o b t i e n t  a ins i  l ' ~va lua t ion  de  M. Mande lb ro j t .  
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t+a 

2 M n  a 

avec 
~o(~) = ~ - -  t + a, si t--a<--~<--t, 

et 
9 ( * ) =  t + a - - %  pour  t<_ ,<_ t+a ,  

la formule  de la moyenne  donne alors 

t+a 

I~01~f~(~ldV 
t--ce 

2 M n  a ,  t--a<--%<--t+a, 

et en in t6gran t  par  part ies,  on en d6duit:  

t+a 

< ,o 
t 

Si l 'on remplace 

pr6c6dente,  on t rouve 

t+2a t + a  

t+a t 
a v e o  

t - - a  - < ~  --< t +  2 a ,  

et il en r6sulte f inalement  

ici t par  t - - a  et  en a jou t an t  la re la t ion  ainsi ob tenue  ~ la 

4 Mna 

r ( t  + . )  - v ( t )  < - -  
4 CM,, 

t ~ 

C 6rant  une constante,  ind6pendante  de n. C'est  la re la t ion 6nonc6e au d6but  

de ce chapitre.  

C H A P I T R E  IV. 

S u r  l a  d 6 r i v a b i l i t 6  d e s  f o n c t i o n s  d ' u n e  v a r i a b l e  r 6 e l l e  l i m i t e s  d e  s u i t e s  
d e  f o n c t i o n s  a n a l y t i q u e s .  

I. Dans ce chapi t re  nous d6montrons  d ' abord  quelques proposi t ions 

qui cons t i tuent  la g6n6ralisation, aux suites de fonct ions  analyt iques  quel- 

conques,  des th6or~mes de MM. S. Berns te in  et  de la u  Poussin,  sur la 
4 4 - - 3 9 3 2 .  Aeta mathematiea. 71. I m p r i m 6  le 2 n o v e m b r e  1939. 



346 A. Gorny. 

d6rivubilitd des fonctions limites des suites de polynomes ou d'expressions tri- 

gonom~triques. 

Bien que 19 d6monstrution de ces g6n6rulisutions puisse se d6duire, sans 

grundes difficult6s, des r6sultuts de M. S. Bernstein sur lu meilleure approxima- 

tion des fonctions unulytiques par des polynomes, j'ui cependunt pr6f@r6 donner 

une d~monstrution ind~pendunte, qui pourruit pr6senter quelque utilitd dans des 

recherches analogues; lu m6thode suivie s'uppurente d'ailleurs g celle d0nt s'est 

serd  IYl. Montel duns su d6monstrution des formules de S. Bernstein et Murkoff 

sur les d6rivdes des polynomes. 1 

Les propositions de ce chapitre peuvent 6tre considdrublement pr6cis6es et 

permettent, par exemple, de d6terminer des limitations des ddrivdes successives 

des fonctions limites. J'espbre uvoir un jour l'occusion d'y revenir. 

Un autre th6orgme d6montr6 duns ce chupitre 6tublit une relation entre les 

zdros des fonctions analytiques de lu suite donn6e et la d6rivabilit6 de lu fonc- 

tion limite. L'upproximution exig6e, pour pouvoir affirmer l'existence des ddrivdes 

de lu fonction limite, est bien moindre lorsque les fonctions de 19 suite ne 

s 'annulent pas duns le voisinuge du segment considdr4, que duns le cus g6n~rul. 

Lu m6thode suivie est ici inspir6e de celle dont s'est servi M. Ostrowski, duns 

un re@moire connu, pour des reeherches d'une nature diffgrente. Ces questions 

out ~t6, g mu connuissunce, peu 6tudides. ~ On pourruit encore ici donner des 

limitations des ddrivdes successives de lu fonetion limite et dire, par exemple, 

duns quel cus cette fonction appartient g une clusse donnde, disons, la classe des 

fonctions unulytiques. Je n'ui cependunt pus d6veloppd ici ces questions d'une 

m~nibre syst6matique. 

2. Soit f (z )  une fonction anulytique holomorphe dans un domuine 29 con- 

tenant  duns son int6rieur un segment de l'uxe r6el, que nous supposerons 6tre 

le segment (--I ,  I), par exemple. Supposons qu'on u duns ce domuine [ f (z ) [<  M, 

et sur le segment l - - I ,  I] I f (x) l  < m. Cousiddrons lu fonction h(z) harmonique 

rdgulibre duns le domaine D et relic qu'on uit 

D a n s  cet  ordre d ' iddes il y a l ieu  de s i gna l e r  encore u n  thdor6me  de M. S. B e r n s t e i n  con- 

c e r n a n t  la  ddr ivabi l i td  des  fonc t ions  l imi t e s  d e s  su i t e s  de fone t ions  ent i6res  de degr6 fini. Voir  

S. Be rns t e in .  Legons sur les propridtds extrdmales . . . ,  p. Ios. 
On p e u t  c e p e n d a n t  encore s igna le r  des  p ropos i t i ons  d ' u n e  n a t u r e  vo i s ine  de M. S. Berns te in ,  

Sur la distribution des zdros des polynomes tendant vers une fonction continue positive s u r u n  se.qment 

donnd. J o u r n a l  de M a t h d m a t i q u e s  p u r e s  et  app l iqu~es  9-ieme s~rie, 8, I929, p. 327. 
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h(z )=o  sur le segment  ( - - I ,  I), h(z )=I  s u r  lU front iSre  de D. 

La  fonct ion  sousharmonique 

log If(~) I - - ( I  - -  h(~)) log m - -  h(~) log M 

dtant  n~gative ou nulle sur la f ront i~re  de D - - d  (d d~signant  le segment  [--x,  I]) 

est n6gutive duns tou t  ce domMne, on u donc 

If(#) I -< m *-h/') M h(~) 
pour  tou~ z e D. 

On en t ire par  l 'uppl icat ion de la formule  de Cauchy 

f f(z) f ( ~ / ( . ) -  : ~ ( ~ -  x)~+~' 
7 

7 &an t  une cercle de rayon  r au tour  du point  x, ent iSrement  contenue  duns D, 

mux (PLY, 1-h (z) M h  (z)) ~ ! 
(I) IfIk)(x)l _< ..... r < 

Lorsque z tend  vers un point  du segment  [-- I, I ] l a  fonct ion  h(z) t end  vers o. 

Nous ullons donner  une dvaluat ion de l 'ordre  de cet inf iniment  petit .  

Soit  E une ellipse de foyers  - - I ,  I, dont  lu somme des demi-axes est ~gule 

g a et  don t  l ' i n t&ieur  est  en t i~rement  contenu duns le domaine  D. Consid&ons 

la fonet ion hurmonique  g(z) 

log a 

la ddterminat ion  dtunt choisie de mani~re que le module  de z + ](z ~ -  I soit 

supdrieur g l 'unit~ duns le d o m M n e  J doublement  connexe don t  la fronti~re 

est cons t i tu te  par  l 'ellipse /~ et  par  le segment  I - - I ,  I]. Duns ce domuine lu 

fonct ion  g(z) est harmonique,  et on a 

g (Z)-~- I sur l 'ellipse E,  g ( z ) =  o sur le segment  d. 

Comme duns z/ h ( z ) <  I, on a done sur ]u f ront i~re  de J 

h (~) _< g (~) 

et  cet te  re la t ion est rulable duns tou t  le domaine  J .  

Soit  le cercle 7 de centre  x ent i~rement  contenu  duns l 'ellipse 1~, ce qui a 
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lieu, pa r  exemple,  s i r  < -  
(0'  ~ I )  ~ . 

, nous allons d6 te rmine r  une borne  snp6rieure  
2(1 

de g (z) pou r  z sur  le eerele 7. 

3. Supposons  d ' abo rd  que x est  un  point  in t6r ieur  du segment .  Soit, pour  

fixer les id6es o ~ x < I, posons 

t - - x = e r ,  I + x = $ ,  o < a ~ I - - < f l < 2 .  

En  r e m a r q u a n t  que I z + ] / z i - - I [  repr6sente  lu demi-somme des axes 2 a et  

2 b de l 'el l ipse de foyers  - -  I, I passan t  p~r le po in t  d 'aff ixe z, on t rouve,  ~ d6- 

s ignunt  l ' angle  a rg  ( z -  x): 

V ear cos~-$'~ fl|/-; 2areOSg+r" 
= a I - -  a, ~ + V ~  + fl~ , 

a 
et, en supposan t  r < - - ,  on a 

20 

et  

[ 2 r e r e o s 9 9 - - r ~ l < 3 r a ,  ] 2 r f l c o s q ~  + r = [ < 3 r f l  

2 r a c o s 9 - -  r* 2 r f l c o s 9  + r~ r~ 
- -  + + I 8 - -  2 a < a + f l  2 a  2fl a 2 

r ~ 
--<2 + 2 o ~ .  

D'ofi  f inMement 

On a d ' au t r e  pa r t  

done 

7- 2 

a < I + 1o= . ;  a ~ 

V 7 ..4 r 
b=Fa -i < + Ioo < s 

r 
a + t , = [ z  + V z ~ - ~ l  < ~ + m -  

O: 

d 'oh l ' in6gali t6 

(~) g(~) _log l,+!&-~-~l < ~o 
- -  - -  r .  

log a a log a 

Done,  h(z) d6signunt  1~ fonc t ion  ha rmon ique  6gMe g un sur  la f ront i~re  du do- 

maine  D e~ g o sur  le s egmen t  [ - - I ,  I1, suppos6 in t6 r ieur  g e e  domMne,  on a 
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[ 
sur le cercle 7 de rayon  r ~ r <  

segment  ( - - I ,  I) 

(3) 

) dont  le centre  x est un poin t  in t6r ieur  du 

h ( ~ ) <  , o  
a log a 

a d6signant  la distance du poin t  d'abseisse x aux extr6mit~s du segment  et o la 

demi-somme des axes de la plus grande  ellipse ent ibrement  contenue duns le 

domaine D. 

4. O n  peut  t rouver ,  d 'une  manibre analogue,  une  borne  sup6rieure de la 

fonet ion  h(s) vulable sur le segment  ferm6. Les notationB dtant  les m~mes, on a, 
I 

en supposant  r < - - -  

donc 

I 0 0  

2 a =  [ g - -  I [ --}- [g  ~- I [ < 2 -~- 2 r ,  

b = V ~  T -  i - V 2 ~  + r~ < 2 V;' ,  

Is + V f i -  i [ - - a  + b-< I + 2 V r  + r -<  ~ + 3 V r ,  

l o g [ ~  + V J  - i ] _< 3 V~  
log a log a 

/ 
Done  sur tou t  cercle 7 de rayon r / r  < - -  

segment  fermg ( - - I ,  I) ,  o n  a 

I) 
IOO dont  le centre  est un poin t  du 

(4) h (~) -< i o  V ;  
log a 

5. Nous allons ma in t enan t  appliquer ces pr~liminaires s l '6 tude de la d6ri- 

vabilitg d 'une  fonc t ion  d 'une  variable r~elle donnge, Bur le segment  I - - I ,  I], pa r  

une s6rie absolument  eonvergente  de fonct ions  analyt iques.  

Consid6rons une s6rie ~,  f,~(z) de fonct ions  analyt iques,  ho lomorphes  duns 

un domaine  D, eon tenunt  le segment  I - - I ,  ~], supposons que la s~rie converge 

un i fo rm6ment  et  absolument  Bur ce segment  verb une  fonc t ion  F(x) ,  et  qu 'en  

o u t r e ,  o n  u 

If~(z)l<M~, pour  zED et Ifi~(x)l<m,~ si - I  < x <  I, 

avec mn< I e t  t endan t  vers o et  Ms > I. D'apr~s (I), on aura  



350 A. Gorny.  

m a x  (ml,[ -h(:) M~ (aj) k[ 
Ir(~)(x)l< , - ~ < * < ~ ,  I ~ - * 1 = , ' .  a n  Fk - -  - -  

Soi t  x un  poin~ i n t & i e u r  de  l ' i n t e r v a l l e  ( - - I ,  I) on t rouve ,  en t e n a n t  e o m p t e  de 

la  r e l a t i on  (3), 

I f~')[  < r k ' (I - -  I x ]) log  . 20 

P o s o n s  duns  ce t t e  r e la t ion ,  p o u r  n assez g r a n d :  

on  en  dddu i t  

(5) 

k 

log  m~ 

[ 
I1 en  r~sul te  lu cons6quence  su ivan t e :  

T h ~ o r e m e  I .  La fo~ctio~ ~ ( x )=  ~ ./;~ (x), o'~:~ les fo~ctio,s" fi~ (x) et les quantit& 

m n  ] 

converge. 

P a r  une  t r a n s f o r m a t i o n  fac i le  nons  en  d~duisons  le t h~o r~me  su ivan t :  

T h ~ o r e m e  I ' .  Soit F~ (z) u-,e suite de fonctions a~2alytiques, holomorpes duns 

un domaine D, contenant le segment i - - I ,  I]. 5~tqoposons que sur ee segmeut la suite 

F~ (x) converge vers la fo~wtion F(x) ,  et qu'on air 

] F,~ (z) [ <- _~,,, s i  z e 1) et ] F,~ ( . )  - F(.~) [ <- m~ si  - ~ < .  < ,  i 

m,. et MTF,~ 1 tendant v e r s o  en d~eroissant, si la s&ie 

'ran ~ t n  ] 

m, et M,~ so~t ddfinies eommc pr&ddemment, possSdera en tout point int&ieur du 

segment (--I, I) U~e ddriv& continue d'ordre k si la s&ie 
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converge la fonction F(x) poss~dera une ddrivde continue d'ordre lc en tout point int~- 

rieur du segment ( - - I ,  I). 

I1 suffirMt, en effet, de considgrer 1~ s6rie ~ , f n  (x) avec fn (z)• F,~+I (z)-- 

--F~, (z), on a Mors 

I~ 'n+l(Z)--~;~(Z)]  ~ Mn ~- ]~fn+l < 2 ~ln+l ,  

I F~+l(X)-- Fn(x) I --< IF~+~(x) -  F(x)l  + IIG(x) - F(x) l <- m~+~ + m~ < 2m~, 

il suffirMt ~lors d.'appliquer le thgor~me I. 

6. Nous pouvons mettre  eet 6none6 sous une forme 6quivMente plus simple, 

en exigeant seulement que la s6rie 

Z mn (log Mn+l) k 

soit convergente. 

A ce~ effet remarquons d'abord que si la sdrie ~_~ m, ( l o g ! ] k  est conver- 
\ m,~! 

genre, les deux sdries 

Z (lo  ! et Z (log 
?t n 

convergent et divergent simultandment.  

--( ~'rt+llk-- converge, 1s s6rie E m,~ (log M,~+I) k con- a) Si la serie Z YYtn log ~ l U ]  
n 7b 

verge aussi, ses termes 6rant moindres que ceux de la premiere s6rie 

' ( M"+llk b) Inversement,  si 1~ sSrie ~_~ m, (log Mn+l) k converge, 1~ s6rie ~, m,~ log G ~ T !  
n 7/ 

converge 6galement. Consid6rons, en effet, d 'abord ceux parmi les termes Mp+l 

qui sont plus grands que les termes --,1 pour la m4me valeur dep .  La contribu- 
~7/p 

( M'~+l/k est moindre que tion des termes correspondants duns lu s6rie ~ m~ log--m~-!  

Z '  ~q~p (log J~H-1) k < 2 h Z t ~p (lOg J~,pH-1) Ir ' 

P P 

sur le signe ~, '  signifiunt qu'on ne consid6re que 1~ suite extraite eorre- l 'aecent 

spondunte. 
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Euvis~geons, d '~utre part,  les termes Mq+, qui sont inf6rieures ou 6guux aux 

termes mq x correspondants. Leur contribution duns lu sgrie ~ mn log \--m~-/-l_l 

est moindre que 

~ 2 E mq(]Og Iq) k" 
q q 

( M,,+,), 
La somme de 1~ s~rie ~ m~ log n-~-~f est done inf~rieure 

k ip ( I )k :2k E D~p (lOg ~p+ 1) k -{- 2 " Z  mq I0~" ;)~q 
P q 

elle converge done, en ver~u de l'hypobhb, se fai te  ~u d6but. 

Or, en suppos~nt qu 'une des s~ries 

M~+l l ,  
Z "~'t log "n ] E ~V~,~ (log M,n,+ 1) k 

converge, il est toujours  possible d 'extraire  une suite p~rtielle d'indices {~p} de 

muni~re que les nouvelles s~ries respectives: 

Zmnp(lOgi~*p + _  1) k, Z ~np (log Mnp+,) k 
p ~n,p i p 

~i.: ~ abtenues soient eonvergenLes, 1~ s~rie ~ map log ~tan~ elle aussi con- 
p 

vergen~e, quel que soil d'ailleurs la valeur de /c, eL eeei suffit pour d6montrer  la 

proposition gnonede. On peut; done, sans restreindre 1~ g~n~r~lit6, supposer que 

~ m~ log ~ converge. u d'apr~s une idde de M. Ostrowski 1, comment  on 

pourraiL effeetuer ee ehoix: 

Soit ran, le premier terme inf~rieur ~ m_~, m~ le premier terme inf6rieur fi~ 
2 

mn~ ~ p  , . 
- - 2  ' ' "" q n n P + l  le premier terme inf~rieur ~ - - , 2  etc . . . .  , on ~ evldemment  

1 A. Ostrowski, Uber vollstdndige Gebiete gleichmSssiger Ko~vergenz yon Folgen analylischer 
Funklionen. Abhand. d. math. Seminars. Hamburg. T. I, p. 34z. 
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m n p ( l o g i n p + l t  k ~ ( MnP+I) k, 
D'tnp / 2 mnp+l- -  1 \log ~tnP+ 1 - I I  

respectivement 

et la s6rie 

respectivement 

mnp ( log  Mnp+l )  ~ 2, m n p + l - - 1  (log' 2J/rip+l) k 

M n p + l t  k 
y ,  m.~ log ~ , 
P np ] 
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telle que la sdrie 

~, m~p (log np+l) k 
P 

converge, la fonction F(x)  possddera une d&iv& continue d'ordre k en tout point 

int&ieur du se.qment (a, b). 

8. On pourrait 6noncer des propositions analogues, mais vulables pour un 

intervalle ferm6, en partant des relations (4) au lieu de (3): 
45--3932. Acta mathematica. 71. Imprim6 le 2 novembre 1939. 

~m,,p (log M,,p+l) k 
P 

est aussi convergente. Or il est facile de voir que 1~ s6rie 

~ m~ log. 

converge quel que soit~ k, ear d'aprgs la d6finition des m~p on a m.p < z - p e t  

( a' utre part log =0(2: )  

7. Les considdrations qui pr6c6dent nous permettent d'6noncer le th6or6me 

suivant 

Th6oreme II. Soit F~ (z) une suite de fonctions analytiques holomorphes darts un 

domaine D contenant un segment (a, b) de l'axe r&l. Supposons que sur ce segment 

la suite 1~,~ (x) converge vers une fonction F(x)  et qu'on ait 

I F .  (~) I <- M .  si . e D,  I F .  (~) - -  F ( x )  l -<- n,,, pou," ~ - -< .  --< b, 

oh ]Fin tend en croissant vers l'infini m.  tendant en dderoissant verso.  S'il est 

possible d'extraire une suite partielle d'indiees 

n t ~  n2~ . . . ~  np~ . . . 
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Th6or~me III.  /~(x), fn(z), m~ et M~ ayant la mOme signification que dans le 

th&r~me I. Si la s&ie 

~ m ' (  l~ M~kmn ! 
p 

converge, la fonction F(x)  possddera une d&'iv& continue d'ordre ~ dans l'intervalle 

fermd [a, b]. 

Th6oreme III ' .  F(x), F~(z), m~ et M~ ayant la m~me sign~eation que dans 

le th&r~me 1I. Si la s&ie 

E m.~ (log Mn+,) 2k 

eonve~ye, la fonctio~ F(x)  poss~dera une d&iv& d'ordre k dans l'intervalle ferm~ 

[~, hi. 
Pour le prouver, il suffirait de remurquer qu'on a comme cons6quence des 

relations (i) et (4): 

~ - ~  ~; M~ V7 3 
I f ~  ) (x)] < rk /c! )" = log. o , o o  

si dans eette relation on pose 

r ~ ( 25 log m,~l 

on en dgduit, pour des valeurs suffisemment grandes de n 

On peut maintenant reprendre sans modifications notables les consid6rations ci- 

dessus r l'intervalle ouvert et les propositions ~nonc~es en r&ultent.  

9. Ces th6or~mes g~n~r~u~ contiennent, en particulier, comme on le constate 

sans difficultY, les rSsultats bien connus de MM. S. Bernstein et De la Vall~e 

Poussin concern~nt l 'approximation des fonctions d'une variable r~elle par des 

suites de polynomes ou d'expressions trigonom&riques. ~ 

u  pa r  e x e m p l e  Ch. De 1~ Vall~e P o u s s i n ,  Legons sur l'approximation des fonctions d'une 
variable r&lle Chap .  IV et V e t  S. B e r n s t e i n  Sur la meilleure a~proximation des fonetions conti- 
nues (MSmoires publ i~s  pa r  la  cl~sse des  Sciences  de l 'Ac~d~mie  roya le  de Be]gique.  Col lec t ion  in  

- 4 .  2 e Se~rie t. IV,  I912 ). 
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Dans  les cas d 'une  suite de po lynomes  Pn(x) de degr~ n, c o n v e r g e a n t  sur 

un segment  [a, b] vers une  fonc t ion  Fix ) ,  on peu t  poser  M ~ = M A  n , M et A 

dtant  inddpendants  de n. I1 rdsulte, en effet, d 'un  th~orbme bien connu de 

M. S. Berns te in  1, qu'un polynome P,~(x) de degr~ n inf~rieur ~ M s u r u n  segment 

de longueur 2 a, reste i @ r i e u r  h M sur une ellip_se ayant ses foyers aux ex- 

trgmitds du segment, et pour demi-somme des axes R.  

Nous  obtenons  donc dans  le cas des po lynomes ,  et en nous bornant ,  pa r  

exemple,  au segment  ouver t ,  la p ropos i t ion  su ivante :  

Soit une suite de polynomes P,1~(x) de degrds croissants nl, n 2 . . . ,  np . . . .  tendant 

vers une fonction F i x )  sur un segment [a, b] de l'axe rdel. Cette fonetion poss~dera, 

en tout point int~rieur du segment, une ddrivde continue d'ordre k, si la sdrie 

k 
Z ~np "p+l '  
P 

oh mnv = max  I F ( x ) -  P~, (x) l tend vers o en dderoissant, converge. 
a~x~b 

En posant ,  pa r  exemple,  np = 2p, on en tire, en par t icul ier ,  la p ropos i t ion  

bien connue suivante :  

Si pour toute valeur de n la fonction F i x )  peut  ~tre approeh~e par  des poly- 

A 
homes de degr~ n avee une approximation inf~rieure 5 n~+ , oit a > o, cette fonc- 

tion poss~dera une d&'iv~e continue d'ordre k en tout point  int~rieur au segment (a, b). 

On obt ien t  sans difficult~ des proposi t ions  ana logues  pour  l ' in te rva l le  fe rm& 

Io. E x a m i n o n s  encore  r a p i d e m e n t  les cas de l ' app rox ima t ion  d 'une  fonc t ion  

pdriodique pa r  des express ions  t r igonomdtr iques .  Si nous  considdrons une suite 

T,~(z) de po lynomes  t r igohomdt r iques  de degrd n, conve rgean t  sur  l'a.xe rdel vers 

une fonct ion  p6riodique, il est facile de voir  que la croissance de la suite Mn 

dans  un  domaine  e n t o u r a n t  l 'axe rdel est encore,  comme dans  le cas des poly- 

nomes,  de l 'o rdre  exponent ie l  par  r a p p o r t  au degr6 du po lynome t r igonom6t r ique ;  

on au ra  donc les mSmes th6or~mes,  sauf  que dans le cas d 'une  fonct ion  pdrio- 

dique il n ' y  a pas lieu de considdrer  le cas d 'un  in terval le  ferm& On a la  pro- 

posi t ion suivante ,  facile ~ d~montrer ,  et qui est  ana logue  au th6orbme de Bern- 

stein sur  les polynomes:  

1 S. Bernstein. Le('~ons sur les propridtds extrdmales . . .  p. i i2. 
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Tn (z) ~tant un polynome trigonomdtrique d'ordre ~, i~fdrieur ~ M sur l'axe rdel, 

on a sur toute droite d'ordon~de y, parall~le h l'axe r~el 

En effet, consid6rons la transformation t := e i~ . Elle transforme le demi-plan 

sup6rieur en l'ext6rieur du cercle unit6 et on a 

- ( t ) ,  
t n 

off P~( t )  est un polynome de degrg 2n en t. Comme par hypoth~se on a, sur 

le cercle unitd, ]P2~(t) l ~  M, on en d~duit les relations 

D'ofi comme duns le cas des polynomes, la proposition suivante: 

Soit T ~  (x) une suite d'expressions trigo~omdtriques d'ordres croissants nl,  n2, 

. . . ,  np . . . .  tendant sur l'axe rdel vers une fonetion pdriodique F(x ) .  Cette fonc- 

tio~ posse~dera en tout point une ddrivde continue d'ordre k, si la sdrie 

k  mnpn +l, 
P 

0~ map-~ max I F ( x ) -  Tnp(x)[ tend vers o en dderoissant, converge. 

II.  Nous allons muintenant particul~riser lu nature des suites de fonctions 

analytiques considSr~es, en supposant que les fonctions F~(z), tendant  vers la 

fonction F(x) sur le segment ferm5 [a, b], ne s 'annulent pus duns un domaine D 

entourant ce segment, et que, d'autre part, la fonction continue F(x) est diffd- 

rente de o sur ce m~me segment, cette fonction 5tant susceptible de prendre, 

comme duns tout ce qui prdc&de, des valeurs complexes. Consid~rons la fonc- 

tion log F(x), dont nous pr~cisons la ddtermination de mani~re que log F(o) 1 

air su partie imaginaire duns l'intervulle semi-ouvert [o, 2z) et on prolonge 

log F ( x )  d'une m~nibre continue le ]ong du segment [a, b] ~ partir du point o. 

Considgrons, de m~me, la suite de fonctions log F~(z) dont nous fixerons la rid- 

termination de la mani~re suivante: F~(o) tendant  par hypoth~se vers F(o), il 

existera une d6termination de log F~(o) qui convergera vers log T'(o), qu'on 

' Nous supposons que o est un point intdrieur du segment (a, b). 
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t rouvera  en choisissant l ' a rgument  O~ de T;~(o) dans l ' intervalle (dg--~, �9 + e), (P 

dgsignant  l ' a rgument  de F(o)  e t e  une quanti t6 positive inf6rieure s z~. Ceci 

est 6videmment toujours  possible pour n assez grand, s cause de la convergence 

de la suite F~(o). La  fonct ion log F~(z) sera prolong~e d 'une mani~re continue 

duns tout  le domaine D s par~ir de la valeur initiale log F~ (o) = log I F~ (o) I + 

+ i @,~. 

Envisageons ma in tenan t  la diff6rence 

(x) 
log T% (x) --  log F (x) = log F (x) 

D'apr~s la d6terminat ion qu i  a 6t6 choisie pour les logarithmes,  cette diff@ence 

est une fonct ion continue de x sur le segment  [a, b] et elle tend  v e r s o  au point  

x = o. Ses diff6rentes d6terminat ions diffdrant entre eux d 'un  multiple de 2 eri, 

elle t endra  n6cessairement vers o en tout  point 

on aura 

(x) ( F 1 F 
(6/ log F (x )  = l ~  i +  F ] - -  F 

du segment  fermd [a, b], et 

2 

l o g ~ .  < - -  + -  + - . - <  ......... , 
m 2 ~?, 

off m d4signe le minimum de F(x)  clans (a, b). 

On a, d 'aut re  part,  duns le domaine D: 

~R log F~ (z) = log I F,, (z)[ --< log Mn. 

I1 en r~sulte, d'apr~s une relat ion de Borel et Hadamard  sur la l imitat ion du 

module d 'une fonct ion holomorphe dans un cercle 1, conuaissant  une borne sup6- 

rieure de sa partie r6elle, qu'on a, dans tout  domaine D 1 int6rieur au domaine 

D, l '@aluat ion:  

(7) [log F~ (z)[ ~ A log Mn, 

off A ne d6pend pus de n. 

En consid@ant la suite log Fn(X), et en t enan t  compte des relations (6) et 

(7), on trouve comme cons6quence du th6or~me I I l a  proposition suivante:  

Th6or~me IV. Soit ~ (z) une suite de fonetions analytiques holomorphes dans 

un domaine D et ne s'y annulant pas. Supposon.~ que sur un segment [a, b] de 

1 Voir, pa r  exemple ,  G. Ju l i a ,  Principes g6om6triques d'analyse T. I. p. 70--72. 
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l'axe r~el contenu dans le domaine la suite F~(x) tend vers une fonction F(x )  diffd- 

rente de o sur ce segment et qu'on ait  

I~,~ (z) l -< ~,~ si z e D, I F,~ (x) - F ( x )  l -< . ~  pour  a -< x -< b, 

o~t M ~  1 et m~ tendent v e r s o  en d~croissant. Si la s&'ie 

m~ (log log Mn+i) k 

converge, la fonetion F ( x )  ~oss~dera une d~riv~e continue d'ordre k, en tout p o i n t  

intgrieur du segment (a, b). 

On �9 6v idemmen t  une  re la t ion  un~logue  d~ns le cas de l ' in tervul le  ferm6. 


