
SUR LES FONCTIONS INDEFINIMENT DI RIVABLES. 

B A R  

S. MANDELBROJT. 
P A I ~ I S .  

I n t r o d u c t i o n .  - -  Enonc~ du th6orOne  fondamenta l .  

Nous donnons, dans ce m6moire, un thdor~me concern~nt ]es fonctions in- 

d~finiment d6rivables, les plus g@n~rales, d6finies dans un  intervalle ferm6, born6. 

Nous d6montrons no tamment  que route fonct ion ind6finiment d~rivable peut,  

dans un tel intervalle, ~tre d6composSe en une somme de deux fonctions dont  

chacune ~ppar~ient ~ une ct~sse quasi anMytique. 

Nous disons qu'une fonet ion f(x) ind6finiment dgrivuble, dans l ' intervalle 

ferm6 [a, b], es~ du type fortement quasi analytique, si, en posun~ mn = maxlf~'~>(x)[, 

(a --< x g b), la s6rie ~ , ~  diverge. Lu classe {mn}r de fonctions ind6finiment 

ddrivables sur I ~  [a, b], (s chaque fonct ion 9 de cette classe correspond une 

constante ~ > o  telle que les indgalit6s 19(')(x)l < Z ' m ~ ,  (a<~x<_b; n > i )  

ont  lieu) est alors une elusse quasi analytique. Lu quasi analytici t6 d 'une telle 

i 
classe seruit en effet d6j~ assurde par la divergence de 1~ s6rie ~ 7 1 - - ,  off 

#~,, a l e  sens sui rant :  on pose pour r >  o e~ pour les entiers positifs n 

- -  r ~t 
T (r) --  borne - - ,  

n >-- 1 ~ I n  

r n  i 

~,~ = max,_>0 T(r) 

i Voir la note au bas de la page 2 s. 
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Z I ~ Z  I 

V ~ln V ~ n  

C'est pourquoi  nous a joutons  l 'adverbe <<fortement>>. 

Le th~or~me fol idamental  du ~r s'6lionce de lu mani~re suivante:  

Theor~me fondamenta l .  Toute fonction ind~finiment dg~rivable dans un i~Tter- 

valle fermd [a, b] est, dans cet intervalle, la somme de deux fonctions du type forte- 

ment quasi analytique. 

Nous eli t i rerons  plusieurs conclusions. 

Les rg su l~ t s  de ce Mdmoire ont  ~ ~nonc~s dans ulie No~e aux C. R. 

de l 'Acad6mie des Sciences de Paris.  1 Toutefois ,  le th6or~me fol id~mental  y est 

6nonc6 sous une  forme un peu moins pr6cise que celle que nous lui ~vons 

dolili6e dalis ce M6moire. 

i. Quelques considerations pr~liminaires. 

Soit F(x)  une fonet ion  ind6finiment  d6riv~ble d~ns l ' interval le  ferm6 [ "  I, -~ I]. 

Tn(X) d6signant  le polynome de degr6 n 

cos (~ arc cos x), 

on peu~ met~re F ( x )  sous 1s forme 

(,) F (x) = y ,  a,, T,~ (x), 

cette  s6rie, ainsi que ses s6ries d6riv6es, 6rant  un i fo rm6ment  convergentes  duns 

l ' interval le  I - - i ,  + I]. 

Posons  pour  r--> I 

r n 

S(r)  = m ~  

o~ M ~ = m ~  [F(~)(~)I ,  ( - ~  < - ~ - <  + ~). 

I1 existe une constante numirique A > 2 telle qu'on a, pour toutes les valeurs 

enti~res n > A 

1 C. R. de l'Acadt~mie des Sciertces de Paris (T. 208, i939 p. 178o). 
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(2) 

Posons  en e f f e~  x ~ -  cos 0, et 

oo 

~(o1 = S ( e o s  o) = y ,  a,, cos ~,0 

Ip) c o s  n 0 ~.  (o1 = s ~ ) ( ~ o s  o ) =  2 ]  an 
7 ~ 0  

(off F(~)(x) d6signe la ddriv6e p~ par rapport s x). 

En par~ant de l'6galit6 

(3) f~  (0) -~ --  sin 0 9v+a (0)----- - -  sin O.Flv+')(cos 0), 

(la 

ment  que 
oo 

sin 0 ~ ,  alP+l) cos nO 
~ = 0  

d6riv6e du premier membre &ant  prise par rapport ?~ 0), o n  voit  imm6diate- 

ce qui donne pour n_--> 2 

(4) 

oo 

I E ( n ( P + l )  a (p+I)~ s i n  n 0 + I aoiP+1 ) s i n  0 
2 x- 'n- -1  ~Dt+I  ; 2 

n = l  

= ~ ~ ) .  s i n .  O, 
n = l  

a ( P + 1 1 ) -  a ( p + l )  
- -  n + l  a(p) _~ 

n 2 n 

On a, d'autre part, pour n > I 

2Z 2Z  

<e,='f i f ,  7~ ~ (0) cos ,, o d 0 = ,~ ~o~ (0) 

0 0 

sin nOdO, 

el, en tenant compte de l'6galit6 (3), on peut 6crire 

(s) i<~) I _ 2 ~ + 1  
~t 

1 J ' a i  ddmontr6 darts mon livre Sdries de Fourier et classes quasi analytiques de fonctions 

(Paris I935, p. Ioo) l ' indgal i td  la.I < n L ' indgal i td  (2) est ddmontrde dans mon livre Classes 

quasi analyliques de fonciions (en russe) (Leningrad, I937, P. 69). 

3--39615. Acta mathematlca. 72. Imprimtt le 30 novembre 1939. 
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Les relat ions (4) et (5) donnent ,  pour n > 2 ,  I - -~p- -~u- -  I 

[ n--p+l[  -~" 2 ( n  - -19 "~- I) ~-- "~- ~ " n--p+1 n--p n--p+2 (n--p)(n--.p+I) 

En combinant  cet te  in6galit6 avee l'6galit6 (4) (en y remplagant  p par  p -  2) 

on dvalue les coe f fc ien t s  a (~-~), etc. On t rouve ainsi, apr~s p op6rations sem- 

blables (en p~  B = b ~  " ]P)  e - p  

- -  _ _ _ _  A p+I Mp+l ( n ~ p  I ) !  ~_~ 2 B e  p+I Mp+1 "< , ( I  ~ p  ~ n  ~ I ) .  
( 2 ' )  [an[ "~ 2 i p + l  n! n p + I  9~p+l 

On a, par  cons6quent,  pour  n ~-- A (A constante  > 2): 

Aq Mq I (2) [a.] ~-- rain AqMq~ rain - -  .1 

l~q~ h S 

Indiquons  quelques propri6t6s de la fonct ion S(r). -- I1 nous suffit de sup- 

poser que t o u s l e s  Mn sont  positifs. 2 
r k 

D4signons par n(r) le plus grand entier  posit if  k--~ r,  tel  que S ( r ) ~  Mk; 

r n (rJ 
on a S(r)-~ M~n(r)' n(r)~--r. S(r) es~ gvidemment  une fonc~ion s~rictement crois- 

sante de r; la fonct ion n(r) est une fonct ion croissante de r, car si pour  

M n  (r) r~ > r on avait  n (r~) < n(r), on aurai t  r'~ (~)-n(~,) > r ~(~)-n(r,) ~ ~ ,  c 'est  ~ dire 

c a r  

A q M q  < _ _  
1 De  l ' i n d g a l i t 6  (2') r d s u l t e  s e u l e m e n t  ]an[ ~ r a in  - - ,  m a i s  on  a a u s s i  ]%]--< 2 M~ AM~ 

2~q<_n nq n n 

2 ~  2 ~  2 2  

= ~ f  =-~nfq;(O) s innO(lO=~f sinO a n (p (0) cos  n 0 d  0 I 
t 

0 0 0 

I d F (eo~ 0) I 

d F(eos 0) 
d (cos 0) 
_ _  cos  n 0 el 0, e t  

D ' a i l l e u r s  l o r s q u e  M~t = o, p o u r  n a s s e z  g r a n d ,  F(x)  e s t  u n  p o l y n o m e  e t  le  t h d o r 6 m e  fon-  
d a m e n t a l  d e v i e n t  t r i v i a l .  N o u s  p o u v o n s  d o n c  s u p p o s e r  d a n s  lu  su i t e ,  q u e  /]Yn > o, (n = I, 2 , . . . ) .  
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r n(~) > rn(~) _ _  

Mn(r) -3/n(n) S(rl); avec n(r)<--r < r~, contruirement  k lu d6finition de S(r~). 

On en tire immddiatement  que S(r+ o)= S(r), n(r + o)~-n(r). On u 

log S(r) = n(r) log r --  log M~(,). Comme n (r) prend des vuleurs entiSres posi- 

tives croissuntes, on volt que, duns tout  intervulle [I, L], (L > I), S(r) ne pos- 

s6de qu 'un nombre fini de discontinuit6s, et il n 'existe qu 'un hombre fini de 

points, duns cet in terwl le ,  off S(r) n 'est  pus d6rivable; S(r) poss8de une ddrivde 

's droite en chaque point:  [log S ( r ) ] + -  n(r) On a par cons6quent, quelle que 
r 

soit lu vMeur de r 0 (>  I) off S est continue, et pour r < r 0 

(6) / logS(r)~-logS(ro)+ f ~ + 
7" o r o 

off le dernier terme est une intdgrale de Stieltjes correspondant  s une distribu- 

t ion discrSte de masse positive, pluc6e d'ailleurs duns les points off S est dis- 

continue. 

tM M3 Mp ) 
I1 suffit que r > m a x  ~M1 ~ . . . .  ' Mpp-~i ' pour que n ( r ) > p .  On voit  

uinsi que n(r) tend  vers l ' infini avec r. 

2. D6mons t ra t ion  du th6or~me.  

Choisissons r o de sorte que n ( r0 )>  2, log S(ro)> o, et posons m(r)=n(r)--2, 
pour r > r o ,  et m ( r ) = o  pour r < r o .  On a ~videmment 

~" r2 

l ogS( r )> - -21og  r + d t = 2 1 o g  r + ~ t -  

0 0 

dr, 

et, en posant  N ( r ) = E [ m ~ ( ~ / ~ ]  ~, on a pour r > r o  

(7) 

~2 

0 

dr, 

1 Ex ddsigne la partie enti~re de x. 
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N ( t )  6rant une fonet ion prenant  des valeurs entibres positives t endan t  vers l ' i n -  

fini en croissant. 

D6signons main tenant  par to, t~, t~, . . .  une suite de nombres  croissants v6ri- 

fiant les relations suivantes:  

(8) 

.E 

t o ~ - 0 ,  tq+l > atq I 

I tq 

/ .  '+-' . . . .  / 
[.log tq - -  log tq--lJ > tq--1 

off a est une 

en croissant ~. 

mani8re suivante : 

Posons  d 'abord 

(9) 

et 

(~o) 

constante  > I. Ce choix est possible car 2V(t) tend vers l'infini 

D6finissons main tenan t  les deux fonct ions Nl(t)  et  2V 2(t) de la 

N q ~ E  

tq 

l +-1  . . . .  / 
Llog t q -  log t q - l J  

"N(.r), si t2q --< r < t2q+~ ] 
NI (r) = 

N2(q+~/, si t2q+~ -< r < t~++~/J (q >- o) 

_~ IN(r), si t2q+, --< r < t2(q+~), (q --> o) et 

N,(~') [ N ~ §  si t~,--< r <  t~+~ (q--> ~). 

si o--< r < t~ 

Dgfinissons les fonet ions T(r) ,  T~(r), T*(r) de la mani~re suivante:  

1 En effet si (p (x) est une fonction positive qui croit ind6finiment avec x ( >  o) il suffit que 
log 2 

soit assez grand et que lo~- ~ soit assez pet i t  pour qu' i l  rdsulte de l ' in6galit6 6vidente, ou 

[ ~ > 9 ( Z ~ )  I , l o g ~ - - l o g ~  > l o g f l - l o g  a -- l o g f l - - l o g  

que le premier  terme de cette in6galit6 est aussi grand qu 'on  veut, 
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(ii) 

log T(r)  =- d t, 

r 

~ log ~ ( , . ) = j  d t, 

0 

Tout  comme la fonct iou N(r)  les fonct ions Nl(r),  N~(r )qui  prennent ,  elles aussi, 

des valeurs enti~res --> o, t endent  vers l'infini en croissant. En nous bornan t  s 

la fonct ion Nl(r )  on v6rifie imm6diatement  ces propri6tds duns les intervalles 

(t2,, t~q+l); mais duns (t~q+~, t2(q+~)) on a 

(~2) iv1 ( r ) =  ~vl (t~+l) = N~(~+,) -> lv(t~l+l), 

ce qui prouve que Nx(r) ~ les propridt6s voulues pour  tout  r > o~ On le d~- 

montre  de la m~me manibre pour  /Y2 (r). 

On a, dan8 chaque intervalle (t2q, t~q+l) : T*(r) ~ T(r), et duns ehaque inter- 
valle (t2q+l, t~(q+l)) : T~ ( r ) <  T(r). Ddmontrons  l'in6g~lit6 concernant  T*(r). On a, 

en effet, lorsque t,2q <~ r < t2q+l 

log T* (r) ~-- 57,t(t) d t =  d t +  N21og" ~ + d t +  ... 

0 0 t2 

el; comme, d'apr~s (9) 

on volt que 

+ ~N2qlOg ( t2q ) 
\~2q-1/ 

t2 p 

\t2v--ll -- f 
t2p- - I  

r t 
log T~ (r) <-- f ~ d t = log 

0 

r(r). 

On d6montre  de la m~me m~mere" l'ind, gali~5 concernan~ T~ (r). 

+ ~N(t)  
. !  t dt, 

t2 q 
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Nous Mlons mMntenant  ddmontrer que 

(~3) 
oo /lo  flo  T:<r/ 

r~ d r =  re d r =  or 

D6montrons, par exemple, que la premiere int6grMe diverge. Si 

t2q--1 <~ r < t2q, 

r r 

logT; (r)=- f -~),~t>- f ~ 
0 t2 q--1 

d t > _N 1 (t2q--1)lOg" ( t , ~ q ~ ) =  l~]'2q log ( ~t2~--1)' 

et, en posant  ~--t~-qrl,  on a d'apr~s (8) 

t2 q g2 q 

fi 2q log ~ N2q ( l o g  
"log I'* (r) d r --> N2 q d r = - - -  d 

r 2 r ~ t2q-1 J ~ 
t2 q--r t2 q-1 

" ~ - b  > o ,  

off b est une constante, ee qui suffit, bien entendu, pour ddmontrer  notre as- 
sertion. 

Voils comment  nous Mlons mMntenant  effectuer la d6composition de la 

fonction F (x) = ~ a,~ Tn (x). 
n = O  

de la manibre suivante 

{ an 
b n  = 

O~ 
(,4) ( 

On 
( 0~ 

et posons 

(~5) 

D6finissons les deux suites b,~ et c~, ( n = o ,  I ...), 

si AV~2q < - - n < A V t 2 q + ~  I ( q ~ o )  

si A V-t2q+1 <- n < A V-t2~q+l)) 

si A Vt2q+, -<- n < A Vt2~q+l)l 
(q >--o) 

J si A Vt2q <- n < A }Q2q+I 

ao 

Fl(X) = y,  b~ n (x) 
'~/,= 0 

ao 

~1=0  
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On a ~videmment  

(~6) F(x)  = ~', (~) + F~ (x). 

Nous Mlons d6montrer  que ehacune des deux fonet ions /;'1 (x) et  T'~ (x) est 

du type  fo r t emen t  quasi analyt ique dans [-- I, + I] .  

Nous ferons la d&nonstra t ion pour  F~(x). Elle est analogue pour  T'2(x). 

On a d'apr~s (2), (7), (I I), (r4) et  l ' in~galit6 T~(r)<--T(r), valable dans t o u t  

intervMle (hq, t2q+l), lorsque n > A 

[b,I <-- - - -  
I ~ (Arol2 I < (Arol~ I ()- 

S A- \ n / T~A,~I  T :  ~A~] 

On a, d 'au t re  part ,  dans [ - - I ,  + I], pour  t --<p--<n 

On peut  donc ~crire: 

07) 

) i F ( ? ) ( x ) l < _ ~ , l b ~ l l ~ ) ( x ) l < ( A , . o ) ~  e ~ , ~  

--< (A ro) ~ 

~>-P T,  ~ A2] ~->P 

off C >  o est une  eonstante.  

On remarque  que l ' in6galit6 

r>_o -tlU- j 

- C~ m a x  - -  CVM~ 1 
r_~0 T7 (,') 

( p ~  i) 

implique pour  les vMeurs r, telles que /V 1 ( r ) >  o, l '6galit6 

a Les diff6rentes 6tapes de ('7) prouvent, d'apres ee qui pr6e~de, que IF~P)(x)l < m M  1, 
lorsque p > A. MMs en augmentant 6ventuellement la eonstante C eette in6galit6 devient aussi 
valable pour I --<p ~ A. 
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(I9) T~ ( r ) =  max ~7i" 
p > - I  Mp 

En effe~ l'in6galit6 
~,q 

m a x ~  < T~(r) 
q~l Mq 

est 6vidente d'apr~s (I8); mais on peut  aussi 6crire 

rq rq rNl (r) 
(20) m a x _ _ -  == max qq ~ qu,(~) ' 

q>-x Mq q~x max max 

et comme lorsque Q.~ > r on a 

Q~ 

[ ON~ (r) ] -~ log = N1 (r) log ~ - -  - -  log i T ,  (q.~)] [ T* (Q1)] 

[~v1r ,og ~,- f ~  d,] - N1 +) loo.(~) - j ' ~  d,. 
0 ql 

on voit que le premier membre de eette in6galit6 est compris entre les deux 

quantit6s 

[N~(r)--N~ (,o.~)] log ( ~ )  et [N~(r)-- N~(Q,)] log (QQI)' 

et l 'expression 
Qxl (~) 
~',* (~) 

reste constante lorsque 

lorsque 5~ (q) > -Y, (r), 
G (e) = N~ (r), crolt lorsq.e 

On a p~r cons6quent: 

QN1 (r) ~,N1 (r) 

m a x  , - -  
~>_o T, (~) T~* (i-) 

N~ (e) < ~5 (r), et d4~rolt 

et, en tenant  compte de (20), on a bien 

m a x  ~ w  >-- r*, (~.), 
q~l Mq 

et l'6galit6 (I9) est ~insi d6montr6e. 
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En remarquant  maintenant ,  que, d 'une mani~re gdndrale, quelque soit p > I, 

et quelles que soient les deux quantit6s r~ > r~ > o, on a 

[p --  N~ (r~)] log ~ --<log [T~*(r~)j - - l~ [T*(r~)J -< [p --  N,  (r,)] log T'I ' 

on voit que, si on range les valeurs que prend la fonction _N~ (r) par  ordre crois- 

sant:  n ~ < n ~ < n a <  ... et si n ~ - - < p g m +  

rtni + l 

M ;  - -  T,* (,~ ,) 

oh r '  est la plus peti te valeur de r telle que N ~ ( r ) =  n~+~, et  que 

(21) log ~ M~+I--  log Mp ----- log r', 

si ni--<p < p + 1 --< n i + l .  Ainsi la diffdrence (2 I) croit avec p, ce qui prouve 

que log M~ est une fonetion convexe de p, c 'est ~ dire 

Ainsi, en r6sum6 

q--u x--p 

i t ~ 71/[tq'-PT]/[ l q - p  . . . .  p - ' ~ v  , ( p < z < q ) .  

i ~ ) r , * ( r ) = m ~  , 
p>-- I M p  

2 ~ log M~ -- fonct ion convexe de p 

oo 

3~ f 1o~ r*, (r) 
r 2 - -  d / " ~ o r  

1 

Ces trois conditions impliquent,  comme on sait, la divergence de la s6rie 

00 
Z I .1 

n 

~=IVM~ 

Ainsi la fouction F1 (x) est du type forternent quasi analytique. 

1 Voir mon l ivre  cit6 plus  hau t  Sdries de Fourier et classes quasi analytiques de fonctions 
(p. 75). Ceci r~sulte d 'a i l leurs  i m m d d i a t e m e n t  des recberches  de M. Ost rowski  sur  l a  quasi  ana- 
lyt ici td (Act~ ma thema t i ca  t.  53, I93o). 

4--39615. Acta mathematlca. 72. Imprim6 le 30 novembre 1939o 
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La  fonct ion F~ (x) l 'est dgalement,  et nous avons pu  d6composer F (x) en une 

somme de deux fonetions du type fortement quasi analytique. 

Notre  th6or6me est ainsi d6montr6 pour l ' intervalle [ - - I ,  + I]. 

I 1  suff i t  ma in tenan t  d 'appliquer une t rans format ion  lin6aire pour voir que 

le th6or6me est vrai dans le cas g6n6ral. 

3. Sur un probl~me de M. Carleman. 

:M. Carleman a pos6 dans son livre sur les fonct ions quasi analytiques,  un  

probl~me int6ressant  qui, avec la terminologie que nous avons adopt6e darts 

l ' introduction,  pent  se formuler  ainsi: peut-on ajfirmer que deux fonctions du type 

fortement quasi analytique, dans un intervalle ferm6, dont toutes les d6riv6es (ainsi 

que les fonctions elles m~mes) coincident en un point, sont identiques? 1 

]~I. San J u a n  a donn6 s cette question une r~ponse n6gative. ~ I1 a notam- 

ment  d6montr6 que la fonct ion 

~ (x) = e-,~r s in 1/~ c -=~ d t, (~ >-- o), 
0 

dont  toutes les .d6riv~es sont nulles s t 'origine, est la somme de deux fonet ions 

~o~(x) et q%(x) du ~ype for tement  quasi analyt ique dans l ' intervalle (o, cr Les 

fonctions 9~ et - - q ~  r6pondent  donc, par  la n6gative, s la question de M. Carle- 

man. Les fonctions ~i, ( i :  I, 2) sont  de la forme 
ar 

f 9~,(x) = a~(x) sin ]/-te -~t d t ,  ( i =  I, 2), 
0 

4 

off a~ (t) + ~ (t) = c - v ~ ,  et en  chaque  p o i n t  t une  des d e u x  f o n c t i o n s  a est  nul le .  

~r le th6or~me fondamenta l  que nous venons de d6montrer  permet  de 

r6pondre ?~ la question de M. Carleman d 'une mani~re plus large. Appliqu~ aux 

fonctions dont  routes les d6rivdes s ' annulent  en un point de l ' intervalle [a, b], 

ce th6or~me s'~nonce, en effet, de la mani~re suivante:  

Toute fonction, non idcntiquement nulle, ind6finiment d6rivable dans un intervalle 

[a, b], et qui s'annule, a~'ec routes ses d6riv6es, cn un point  x o (a <-- x o <-- b) est la 

diff6rence de deux fonctions du type fortement quasi analytique qui Coincident ainsi 

que toutes leurs d6riv6es en x o. 

1 Voir ie livre de M. Carleman Les fonctions quasi analytiques, (Paris I926, p. 77). 
1 Sans Juan. C. R. du Congr~s des Math&natiques d'Oslo (T. 2, I936 , p. 94). 
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4 �84 . G~n~ra l i s a t i on  du t h ~ o r ~ m e  f o n d a m e n t a l  do rman t  los cond i t i ons  de quasi 
analyticit~. 

Soit  {A~} une suite de nombres  positifs.  Posons  

r n 

T (r) = borne  - - ,  
n>_l An 

r 
.Z~n ~ m~x 

~>_o T(r) 

Le thdor~me de MM. Den joy-Car l eman  peu t  s 'dnoncer  de la mani~re  sui- 

vante :  1 Une condition ndcessaire et suf.fisantr pour que la classe {An}x soit quasi 

analytique dans un interva(le I -  [a, b] est que la s&'ie 

(z2) ~,,n I 

soit divergente. 

A u t r e m e n t  

d~rivdes en un 

di t  si deux fonc t ions  a p p a r t e n a n t  ~ {An}! coincident  avec leurs  

point  x 0 de [a, b], elles coincident  p a r t o u t  dans  [a, b]. Ou en- 

core route  fonct ion  de {An}i qui s 'annule ,  avec routes  ses ddriv6es, en Xo est  

i den t iquemen t  nulle. P a r  contre,  si la s6rie (22) converge,  on peu t  cons t ru i re  une 

fonc t ion  a p p a r t e n a n t  s {An}I qui s ' annule ,  avec routes  ses ddrivdes en un  po in t  

donn6 x 0 de [a, b] et qui ne soit  pas  i den t iquemen t  nulle dans  cet  interval le .  

Ou encore, on peut  cons t ru i re  un couple de fonc t ions  (el, bien entendu,  une in- 

finitg de fonctions) qui coincident  avec leurs d6riv~es en x 0 et qui ne sont  pas 

ident iques  (qui sont  routes  diff6rentes ent re  elles, lo rsqu 'on  en envisage  une in- 

f ini t@ 

On peu t  ma in l en~n t  ~noncer  le fhg0r~me suivant :  

Si  la s&ie (22) converge, on peut construire deux fonctions du type fortement 

quasi analytique qui appartiennent ~ la elasse {A,}• qui coincident avec toutes 

leurs d&:iv6es en un point Xo e I - ~  [a, b], et qui ne sont pas identiques. 

I I  est gvident  que ce thgor~me precise le thdorSme de ~IM. Denjoy-Car le -  

man (la par t ie  conce rnan t  le cas off (22) converge).  

1 M. Denjoy a donn~ une condition suffisante; M. Carleman a donn~ une condition n~ces- 
saire et suffisante. Voir p. 51 du livre citd de M. Carleman. Pour la forme de cette condition 
me~i~ionn~e ici, voir mon livro cit4 p. 25, ainsi que ]e M4moire de :M. Ostrowski, cit~ h la m~me 
page. 
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Supposons que l'intervalle [a, b] soi~ eontenu s l 'int6rieur de l'intervalle 

[ - - I ,  + I], ce qui ne diminue gvidemment pas la g6n6ralit6. On peut former, 

d'apr~s le th6or~me de Yr. Carleman, une fonction F(x)  ~elle que 

F (Xo)=F~(Xo) 
=~ -~_<Xo_<~, -~-<x-<+~).~ 

IF(")I-< An) 

D'apr8s ee que nous avons vu au eours du raisonnement du w I, 

avec 

E(x) = y ,  d. T,, (x) 
n~O 

] d,, [ < min Aq A~, 
l ~ q ~ n  T~q 

pour n > A, off A es~ une constante num~rique. 

On a, d 'autre part, dans [a, b] 

I~ ) (x ) l  < ~ . . .  (i _<p -< .). 

alors la ddeomposition de F(X ) e n  suivan~ la mdthode du Si on effectue 

w 2, on voit que 

F(x) = F1 (x) + ~'~ (x), 

et on a, pour p assez grand, dans [a, b] 

IF~I')(~)I-< 5', Id.l I~ (~) I -<z  , r A ' ~  ~->p [ -PP P + 
APA_p ~ A v+~Av+2 ] 

n->p+2 

off C et L sont des constantes. Comme, pour p assez grand, Ap crolt avec p 

o n  a 

(23) [F(~ v) (x)[ < kP Av§ (k c o n s t a n t e  > o) .  

1 Comme ( ~ n ) =  ~ n  (car {log ~ n }  est la plus grande suite eonvexe dont  les termes sont  in- 
fdrieurs ~ ceux de la suite ( log z~n}, e~ comme lorsque la sdrie (22) converge, on peut  construire 
une fonction F(x) ,  telle que -17'(n)(Xo)= o, IF(n)(x)] <-An, on p e u t l e  faire de m~me en rempla- 

9ant An par  ~n .  



Sur les fonctions inddfiniment ddrivables. ~9 

On a de mSme 

(~3') IF(/) (x)l < ~,A~+~. 

I1 est d'ailleurs 6vident que F~V)(Xo)=--F!p) (x0), (p > o). Les  fonct ions 

x 

xo 2g o 

/ /  ~ (x) = - d ~ F~ (~) d x 

xo Xo 

sont encore tenes que f (~ l (Xo)=fLp / ( x0 ) ,  (p > o), elles appartiennent, d'apr~s (23) 
et (23'), ~ la classe {An}z, duns [a, b] et, en partan~ de la remarque  que la 

primitive d 'une fonct ion du type quasi analyt ique est du m6me type, I on voi~ 

que f l  (x) et  f~ (x) correspondent  ~ notre  6none6. 5lotre th6or~me est alnsi d6- 

montr6. 

Z I 1 Ceci rdsulte du fair qui si Mn > o ,  les s6ries n ~ p - '  ofl p e s t  un hombre rdel fixe, 

W Mn 

quelconque, convergent ou divergent en m~me temps que Z n I (Voir le livre citd de M. 

Carleman, p. Io6). 


