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FONCTIONS INDEFINIMENT DERIVABLES. 

PAR 

H. CARTAN et S. MANDELBROJT 
S T R A S B O U R G .  '~ P A R I S .  

Introduction. 

Soit une suite de quantit6s A~ positives (finies ou infinies, non nuiles; 

= I, 2, . . . ) .  Nous disons qu'une fonct ion r6elle de 1~ variable r6elle x, d6finie 

et ind6finiment d~rivable sur un intervalle I (ouvert ou ferm6, fini ou infini), 

appurt ient  "2 la clclsse {An}• si '2 chaque x 0 E I on peut associer un voisinage V(xo) 

et un hombre fini g > o, de mani~re que tes d6riv6es successives de f s a t i s f a s s e n t  

aux in6galit6s 

i f  (n) (x) l ~ X'~ An (n = I, 2, . . . )  

pour tout  x qui appar t ient  ~ I et "2 V(xo). Duns le eas off I est compact (c'est- 

~-dire bornd ferm6), cette ddfinition coincide avec la d6finition classique de I-Iada- 

mard-Denjoy:  existence d 'un s tel que les in~galitds ci-dessus aient  lieu pour 

tout  x 6 I .  Duns le cas d 'un  intervalle quelconque I,  une fonct ion f appar t ient  

�9 2 la classe {An}z si elle appar t ient  ~ la classe {An}r sur tout  intervalle compact  

I '  contenu duns / .  

Chaque suite {An} d6finit, sur chaque intervalle,  une classe de fonctions.  

Le problSme d'6quivalenee pos6 par Carleman 1 consiste s chercher ~ queues con- 

ditions deux suites {A,~} et {A'n} d6finissent, sur tel ou tel intervalle, la m~me 

classe; plus gdndralement:  

Etant  donn6 un intervalle iT., ~ quelles conditions doivent satisfaire deux suites 

{An} et {A'.} pour que la classe {An}I soit contenue duns la classe {A'n}i? 

1 V0ir CARLEMAN, Fonctions quasi-analytiques (Collection Borel, Paris I926), 13. 76. 
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N o u s  avons  rdsolu ee problSme dans  le cas d ' u n  in te rva l l e  fini que lconque .  ~ 

Mais  la cond i t i on  ~ impose r  aux  deux  sui tes  n ' e s t  pas  la  m8me,  su ivan t  que I 

es t  ouvert, ou au con t r a i r e  fermO ou  semi-ouvert. I1 i m p o r t e  d o n c  b ien  de r e m a r q u e r  

que  la so lu t ion  du  p rob l8me  d6pend  essent ie l lemen~ de la  n a t u r e  de l ' i n t e rva l l e  

consid6r6.  * 

D ' a i l l eu r s  il es t  c la i r  que la  so lu t ion  es t  la m8me  p o u r  deux  in te rva l l e s  

semblables ,  ca r  une  tra, n s f o r m a t i o n  l in6aire  sur  la  var iab le  x ne  c h a n g e  pas  la 

classe d ' u n e  f o n c t i o n  f (x) .  De plus,  si une  classe {A~}z est  c o n t e n u e  dans  une  

classe {A'~}s p o u r  u n  in te rva l l e  compact I, il est  c la i r  qu ' i l  en  sera  de mSme 

p o u r  tout i n t e rva l l e ;  de sor te  que  la c o n d i t i o n  d ' i n c l u s i o n  p o u r  un  in t e rva l l e  

compact sera  plus  for~e que pour  un  in te rva l l e  ouvert ou  semi-ouvert. 

U n e  so lu t ion  par t ie l le  du  p rob l8me  de C a r l e m a n  6fair  d6j~ connue ,  g race  ?t 

un  t h6o rgme  de S. M a n d e l b r o j t S :  

Pour qu'une classe {An}s soit contenue dans la classe {n!}z de toutes les fonc- 

tions analytiques, il faut et il suffit, quel que soit l'intercalle fini I, que l'on ait 

l im [ A ~  ~ < + oo. 

la sui te  {A~ ~ d6s igne  la sui te  ~<r6gularis6e exponentielle~) de la sui te  {A~d. Le  

proc6d6 de rdgularisation exponentielle a pr6c i s6men t  6t6 i n t r o d u i t  et  6tudi6 p a r  

M a n d e l b r o j t  4 dans  le bu t  de r6soudre  le p rob lgme  de Ca r l eman .  N o u s  rappel le-  

rons  p lus  loin en quoi  il consis te ,  e~ quelles s o n t  ses p r inc ipa le s  propr i6 tgs .  

I1 est  r e m a r q u a b l e  que  la r 6 g u l a r i s a t i o n  exponen t i e l l e  p e r m e t t e  de r4soudre  

, d ~ le p rob l eme  de la c o m p a r a i s o n  de deux  classes {An}s et { ~}s n o n  s e u l e m e n t  

lo rsque  A'~I= n[, mais  lo rsque  la sui te  {A'n} es~ qaelconque, au  moins  lo rsqu ' i l  

s ' ag i t  de classes s u r u n  in te rva l l e  ouvert. C'es t  ce que nous  m o n t r e r o n s  dans  ce 

t ravai l ,  en 6 tab l i s san t  que  la condition 

(i) ,+lira: t ~ l  < + ~ 

1 Les r6sultats ont dr6 publi6s dans deux Notes aux Comptes Rend~es de l'Acad, des Sciences 
de Paris (2o8, I939, p. 555 et p. 715). 

2 L'un de nous avait ddj'~ mis ce fair en 6vidence. Voir H. CARTA~, Sur les classes de fonc- 
tions ddfinies par des indgalit~s portan~ sur leurs d~riv~es suceessives ('~ parMtre aux Actualitds 
scientifiques, chez Hermann '~ Paris). 

8 Sdries de Fourier e~ classes quasi-analyfiques de fonctions (Collection Borel, Paris I935) , 
P. 97. Voir aussi: Classes quasi-analytiques de fonctions (en langue russe, Leningrad I937) , p. 6o. 

4 Voir le livre cit6 en (3), P. 95--96. Au sujet des modes de r6gularisation en g6ndral, voir 
S. MANDELBROJT, La r6gularisation des fonetions (Aetualtds scientifiques, N ~ 733, Hermann, Paris 
I938). 
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est ndcessaire et suffisante pour que la classe {A,}I soit contenue darts la classe 

{A'.}I, quand I est un iutervalle ouvert fini. 

Mais, contrairement s ee qui a lieu pour A ' ~ n ! ,  la condition ( I ) n ' e s t  

pas suffisante, en g6n6ral, pour 1'inclusion de la classe {An}I dans la classe {A',~}I 

lorsque I est semi-ouvert ou fermd. I1 faut une condition plus forte, que l'on 

obtient en introduisant un autre mode de r6gularisation. Ce proc6d6 sera 6tudi6 

au w I ; i l  fair correspondre ~ route suite {A~} une suite {Af}, et la condition 

(2) lim '~ < + 

est n~cessaire ct suffisante pour que la clas~e {A~,}• soit contenue dams la classe {A'n}~, 

lorsque l'intervalle fini I e s t  semi-ouvert ou fermd. Dans le eas particulier off 

A ' ~ : n ! ,  les conditions (I) et (2) sont 6quivalentes. 

Disons quelques roots du principe de la d6monstration, dans chaque cas. 

On d6montre que la condition (I) est suffisante en prouvant que, sur tout inter- 

vaLle ouvert I, les classes {An}I et {A~ sont identiques; de m~me on montre 

que (2) est suffisante en prouvant que, sur un intervalle quelconque I, les classes 

{An}x st  {Af}i sont identiques. Le principe des deux d6monstrations est le m~me: 

on s'appuie sur des indgalitds qui bornent sup&'ieurement la ddrivde k ~ d'uue fonc- 

tion 5 l'aide d'une borne sup~rieure de la fonction elle-m~me et de sa d~rivde 

p" (k <p) .  Voici ces in6galit6s ~ dans le cas off l 'intervalle consid6r6 est l'inter- 

valle ferm6 [--I ,  + 1]: si l'on a, sur cet intervalle,  

If(x) l <- Mo, 

on a, au milieu de l'intervalle, 

(I) If(k) (o) l < max [2 e kM~- - 

I f  (p) (x) l < Mp, 

2 (ep)  Mo ,' 

et, sur tout l'intervalle, 

(II) ,f(~)(x), < max [2 ( ~ )  l Mo ~M~,  2 ~ Mo �9 

1 Pour  leur  ddmons t ra t ion ,  voir  H. CARTA~T, loc. cir. en (2), p. 32. 
m a x  (a, b) ddsigne la p lus  g rande  de deux quant i tds  a e t  b; la l e t t re  c ddsigne,  dans  t o u t  

ce qui sui t ,  la base  des logar i thmes  ndp6riens.  

5--39615. Aeta mathematica. 72. Imprim6 lo 30 novembre 1939. 
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C 'es t  l ' in6gMit6 (1) qui pe rme t  de m o n t r e r  que lu condi t ion (r) est  suffisante,  et 

l ' in6gulit6 (II)  qui p e r m e t  de d6mont re r  que lu condi t ion  (2) est suffisunte.  

P o u r  m o n t r e r  que les condi t ions (I) et (2) sont  ndcessaires, on s u p p o s e  que 

l ' u n e  (ou l 'uutre)  ne soit  pus remplie ,  et on construi t ,  duns chuque cus, une  

fonet ion  f(x)  qui uppur t ien t  s lu clause :{A~} suns uppur ten i r  s lu clusse {A'n}; 

1~ fonct ion  f (x)  est  d6finie p~r  une  s6rie de polynomes  de Tchebycheff .  Le 

proc6d6 est  unulogue ~ c e h i  d6j~ utilis6 pa r  Munde lb ro j t  ~. 

P o u r  te rminer ,  signulons que not re  solut ion du probl~me de C~r lemun fou rn i t  

imm6diu temen t  une  condi t ion pour que les ddcivdes des fonctions d'une clause {An}z 

appartiennent ~ la m~me clause. P o u r  celu, il f au t  et il suffit ~ que la clause {A~+I}/ 

soit contenue dans la clause {An}z, ce qui s ' expr imeru ,  duns le c~s off I e s t  ouver t  

fini, p~r lu condi t ion 

~i[/l IA~ 1 

et, duns le cus off I e s t  semi-ouver t  fini ou compacb, pur  lu condi t ion  

l im ,~t~ ~ <  + ~ .  

I. Les  d e u x  m o d e s  de r 6 g u l a r i s a t i o n .  

Soit  A,~ (n ~ I, 2, . . . )  une suite de hombres  posit ifs,  f n i s  ou infinis, mais  

non nuls. Nous  supposerons ,  duns tou t  ce qui suit,  qu'il existe une infinitd de 

A ,  finis. Dans  le cus oh les A~ serMent tous infinis s p~r t i r  d ' un  certuin rung,  

la clusse {A,~}z serMt celle d e  toutes les fonc t ions  ind6f iniment  d6rivubles sur un 

inter~ulle I ;  comme 1~ solut ion du probl~me de Cur lemun est  t r iviule  pou r  une 

telle clusse, nous  pouvons  bien exclure d6sormuis cet te  6ventuuli t6.  

De plus, il est  6vident  que si deux suites {A,} et  {A'~} ne di f ferent  que pur  

un  hombre  fini de termes,  les clusses {A~}z et {A',}• sont  ident iques .  Nous  

1 Voir le livre cit6 en (3), P- 32 , P. 94 et 98. 
En effet, la condition est n~cessaire: si route fonction f de la clause {An} Ies t  telle que f '  

~ppartienne h {An} p route fonction g de la clause {An+l} I upparticnt "~ la clause {An}i, car il 
existe f telle que f '=g ,  et f appurtient h {An} I, La condition est suffisante: supposons la clause 

{An+l}zcontenue duns 1,~ clause {An}i; alors si f appartient ~t 19 clause {An}i, f '  appartient h la 
clause {An+l}i, donc a ls clause {A~,}I. 
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pourrons  donc toujours  supposer  A~ fini; c 'est  ce que nous ferons d6s0rmais, 

pour  6viter des difficult6s accessoires et sans intdrSt. 

Cela pos6, d6finissons, g~ par t i r  de la suite An, deux fonct ions  S(r) et U(r) 

de la variable r6elle r (r ~ I). Nous  posons, pour  r ~ I, 

r n r 2n 

(3) S ( r ) =  maXn~r A,~--' U (r) = maXn<r n--~A ~ �9 

S(r)  et U(r) sont 6videmment  des fonct ions  s t r ic tement  croissantes de r. On 

remarquera  d 'ai l leurs l ' in6galit6 dvidente 

s (r) _< u (d.  

Nous ddfiuissons les deux suites rdgularis6es A ~ et A.~ de la manigre  suivante 

r ~ r 2n 
(4) A~ ~ = borne , n n r->~ ~ A.~ - -  borner>_n ~ "  

r ~ 
Puisque,  d'aprSs (3), on a ~ - - <  A,~ pour  t o u t  n--< r, on a 

(s) A ~ --< A,~; 

e,t, de m~me, 

(5;  A.~ --< An. 

Les quanti~6s A ~ et A.(~ sont finies quel que soit n, cur on a 

~.n r 2 n  
lira = o, lira - -  o. 
r ~  s~V(r) , . ~  ST(r) 

D6montrons  par  exemple la premiere  relat ion.  P o u r  cela, choisissons un  ent ier  

p > n, tel  que Ap soit fini; on a, pour  r - -~p,  

d'ofi 

Ap, s (r) 

T n A p . 

S (d  - r~-~ '  

p 6rant fixe, le second nombre  tend  vers z6ro quand r ~ ~ C. Q'. F. D. 
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Th6or~me I. On a l e s  dgalitds 

r n r 2n- 

(6) S (r) = maXn~r ~o',~ V (r) - -  maxn~_r n" A,~/" 

Aut rement  dit, la suite r~gularis~e A ~ donne naissance "~ la mSme fonct ion S(r) 

que la suite initiale A~; de mSme, la suite Af~ donne naissance s la m~me fonc- 

t ion U(r) que la suite A,.  

D~montrons  par  exemple la premiere des relations (6). De (5) r~sulte 

r n r rt 

A~ -- A,, 

d'ofi, d'aprSs la d~finition (3) de S(r), 

max ~ ~ S (r). 
n<--.r An 

Mais d'aprbs (4), on a 

et  par  suite 

r n 
- -  < S(r) pour  n < r, A o - -  

r ~ 
--  S (,'). 

n ~ r  A n  

D'ofi la conclusion. 

Corollaire. La r~gularis~e (suivant le premier  mode) de la suite A ~ est ce t te  

suite elle-mSme; de mSme, la rdgularis~e (suivant le deuxi~me mode) de la suite 

Af  est la suite A.,r~. Nous  4crirons cela ainsi 

= (A y= 

O o m p a r a i s o n  d e s  r 6 g u l a r i s 6 e s  d e  d e u x  s u i t e s .  

Considdrons une deuxi~me suite A'n; d~signons par  A'~ et A ' f  ses rggulari- 

s~es, par  S'(r)  et  U r les foncti0ns correspondantes .  

Th6or~me I I  ~ Les trois conditions 

(~r A, ~ < A'  -- n pour  tou t  n, 

(o:1) A ~ ~ A '~ pour  tou t  n, 

(~) S(r) --~ S' (r) pour  tout  r 

sont deux ~ deux ~quivalentes. 
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I1 suffit de mont rer  l '6quivalence de (a) et  de (~); ear alors, pour  la mSme 

raison, (at) et  (~) seront  6quivalentes,  puisque la fonet ion S'(r) relat ive s la suite 

A '~ est la mSme que celle relative ~ la suite A',~. 

(a) entraine (~), car il existe n--< r tel que 

et, d'apr~s (4), 

r n ?.n 

S '  (r) = A ~ -  --< ~ ,  An 

- -  < S b ' ) .  
A o -  

(~) entraine (a), car, quel que soit  e > o, il existe r ~> n tel que 

et, d 'apr6s (3) appliqn6 s la suie A',,, 

r ~t 
- -  --< A ' n .  s '  (r) 

On d~montrerai t  de mSme le th~or~me: 

Th~or~me IIf.  Les trois conditions 

A.~ <--A'n pour  tou t  n, 

A.~-< A 'f pour  tout  n, 

U(r) ~ U'(r) pour  tou t  r 

sont deux ?~ deux ~quivalentes. 

(7) 

I n t e r p r 6 t a t i o n  g ~ o m ~ t r i q u e  d u  p r e m i e r  m o d e  d e  r 6 g u l a r i s a t i o n  

(r~gularisation exponentielle). 

Posons  log r =  t (t--> o). I1 vient, d'apr~s (3) et  (4), 

- -  log S(e t) = min (log A n - -  nt), 
n ~  e t 

(8) log A~ = borne (nt  --  log S(et)). 
t > ~ l o g n  

Prenons  deux axes de coordonn~es O x, O y dans un plan, et  marquons  les 

points t91 . . . . .  P~, . . . ,  le point  P,, ~tant ddfini par  les coordonn6es 
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x~ = n, y~ -~ log A,~. 

t >---o ~tant donn6, consid6rons les droites, de coefficient angulaire t, qui passent  

respectivement par  les points P~ dont  l 'abscisse n e s t  ~ e t. La plus basse de 

ees droites a pour ordonn~e s l 'origine - - l o g  S(et), d'apr~s (7). Soit / ) ( t ) l e  

segment  de droite correspondant,  limit~ aux points d'abscisses o e t  e t. 

Consid6rons l 'ensemble {hi} des indices n tels que P ,  soit situ6 sur au moins 

un segment  de droite D(t) (t--> log n). Je  dis que cet ensemble est i~fini; autre- 

ment  dit, quel que soit ~., il existe un ~i+~ > zi. Sinon, pour tout  t assez grand,  

le segment  de droite /)(t) p~sserait par le point  P~i, ce qui obligerait  A~ s ~tre 

infini pour n > ~ ;  or ceci est contraire ~, l 'hypoth~se fMte sur la suite A~. 

Consid6rons la suite croissante des entiers ni 

~ t  ~ -  n'2 ~ " ' "  ~ n i  ~ n i + l  ~ " " .  

Pour  chacun d'eux, soit hi, consid6rons la borne supdrieure ~i des valeurs de t 

pour lesquelles le segment de droite /)(t)  passe par le point  P~,;; elle est finie, 

et l 'on ~ 6videmment 
?~i § I ~ e ~i . 

Le segment  de droite, de pente ~i, qui passe par _P~, coupe le droi te  x = ~+~ 

en un poin~ /)'hi+ 1 dont  l 'ordonn~e est au moins dgale s celle de /)'~i u '  Quant  

au point  P.~ (de coordonndes n et log A~,), la relat ion (8) montre  que pour  

n~ ~ n < ni+~, il est alignd a v e c  Phi et P'~+~. Les points ~o~ correspondant  ~ la 

suite r6gularis6e se r@ar t i ssent  donc successivement sur des segments de d r o i t e  

de pentes croissantes, en nombre infinl. 

I1 r6sulte de cette ~tude que l 'on a, pour ~ ~ n <  n~+i, 

~i + 1 - -  n n - - n  i 

(9) Ani < -- 'A~ Ani+l_ni An i+l_~  __< AO 
- -  n - - n i  ni  n i + 1 n. 

~i -b  l 

Ce sont ces in6galit~s que nous allons utiliser. On remarquera  que, lorsque n 

est 6gal s l 'un des hi, on a An = A~ 

2. Iden t i t~  des classes {An}l et  {A~}r sur  t ou t  i n t e rva l l e  ouvert .  

I1 est 6vident, d'apr~s (5), que la classe {A,~177 est contenue dans la classe 

{A~,}]. I1  fau t  d6montrer  la r6ciproque pour un intervalle ouvert, et pour cela 

il suffit de d6montrer  ceci: 
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Si I e s t  un intervMle tint ferm6, et si une f(x) appar t i en t  g la classe {A.}I, 

il existe ;~ tint > o tel  que l 'on air, au milieu de l ' interval le  / ,  

(,o) If(<l--< ~nA,~ pour  tout , .  

On pout  supposer  que 1 est l ' interval le  - -  I --< x --< + I. P a r  hypoth~se,  il existe 

u tint > o tel  que l 'on air, sur tou t  l ' intervalle,  ]f(n) l < #nAn pour  tou t  n. Or, 

n &an t  donn6, il existe i tel  que 

(l~ suite ~ 6tant  celle den t  il ~ 6t6 quest ion au w I). Appl iquons  l ' in6galit6 (I) 

de l ' I n t rodue t ion  ~ la fonct ion f(n~) et ~ ses d&iv&s  d 'ordres  n -  ~,. et m + ~ - - %  

(done pour  k = n --  ,~., p - ~  T / i + l  - -  ~ i ,  M 0 : f f*~iA,  i, M p  -~ ff~'i+l Ani+~ ). I1 vient  

If(n/ (0)[ < max 2e"-'~ffnA ,'~+~-n~ /1 *~+l-n~ 2 en-n~'ffn~A~(.~+~- n~)~-n~ 
~i  ~ - ~ / + 1  ~ 

Tenons compte  de (9); il vient  imm6dia tement  

(o) 1 < en-"'t,"A~ 

par  suite (~o) est v6rifi6e avec ~ =  2e l .  C .Q.F .D.  

3. Identit6 des classes {An}• et {Af}i su r  tout intervalle 

Ici  encore, en ver tu  de (5)', il suffit de mon t r e r  que route  fonc t ion  de la 

classe {An}l appar t i en t  g la classe {A.~} v D'apr~s la remarque  fMte au d6but 

de l ' In t rodue t ion ,  il suffit de fMre 1~ ddmonst ra t ion  pour  un  interval le  ferm6 

tint, qu 'on peut  supposer  &re  [-- I, + I]. 

Remarquons  d 'abord  que le proc5d6 de r@ular i sa t ion  qui condui t  s A f se 

ram~ne au procdd6 dit  exponent ie l  de la manibre suivaute:  on pose 

on prend  la r6gul~ris6e exponentiel le  de 1~ suite Bn, soit B~,, et on a 

En ddsignant  cet te  fois par  {hi} In suite des eutiers  qui s ' in t roduisent  duns la 
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r6gularisat ion exponentiel le de la suite Bn, et en appl iquant  les relat ions (9) g 

la suite Bn, on trouve,  pour  m--< n < m+~, 

(9)' 

A. i  ~ A f n n  i 2( . . . .  i~ ' 
~i+1 / 

ni +1 - - n  n - - n  i 
~ n  

Ani+l-ni  Ani+l-ni  ~ A f  
ni  nl + 1 ni  (ni + l - - n )  

~ i  ni  + l - - n l  gg h i + x - - h i  
i+ 1  

Cela pos6, soit  I l ' intervsl le  ferm6 [-- I, + I], et  soit f ( x )  une fonet ion de 

1s elasse {A,~}t. Nous  allons montrer  qu'elle appar t ien t  g la classe {Af}i. Pa r  

hypoth~se, il existe tt > o tel  que l 'on air 

If(n)(x)l ~< ~"A.  pour tou~ n .  

n & s n t  donnd, d'ailleurs quelconque, il existe i tel  que 

appliquons l 'in6galit6 (II) de l ' In t roduet ion  g 1s fonet ion f("i) et '~ ses d6riv6es 

d 'ordres n - - m  et r e + x - - h i  (donc pour  k - - - - n - - h i ,  p = n i + l - - m ,  M0=t t '~ iAni ,  

M p = t t ' i + l A n i + l ) .  On trouve que l'une au moins des deux in6galit6s suivantes 

est vdrifi6e : 
ni  + 1 - -  n n - - n  i 

(I I) I f  ('') (x) l < 2 ~ ,Ani+l  - , , ,  ~,,i+1-,,,  
ni  ~-  ni  + 1 ' 

(I2) IfI"/(x)[ < 2 \ ~ 1  /*niA,,,. 

Etudions  suceessivement  ees deux eas. Si (x i) a lieu, on en ddduit, en t enan t  

compte de (9)', 

(t I) '  [ f  ('~1 (x) l < 2 d k ~i(~i +1-~) ~i+l(n--~i) tt~ A~; 
~ i  h i + l - h i  ~ h i + l - - h i  

i+1 

et si e 'est (I2) qui a lieu, on s, tou jours  en ver tu  de (9)', 

(12)' [ f ( < ( X ) [ <  2 \ 2  ! \ ~ ]  ni 2(,~_n;)~t A n. 
~i ~ i + l  
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Posons ~/i+1 = U (?~ > I ) ;  ~ l o r S  p = (U - -  I)~t i ,  e t  ( I  I ) '  e t  ( 12 ) '  prennen t  la fo rme 
ni  

( 1 1 y  I f ( . ) ( x ) l  ~.  2 /n i (n  __ T l i ) n _ n i  e i ( u  - I ) U  u : l  ~ n A f ;  

( I 2 )  ' t  I f ( ' ) ( X ) l  < 2 n i ( . , .  - , i v n _ _ n  i I - -  t t n A  f .  

Or on a 
n ~' n! n! 

e n - -  _ _ _ _  - ~ e n . 

ni m ! n ~ ni ! k ! n k I 

i t  

(gt - -  I )  U u--1 < I quel q u e  s o i t  u > I ; 

I 
I - - - < I .  

U 

Dans le cas (11)" comme dans le cas (i2)", on a donc 

n~ 
I f  ('') (x) l < 2 (e t , ) ~ :  e ~ A~. 

k! n - - k !  

Cegte in6galit6 a donc lieu darts tous les cas. Or 

n!  
_ _  e 2k 

k ! n -  k !  

est un te rme du d6veloppement  de (I + e2) '~, et on a par  suite 

(I3) 2 n f I f  (")(x)l < 2 [e~(i  + e )] A .  

Cette in6galit6 est valable pour  toug ent ier  n; elle prouve que la fonct ion  )r(x) 

appar t i en t  ~ la classe {Af}i. C . Q . F . D .  

4. Le  p rob l~me  de Ca r l eman  su r  un  i n t e r v a l l e  o u v e r t  fini. 

P o u r  qu 'une  classe {A,,}L soit contenue dans une classe {A 'n} I ,  il su f f i t ,  lorsque 

l ' ingervalle I e s t  ouver t ,  que l 'on air (cf. l ' In t roduct ion)  

1 

(i) liy~ \ ~ , !  < + ~ .  

6--39615. A c t a  m a t h e m a t i c a .  72. Imprim6 le 1 d6cembre 1939. 
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En effet, si cette condit ion est remplie, lu clusse {A,~ est dvidemment  contenue 
, A o duns la clusse {A ~}l, et Comme les classes {A~}r et { ~}r sont  ident iques (w 2), 

lu proposi t ion s 'ensuit.  

5Tous ullons voir  muintenunt  que la condi t ion (I) est ~6cessaire duns le cus 

d 'un intervulle fini. I1 en r6sulteru qu'elle est n~cessuire et suffisunte pour  un  

intervulle qui est ~ lu fois ouver t  et  fini. 

Avunt  d 'uborder  lu d6monstrut ion,  remurquons  que lu condit ion (I) exprime 

l 'existence d'un E fini > o tel que l 'on air 

si l 'on pose 
Ao ~ )n A'n pour  tout  ~; 

r n 
= - - - -  

~ , .  s A',~' 

cet te  condit ion est ~quivulente (th6orbme I I  ~ s 

( I ) '  S (?') ~ S'), (r). 

Ainsi (I) exprime l 'existence d 'un ~ tel  que (i)' uit lieu, et, r6e iproquement  (I)' 

eatrulne (I). Ou remurqueru que S'x(r) est, pour  chaque valeur de r, une  tone- 

t ion d6croissunte de 4. 

Nous  ullons prgcis6ment d6montrer  notre  th~or~me sous lu forme suivante:  

Th6or~me III~ Soit I un intervalle f ini  quelconque; si la classe {A~}r est 

conteuue dans la classe {A',,}~, il existe un ~ f ini  > o tel que l'on ait 

( ~ )' S (,') >-- S'~ (r). 

Pour  celu, nous montrerons  le 

Lemme.  De toute suite infinie croissante d'entiers on peut extraire u~e suite 

{~i} pour laquelle existe un tt f ini  > o tel que l'on ait 

(I 4) S (hi) >-- S ' ,  (n~) pour tout indice i. 

Le th6or~me en r6sultera; en effet, il existeru tou t  d 'abord  un ~ tel  que (I)' air 

lieu pour  routes les vuleurs entiOres de r, sinon on pour ra i t  d6finir une suite 

croissunte d 'ent iers  pour  laquelle le lemme serait  en d6fuut. Celu 6taut, si l 'on a 

s (r) - (r) 

pour  les vuleurs entiSres de r, on u, pour  r quelconque, 
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S (~') --> S '~  (,.),1 

ce qui d6montre  le {h4or~me. 

I1 nous reste donc g &abli r  le lemme. Soit  donn6e une suite infinie crois- 

sante a d 'entiers,  et soit g mon t re r  l 'existenee d 'une suite partielle {n;} et  d 'une 

quant i t6  /~ telles que les in6gali~6s (I4) soient  satisfMtes. Nous  ddfinissons la 

suite {n;} par  r6currenee sur l ' indice i ( i =  o, I, 2, . . . ) ,  en p renan t  pour  n o le 

plus  pet i t  ent ier  de la suite a, et  pour  ni+l le plus pet i t  ent ier  de a qui soit  

> n i  e t  satisfasse aux condit ions 

~ A n i +  i A.~,+ I~ 
(15) ni+l > max ~ Ap ' Ap ] pour  tou t  p --< hi. 

Avant  d 'al ler  plus loin, &ablissons quelques propri6t6s de cet te  suite {nd. To u t  

d 'abord,  si dans la re la t ion  (3) on remplace r par  ni+~, et n par  ni + I, on t rouve  

&off, en t enan t  compte  de (I5), 

n i + t  

- -  An i - I - 1  

n i 

ni+l < min (Ap, A'p) pour  tou t  p < ni. 
S (~i  + 1) - 

Changeons i en i - -  I duns cette in6galit6; il vient,  pour  i ~ I, 

( 1 6 )  "'i ' i--1 
< min (Ap, A'v) pour  p < ~ti--1. 

S (~,;) - 

Soit  ma in tenan t  j un indice fixe --> o; s i p  --< nj, on a 

r ?l/p ~ hi__ 1 

i--jq-1 i=jq-1 S (T~i) ,~.i-l--P 

NOUS avons donc 

(lZ) ~, 
i : j  + 1 

i = j + l  n i 

s (-,i -< z ~ i n  (&, A'~) p o u r ,  -< .~,  

et  d 'au t re  part ,  en ver tu  de (I6), 

1 E n  effet ,  s o i t  n - - < r < n q -  I ;  on  a 

S(r)  >-- SCn) >- S ' z ( n  ) >-- S '  2 z(r). 
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(~8) < rain (Av, A'p) pour p < hi--1. 
S (~i) - 

Ces prdliminaires grunt posds, nous ullons eonstruire une fonction f (x)  qui 

appartient ~ la classe {A.}I; si lu clusse {A~}I est contenue dans la classe {A',,}I, 

f (x)  doit aussi uppurtenir s cette dernibre; or ceci nous conduiru pr6cisgment 

l'in6gulit6 (I4) 's d&nontrer. 

Tout d'abord, l 'intervalle I 6rant fini, on peut supposer qu'il est contenu 

duns l'intervalle ouvert (-- I, + I), et qu'il contient l 'origine x =-o.  Celu grunt, 

d6finissons, sur l'intervalle (-- I, + I) (et a fortiori sur I) la fonction f (x)  que 

voici: T,  (x) d6signant le polynome 

cos (~ urc co~ ~), 

posons, pour chaque valeur de l'indiee i--> I, 

z~ (~) = 7~ [Tn,- ,  (x) + T,,, (x)] 

(m ddsigne le terme g6n6ral de la suite d6finie plus huut), et prenons 

(I9) 

Avant 

fonction T. (x), la 

in6galit6s 

(20) 

et 

(2i) 

Z~(x) f(x) = ~ s (. ,) 
i = l  

d'6tudier cette fonction, disons qu'en vertu des propri6t6s connues de la 

ddrivde pe de la fonction Z,-(x) satisfait, pour 1~ ~< he, aux 

pour x duns un intervalle ferm6 I '  contenu duns (-- I, + I), K ddpendant de 

cet intervalle I '  qui est d'ailleurs arbitraire. 

De ces in6galit6s r6sulte en particulier la convergence uniforme, sur I' ,  de 

la sdrie (I9) e~ de tou~es ses ddriv6es. D'une faqon pr6cise, on a, en ddsignunt 

par j le plus petit  des indices i tels que m > p, 

I/(~>(~)l -<K~[ "~ + E ~( . , ) ]  
[S(~?j) i=j+l 
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Or, d'aprSs (3) appliquge pour  r = n  i et n = p ,  on a 

n~ < Av; 
s ( , , 2  - 

en t enan t  eompte, d 'autre  part ,  de (I7), on t rouve 

I f  (~ (*)1 -< 3 a >  & 

Une telle in6galit6 ayan~ lieu pour  tou t  inter~alle ferm6 contenu dans l ' in terval le  

( - -  I, + I), on en conclut  que f (x)  appartient g la classe {A~}s sur l'intervalle 

( - -  I, + I), et~ a for t ior i  sur l ' interval le  donnd / .  

Mais alors f (x)  appar t i en t  g la classe {A',~}r, d'aprSs l 'hypoth~se fa i te  sur 

les classes {An}r et {A',,}I. En  part iculier ,  il existe un a fini > o tel  que 

(22) If(p) (o)[ -< ,~v A'p pour  tou t  p. 

Cette in6gMit6 va nous eonduire  au but. En effet, soit j un  indice queleonque 

----- I. Consid&ons les valeurs  de p qui sat isfont  

on a, d 'aprgs (20), 

D'ofi 

~?j--1 < p  ~ nj;  

("~F _>j z?,> _ .~ .  I ~")(o) ]  -> ~ ~ ! ,  ~t, pour i + ', I (o) l < 

if(,,) (0) 1 > I ".P ~o ,,p 

i=j+l  

ce qui, eombin6 d 'une par t  avee (I7), d ' au t re  par t  avec (22), donne 

- -  < e '  ( , ~  + 2) ' 

Donc il existe tt > I tel  que 

(23) S : p  ~- ~tp A 'p. 

Cette in6gMit6 vient  d 'e t re  d6montr6e pour  nj-1 < p < nj; mais, d 'aprgs (I8), elle 

a lieu ~ussi pour p ~ nj-1. F ina lement  (23) a lieu pour tout p <-- nj. On en d4dui~ 
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' ~Y < S (~,~'), S ~ (~V) --- max  t~ p - p ~,~. A'p 

e~ ceei est pr6cis6ment l'in6galit6 (14 )qu ' i l  fallM~ 5~ablir. 

par  suite le th6orSme III~ est complgtement  d6montr6. 

Ainsi le lemme, et 

5. Le  p r o b l ~ m e  de Ca r l eman  su r  un  i n t e rv a l l e  fini, f e rm~ ou semi -ouver t .  

II va ~tre r6solu par  une m6thode parMl~le s celle qui a ~t6 suivie pour  le 

cas de l ' interval le  ouver t  fini. I1 nous suffira d ' ind iquer  un sch6ma. 

La  condi t ion  

(2) lim [A,, ] < + 

est suffisante pour  qu 'une  classe {An}I soit contenue  dans uric classe {A'~,}• quel 

que soit l'intervalle I. Cela r6sulte du w 3. 

On va mon t r e r  qu'elle est ndcessaire darts le cas off l ' intervalle / ,  suppos6 

fini, est semi-ouvert ou ferm& 

P our  cela, on pose 

et on d6montre:  

n <-- r n n ~n  A t n  

Th~oreme I I I  f. Soit I un intervalle fini, semi-ouvert ou .fermd. Si la classe 

{An}z est contenue dans la classe {A'~}z, il existe un ~ fini > o tel que l'on ait 

(2)' v (r) _ (r). 

Tout  revient  s d6montrer  un lemme analogue s celui utilis6 pour  le th6or~me II I~  

]~tant donn6 une suite infinie croissante a d 'entiers,  on d6finit une suite partielle 

{n~} par  la condit ion:  ni+l est le p remier  ent ie r  de a qui soit => n~ et satisfasse 

aux condit ions 

(24) ni+l > max ~ Bp ' B p  f pour  tou~ 1) --< n~; 

on a pos6 B~-= V~nnA~, B'~-= V n ~ A',,. 

De 1~ on d6duit, comme plus haut ,  
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(~5) 
n~p 

-U(ni~ -< 2 rain (pP Ap, pP A'p) pour  p --< ,,j, 
i = j +  l 

- - - -  --< rain (pp AI,, pv A'p) pour  p --< m-1 .  

On suppose que l ' interval le  I esf eon tenu  duns l ' intervMle fermg I - - I ,  q - I ] ,  

et  qu'il  u en commun avee h i  l 'extrdmitd x - -  + I. On d6finit, sur  l ' intervul le  

[-- i, + I], et en purt icul ier  sur I,  la fone t ion  

T~;(.) 
(ZT) f(x)  = E ~ '  

i=1 

et on &udie eet te  fone t ion  en ut i l isunt  les in4gulitds eonnues,  relat ives uux 

polynomes de Tchebycheff ,  

(~s) PPlT{nP)(x)]  --< ~ P  p o u r  - -  I --< x--< -]- I (p --< i,), 

(29) p I T(n ~)(I)l 2 2e  n~i' 

De la premiere on dgduit  

(p -< ~,), 

ee qui prouve qne f(x) uppurt ient  g lu elusse {As}• 

~ A p Mais ulors, d'upr~s l hypothese,  f (x)  appur t ien t  "~ lu elasse { ~}r, ee qui 

en t ra ine  l 'existenee d 'un  a tel que 

_ _  p t 
(30) I f  (') (,)1 < ~ ~ ~. 

Or, soit j un indice quelconque ~ I, et soil 2) tel  que 

~j-l < p <-- nj. 
De (28), (59) et (26) on d~duit 

pP IfI') (I)l -> 5=(.j) 2 A , ,  

ce qui, combind uvec (3o), donne 
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(3 I) U'(.j) ~- ~ t P P p A t p '  

/~ 6runt un nombre convenable qu'on pellt supposer > I. 

pour nj-1 < p  --< nj, es~ uussi rulable pour p <~ nj-1 d'apr~s (26). 

vuluble pour p ~< nj, ce qui entruine 

u %  = , <- u (@. 
' p~n . i  p P l ~  p A p 

L'in6gulit6 (3 I), valable 

Elle est done 

C. Q. F. D. 

6. R6sum6 des r6su l ta t s .  

Nous pouvons r6sumer les r6sult~ts obtenus dans l'6nonc6 suivant.  

Th~or~me fondamenta l .  Soit I un intervalle fini. Pour qu'une classe {A.}r 

soit eontenue duns une classe {A'~}z, il f a u t  et il suffit que l'on ait 

( ,)  

et 

(2) 

Lu condit ion (I) 6quivaut h, 

o 1 [A,, \ -  
lira | ~ ] ' ~  < + ~ lorsque I e s t  ouvert, 

A~_ ,~ < + ~ lorsque I e s t  semi-ouvert ou fermd. lira A ~ 

et ls  condit ion (2) 

(o)1 
A n  - 

l im --~6 " <  + ~r 

[ A f  X~ 

Puisque les classes {A~}z et {A{}z sont  identiques sur tou t  intervalle,  il 

en est ainsi en particulier pour un ouvert, et on peut  appliquer (I) au cas o1"1 

A'n : A~; il vient 

n <  + ~ r  

Ceei prouve que la condit ion (2) est plus forte que lu condit ion (I), comme on 

pouvai~ s'y ut~endre (voir l ' Introduetion).  Nous ullons montrer  que duns le eus 

off A',~ ~ n!, les conditions (I) et (2) sont 6quivalentes (eft le th6or3me de Man- 

delbrojt  eit6 duns l ' Iutroduetion),  mais qu'il  est des cas off elles ne le sont pus. 
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A P~ 

P ^ ^ 

Supposons A .  = n!, ou plutot, ce qui est aussi commode et revient au meme, 

n n. O n  a a l o r s  

rn r2n 
S'z (r) = max ~ ,  U'z (r) = max it ~ n2,~ 

n<--r n ~ r  
On a doric 

e~ -< (r) _< 

a~ et u~ 6rant des constantes positives qni d6pendent  de X; de m4me, 

e fl,r ~-~ U'~(Y)  ~ e [~r. 

Cela posS, la condition (t) ~quivaut ~ S(r) >-- S'z(r), e'est-~-dire ~ 1'existence d 'un  

a tel que 
S ( r )  ~ cctr; 

de mSme (2) ~quivaut s l'exisflence d 'un fl tel que 

u -> 

Or oil a vu (w I) que S ( r ) ~  U(r); donc (I) entraine (2). Comme d 'au t re  part  

(2) entraine toujours (,), on volt que les conditions (I) et (z) sont ~quivalentes 

dans le cas A',~ ~ ~ .  

Par  ailleurs, l 'un de nous 1 ~ donn6 l 'exemple de deux suites {A~} et {A',~} 
telles que les classes {A,}~ et {A'~}• soient identiques sur tout  intervalle ouvert, 

mais pus sur l ' intervalle ferm6 [ - - I ,  + J]. Pour  ces classes, la condit ion ( I ) e s t  

donc remplie, et la condit ion (2) ne l 'est pas. 

Terminons par la remarque suivante: pour qu'une classe {An}• soit contenue 

dans une classe {A'~}r sur un intervalle ferm5 fini, il f au t  et il suffit que la 

c]asse ( ] fn !An) [  soit eontenue dans la classe { ~ F ~ } ~  sur un intervalle ouvert 
fini. Pour  que les fonctions d 'une classe {A~}• soient routes analytiques,  il f au t  

et il suffit que les fonctions de la classe (Y~.~A~I  soient routes analytiques.  

1 Voir t{. CARTA~', Sur  les c lasses  de fone t ions  ddfinies pa r  des  in~g~li t~s p o r t a n t  su r  l eu r s  

ddriv~es success ives  (~ pa r a i t r e  a u x  Ac tua l i tds  sc ien t i f iques ,  chez H e r m a n n  h Par is) ;  voir  le w 6 
de ce t rava i l .  

A 

7--'~9615. Aeta mathematiea. 72. lmprim6 le 22 jaalvler 1940. 


