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In troduc t ion .  

Dans le prdsent m61noire nous nous occupons particuli6rement des propri6t~s 

des racines des polyn6mes et plus g6ndralement des s6ries de Laurent,  qui d6- 

peudent  en premiSre ligne des modules des coefficients. 

Les th6or~mes g6n~raux auquels nous arrivons dans ce ln6moire sont appliqu6s 

darts les deux derniers w167 du m6moire s la m6thode de Graeffe. C'est l '6tat 

assez rudimentaire dans lequel la th6orie de cette m6thode gtait rest~e jusqu's 

aujourd'hui qu i a provoqu6 ces recherches e t a  ddtermin6 dans un certain degr6 

les points de rue dont nous nous sommes laiss~s guider. 

L'id6e fondamentale de la m6thode de r6solution nuln6rique des gquations 

alg6briques qu'on appelle aujourd'hui  (avec raison) la mdthode de Graeffe, a 6t6 

formul6e I826 trgs clairenlent et tout g fair explicitement par Dandclin dans le 

second suppl6ment g~ son m6moire fondamental  sur les 6quations alg6briques i, 

et quelques ann6es plus tard, 1834 , par Lobatschewski s. 

Mais ce n'6tait  que Graeffe 3 qui, 1837 , l'a raise au point et en a fair un 

proc6d6 p r a t i q u e ,  en ne poursuivant, il est vrai, qu'un seul des points de rue  

d6velopp6s par Dandelin ~ l 'endroit  cit6 et en laissant compl~tement de e6t~ un 

autre point de rue - -  celui de >>d6composition>, - - ,  sur lequel Dandelin avait 

le plus insistg darts son m6moire. 

Dans cette forme la m6thode de Graeffe a ~t6 surtout popnlaris6e grace s 

un m~moire d'Encke, le renom du c61bbre astronome Berlinois ayant beancoup 

contribug ~ faire cette m6thode connue *. 

1 DANDELI• (I) pp. 45--61. 
LOBATSCHEWSKI (I). 

a GRAEFFE (I}. Bien que le titre du m6moire de GRAEFFE indique que ee mdmoire est la 
solution d'uu probleme pos6 par l 'aeaddmie de Berlin en I836 pour le 3 I. I lL  1838 , l 'acaddmie 6fair 
hors d'6tat de prendre en considdration ee mdmoire, puisqu' i l  5tait publi6 avant le terme, eontraire- 
ment  aux statuts,  et l 'aeaddmie n'avait  re~u (en d6cembre I836 } de l 'auteur qu'un exemplaire 
imprim6. Comme le seule mdmoire jug6 plus ou moins favorablement par l'acaddmie traitait  la 
mdthode de GRAEFFE sans y apporter de progres considdrables, le terme 6tait finalement prolong6 
jusqu'au 3 I . I I I .  1839 et puis retir6 ddfinitivement, l~ moiti6 du prix de 5 ~ due~tes 6tant aecord6 
'~ GRAEFFE, bien qu'il 6tait considdrd comme hors de eoncours. (Cf. Abh~ndlungen der kgl. Ak~- 
demie der Wissensehaften in Berlin 1838 pp. II--IV; 1839 pp. vii--viii) .  

ENCKE (I). Toutefois dans son expos6 ENCKE reclame ,,d'avoir compl~t6 la th6orie par ce qui 
h i  avait encore manqu6 pour la solution complete du probl~me,,. A savoir: . . .  mit  der Ermit- 
telung der imagini~ren Wurzeln selbst auf einfachem und strengem Wege, mit  einer Erleichterung 
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En  I89O E. Carval lo  essaye duns sa thgse ~ d ' app ro fond i r  les bases th4or iques  

de la m & h o d e  en r e p r e n a n t  le po in t  de vue or iginal  de Dandel in ;  rams il pu ra i t  

que mSme le th6orgme de convergence  s e r v a n t  de base '2 la m & h o d e  de Graeffe  

n ' a  4t5 formul4  n e t t e m e n t  que par  Pd lya  I9 I  3 et I915 u. 
P a r t o n s  d 'un  po lyn6me 

n 

( I )  f ( z ) = f o ( Z ) ~ I I ( z - - ~ . ) ,  o < Ig ,  I < I g , ~ ] < - - .  < ]g,~l 

et formons pour  chaque  en t ie r  h ~ o la lc-i~nw lran.r de Graeffe de f(z): 

n 

(2) f k  ( z )  =~ I I  ( z  - ~ )  = z n - a (k) z n - 1  + a (';) z '~-~ + ... n--1 n--2 " 

Alors, si l 'on  a pour  un m . ] ~ l < l ~ , ~ + ~ ] ,  on a avec /~ --*c~: 

a(~/ 
.--> i t3" (3) (~m+~... ~~ 

L a  convergence  &anb ~r~s rapide,  cease re la t ion  perme~ de cMculer les modules  

de routes  les ~ en s u p p o s a n t  q u e  l ' o n  c o n n a i t  t o u s  l e s  i n d i c e s  m e n  

q u e s t i o n ,  ce qui n ' e s t  pas g~n~rMement  le cas. L' idde ingdnieuse et s imple 

qui a permis  's Graeife  de t ou rne r  cet te difficult~ consiste  en ceci: On fMt 

le cMcul avec un cer ta in  hom bre  fixe de chiifres significatifs j u squ 'g  ce que duns 

le passage  d 'une  t r ans fo rmde  f~(z) "2 la t r ans fo rmSe  suivante  les coefficients a,~ 

de certMnes puissances  z ~ de z sont  remplacds chaque fois pa r  leur  carrds. Alors  

il y a l ieu de supposer  que pour  ces indices m on a I~,~] < I~,~+11. Mais en 

vSritd tou t  ce qu 'on  puisse dire dans ce cas, c'es~ que pour  les coefficients en 

des Verfahrens  bei  Wurzeln,  die nahe  zusammenl i egen  und  auch bei sehr  hohen  P0 tenzen  sich n i c h t  
en t sche idend  genug t r ennen  wiirden, und  mi t  den Methoden  die Wer the  sowei t  der  W a h r h e i t  n~her  
zu br ingen,  als man  immer  wfinschen mug.,, 

A no t re  avis ces rec lamat ions  son t  e x t r 6 m e m e n t  exagdrdes. Loin d 'avoi r  ajoutd quelques  iddes 
nouvel les  au procddd de GRAEFFE, ENCKE a m~me omis quelques  id6es tr~s ut i les  qui n ' o n t  6td 
repr is  que par  RUbTGE un demi  si6cle p lus  tard.  Si l ' expos6 d'ENCKtg est  parfois  p lus  ddtailld, il  
manque  gdn~ra lement  de Clartd et  d 'dldgance de celui  de GRAEFFE. Les add i t ions  qui  sont  
personnel les  ~ ENCKE ne se r appor t en t  en vdritd qn ' aux  po in t s  d ' impor t ance  p u r e m e n t  pra t ique ,  
comme l ' emplo i  des logar i thmes  etc. 

1 CA~VALLO (I). 
2 POLYA (I), (2). 

La re la t ion cor respondante  ~ (3) est  dddui te  duns POLYA (2) pour  le cas le p lus  g~n~ral 
d 'une  sdrie enti~re, et  on y t rouve  deux aut res  thdorSmes de convergence apparen tds  h (3). Quan t  
g la mdthode  de GRAEFFE pour  le cas des s5ries enti~res on la t rouve ddjh appliqu(ie aux exemples  
numdr iques  duns CAI~VALLO ( I ) .  
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question les ressources de cMcul sont 6puis6es. Et puis, ce qui est encore plus 

grave, on utilise duns cette r~gle implicitement l'hypoth~se que duns le culcul 

fuit uvee un certain hombre de ehiffres, les erreurs >>d'arrondissement>> ne s'uc- 

cumulent pus, ce qui est loin d'etre vrui duns le cas le plus g6n~rul. - -  

Les recherches expos6es dans le pr6sent m6moire uttaquent le problbme sous 

les 3 points de rue suivunts: 

A.) II s'agit de ddduire les vuleurs des modules des raeines def(z)  en ~tudiant 

lu suite des ~ransformdes de Graeffe fk (z). 

B.) I1 s'agit d'obtenir les valeurs completes des racines en ~tudiant les f~(z). 

C.) Le culcul e x a c t  des transform6es fk(z)  devenunt tr~s tSt impraticable, 

il s'ugit d'6tudier l'influence des >>erreurs d'arrondissement>> sur les valeurs up- 

prochges des racines. 

Exuminons d'ubord le probl~me A.). I1 se d6compose en trois probl&mes 

purtiels suivunts : 

A~.) Ddduire les modules des rucines avec une approximation donn6e d'avance 

de lu suite des f~(z) s a n s  e o n n a i t r e  les indices m uvec I~ml < IC,~+~I. 

A~.) D6terminer les indices m uvee I_~1 <1~+~1.  

Ay.) Pour les indices m e n  question trouver une 6vuluation de lu diff6rence 

2 k 

(4 )  V l l - -  I �9 �9 �9 C,  I" 

Pour at~uquer le problbme As.) nous nous posons le problbme suivant: 

Supposons que dcrns l'dquation al.qdbrique 

F (Z) ~ An z ~ + A , - ~  z '~-1 + ... + Ao = o, A ,  = I 

m o d u l e s  des A , .  _E,ntre quelles limites varie alors le module I ~ ]  de la v-iOme racine 

de F (z) ? 

Si par exemple chaque ~ varie dans une couronne circulMre d'dpMsseur 

relative bor~6e uniformement il existe n nombres positifs Q~, v = I . . . .  , ~, tels 

une constante 2n ne d~pendunt que de n, chaque ~ reste duns la que pour 

c o u r o ~ n e  

11 est facile ~ voir qu'Mors, s'il existe un proc~d~ plus ou moins simple permet- 

tunt de calculer les Q~ en partunt des valeurs des [Az[, le problbme As.) peut 
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8tre consid6rd eomme r6solu. En effet, en calculant les hombres Q, ~ Q~') pour 

la k-i~me transform~e de Graeffe f~(z) de f ( z )  on a 5videmment 

Z < I I < o 

(5) z7  _< =< z,, , 

2 k 

et l'on obtient non seulement la suite 1/Q~ ~) convergeant vers [~*1, mais aussi 

une gvaluation de la diffdrence 

Or, nous allons dgmontrer dans ee mdmoire qu'en effet les ~, varient dans 

une eouronne eireulaire dont l'~paisseur relative est par exemple < (n + I) ~. 

Quant anx nombres Q,, on pent les d6terminer en utilisant le diagramme de 

Newton du polynSme F(z).  - -  E t  c'est en introduisant le diagramme de Newton 

dans la th~orie de la m~thode de Graeffe qu'on parvient (t r~soudre les ~robl~mes 

A~.), A~.), Ay.), B.), C.). 

Ce diagramme a 4tg utilis6 par Newton eg surtout par Puiseux dans la 

thdorie des fonctions alg~briques d'une variable. Plus r4cemment M. G. Dumas 1 

a appliqu6 l'id~e de ce diagramme pour formuler quelques thdor~mes de d~com- 

position dans la thgorie >>formelle>> des fonctions algdbroides et les th6orgmes 

analogues dans la  th4orie des nombres alg6briques p-adiques. En poursuivant 

ces id4es de M. Dumas, nous avons g6n6ralisg ses r4sultats pour la th~orie 

g~n~rale des ~valuations~> (Bewertungen), et en particulier pour les fonctions 

alg4briques de s4ries de Dirichlet '~. De l 'autre c6td M. Hadamard 3 a, d~s 1892  , 

appliqu5 le diagramme de Newton g la thgorie de la croissance des fonctions 

enti~res et en a tir~ quelques consequences sur les z~ros des fonctions entigres 

qui servaient de base g sa th6orie des fonctions enti&res. 

En ce qui concerne ]e present mgmoire, la cons6quence ]a plus importante 

de la th4orie du diagramme de Newton consiste dans le fair suivant: 

1 DU.~IAS (I) et (2) pp. 214--217.  Le thdor~me de i~I. DU~IAS sur  , l ' addi t ion  des d i ag rammes ,  

est dans le cas  spdcial des fonetions algdbriques d 'une  variable na tu re l l ement  une  consdquenee 

imm6diate des thdoremes de PUISEUX. Ndanmoins  l '5noncd de M. DUMAS const i tue  m~me dans  ces 

cas un  progres  tres i m p o r t a n t  et fdconde par  le po in t  de r u e  original dont  il est l 'expression.  

OSTROWSKI (I) pp. I 2 I - - I 2 6 .  

HADAMARD (I). 

14--39615. Acta mathematica. 72. Imprim6 le 1 mars 1940. 
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Supposons, pour simplifier, que A o 4 = o, A, =V o, alors F(z) poss~de sa >>ma. 

jorante de Newton~ ~F(Z) uniquement ddterminde, c'est-s un polyn6me 

~ (z) - -  ~ Y~ z ~ 

tel que 

~.) [A~[< T~, v ~ o , . . . , n ;  

T~ = T,+I 

3.) si un second polyn6me ~ T$z ~ poss&de les propri6t4s I.) et 2.) on a 
v~0 

T~<= T~, v = o , . . . , n .  

Les nombres R, seront appel4s duns ce qui suit les incli,naisons nurndriques du 

diagramme de Newton de F(z), respectivement du polyn6me F(z). 

Or, on  p e u t  p o s e r  q ~ = B , .  

Plus prdcis4men% nous d6montrons dans le thdor6me VII  - -  le premier th6or~me 

fondamental - -  qu'on a pour chaque 

o~ ~ oon~,ao,e , - - ( I ) :  e~, ~1~ me~"eoro~ ~oor o ~ e  ~ On en ,,re , o ~  ~e 

suite comme borne sup6rieure de 1~]: 

B. 

I)u reste nous d6montrons l'in6galit6 indiqu6e non seulement pour polynSmes, 

muis aussi pour les fonetions entigres et mgme pour les s6ries entigres. 

Une in4galit6 analogue pour le 

d'une fonction entiSre: 

produit [~1. . .  ~[  des premieres v racines 

I 
1C1...51 > R~ . . .R ,  = V + I  

a 4t4 d4duit par M. Hadamurd duns le mdmoire cit6 par une ddduction autant  

ing4nieuse que compliqu6e 1. Nous devons ~ une communication de M. G: P61ya 

I HADAMARD (I) pp.  I 9 4 - - 2 o i .  
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une d6monstration extrSmement simple, bas6e sur la formule de Jensen, d'une 

in@alit4 un peu plus prdcise: 

] / f  (, + '"  [~1...-~,'l ~ i),+1 B1 . . .  n , .  

Nous tenons ~ exprimer ici notre reconnaissance s M. P61ya pour la permission 

de reproduire sa belle d6monstration dans notre m6moire. 

Pour poursuivre la discussion du problbme ~nonc6 plus haut, l ' introduction 

des nombres 

~ + 1  
_ D ~ - -  A~ ~ ~ ~ I ,  . . .~ ~ I~ 

es~ indispensable, Nous appelons ces nombres les d g v i a ~ i o n s  du diagramme 

de Newton de F(z), respeetivement du polyn6me F(z). Alors on peut annoneer 

eomme condition suffisante pour [~m[ < [~.~+1 [ l'in~galitg 

D m >  91. 

Cette condition n'est, naturellement, pas ndcessaire, mais si l'on a, pour un polyn6me 

f(z), ] ~ ]  < I~+~ I, il est facile ~ voir que la condition D m >  9 est s~tisfaite pour 

les transformdes de Graeffe fk(z) s partir d'un k. 

Avec ce r6sulta~ le problSme A~.) peu~ 8tre consid6rd comme rdsolu. 

Enfin, une solution du problSme Ay.), th4oriquemen~ complSte est contenu 

dans la relation (5), mais pour le but pratique on emploira plut6t les ~valuations 

dont nous parlons plus bas en connexion avec le problbme B.) 

Quant au problSme B.) - - c e h i  de ddtermination complete des ~, (c'est&-dire 

avec leurs arguments)- on trouve d~js dans le mgmoire de Graeffe des m~thodes 

permettant dans des cas trSs gdn~raux le calcul des arguments des ~, dSs que 

les ]~, I sont connus. 

1 Cette condit ion a ddj~ ~t6 utilis6e par  M. HADAMAI~I)(2)dans la thdorie des fonctions 

enti~res et des sdries de LAURENT pour  ddduire une relat ion qui  mont re  qne sous  cettc condit ion 

le t e rme du rang  m de la s~rie domine sur  une certaine circonfdrence sur  l ' ensemble  de tous  les 

au t res  te rmes  de la s~rie. I1 en ddduit  une  mdthode de construct ion d 'une  fonct ion enti~re de 

genre infini qui ne rentre  pas  dans  les cas d 'except ion que comporte  le thdor6me de M. PICARD. 

M. YALIRON (I) pp. I 6 - - I 8  reprend la mdthode de M. HADAMARD et en d6duit  que si pour 

R m + l  
une fonction entibre on a 2)our un m: Dm = ~ > 9 la fonction poss~de exactement m z~ros dans 

le cercle ]z]<u I1 r~sulte de ce beau  r~sul ta t  de M. V3,LIRO~ que, les racines de la 

fonction dtant rangdes dans l 'ordre des modules  croissants,  le module de la m-i~me racine est  dif- 
fdrent du module  de la racine suivante.  Dans  le cas des polyn6mes,  c 'est  exac tement  la relat ion 

I~ml < l~+11. 
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Duns le cas le plus g6n6ral on peut  r6duire le c~lcul des ~ s celui des ~2J ~" 

en ut i l isant  un  artifice de Carvallo. II suffit donc de calculer routes les racines 

d 'une t ransform6e fk(z) de Grae f f e ' convenab lemen t  choisie. Or, c 'est  ici que le 

point  de rue  de d6eomposit ion de J[.(z) en polyn6mes partiels,  dSvelopp6 par 

Dandel in  dans son m6moire original,  devient  tr~s impor tant .  

Supposons que les ~ racines ~ de f (z)  soient  routes :4-o e~ se d~composent  

en un cer ta in  nombre  de groupes:  

xl,  . . . ,  x~;- y~, . . . ,  y~; . . . ;  z~, . . . ,  z~; 

a + f l + . . . + 7 = n  , 

tels que les modules de t o u s l e s  x ne sont pas trgs diffdrents ent re  eux tandis  

qu'ils sont  essent ie l lement  plus pet i ts  que les modules des y. De m6me les 

modules des y ne sont pus sensiblement diff~rents ent re  eux tandis  qu'ils sont  

essentiel lement plus pet i ts  que les modules des racines du groupe suivant,  etc. 

2k x~ k des racines du Alors, si k est suff isemment 61ev6, les puissances x ~ , . . . ,  
premier  groupe sat isfont  - -  avec une precision de plus en plus croissante - -  s 

l '~quaLion 
a(o k) - -  a~ k) z + ' "  + a(a k) ( -  I ) aZa  = 0 

form6e de l 'ensemble des termes correspondants  de fk(z). De m6me les puissances 
~/c 2 k y ~ , . . . , y ~  sat isfont  s l '6quat ion 

a ~  ") Z c~ - -  a(:)+l z a+l J r . . .  ~- a(:)+(j( - I)fl 2c~+~ = O ;  

eL le fair  analogue 6rant valable pour  chaque groupe de racines, les puissances 

z~e,.. . ,  z~ k des racines du dern ier  groupe sa t i s font  ~ l '6quat ion 

alkL~ 2'n--7 - -  a~ k)--~+l s + . . . . . ~  a(k)(__ i n  )? ~'~' ~ -  O. 

Dandel in  ~ 6tabliL le fa i r  6nonc6 en supposant  que les modules des racines 

de chaque groupe sont >>infiniment peLits>> par  r appor t  aux modules  des racines 

du groupe suivant.  Alors la ddcomposi t iou a lieu d6j~ pour  le polyn6me fo(Z). 
Sans ten i r  comp~e de cet 6nonc6, les calculateurs,  en ut i l isant  la m6thode 

de Graeffe, r e t rouva ien t  le m6me fai l  pour  ainsi dire >>exp6rimentalement~ en 

r emarqnan t  que si l 'on fair  le calcul avec uu  cer ta in  nombre  de chiffres 

signifieatifs, les t ransformges  fk(z), s par t i r  d 'une  valeur  de k, se d6composent  

en >~fragments>> tels que duns le passage aux t ransform6es  d 'ordre  sup6rieur les 

J DANDELIN (I) pp. 51--57.  
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coefficients appa r t enan t  aux f ragments  diffgrents n ' exercen t  plus aueune influence 

les uns sur les uutres, de sorte qu 'on n 'a  qu's  calculer  les t ransform6es  suivantes 

pour  chaque f r agmen t  ir~d@e~damment. 

Or, ces fairs t rouvent  une expression pr6cise e~ r igoureuse dans not re  troi- 

slime thdor~me fo~damental, qui permet  de rgsoudre complgtement  le probl~me B.). 

Supposons que pour  le polynSme F(z) deux d6viations Dm, ~D~, m ~'> l, soient  ~ 18,7. 

Alors s l 'ensemble des termes cor respondants  de /~(z): 

A ~  z ~ = A ~  z ~ Go (z)  

correspond un fac teur  Q(z)= z '~ - '+ . . ,  de F(z)  de degr6 m - - l ,  tel  que les 

coefficients de la diff6renee Q ( z ) -  G O (z) sont  tr~s peti ts  par  rappor t  aux coeffici- 

ents cor respondants  de la majoran te  newton ienne  de Go(z): 

(6) Q (~) - Go (~) < ~ ~ . o  (~)~. 

Ici  6 converge vers o si D,,,~ et Dl croissent  vers l'infini. On a p. ex. 

d <  

Si l 'on veut  ddcomposer F(z) en deux f r agments  seulement,  on peut  remplacer  

la constante  I8, 7 par  I3, 5. En renvoyant,  pour  d 'au t res  pr6cisions aux 6noncgs 

des th6or~mes XXV[ ,  X X V I [ ,  relevons seulement  que pour  m- -1  = I, c'est-s 

quand il s 'agit  d'isoler et de calculer u~e seule racine de F(z), la cons tan te  I8, 7 

peut  5tre remplac6e par  ]a racine positive M o :  6:3573Ss 627 . . .  de l '6quat ion 

M ~ - - s M ~ - - 8 M - - 4 = o ,  

de sorte que si l 'on a D m >  M o, Dm-1 ~ Mo, il y a une et une seule racine ~o 

de F(z )  pour  laquelle on a p. ex.: 

I L Amff[/A~ + I < = N a x  (Din,  Din-l) 

C'est une part ie  de no t re  deuxi~me thdor~me fondamental (th~or~me XVI).  

Ces r6sultats  peuvent  8tre pr6cisds encore, si r o u t e s  les dSviations de ~'(z) 

sont suff isamment grandes.  Dans  ce eas il suffit d6j~ que routes les d~viations 

1 La relation A(z)~B(z) exprime suivant POI~CAm:; que A(z) est major6 par B(z), c'est-h-dire 
que chaque coefficient de A(z) est en module ~< que le coefficient cm'respondant de B(z). 
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de tr(z) sont  ~ v~ off les valeurs de v~ sont _--_ 4 et croissent  uvec n en conver- 

geant  vers 4,8~o 58 . . .1 .  

En  remplagant  un fac teur  Q(z) de F(z), en ver tu  de (6), par  Go(z) on modifie 

nu ture l lement  les racines de Q(z); mais duns ce cas le th6or~me, que les racines 

d 'un  polyn6me sont  des fonct ions  cont inues  de ses coefficients, ne suffit pas pour  

contr61er l ' influence de ~ dans lu fo rmule  (6) sur les var ia t ions des racines. En  

effet, 6 dans (6) est une mcsure de l ' e r r e u r  r e l a t i v e  des coefficients de Q(z) 
tandis  que dans le th6orbme cit6 il s 'agi t  des e r r e u r s  a b s o l u e s .  

D 'au t re  par t  seule la consid6rat ion des erreurs relat ives est conforme aux 

habi tudes des calculateurs qui se bornen t  g6n6ra lement  s un nombre  fixe de 

chiffres pour  chaque coefficient  sans ten i r  compte de la g randeur  absolue de ces 

coefficients. 

Or, le th6or~me suivant  sur la cont inui t6  des rucines des 6quations alg6briques 

se rappor te  uux erreurs relatives: 
I1 existe pour  chaque degr6 k une fonct ion  V ( ~ ) ~  Vk(~) positive pour  (~ > o 

et t cndan t  vers o avec ~, telle que, si r o n  a (6) pour  deux polyn6mes Go(z) et  

Q(z) du degr6 k, on a en ddsignant  leurs racines duns l 'ordre convenable  respec: 

t ivement  par  x~ et y~: 

1 

On peut poser par exemple, si 16 k ~ _--< I : 

l 

isk  

(quah~i~me thdor~mefonda~ne~ta(,j. C'es~ ce dernier th6or~me qui permet 6videmment 

de r6soudre eompl~tement le probl~me C.) 6none6 plus haut, bien que le module 

de continui~6 relative donn6 par ~(d) apparait natureHement trop faible pour les 

buts pratiques. Or, comme nous montrons all No. 75 sur nil exemple, assez 

artificiel, il est vrai, 1'ordre de ~(d) peut ~re en effet atteint. 

De l'uutre c6t6, en 6radiant duns les Nos. 83--86 la propagation des erreurs 

des coefficients clans le passage d'une transform6e de Graeffe ~ lu transform6e 

suivante,  nous obtenons  des 6valuations ~galement  trgs d6savantageuses,  mais qui 

ne peuvent  pas appa rammen t  ~tre essent iel lement  am61ior6es dans le cas le plus 

g6n6ral. 

2 1 Le rdsul ta t  cor respondant  pou r  les sdries enti~res avec 4 , 8 , . . .  au lieu de v n se t rouve  d6ja 
chez M. VALIRON, VALIRON ( I ) ,  pp.  I 6 - - I 8 ,  
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II s'agi~ ici du reste d'un phdnom~ne qui se presente souvent et trbs naturel- 

lement duns les applications de l'analyse. Dbs qu'on cherche s embrasser tous 

les cas possibles, les 6valuations des erreurs deviennent pratiquement inutili- 

sables. 

Or, c'est naturellement le thdoricien qui doit changer la manibre de poser la 

question. Ce qu'il cherche d'ubord, ce sont les )~dvaluations a priori)) dans les- 

quelles on n'utilise que trbs immddiatement les donndes du probl6me. Ce dont 

le calculateur a surtout besoin, ce sont les ))dvaluatio~s a posteriori~) duns lesquelles 

on utilise les rdsultats du caleul approximatif, une fois effectud. Et c'est en se 

plagant ~ ee point de rue qu'on parvient dans la plupart des cas aux r6sultats 

d'utili~d pratique immddiate. 

Du reste ee ne sont que les deux derniers w167 du dernier chapitre du pr6sent 

m&noire qui sont consacr~s explicitement ~ la m~thode de Graeffe. Tout le reste 

de ee mdmoire est consacr6 aux th@or~mes gdn@ruux. 

Duns cette recherche il n'~tait pus du tout n@essaire d e  nous borner aux 

polynSmes. La plupart des r6sultats des trois premiers chapitres sont valables 

pour les fonetions enti~res et m@me pour les s~ries entibres et' (saul les r6sultats 

du second ehapitre) eelles de Laurent  et nous les avons d~velopp6s dbs la commen- 

cement dans route leur g6n6ralit& 

Ceei n'alluit naturellement pus sans quelques ineonv~nients. Tout d'abord 

on a dfi ajouter parfois quelques dgveloppements additionnels, les r~sultats dont 

il s'agissait ~tant plus faciles 's ddmontrer pour les polynSmes. Duns ce cas, le 

lecteur qui ne s'int6resse qu'aux polynSmes n'aura qu's laisser de cSt~ ces parties 

du m6moire. 

D'un autre eSt6, duns la th~orie des fonctions alg~briques et ses g~ndralisations 

on 6crit g6ndralement un polynbme du degr~ ~ duns la forme suivante: zlo zn + 

+ A l z  ~-1 + ' + An et construit le diagramme de Newton en faisant correspondre 

v au terme A ~ z  ~-~ comme abscisse. Ceci pr~sente quelques avantages si l 'on n 'a 

faire qu'aux polynbmes, mais n'est pus imm6diatement applicable aux s~ries de 

puissances. C'est pour ne pus utiliser deux constructions diff6rentes du diagramme, 

que nous nous sommes born6s '~ une seule construction du diagramme expos6 

duns le m~moire. Du reste, si l'on ne consid~re que les polynSmes, il est tr~s 
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facile d'apporter ?~ nos rgs]alt~ts et d~monstrutions les modifications nScessit6es 

par l'emploi du diugramme de Newton clans su deuxiSme forme 1. 

Enfin, quunt uux m~thodes de d6monstrution, les parties du m6moire qui se 

rupportent aux polynSmes n'utilisent pus g6n6rulement la th~orie des fonctions, 

le th6or~me de Rouch6 dont nous fMsons souvent usage duns le chapitre I I I  

~tunt une consequence imm6diate du th6orSme classique (et d~montrable alg6- 

briquement) sur lu eontinuit6 des raeines. Seulement duns les d~monstrations des 

thgor~mes VII  et XV et celle du th6or~me X X I I I  la th6orie des fonctions inter- 

vient essentiellement. C'est pourquoi nous avons ujout6 uux endroits correspon- 

dants des d6monstrations purement ulg6briques des th6or~mes VII  et XV, mais 

avec des constuntes un peu plus fuibles: pour le th6or~me VII  en remplae+unt 
1 1 

(~)~ (3)~ V ( p + I ) P + ~  pa r I -  par - - I  et pour le th6orgme XV en remplagant 1 )p 

2p + I. Quant uu th6orgme XXHI ,  il peut ~tre d5duit, avec des constuntes un 

peu plus faibles, du troisibme th6orgme fondamentul. 

La disposition du prdsent m~moire est lu suivunte: Duns le premier chapitre 

sont trait6es les d6finitions du diagrumme et de lu majorante newtonienne. En 

particulier dans le w 2 nons d~veloppons la condition n6cessaire et suffisante pour 

l'existence du diagramme de Newton d'une s~rie de Laurent. Duns le w 4 de 

ee ehapitre sont rassembldes diff6rentes propri6tgs du diagramme, des inclinaisons 

num6riques et des d6viutions dont nous avons "s faire usage duns la suite. 

Le ehupitre I I  est consacr6 aux d6veloppements duns lequel les inclinaisons 

num6riques, mais pus les d6viations, jouent un rSle fondamental. Duns le w 5 

le premier th6or~me fondumental est ddmontr6 pour le cas le plus g~n6rul des 

s6ries de puissances et un 6nonc6 un peu plus fuible de ce th6orgme pour le cas 

des polynSmes par une m6thode purement alg~brique. 

Duns le dernier No. de ce w nous d6terminons t o u s l e s  cus off duns les 

relations du premier th6orgme fondumentul le signe d'dgalit6 est  rulable. 

Duns le w 6 diff6rentes bornes pour les modules des racines sont d6duites 

du premier thgorbme fondameutal. En purticulier, nous d6duisons l'existence 

1 D 'a i l l eu r s  on p o u r r a i t  auss i  cons t ru i r e  le d i a g r a m m e  en p r e n a n t  l g ] A . ]  c o m m e  ordonnde  et  

e n v e l o p p a n t  ]es po i n t s  r ep r6sen ta t i f s  pa r  une  l igne  br is6e convexe  d'en haut, ce qu i  p r6sen t e r a i t  

peut -6 t re  que lques  avan tages .  D u  res te  on ob t i en t  rou tes  ees diff6rentes  fo rmes  du di ,~gramme de 
NEWTON d ' u n e  q u e l c o n q u e  d 'e l les  pa r  s y m 6 t r i e  ou b ien  p,~r r a p p o r t  h l ' axe  des  x ou b ien  pa r  rap- 

po r t  ~ une  para l le le  h l ' axe  des y. 
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d 'une  cons tan te  cn qui est le h o m b r e  le plus pet i t  > I  avec la propri5ts~ que 

si dans  une  5quat ion du degr~ n les a r g u m e n t s  des coefficients var ien t  arbi- 

t r a i r emen t ,  les modules  des coefficients d e m e u r a n t  fixes, la v-iSme rac ine  de ce 

polynSme varie  dans  une couronne  circulaire  au tou r  de l 'or igine  d 'dpaisseur  rela- 

t ive c,~, pour  chaque v - ~ - - I , . . . ,  n. Nous  ddmont rons  en par t i cu l ie r  c~ 

0,73 (n + 0 2. Quan t  s la dd te rmina t ion  comple te  de cn en fonct ion de 7~, nous  

ddterminons  seu lement  c 2 ~ I + ]f2.  Enf in  nous d~duisons la re la t ion  liln c~ ~ 4 .  

De  l ' au t r e  eSt5 on peut  se poser  le problSme de dg te rmine r  les mei l leures  bornes  

de ~ non pas  pour  un  v donn~, mais  si le degrd ~ de l '~quat ion res te  fixe. 

Nous  donnons  une discussion comple te  de ce problSme pour  les c a s n  ~ 2 et 3. 

Le  probl~me de la dd te rmina t ion  comple te  de ces bornes  ainsi que de c~ pou r  

n quelconque res te  ouvert .  

Au w su ivan t  nous dd te rminons  d ' abord  une borne supdrieure exacte  pour  le 

quo t ien t  

R~... Rp' 

les racines  ~ de F(z) dtant  rangdes  dans  l 'o rdre  des modules  croissantes.  Q u a n t  

�9 s la borne  infdr ieure  nous reproduisons  la rdcente  ddmons t ra t ion  de PSlya  de 

l ' in~gali td d ' H a d a m a r d - - P 6 1 y a  et d~mont rons  pa r  une m~thode  pu remen t  a lggbrique 

I 
que est  une  telle borne.  

2 p  -~- I 

Le chapi t re  I I I  est  consacr6 aux thdor~mes de dScolnposit ion dans  lesquelles 

i n t e rv i ennen t  les ddviations. 

Dans  le w 8 de ce chap i t re  nous ddmont rons  le deuxi~me thdor~me fon- 

damen ta l  qui pe rm e t  d ' isoler  une seule rac ine  de l 'dquat ion  si deux ddviat ions 

consdcutives sont  suf f i semment  grandes.  Dans  l '~noncd de ce th~orSme nous avons  

sur tou t  t enu  s abaisser  les bornes  des d~viat ions a u t a n t  que possible. L a  ddmon- 

s t ra t ion  peu t  na tu re l l emen t  ~tre cons iddrab lement  simplifige si Yon utilise p. ex. 

la borne  7 au lieu de M o. 

Darts le w 9 nous d~terminons  les bornes  cor respondantes  v~ sous l ' hypo th~se  

que loutes les ddviat ions d 'un  po lynSme du degr4 n sont  _--> v~. 

Darts les w167 ~o et ~ nous considdrons  le cas off une dgviat ion Dp est  > 9 .  

On obt ien t  dans  ce cas l ' exis tence  d 'une  couronne  circulaire qui ne con t i en t  pas  

de racines.  En  u t i l i sant  ce rdsultat ,  nous ob tenons  pour  le cas off deux d~viat ions 
15--39615. Acta mathematica. 72. Imprim4 le 1 mars 1940. 
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Dq, Dq,, q > q', sont ~ 9 une couronne circuluire contenant  exactement q - - q '  

rucines et d6duisons au moyen du th6orbme de ffensen une 6valuation ussez 

exacte pour le produit  des modules de ces racines. 

Duns le w I2 nous truitons le probl~me de d6terminer uutant  que possible 

le diagramme du produit  des deux polyn6mes aux diagrammes connus. A c e  

problbme se rapportent  pour le eus des fonctions ulg~briques d'une variable et 

celui des nombres ulg6briques p-adiques quelques beaux r6sultuts de M. G. Dumas 1 

qui a montr6 qu'on obtient alors le diagrumme du produit  pour ainsi dire par 

addition g6om6trique des cSt6s des diagrammes des facteurs, ordonn6s convenable- 

ment - -  c'est-s que duns les cus consid6r6s par M. Dumas les inclinaisons 

num6riques des fucteurs se retrouvent sans modification duns le produit. Le 

m6me reste encore vrui duns le cus le plus g6n6rul des ,~vuluations>> (Bewertungen) 

non-archim6diennes ~. Ces r6sultats ne restent plus compl~tement exacts duns le 

cus consid6r6 ici, mais si les inclinuisons num6riques d'un des deux facteurs sont 

petites par rapport  uux inclinaisons num6riques du second, les inclinaisons num6- 

riques de ces deux facteurs se multiplient duns le passage au produit  par des fac- 

teurs voisins de un. C'est ce r6sultut qui, pr6cis6 convenablement, est utilis6 

h "  " duns lu d6monstration du troisiSme t eoreme fondamenta| .  Ce th6or~me est 

d6montr6 duns le w 13 pour le cas d'un polynSme. Par  un passage s lu limite 

on en d6duit au w 14 le th6or~me correspondant pour le cas le plus g6n6ral des 

s6ries de Luurent. 

Au w suivant nous d6duisons du troisiSme th6or&me fondamental  quelques 

cons6quences relatives ~ lu d6composition d'une s6rie de Luurent  duns un produit  

infini, s'il y u une suite infinie de d6viations _>--I8,7. 

Duns ce mgme w nous d6montrons ensuite que si les coefficients de la s6rie 

de Luurent  sont des fonctions r6guligres duns certaines r6gions et si les d6viations 

eorrespondantes restent  ~ ~8,7 duns ces r6gions, les coefficients des faeteurs 

peuvent aussi 6tre choisis de manigre s 6tre r6guliers duns la m6me r6gion. 

C'est un r6sultut de tr~s grunde g6n6ralit6, il eontient p. ex. en le g6n6ralisant 

considgrablement le c615bre >>th6or~me de pr6paration>> de Weierstrass. 

Le ehapitre IV est consucr6 ~ l'6tude des questions qui se ra t tachent  ~ la 

eontinuit6 des raeines des 6quutions ulg6briques. Nous commencons duns le w I6 

par pr6ciser le th6or~me connu sur l~ continuit6 des raeines d'un polyn6me du 

degr6 n e n  d6montrunt que ces rucines sutisfont comme fouctions des coefficients 

1 Dul~f,~s (I) et  (2) pp.  214- -2 I  7. 
20STROWSKI (I) pp.  I 2 I - - I 2 6 .  
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�9 2 une condi t ion de Lipschi tz  d 'o rd re  I Ensu i t e  nous  ddmont rons  le quatri~me 
n 

thdor~me fondamental sur la cont inui td  relat ive des racines  d 'un  po lyn6me eft 

finissons ce w par  quelques r emarques  sur la possibilit~ d 'amdl iorer  les ~valuat ions 

de ce th~orgme. En  par t icu l ie r  nous  t r a i tons  dans  le No. 77 en dgtgil  le cas 

d 'une  ~quation quadra t ique .  

Dans  le w I7 nous appl iquons  les r~sul ta ts  gSudraux du mgmoi re  s la m6thode  

de Graeffe  en ce qui concerne la d6 te rmina t ion  des modules  des racines.  L a  

deuxigme pa t t i e  de ce w (Nos. 8 3 - - 8 6  ) est consacr~ ~ l ' ~ u d e  de la p ropaga t i on  

des e r reurs  dans  le calcul des t r ans fo rm~es  de Graeffe.  

Enfin, dans  le dernier  w du mdmoire  nons passons  en revue  les diffgrentes 

mS~hodes qui peuvenfi 5~re utilis~es pour  le ealcul des a rguments ,  t r a i tons  aux  

Nos. 9 2 - - 9 4  trois exemples  plus on moins  caractdr is t iques  et  finissons dans  le 

No. 95 par  quelques remarques  sur la possibilit6 de simplifier  l 'gppl ica t ion  du 

proc~d6 de New t on  aux valeurs  acquises pa r  la m6thode  de Graeffe  ~. 

C H A P I T R E  I. L e  d i a g r a m m e  d e  N e w t o n  e t  l e s  s 6 r i e s  n o r m a l e s .  

w ~. Les  p o l y n b m e s  n o r m a u x .  

I .  U n  polyn6me 
7~ 

Z a~z v 

aux coefficients r :e l s  ~ o  est di t  normal, si pour  v < # ,  a , > o ,  a , > o o n a t o u -  

jours  a~ > o (z = ~ § ~, . . . ,  tt - -  I )  e t  

( I ,  2) a~ ~ a~--la~,+l ' ~ I~ . . .~ ~ $ -  I) .  

I1 r~sulte de la  ddfinition que, si a,o, a ~ , ' s o n t  le p r emie r  resp. le dern ie r  coeffi- 

c ient  de (i,  i) diffdrent de o, on a a,  > o pour  n o ~ v =< nl. 

P lus  ggn~ra lement  une s~rie de puissances 

1 Les iddes gdndrales d6veloppdes dans le prdsent  memoire  ont  6td esquiss~es dans  nne con- 

fdrence tenue le 23 mars  I938 i~ l ' Insti~u~ des hau~es d~udes de Belgique. Quelques  r~sul ta ts  de 

ce mdmoire  ont  6t6 pnblids 1938 e~ I939 dans les C. R. de l 'acaddmie des sciences de Paris.  Cf. 
OSTaOWSKI (2) et (3). 
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eo 

uux coefficients r6els > o est  dire normale, si l 'on  a pour  chuque r 

(I, 4) a~ > a~-ia~+i  

et chaque lois que pour  v < #, a~ > o, a~ > o, on a aussi a~ > o pour  x = v + I, 

. . . ,  # - -  I. Si l 'on  u mSme a~ > a , - l a , + l  ehuque fois que a , - ia ,  a,+~ est  posit if ,  

nous appel le rons  (I, 3) normale au sens dtroit. 

2. Chaque polyn6me 

(2, I) f ( z )  = A 0 q- A i z  q- . . .  q- A n Z  n 

poss~de une  infinit6 de po lyn6mes  n o r m a u x  comme majoran tes .  

Nous  allons m o n t r e r  qu ' i l  y ~ pa rmi  les ma jor~n tes  normules  de f (z )  une 

2, 2) ~j(z)  = To + 2~z + . .  + :L,z ~ 

dont  tons les coefficients son~ min imum,  c'est-&-dire telle que si le polynSme (I, I) 

est  une m a j o r a n t e  norniale queleonque de f (z)  on a 

(2, 3) a~ > r ,  ( ,  = o ,  I, . . . ,  n). 

P o u r  cons t ru i re  le po lynbme 92f(z) on peu t  ut i l iser  le procddd su ivant :  Sup- 

posons que AoA~, #: o, ce qu 'on  peu t  fa i re  sans  res t re iudre  la g6ndralitd; ulors 

chaque t e rme  A~z ~, A~ 4: o, de f(z)  cor respond  le >)point repr6sentutif>) P~ : x ---- v, 

y = -  l g ] A ~ [ .  Enve loppons  les points  P~ par  une l igne brisde D convexe d 'en  

bus de sorte  que I ~ ) chuque s o m m e t  de D est  situ6 clans un  des P ,  et que 2 ~ ) 

tons les uutres  po in t s  P~ sont  situ6s sur  D ou au dessus. En  pur t icul ier  D com- 

mence  an po in t  P o e t  se t e rmine  uu po in t  P~. (Voire fig. I au no. Io). 

Lu l igne D seru appel6e Ie diagra~me de Newton du po lynome  f(z).  

3. Soit  z~ l 'o rdonnde du poin t  de D cor respondunt  s l 'abscisse  v(o _--< v _--< n). 

Soit D* une  l igne convexe d 'en bus telle que tous  les points  P~ sont  situ~s sur  

D* ou uu dessus. Alors, comme D consiste  en segments  rec t i l ignes .~oignant  les 

points  P~ ent re  eux, chaque poin t  de D sera situ5 sur D* ou au  dessus. 

Posons  m M n t e n a n t  

(~, I) T~=~--x~ At=o (o_--<l'~ ~); T ~ = o  (y > . ) ,  
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alors je dis qu'on a 

(3, 2) T~ _--> T , -1T,+I  (v > o). 

En effet cette relation se r6duit  E l ' indgalit6 z,, _--< 2 (z,+l + z~-i), oh v i 

n -- I, qui r6sulte immddia tement  du caract~re convexe de la ligne D. 

Donc le polyn6me (2, 2) form6 avee ces T, est normal.  

4. Soit (I, 1) un polynbme normal  avec aoa,,~=o. Marquons les points 

reprdsentatifs  P~ (0 _--< v ~ n) correspondant  aux diff6rents termes de ce polynbme. 

Alors la ligne bris6e 

(4,~) P~ P ; . . .  P : . . .  P~ 

est eonvexe d'en bas, eomme il r6snlte imm6dia tement  de la relat ion (I, 2). Doric 

eette ligne est le diagramme de ~ e w t o n  D'  eorrespondant  au polynbme (I, I). 

Or, supposons que le polynSme (I, I) soit une majorante  normale def (z) .  Alors 

il r6sulte de I A ~ [ ~  a~ que ehacun des points P ,  est situ6 sur la ligne D'  ou 

audessas. 

Donc, d'aprSs ce que nous avons dit  plus hmut, chaque point  de D est situ6 

sur D'  ou au dessus. Donc en part iculier  

(4, 2) z~ ~ -- lg a~, T~ =< a~ (v = o, . . . ,  n) 

et nous avons ddmontr6 le th6or~me 

I. 17 existe une majorante normale (2, 2) du polynbme (2, 1) telle que, si (I, I) 
est uJ~e majorante ~ormale quelco~que de (2, i), on a (2, 3). 

Nous appelons le polynSme (2, 2) la majorante newtonien~e de f (z) .  

On a 6videmment ]A0] = T o , ]An[ = Tn. 

5. I I .  Soient Zl, . . . ,  Z n  les racines du polynbme 

f ( z )  --  Anz" + .." + Ao, AoA,, @ o 

prises avec leurs multiplicitds corre~Tondantes. Alors, si (2, 2) 

newlonienne de f (z) ,  on a 

(5, i) T~ < C~ 
T. =. 

oh 

(5,~) ( I  (.~ + I .~!) = c,~" + ... + co. 
r~Z~ 

est la majorante 
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t o n  

majorante 

C. Q. F. D. 

Alexandre Ostrowski. 

normale de f(z) et (5, I) d6eoule imm6diatement 

En effet, le polyn6me (5, 2) est normal, ce qui r6sulte des in6galitds de New- 

C~ ~ C~-~C~+I. Donc le produit du polyn6me (5, 2) p a r  ]Anl= Tn est une 

du thdor~me I, 

w 2. Le d iagramme d'une s~rie de Laurent .  

6. Consid&ons maintenant plus ggn&alement t'expression 

tao 

(6, I) f(z)--- E a,.z". 

Le point reprdsentatif d'un terme a~z ~, (a~ # o) de (6, i) est 

I 
v = lg [kZl. 

De chacun des points P,  menons une demi-droite parallSle g la direction des y 

positifs et d~sig'nons par E o l'ensemble des points de ces demi-droites. Soit E* 

l'enveloppante de E0, c'est-g-dire l'ensemble des points de t ous l e s  segments de 

droite joignant les points de ag o deux g deux et des points limites de ees points. 

Soit E l'ensemble des points fronti8res de ag*. 

En projet tant  l'ensemble E, s'il n'est pus vide, sur l'axe des x on obtient 

un intervalle J qui peut se r6duire g un seul point, mais peut aussi s'&endre 

l'infini duns un ou deux sens. 

Supposons que J ne se r6duit pus g u n  seul point. ]~ chaque point de J 

correspond un point de E dont l'ordonn6e est minimum. L'ensemble de ces 

points est une ligne bris4e D convexe d'en bus que nous appelons le diagvamme 

de Newton de f(z). 

7. D est earact6ris6 par les propri6t& suivantes: 

I ~ Chaque sommet de D est situ6 duns un des P~. 

2 ~ Tous les autres P~ sont situ& sur D ou au dessus. 

3 ~ Supposons que D contient une demi-droite L issue d'un point P ,  = A. 

Alors de deux choses une: Ou bien L eontient une infinit6 de points P,;  ou 

bien, d6signant par B le dernier des points P~ sur L et par L '  la partie de L 

g partir de B, on rencontrera une infinit6 de points P~ en tournant  L' autour 

de B de l'angle s aussi petit que Yon veut. - -  (On tourne L' duns le sens posi- 

tif si L '  va g l'infini g droite; duns le sens n6gatif, si L '  v a g  l'infini 

gauche). 
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4 ~ Si D se r4duit  ?~ une droi te  L eon tenan t  au moins un  point  P , - - - -A les 

deux demi-droites de D issues de A sa t is font  chacune ?~ la condi t ion  3~ 

5 ~ ) Si D se r4duit  s une droi te  qui ne cont ient  aueun point  _P,, il existe 

mSme une suite part iel le des P ,  dont  les abscisses convergent  vers + ~c ou - -  

e t  dont  les distances de D convergen t  vers o, tandis  que pour  chaque demi-droite 

'contenu dans D et al lant  vers - - ~  ou + ~ la condit ion de 3 ~ est satisfaite.  

8. I I I .  Si  une s~rie de Taylor f (z )  (6, I) poss~de plus d'un terme ~ o (a, = o, 

< o) la condition ngcgssaire et suffisante pour qu'elle possOde un diagramme de 

Newton est que son rayon de convergence soit positifi 

Si y - ~ a x  + fl, a ~ o  est l '4quat ion d 'un  quelconque des Ddmonstration. 

cbt4s de D on a 

I I 
l g ~ a ~ + f l ;  _ _ l i m ~ e " ,  

done le r ayon  de convergence de f ( z )  est ~ e ~ et positif.  

Supposons d 'au t re  par t  que la s4rie de Tay lo r  (6, I) air un r ayon  de con- 

vergenee positif ,  e'est-?~-dire, que pour  deux constantes  posit ives c, r, convenable- 

men t  ehoisies, on air 

[ a ~ [ < e r  ~ ( ~ = o ,  I, . . . ) .  

Alors t o u s l e s  points _P, sont  situ4s au-dessus de la droi te  L 

I~--  lg c. y = x  lg r 

)~ ehaeun des points P ,  correspond un  point  de E avee l 'abseisse r, et l ' inter- 

valle J ne se r4duit  pas '~ un  seul point.  

9. IV.  L a  condition ndcessaire et sujfisante pour qu'une s~rie de Laurent  

(6, I) possddant plus d'un terme ~ o possOde un diagramme de Newton, est que pour 

un z ~ o to~s ses termes soient bombs en module dans leur ensemble. 

Ddmonstration. Si (6, I) poss~de un d iagramme de 57ewton, soit  y = a x  + fl 

la droite con tenan t  un de c6t4s du diagramme.  Alors, puisque aucun des P ,  

n 'es t  situ4 au dessous de cet te  droi te :  

I 
1.o. __> + I 1_-< 

Done les termes de (6, I) sont born4s en module pour  z =-e  ~. 
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D 'un  aut re  cbtd, 

c = e-~ telle qu 'on a 

s'il existe un z ~ o, ]z I - -  e ~ et une cons tan te  positive 

il en r6sulte l e ~],la~l ~ e-~, done 

I 

et  aucun des points P ,  n 'es t  situ6 au dessous de la droi te  y ~ ax + ft. Donc E 

con t ien t  au moins deux points  diff6rents: x ~ v, x----v' et le d iagramme de New- 

ton  existe, C . Q . F . D .  

En  par t icul ier  il existe toujours  un d iagramme de Newton  pour  une  s6rie 

de La u re n t  poss6dant plus d 'un  te rme ~ o, si cette s5rie poss~de une couronne  

de convergence.  

w 3. La majorante newtonienne, les inclinaisons num6riques et les d6viations. 

io. Si (5, i) est une s6rie normale,  tous les points  rep%senta t i f s  P ,  de ses 

termes sont  situ6s sur la ligne D. - -  

Soit  a ,  o le premier coefficient de (6, I) qui est ~ o, s'il existe. Dans  le cas 

contra i re  soit  n 0 - - -  ~ .  De m~me soit n'  l ' indice du dernier coefficient =4= o 

de (6, I), s'il existe. Darts le cas contra i re  soit n ' - - o c .  Supposons d 'abord  

que n' > %. 

Soit  x~(n' ~ v _--> %) l 'ordonn6e du poin t  de D cor respondant  s l 'abscisse ~. 

Consid6rons le segment  ( v - -  I, v} de l 'axe des x et le segment  a~ de D se pro- 

j e t an t  sur ( ~ -  I, ~}. o~ est le ~-i~me segment 616mentaire de D. La diff6rence 

x , - - x ~ - 1  est l'i~wlinaison logarithmique de a~ et  la ~-i~me incliuaison logarith- 

mique de f (z)  resp. de D - -  le tg de l 'angle ent re  a~ et  l 'axe des x. Posons  

(~o,~) T ~ = e - ~  (. '  _--> ~ >= %), ~ = o  ( ~ < . o , ~ > n ' ) ,  

(IO, 2) R ,  : e z ~ - u ' - I  - -  T , - 1  T, ( n ' ~ > n o ) ,  / L o = o ,  R . , + ~ = ~ ,  

R~+] 
(IO, 3 ) D r - -  (no < ~ < -'), D , , o  - -  D . ,  = ~ .  

R~ sera appel6e la ~-i~me inclinaison num~rique de f (z)  resp. de D, D~ est Ia ~-i~me 

d6viation de f (z)  resp. de D. (Voir fig. I). 
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~ , ,  -- ]K v 

Kv.,~ 

> X  

Fig. 1. 

I1 r6sulte du caractbre eonvexe de D que l 'on ~ ~ , + ~ -  • ~ x , -  ~-~,  donc 

(IO, 4) /L+I  > / L ,  D,  >-- I. 

Si D~ > I, v ser~ appel6 un i n d i c e  p r i n c @ a l  de D. Nous  comptons  en outre 

n 0 aux indices p r i n c i p a u x  de D, s i n  o > - -  oo, et n', s i n '  < ~ .  Les indices 

principaux corresponden~ aux sommets du di~gramme D .  D o n e  pour  un indice 

principal  v on a 

I ~ , l = T , > o .  

Si n ' = n o ,  t o u s l e s  T~ sont  o saul T,~ o =  ]a~,,ol , e t  n o est l ' indice principal.  

Si tous les a~ sont  o, on fMt chaque T~ ~ o. 

I1 r4sulte de (IO, 2) 

( ~ o ,  5) : r ~ + ~  _ ~ (~o < ~ < - + ~' < -'). 
2~ B , , + I . . .  B~+~' = = 

1 t3 - -39615 .  Aeta mathematiea. 72. I m p r i m 6  lo 2 m a r s  1940.  
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I I .  En vertu de (to, 4) l 'expression 

r 

~-oo 

est une s4rie normale telle que, si F(z)- -  . ~  t~z ~, t~ ~ o est une s6rie normale majo- 

rante de f(z),  on a t~ >_-- T,. Nous appellerons (I I, I) la majora~#e newto,ienne de 

f (z) .  Elle coincide 5videmment avec la majorante  newtonienne,  d~finie dans les 

Nos. z, 3, s i f (z )  est uu  polyn6me. 

I1 r~sulte de (Io, 4) que, si f ( z )  est une s@ie de Taylor  ne se rgduisant  pas 

's un polynome, il existe un Q tel que ~ 

T~-I  v I 

Q 

Q est done le rayon de convergence de 9~/ et, si Q' est celui de f (z ) ,  on a Q' ~ Q. 

Or, si un nombre infini de points repr~sentatifs  P~ appar t iennent  h D, on a pour 

une suite partielle des indices v~: I a~  J --  Ir~, done par  (I I, 2) 

donc  Q' ~ Q. 

Dans le cas o~ D ne contient  qu 'un nombre fiui des points P~, D contient  

une dembdroi te  
(L) y : c ~ x  + ~, x m % .  

Done pour ~ ~ % 

I 
T ~  = ( e - ~  ~ e - ~  - 

e~ R ~ ' 

T,~--I  
en posant  R : e  ". I1 eu rdsulte pour v ~ v 0 ,  R~ I'~ - - R ,  done R = r  Muis 

d 'un  autre cStd, d'apr~s la propri~t4 3 ~ du No. 7, pour une s@ie partielle des 

indices v~ les angles des rayons vecteurs correspondant  aux points reprdsentat ifs  

P,~ avec la demi-droite L convergent vers o. I1 en rdsulte 

--*lg Q, 

1 L e s  s y m b o l e s  l ,  [ s o n t  b l i r e :  . .  t e n d  e n  c r o i s s a n t  r e s p ,  d d c r o i s s a n t  v e r s . . .  
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I 

@ 

Done  dans ce cas aussi @'~ @, donc @'-~ @. 

Donc, clans le eas d'une sdrie de Taylor le rayon de convergence de ~ /  est 

dgal it celui de f ( z ) .  

I2. Supposons ma in t enan t  que f ( z )  soit une s~rie de L a u r e n t  et que D 

possSde plus d 'un  c6t6, ou bien que, si D se r6dui t  "~ une droite,  il y u au moins 

un point  repr6senta t i f  sur ce t te  droi te  qu 'on peut  supposer  8tre P0. Alors on 

voit  comme au 5[o. I I, que les deux s6ries 

ont  le m6me rayon  

les s6ries 

or oo 

v ~ 0  ~ 0  

de convergence.  E~ il en est ~videmment  de mSme pour  

�9 ~ 0  ~ 0  

Done,  dans ce cas f ( z )  possSde la re@me couronne  de convergence que 9) b.  

Si enfin D se r6duit  '~ nne droi te  

(L) y -~ av + fl 

qui ne cont ien t  uucun P , ,  la condi t ion 5 ~ du No. 7 est sat isfai te  et l 'on pour ra  
0 r 

appl iquer  aux deux s6ries ~ a~z ~, ~,  a~,z ~ les mSmes consid6rat ions que dans 

le cas pr6c6dent. Done, puisque m a i n t e n a n t  /r B (--  ~ < ~ < ~) ,  le r ayon  

de eonvergenee de la s~rie 

E a~,Z ~ 
~ 0  

est au plus 6gal ~ R et d'apr~s (I I, 2) ~ /~, done il est  6gal s R. 

le rayon  de convergence de la s6rie 

or 

~ 0  

De m~me, 
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I 
est ~gal ~ ~ .  Done dans ce cas 1~ s6rie f(z) ne peut 6tre convergente que pour 

[ z [ :  R. Sa major~nte newtonienne diverge partout. Done: 

V. La majorante newtonienne ~;~f de f(z) poss~de la m~me couronne de conver- 

gence que f(z). Si cette eouronne de convergence est q~ < l z l <  # on a 

o e, 

si la suite corre.~pondante de t ~  existe. 

Soit A ( z ) ~  ~ a~z" un >>segment>> de f(z), tel que m, n soient des indices 

prineipaux ou plus gdn6ralement, que les points r~pr6sentatifs P,~, P .  soient 

situ6s sur le diagramme de f(z). Alors il r~sulte de la construction de ~ (z) 
n 

que lu majorante newtonienne de A(z) est le segment ~ 1r~z" de ~l~f. 

Dans les consid6rations de ce p~ragraphe nous avons utilis6 pour la con- 

struction du diagramme D l e s  logarithmes naturels. I1 va sans dire que l'on 

peut aussi employer les logarithmes d~cimals et c'est ce qu'on va faire gSn~rale- 

ment dans les applications. Le diagramme D restera essentiellement le m~me 

- -  c'est la question de l'dchelle utilis6e sur l'axe des y. Lu grandeur x~ sera 

diff6rente. Mais, si l'on rempl~ce dans les formules (3, I), (IO, I) et (~o, 2) les 

puissances de e par les puissances de ~o, les hombres R,, T,, D,  resteront les 

m6mes, ainsi que les indices principaux. 

w 4. Transformations du diagramme et relations caraet~ristiques. 

13. Si l 'on multiplie f(z) par une constante a ~ o, le diagramme D subit 

un ddplacement parall~le ~ la direction n~galive de l'axe des y de longueur lg l al. 

La majorante newtonienne de f(z) se multiplie par l al.  - -  

I 
Si l'on remplace z par - ,  les points repr6sentatifs P~ sont remplac~s par 

z 

leurs sym~triques par rapport  s l'axe des y. 

(') La majorante newtonienne de f ~ s'obtien~ de 9)? s e n  y rempla~ant z par ~- 
z 

Si l'on multiplie f(z) par z m, D subit un d6plaeement parMlgle s l'axe des 

x de longueur m. La majorante newtonienne de z~f(z) est ~gal s z~g2f. 

Si, en partieu!ier, f (z)  est un polynome du degr6 exact n e t  f ( o ) r  o, on 
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obt ien t  la. suite des inelinaisons nnm6riques du d iagramme d e f l ( z ) = z n f ~ z ~  en 
~ t 

prena.nt les inverses des inclinaisons num6riques R~ du d iagramme de f(e)  et en 

les 6crivant  da.ns l 'ordre  inverse. 

14. 8i l 'on remplaee  z dans f (z)  par  etz, [a I = c ~, Ies nouveaux  points  repr6- 

sentat i fs  P ,  a.uront les cordonn6es 

(14 ,  1) (V, ]g]a~l~vG)~ 
done, on les d6duit  des points  repr6senta t i fs  de f(z)  par  la. t ra .nsformation 

(14, 2) ~ = x,  V = Y - ox ,  

par  luquelle, g6n&alement ,  la. droi te  y = m x  + A devient  ~ - -  (m --  a)~ + A. C'est  

une  affinit6 qui appar t ien t  aux d6forma.tions homog~nes 616mentaires consid6r6cs 

dans la. th6orie  de l'61asticit6, a est alors le gl issement  corresponda.nt.  

Done,  si l 'on passe de f(z) g f(az), D subit  la. t ra .nsformation (I4, 2) qui ne 

cha.nge pa.s les indices principaux.  Les inclinaisons num6riques  sont  divis6es 

par  [a I. Les d6via.tions res ten t  les m6mes. 

P o u r  a = m  la. droi te  y = m x  + A devient  pa.rall~le g l 'axe des x. Done,  

en choisissa.nt a convena.blement on peut  fa.ire que ]e segment  616menta.ire a~ de 

D devienne parall~le '2 l'a.xe des x. 

Done, en choisissant  a # o, a ~ o on peut  faire  que D pour  af(az) con- 

t i enne  l ' interv~lle ( ~ -  I, v} de l 'axe des x (vent ie r ) ,  si eet i n t e r w l l e  est con- 

t enu  da.ns la pro jec t ion  du dia.gra.mme de f(z)  sur l 'axe des x. 

La. ma jo ran te  newtonienne  de af(az) est 6videmment  6ga.le g I.I 9~j(I. I~). 

1 5 �9 

on ~ 6videmment  

( i 5 ,  I) 

Done, puisque 

(15, 2) 

o n  a :  

Soient ma in tenun t  n/z-l, ~/z deux indices pr inc ipaux eons&ut i fs  de D, 

I %  I = T, , . ,  I .n~_~ I = ~ , , . - 1 .  

-~n/z__l+ I - -  -~n / , _ l+  2 . . . .  ~ -~n/,~ 

1 1 
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( 1 5, 3) a~'~--~l --  Rn/z--n/z--1 

Et, en 6erivant que pour ~_~  < v < n~ le point  P~ est situ6 au dessus du segment  

616mentaire a~ de D, ou sur a,, 

an,u--1 n/t ' I av  = n/* ~ ~?tt--i ~ 'k' "~ T/~. 

D'au t re  part, exprimons que pour v > ~ le point  P~ est situ6 au dessus du pro- 

longement  du segment  61dmentaire a% s droite, on obtient:  

Et  d 'un  autre c6t6, en exprimant  que pour v < ~ - ~  le point  P ,  est situ6 au 

dessus du prolongement  du segment 616mentaire a% ~ gauche, on obtient  les 

m6mes indg~lit~s. Donc 

_ _  B ~ - ~ ,  a~ R ~ , _ l _ ~ ,  (v < n ~ - i ,  v > n~). 
~n~ 

On � 9  en purticulier  pour tout  v e t  tou t  tt 

(I  5 , .  ) [ ~ [ n/, n# t~7/~ C/ntr 

Les relations (15,3), (IS,4), (I5,5) sour 6videmment  ndcessaires et suffisantes 

pour que les indices n~-, ,  u~ soient deux indices principaux cons6cutifs. 

De l 'autre c5t6, on a pour les T~, n~-i  ~< v ~ n. ,  puisque les points (v, lg T~) 

sont situ6s sur une droite: 

up, - -v  ~--n~__ 1 
n - - n  __ T n~--n#__ 1 < //' < T~/,. 

Enfin, pour trois indices u', n, n"  avec n' < n < n", si les T~ correspondants  

ne dispurMssent pas, le point  (n, - - l g  T,) est situ6 au dessous ou sur le seg- 

ment  de droite jo ignan t  les points (n', - - l g  T~,) et (n", - - l g  T~,,). I1 en r6sulte 

~t t t  - - ~  7 l - - ~  ~ 

(I5, 7) T~ --> Tff  -~ '  T,~;; - " '  n' < n < n" ,  T~,T~c, =4=- o 

formule vulable pour  toute sdrie normale. 
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Nous ullons enfin dgduire quelques condit ions unulyt iques p o u r  les indices  

pr incip~ux et une ddtdrminat ion directe des incl inaisons num6riques.  _k cet 

effet ddsignons par  L + lu demi-droi te  issue du point  repr~senta t i f  P~, no < n < n', 

~llunt de gauche 's droi te  et  telle que tous les points P, ,  v > n soient  situds ou 

bien sur L + ou bien ~tu dessus et  que l 'angle ~+ form~ par  cet te  demi-droite 

uvec l 'uxe posit if  des x soit  maximum.  On u 

tg  #+  = M i n l g  ]a~] - -  lg ] an+,[ 
, r>O 

D'un  autre  c6t6 soit L ~  une demi-droite  venan t  de g~uche et  f inissant duns le 

point  P .  et relic que tous les points  P, ,  v < n soient  situ@s ou bien sur L ~  ou 

bien au dessus et que l 'angle  # _  de la di rect ion de L~- avec lu d i rec t ion de 

l 'axe posi t i f  des x soit minimum. On 

~ > 0  

Or, s i n  est un indice principal,  les direct ions de L ?  et L + sont  celles de 

deux c6t@s du diagramme de Newton,  aboutissant  "~ P~,. On u donc alors 

lg R , ~ -  tg ~ _  < lg Rn+l = tg ~+.  

Si P ,  est  situ@ s u r u n  c6t~ du d iugramme de Newton  sans @ire un sommet  de 

ce diugramme on u 4videmment  

lg Rn -~- tg ,~-  = tg #+  = lg R~+~. 

Enfin, si Pn est situ4 uu dessus du cbt~ cor respondant  du diugramme on u 

et la re la t ion pr~cddente 

rdsulte que 

est s~tisfaite si l 'on y rempl~ce [a~[ p~r T**. II en 

a) L a  condition ndcgssaire et suffisante pour que n, n o < n < n', soit un indice 

principal du diagramme est 
1 

( I5 ,8)  ~ > o  an+,l  > I 
1 
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L a  condition ndeessaire et suffisante pour [am 1 =  Tn sans que n soit un indiee 

principal  est 
1 

(I 5, 8 ~ ) ~>0 a n §  _ _  1 1.  

Maxlq2-:~l:~>0 a,~ 

S i  ( I  5, 8) OU ( I 5 ,  8 ~ est satisfaite,  on a 

(15 ,  8 ~ ) 

b) Si  l'on a 

(15, 9) 

1 1 

, I 
1 

~ o l  ~ I ~ 
�9 > o  [ a n + ~  I 

I 1 

Max ] a ' -u l~  
z > o  [ a n  

on d~terminera la racine positive Xo de l'gquation 

(I5, 9 ~ ) 

A l o r s  o n  a u r a  

( 1 5 , 9  ~ ) 

1 

~,>0 ~ I .  
1 

~ Max ~. T,, = Xo, R ,~--  Rn+~ Min~>o ~1 a,~+~, 1] ~,>o 

Si f ( z )  

cipaux et les inclinaisons num6riques successivement. 

proc6d6 de calcul sur un  exemple. 

Soit 

f ( z )  ~ 6z TM + 6oz  9 + 200z s + 600z 7 + I20OZ 6 + 

est un polynSme, il est plus simple de d6terminer les indices prin- 

Nous allons expliquer ce 

1 

( I  On a ici 1 ~ - - <  
ao \aol 

+ IOOZ 5 + 3ooz~ + I8OOZ ~ + 18ooz ~ + 6ooz + 600. 

done R I :  R~. De l 'autre e6t6 on a 6videmment  
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(~)' - /~/~, t~/~, ., lo,o/~. ~ =  ~> ~, .. 
a~ xa~. l Xa~l x a~ f 

D o n e  2 es t  le p r e m i e r  i n d i c e  p r i n c i p M  ap rbs  o e t  l ' o n  a R~ 

p a r t a n t  de  a o on  a 
1 1 

I ~ - - ~  a4 , 
a~ a 8 x a J  X a~ I 

I 
En 

done  3 es t  u n  i n d i c e  p r i n c i p a l  e t  l ' o n  a R~ = I. 

E n  p a r t a n t  de  a~ on  o b t i e n t  

~ (~/~, (~/' (a'/~. 
aa \a~l \a~l \a3I 

Do,~c R 4 = / / 5 = R 6 .  D e  l ' a u t r e  c6t~ on  a 

3 

1/; t i l  t - -  ~ a--6' \a~l \aGl \ a6 I 

D o n e  6 es t  le 4 ~me i n d i c e  p r i n c i p a l  e t  l ' o n  a / ~  = R 5 = R 6 

de  a6 on  o b t i e n t  

- - .  

a 6 2 a7 3 as I 0 (t 9 I 0 

3 

E n  p a r t a n t  

D o n e  les  i nd i ce s  7, 8, 9, I o  s o n t  des  i n d i c e s  p r i n e i p a u x  e t  l ' o n  a 

IO 
R 7 = 2, /~8--~--3, R g - -  , R,0 = I o .  

3 

I6.  VI .  Supposons que pour deux s~ries de Laurent  

(I6,  I) f ( z )  = Z " * ~ '  e ( z ) =  Z b'z* 
~ _ _ - - o 0  ~ - - - - o o  

la relation suivante soit satisfaite: 

(,6,~) 
Alors on a 

(i6, 3) 

f (z) - G(z) ~ c~.9)L; ( o < a <  ,). 

et, en ddsignant par  R*, D*; R , ,  Dr resp. les inclinaisons numdriques et les d~via- 

tions de G(z) et f ( z ) ,  

17--39615. Acta mathematlca. 72. Imprim6 le 2 mars 1940. 
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(I6, 5) (,Tq <SA<i  

auta~t que les inclinaiso~s numdriques B,  et les ddviations D.~ existe~,t pour l'i~,dice v. 

Ddmo~stration. Posons 

Z - E 

ulors il r&ul te  de (~6, 2) 

c'es~-&-dire que f (z)  est major6e par la s~rie (~ + ~ ) ~ a  qui est 6videmment nor- 

name avec ~G.  Donc 

~ b  < (i + ~) ~ .  

Soit ma in tenan t  9~ un indice princs de G (z), ~lors on a 

or, je dis que l'in6g~lit6 

(~6, 6) ]%~ __> (I - d)~,, 

est val~ble non seulement pour les indices princip~ux de G(z) rams pour chaque 

indice n. En effet, soit n un indice situd entre deux indices principaux cons~- 

cutifs n', n"  de G(z): 
t ~ ~t ~ ~t ft. 

Alors d'gpr~s (I5, 6) appliqu6e uux fir: 

donc, comme (I6, 6) es~ dgjg d&nontr~e pour les indices principaux, 

( , _  ~)~,~ < :p~"-,~' T~"--n' 
n t n vr 

et l 'on obtient (IS. 6) en uti l isant  (I5, 7). 
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De lu relation (I6, 3) Mnsi ddmontrde rdsulte lu formule 

( i -  =< + 

dont on obtient (I6, 4) et (I5, 5) par division. 

On peut tirer du th6or~me VI un gnonc6 que nous uurons s utiliser plus bus. 

Consid6rons une expression >>finie>> 

f ( z ) = Z F t r 2 r  , ~ - -  / i = ) ~ - -  I, 

Les n modules [ar[, v--~ 11, 11 + I, . . . ,  l~ peuvent 8tre consider6 comme coor- 

donn6es d'un point P de l'espace R~ s n dimensions et les nombres Tr, Rr, Dr 

correspondant ~ f(z) sont ulors des fonetions du point P. 

Alors chaque T~ est une foTwtion continue dans tous les points Po de t~,~. 
En effet, si Po est ~ l'origine de Bn, tOUSles Tr y dispuraissent. Pour un 

point P suffisamment upprochd ~ Po les ordonn6es de t ous l e s  points du diu- 

gramme de Newton correspondunt sont urbitrMrement grands et les T~ corres- 

pondunts urbitruirement petits. 

Si Po n'est pus k l'origine de R~, soient no le premier et n' le dernier indice 

pour lesquels les coordonn6es de P sont diff6rentes de o. Alors pour les indices 

avec ~o----< v ~ n' la continuit6 de T~ est une cons6quence imm6diate du th6o- 

r~me VI. Quant uux indices v < ~o ou > n', les Tr correspondant k Po sont o. 

MMs ulors pour les points P de R,~ suffisamment approch~s de Po, les Tr corres- 

pondants sont arbitrMrement petits, puisque les points correspondants du diu- 

gramme de Newton poss~dent des ordonn~es urbitrairement grundes. 

I1 en r6sulte en particulier que chaque Rr et Dr est continu duns t o u s l e s  

points de /t~ off cette expression poss~de une valeur d~termin6e. (On consid6rera 

nuturellement ~ uussi comme une valeur ddtermin6e et lu continuit6 est duns 

ce cus-ci ~ d~finir comme l~ continuit6 de l'expression inverse.) 

Pour le cus d'une expression (6, I) infinie le fMt correspondant dolt 5tre 

dnonc~ d'une fagon plus restreinte. Consid6rons une suite infinie des expressions 

f , ( z ) =  E a ~ ) z  r et l'expression f(z) = Earzr .  Soient E T ~ ) z  r, E T r z r  resp. 

les mujoruntes newtoniennes de f~(z), f(z). Supposons que pour chaque v on 

u a(~ ~) -* a r uvec # t r162 Supposons en plus que deux entiers 11, 1~, 11 < l~ pos- 

s~dent~ lu propri~t6 que pour chucune des s6ries f~(z), f(z) les points repr~sen- 
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tat ifs  aux indices l~, 1.~ soient  situ6s sur le d iagramme de la sdrie correspondante .  ~ 

I1 en r6sulte 6videmment  d'apr~s No. I2 que les ma.iorantes newtoniennes  des 
Iz 

expressions ~.~ a~t*)z" convergent  avec /z i' *r vers la ma jo ran te  newton ienne  de 

a,z*, donc, on a pour  chaque v, 1 l_-<v=<Io, a v e c # t  0r T~')-~ T.. 

I1 en r6sulte en part icul ier ,  en d6signant  resp. par  R~'), D~r 1~,, D les 

inclinaisons num6riques et les d6viations de ft, (z) et f(z) que l 'on a //(.")-~ R 

avee /, ~' ~ ,  si l~ < v--_< l~ et R,, poss~de une valeur  d6termin6e, et D~ ~) ~ D ,  si 

l~<v<lz ct D poss~de une valeur d6termin6e, e 

Le r6sul tat  d6montr6  est 6videmment  applicable s une expression 
~o 

= 

o~ les coefficients a,.(P) sont  des fonct ions  cont inues  du point  paramet ra l  t ) 

va r ian t  dans un ensemble ~)~, pour  les indices v sat isfaisant  un i fo rm4ment  en P 

~ux condit ions indiqudcs. Alors. les coefficients de la ma jo ran tc  newton ienne  

de f(z; P) et les inclinaisons num6riques et les d6viations correspondantes  sont  

fonct ions  cont inues  de P sur ~ .  

C H A P I T R E  I[ .  

~7. 

(I7, i) 

L e s  b o r n e s  d e s  r a c i n e s  d 6 p e n d a n t  d e s  i n c l i n a i s o n s  

n u m 6 r i q u e s  d u  d i a g r a m m e  d e  N e w t o n .  

w 5. P r e l u i e r  t h6o r~m e  f o n d a m e n t a l .  

VII .  P r e m i e r  th*orbme fondamentM.  Soit 
oo 

= # o 

1 I1 est  d 'a i l leurs  super t iu  de faire cet te  hypoth6se  sur  f ( z )  expl ic i t ement .  En effet, il rdsul te  
i m m d d i a t e m e n t  des condi t ions  (IS,S) et  (IS,S~ que si un indice 1 joui t  pour  une sui te  infinie des 
express ions  f t , (z)  de la p rop r i ( t d  que les po in t s  reprdsenta t i f s  d ' indice  l pour .  ces sdries sont  s i tuds 
sur  leurs  d iagrammes  cor respondants ,  il en est  de inSme pour  l ' express ion  l imi te  f (z) .  

2 On peu t  g6ndraliser  nos condi t ions  pour  v d e - l a  fapon su ivan te :  pour  I"~ ~t)~ T,, il suff i t  

qu ' i l  ex is te  deux nombres  fixes lq, k~ et  pour  chaque  tt deux  cut lers  li~e), l(~) te ls  que Yon ai t  

k~ -<_- l~[~) =<__ v ~ l!~*) ~ k2. On ob t i en t  une condi t ion  suff isante  pour  /g~!~) ~ R v en rempla~ant  ici 

l ' indgali t6 l~*) ~ r < l'J') par  l~t~)< r ~ l~ u) et  pour  D~ ~ D~ en la templar ;ant  par  l~lt)<v<l!'~). 

.Notons enfin qile l 'on a sans  aucune  condi t ion suppl6menta i re  pour  v: T,  -<_ lira T~! ~). 
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une sdrie enti~re (pouvant se rSduire ~, un poly~16me) sa~s zOro it l'origine, d rayon 

de com:ergence posit(f. Soient 

(17, I ~ ~'v, [~ , l - - - -~[~2[~ "'" 

les zdros de j ( z )  dco~s le cercle de com'ergel~ce, ra,g(!s par ordre des modules crois- 

sauts et R,. les incli~aisons ~mmdriques du diagramme de Newton de f (z) .  

A. Si f (z)  po.qs~de pour un entier p ~ I darts le eercle de convergence au 

moins p z~ros, o~ a 
1 

(~7,2) I I_->I-- 

(17,  3) i Rp! <2 si[ [<Rv. 

?- 
La eomlition ,i.cessaire et suffis.ante pour que l'on ait po~lr [~p[ < Rp: B. 

( I7 '  4) !p~l( I~ xl~ I 
= I- l~pl=2 

est, que f (z)  puisse ~}tre raise sous la forme 

P 

o,;. A r o, I~1 ~-  ~ et j )o . , ,  p .o .~ l . ' e s  0,, avee o < O~ < ' "  < ,oj, < I ,  I I ( I - Q ~ ) -  

P 

(~ z,  6) ~ (~) = 2 ~ ~ - .  I - - g  

I 
2 

La co,~ditio~ ,~dcessaire et suffisante pour que l'on ait 

1 

est, que .f(z) soit (gale h 

( I7 ,  8) f ( z )  = A ~ ir  

1 

I - - Z  
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C. l l  exisle une suite infinie de polynomes f,~ (z), m = I, 2, . . . pour  lesquels 

les expressions dans les premiers  membres des in6galitds (I7, 2), (I7, 3) convergent 
1 

p o u r  ~n  - +  r162 ~ ' e s . p .  v e r 8  I - -  - - "  
2 

I8. Avant de donner la d6monstration du th6orbme VII,  qui utilise la 

thdorie de fonctions, nous allons ddmontrer le thdor&ne suivant plus >)faible>> 

mais dont la d6monstration entre compl6tement dans le cadre de l'alg6bre 616- 

mentaire : 

VIII .  Sous les conditions du thdor~me 

n6me d 'un degr6 n ~ p :  

( I8 ,  I) 

V I I  on a, s i  f ( z )  se rddui t  ~, un  poly- 

1 

IC l> - i ,  
B~ 

( I8 ,  2) I -~ :> 2"  

08, I) est une eonsdquenee immddiate de (I8, 2), Bar, I + ~ 6rant le facteur 

maximum des p faeteurs du produit de (I8, 2), il r6sulte 6videmment de (i8, 2) que 

1 

(I  +---[~[)P>3~ 2-' i +-->1~:1= (~)P. 

Posons 
/~p ~- 

et enfermons p entre deux indices principaux cons6cutifs 

alors on aura 6videmment: 
n~-- i  <: p ~ ~ ;  

(I8, 3) R = R ,~ ,  n~, 1 - -  p - -  c~, a >  

et il r6sulte de (I5, 5 ~ ) que 

En divisant f ( z )  par une constante on peat faire le produit de droite 6gal ~ un, 

de sorte que Yon peut supposer d6s !e d6but que les relations suivantes 
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(18, 4) R'I",I ~ ~, R~-~I~-=I  = I, ~ >~ I 

sont satisfaites. 

Consid6rons maintenunt le polynbme 

P P 

P 
I1 est major6 par H ( z + [ ~ , l ) .  On a doric pour z = R = t t p  

/ ,  = 
* • 0  ' r ~ l  ~ : i  

et il suffit de ddmontrer que 

ou bien, puisque bp = Rp, que 

( I8 ,  5) 

P 
3 

~ 0  

r - i  Bv  bp 
~ l b ,  l_>_ . . . .  

2 2 
~ 0  

I9. D6veloppons maintenant le quotient f suivant les puissances de z: 

n-p  
f (z) R _  ~ z ~. 

D6signons Max [B~[ par B e t  soit q un indice pour lequel 

(I9, ,) Max ]B~I = B =  IB~I  

En eomparant les coefficients des mgmes puissances de z des deux ebtds de 

la formule 
~ t - -p  

f (~)  - h (~) ~ B ,  R - ~  ~" 

exprimons ap+q e t  av-a: 

( I 9 ,  2) gp+q = (bp B q  + bp- l  Bq+ l + ""  + bo Bp+q) .~ - (P  + q), 

(i9,  3) av--~ = (bp-~ Bo + b p - a - l  B 1 + "'" -4- b 0 B p - a ) R - ( P - " )  , 

off B~-- -o  pour t t > n - - p .  I1 r6sulte d e  (I9, 3) en vertu de (I8,4)  
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p--a p--1 

= I a~-.I R,-"_-< B Z Ib~l----< B ~  I b,,I, 

(I9, 4) B 1)--1 

Y, II,,I 
~ 0  

D'aut re  part  en ut i l isant  (18, 4) pour v = p  + q il r~sulte de (I9, 2) que 

, > I.~+ql Rp++ > I B q l l b ~ l -  Ibp-~Bq+~ + . . .  + boBp+ q 1, 

done par (I9, I) et (I9: 4) ( ,) > B  b y - -  [b, , 
~ 0  

i>= 

d'ofl (~S, 5), 

20. D~monstration de VII .  

p m l  

p--1 

Y, Ib~l 
~ 0  

C . Q . F . D .  

On peut supposer Bp-~ I pour l ' indice p e n  

question, le cas gdn6ral se ramenant  "~ celui-ci par  la t ransformat ion  z = 17pz', 

d o n t  l 'effet est de diviser par Rp routes les inclinaisons num@iques et les racines 

de f(z). Alors le c6t6 correspondant  du diagramme de Newton D de f(z) 
est parall~le "~ l 'axe des x et en divisant f(z) par une constante  on amine  ce 

cbt~ sur l 'axe des x. On peut  done supposer que le segment  ( / 9 - - I , p }  de 

l 'axe des x appar t ient  ~ D. 

Supposons que ce c6t6 de D commence en p - - a  (~>= I). Alors on a 

(20: I ) 

(20: 2) 

D~veloppons l 'expression 

(20, 3) 

Ira, l=  < I ,  o=<_~,<~, 

I .~ - . I  = I. 

I - -  

suivant  les puissances d6croissantes de z: 
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or 

(20, 4) P ( ' )  = Y~ 7 '  Oo = i. 
' v~O  

Ce ddveloppement est major6 par le d6veloppement de 

(20, 5) 
I 

~,=-0 Z ' 

suivant  les puissances d~croissantes de z. 

On peut gvidemment supposer 

puisque dans le cas contraire les in@alit6s & d6montrer  sont 6videntes. Mais 

alors nos d6veloppements de (20, 3) et (20, 5) convergent  pour z = I et l 'on a 

( 2 0 ,  6 )  

Or, l 'expression 

c ~  

I 
= p 

~=0 H ( I _ I ~ . I  ) 

f(z) F(z) 
zP 

est @idemment  holomorphe dans le cercle de convergence de f(z). Done la sdrie 

de Lauren t  du produit  f(z)  F(z) ne contient  que les puissances de z aux expo- 

sants > p: 

a~ = zp 

�9 = 0  # = 0  ~ = 0  

En comparant  ici le coefficient de zV-~ on a 

(20, 7) a 0 ap--a ~- G 1 Up--a-I-1 -~ . . . .  O, 

et, puisque ao =: I, d'apr8s (20, 2) 

ao 

(20, 8) i =  I . . - . I  < 2~ I ~ - . + ~ { ~ 1 ,  

done, puisque d'aprbs (20, I) I " ,1 - -<I :  
1 8 - - 3 9 6 1 5 .  Aeta mathematica. 72. I m p r i m 6  le 2 m a r s  1940.  



138 Alexandre Ostrowski. 

oo 

(zo, 9) ~ < F, I o~ I =< P 

H ( ~ - I C ~ l )  

P I _ ; ~  

l i ( ~ _ l ~ l ) = < _ ,  (I_IC,~I)~ < I  IC~I>_ - I -  
2 2 

e'est  g dire les re la t ions  (~7, 2), (I7, 3). 

Soit  Bp = I. 

alors de (zo, 9) 

2I.  Darts quel cas le signe = se pr6sente4-i l  dans les re la t ions (I7, 2) et (i7, 3)? 
p 

I On aura i t  Supposons d 'abord  que l 'on air ~ I  (I - -  I~, I) = ~" 
~=1 

I 
z = E l " ~ l -  , - F , t ~  

,v=O H ( I - I r  ~:o 

et  puisque l a, l ~  t~ pour  v = o, I, . . . :  

] (~1 I - -  t l ,  

I~1 + " "  + C ~ I = I ~ I  + " + IC,~I. 

Donc on aurai t  en d6signant  par  s u n  nombre  de module  I pour  Q~ > o, . . .  Qp > o: 

En divisant  f(z) par  ap-~ on fair  ap_, = I ;  il r6sulte alors de (20, 7), (20, 9) 

donc 

I --" a p - - a =  - -  Z a p - - a + ~ G v ' - -  - -  Z a p - - a + ~ , 8 ~  , I = Z ~  , 

a p - - a + ~  - -  ~--~'~ ~ ' ~  I~ 2~ . . . ,  

et le d6velopperaent  de f(z) devient  

Z - - G  
�9 ~ 0  ~ 1  ~ ~ 0 

Or, (z--~).f(z) poss~de au moins p racines. Donc, puisque c 'est  un polynbme 

dont  le degr6 est au plus p - - a  + i, a ~  I, on a a =  I e t  l 'ou obt ien t  finale- 
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meri t ,  en  r e m p l a ~ a n t  z p a r  e z e t  divisa.nt  t o u s l e s  coef f ic ien ts  p a r  ~p--1, u n e  

e x p r e s s i o n  de lu f o r m e  
p--2 zp 

(21 2) ~) (Z) = Z (/~" Z" -[- Z p - I  -]- - - - - - '  
' Z - -  I 

~ 0  

d o n t  les p r ac ines  pos i t ives  Q1 . . . .  , 0J, s a t i s f o n t  aux  r e l a t i o n s  

P I 
- -  : -  O < Q~ < I ,  x = I ,  . . . ,  p,  (2I ,  3) H (I es) 2 

et d o n t  les p - -  i p r e m i e r s  coef f ic ien ts  a~ s a t i s f o n t  aux  in6ga l i t6s  

(2I ,  4) [ a ~ [ <  I, u = o , . . . , p - - 2 .  

D o n c  on a 

(21,  5) ~p(z) = 2 

off les O~ s a t i s f o n t  ~ (2I ,  3). 

P 
I I  - 

Z - -  I 

22. N o u s  a l lons  m a i n t e n a n t  m o n t r e r  que,  c h a q u e  fois  que les n o m b r e s  

pos i t i f s  e* s a t i s f o n t  ~ (21, 3), l ' e x p r e s s i o n  (2I ,  5) p e u t  8 t re  mise  sous  la  f o r m e  

(2 I, 2), off.(2 I, 4) es t  satisfaifie.  

E n  effet,  soi t  

P 
(2 2, I) K ( Z )  = H (~ - -  Qu) = Z p -  blZP--1 .~_ b2Ep--2 . . . .  ~- ( - - I ) l ) b p .  

D ' a p r ~ s  (21, 3), la  d i f fdrence  

2 K (z) - -  z p = z p - -  2 bi z p-1 + 2 b,~ z p-2 . . . .  

s ' annu l e  p o u r  z = I, elle es t  donc  divis ib le  p a r  z -  I. 

un  p o l y n 6 m e  de la  f o r m e  
p--2 

;~p--1 + Z a,v ~/v, 
~ = 0  

off les a~ s o n t  r6els  e t  

Le  q u o t i e n t  (21, 5) e s t  

a~, = I - -  2 b  1 -~ 2 b  2 . . . .  + ( - -  I)P-V-12 bp-~-l, 

(22,  2) I - -  Ct,__. h i _  b2 + . . .  + ( _  i)  p , b p _ , _ l .  
2 
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I1 suffit donc de mont re r  que les sommes 

(22, 3) b l - -  b2 -[- . . . .  ( - -  I )  tzbt~ , /z = I ,  . . . ,  ] 9 - -  I 

sont~ comprises dans l ' intervalle (o, I). Or, on ~, d'aprbs (2I, 3) 

p 
I 

2 - -  p > I  + ~ Q ~ = I  +b~, b ~ < I .  
~ I ( I  - -  Q;t) x = l  

D'~utre part,  en appl iquant  au polyn6me 

p 

n (Z + qr) -~- bo z p + bt z I)-1 ~- b2 zP-2 -~ " ' ' ,  bo -~- I 

les in4galit6s de Newton,  on a 

b~ > b,,-ib~+~, b~+~ < b, 

b v + l  < bl  = bl  < i ,  ~] = i ,  . . . ,  . p - - i ,  
b~ - -  bo 

bx > be > ba > "'" > bp > o, 

et les sommes (22, 3) sont d'apr~s le th6or5me de Leibnitz comprises entre b 1 et 

b~--b2, donc entre o e t  I, au sens 6troit. 

Lu rela t ion 
1 

�9 vee (21, 3) que si Q I =  Q~ . . . . .  ~p et eeei est 6videmment 

Done 1~ partie B. du th4orgme V I I  est d 6 m o n t r 6 e .  

n'est  compatible 

aussi suffisant. 

Soit 

(22, 4) 
:O--2 a0 

~r 'r--O 

le d6veloppement de (i7, 9). Posons pour m -->~ I 

p--1 m 

~ ' ~ 0  ~ 0  

I1 r6sulte de (2I, 4) que le diagr~mme de Newton de fro(z) contient  le segment  

< p -  I, m + p }  de l 'axe des x. Donc on ~, pour chucun de ees polyn6mes f~(z), 
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/ ~ p ~  I. 

D ' a u t r e  part;, on a, en d6s ignan t  p~r ~ )  la z ~ des racines  de fm (z), ces raeines  

6 tant  rangdes  dans  l 'o rdre  des modules  croissants :  

~(z m) ~ Q, X = I ,  . . . ,  p .  

Done,  pour  m ~ 
1 

~;I) ( i ) ~  f i  ( [ ~ : m ) [ ) - - +  ( I -  Q)P I 
Rp  - ' - ~  0 = I - 2 ' I - -  /~p 2 

et la d6mons t ra t ion  du th6or~me V I I  est  achevde. 

23. Ajoutons ,  pour  finir ce w quelques remarques  re la t ives  aux r appor t s  des 

th6orSmes V I I ,  V I I I .  

Tou t  d ' abo rd  il est faci le  de voir  que l ' in6gal i t6  (I8, I ) e s t  moins  pr6eise que 
1 

(17, 2). Nn effet, pQ(~')=p I - -  erolt  avec p>= I et l ' on  a 

(23, I) I - < p Q(J~) < l i r a  p O(P) = l g  2.  
2 p ~  

Car, on a, en posanf  

pour  o < a G I : 
a ~ 2 ~ t ' ( a )  -= - - ( 2  ~ -  I - - g  ]g  2). 

Or, l ' express ion  entre  pa ren theses  est  le res te  du ddve loppement  de e "192. 

est  donc positive. Donc, pour  o < a <: I, 

t ' ( a ) <  o, 

i = t ( I )=< t(a) < lira t(a)=lg 2, 
2 a~o 

Elle 

2 

1 

D ' a u t r e  pa r t  l ' express ion  p I 

1 

(23, 2) lg 3 __ lira p - -  I < 
2 p~o~ 

- p(~ < lg 2 

d6crolt  avec p cro issant  et 

1 ((3/) p - - I  < I  
2 " 
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Car, en posant  pour  o < a ~ I  

( :I l l  i 
8 . . . . . . .  g - q = l g  3 

2 

on a, en ut i l i sant  l 'expression du reste du d6veloppement  t ay lor ien  de e -~  

q'2 a2 
e - -qa  aS 8' (CC) : e - q a  - I + q a - -  e - ~  

2 

pour  un 0, o < 0 < I. Done  s '(a) est positif, d'ofi (z3, 2). Done  en p~rt ieul ier  

la borne de (I7, z) est tou jours  ~ I , tandis  que celle de (18, i) reste  tou jours  
2p  

~ ,  les signes d'~ga.lit6 ~tant exclus pour  I~ > I. z p  

Quant  aux relat ions (I7, 3) et (I8, z), la seeonde est une eonsdquenee de la 

premiere.  En  effet posons pour  simplifier l '6cr i ture 

On a ~videmment  

(23, 3) 81 + S~ = 2( i  + E(hq.  z + Eete.~e~e ~ + .. .),  

off les sommes entre  parenthSses sont  les fonct ions  symStriques 616mentaires des 

dimensions z, 4, �9 �9 .. I l  en r6sulte pour  p > I, chaque q~ 5tant  positif,  que 

S 1 + S ~ > 2 ,  $ 2 >  2 - - $ 1 ,  

donc puisque d'aprbs (I7, 3), $1 < I 
2 

S ~ >  3, 
2 

ee qui est  la r61ation (I8, 2) 01~1 le s i g n e = e s t  exclu. D 'au t re  par t  on voit  

ais5ment que pour  aueun p > I la eonstante  3 dans la re la t ion  (I8, 2) ne peut  
2 

~tre am61ior& En  effet, en soumet tan t  les 19 nombres  positifs QI . . . .  , Q~ aux 

condit ions (2I, 3), on est assur6 que $ 1 =  I .  D 'au t re  part ,  en fa i sant  tendre  
2 

QI, . . . ,  Q~-I v e r s o  et Qp vers I, l 'expression de droi te  en (2 3 , 3) t end  vers g et  

S 2 vers 3-. 
2 
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w 6. Corollaires du th6orbme fondamental. Equations des degr6s 2 et 3. 

24. IX.  On a sous les hgpothOses du th~or~me VII ,  si f ( z )  se rdduit ~t un 

polynSme du degr~ exact n, pour les racines (I7, i ~ de f (z) :  

( 24 ,  I) I I ,1 ~ - < - -  "< ~,  
2 ,al 

(24, 2) _I < < 2, 

1 (;; %, i 
(24, 3) I - -  < - -  < n - - p + l  ' P ~ 2 ,  . . . ,  91~ - -  1 . 1  I_(;) 

Ddmo,~stration." Si _R 1 < B~, on a 

I .__ a 1 ~ I < 

B 1 = ] ~ 1 ] '  

R ,  = R 2 . . . . .  R ~  I < R,~, + I,  

I L l  
d o n c  -'~-' =< n. 

Si, plus g~n4~ralement 

On a 

P 

Vi i x Voici une  t ab le  des  va l eu r s  de O(P)= I -  et  ,~,~ p o u r  1 ) ~  2, . . . ,  IO" 

P 

2 

3 

4 
5 
6 

7 
8 

9 
IO 

O(P) 

0~292 893 

0~2o6 299 

0~I59 Io 4 

0~I29 449 

07xo 9 fOX 

0~o94 276 

0~082 996 

0~o74 125 

0,o66 967 

I 

o(P) 

3,414 2i 

4,847 32 

9~I65 79 

I0~6o 7 ~i 

1 2~o48 78 

I3749o 67 

I4,932 73 
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[~'1 < L' in6gal i t6  ! ~ i  I > I s 'obt ient  pour  p = I de (I 7, 2), le signe n '6 tan t  et - / ~  = n. - 2 

jamais  valable pour  un  polyn6mc. 

~ ( I ) .  De m~me, les On t ire  (24, 2) de (24, 1) en rempla?an t  f ( z ) p a r  z f z 

bornes sup6rieures de (24, 3) s 'ob t iennent  des bornes inf6rieures donndes par  le 

V I I  en  

25. Remarques  sur le thdor~me IX.  

I) La borne sup6rieure de (24, 2) peut  6tre remplae6e par  une borne sup6- 

r ieure  exacte d6pendant  de n. On peu~ 6videmment  supposer  /~n = I. Alors on 

a dans (17, I) 
a n = I ,  l a ,  l__--< I (O__~___ V . ~  n - -  1). 

Done,  d'aprgs un th6or~me de Cauehy on obt ient  une borne sup6rieure pour  

les racines de f ( z )  par  la seule racine positive /zn de l '~quation 

(25, I) X n - -  X n - 1  - -  X n - 2  . . . . .  X - - -  I ~ O .  

Done, dans les hypotheses  du thdor~lne I X  

(25, 2) I ~,~ I _< t,,~, 
-J~n - -  

On a 

et  

i+  ~ 
~ t ~ - ~  1,618 034 � 9  

2 

IF, 1>_2_. 
Ri --  #~ 

# ~ - -  1,839 286 755 �9 �9 �9 

tt~ < tt3 < tt~ < ' " ,  #n t 2 

I 
pour  n - + ~ .  En  effet l '6quat ion pour  - -  est 

[~tn 

I - - y - - y ~  . . . . .  y ~ = o ,  

eL il en r6sulte imm6dia tement  que les nombres  I d6croissent avee n croissant  
/-tn 

i y 
et convergent  vers - ,  la racine de l '6quat ion l imite I = - -  

2 i - - y  
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2) I1 r6sulte de 

pour  p => 2 

1~ monotonie  de t ( a ) =  ~_._--_2~-~ 6tablie au No. 2 3 que 

2 n pour  p == I, p ~-  ~7 ; 

Or, on a 6videmment  

Des 6valuations pr6e6dentes il suit  

Corollaire au th~or~me IX .  On a sons les hypotheses de I X  pour p = 2 , . . . ,  n - -  I 

(VS)  2 _ . 1  
( 2 5 , 3 )  2 ( ~ z - - p  + I ) >  I + ( ~ - - p +  I) > AtOp > . . . . . . .  > - - - "  

p 22) 

26. On ~ 6videmment  pour  l '6paisseur relat ive de la eouronne  eireulMre, 

d~ns laquelle vurie la racine ~ si l 'on vane  arbi t ra i remeng les a rguments  des 

coefficients du polyn6me f ( z )  en luissant les modules de a, fixes, les homes  

suivan~es : 

4 

I 
donc, puisque 4 '  2,914 � 9  (n  + 1) 2 = o , 7 2 s  5 -  �9 �9 ( n  + I)  2 > 2 n :  

X.  I1 existe pour ehaque entier pos i t i f  n u n  hombre e,,, I < en < 0,73 ()~ + 1) 2, 

ne d@endant que de n tel que si l'on varie arbitrairement les arguments des eoeffi- 

dents  d'un poly~bme queleonque du degrd n e n  laissant les modules des coefficients 

fixes, la pi~me racine de ee polynbme, les racines dtant rangdes dans l' ordre des modules 

croissants, reste dans u~e eouro~)ne eireulaire de centre ~ l'origine d'@aisseur re- 

lative e,~ < o,73 (n + 1) 2. 

Dans ee qui suit nous ddsignons put  e,~ 1~ borne infdrieure de t o u s l e s  e,~ 

du thdor&me X. 

Les bornes sup6rieures du thdorbme I X  son~ probablemen~ ~rop grandes  saul  

1~ premiere.  Celle-ei est 6videmment  a t te in te  pour  le polyn6me I + 

Quant  uu thgorgme X, lt~ borne 0,73 (n + 1) 2 pour  en est p robab lement  beau- 

coup t rop 61evge, mais on peut  mon t re r  Msgment que le hombre  en pour  n ~ 

converge vers l'infini. 

19--39615. Acta  mathematica.  72. Imprim6 le 2 mars 1940. 

--2) + i ) - = 2 , 9 1 4 2 1 3 6 . . . p ( n - - p  + i) 

pour  2 ~ 2 ) < = n - -  I. 

i _ 0 5 8 5 7 8 6 4  

p \ 2 ]  p p p 
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( Cons id&ons  g cet effet le po lyn6me s,~(z)= I + et  le po lyn6me s~(z) 

qu 'on  obt ien t  de sn(z) en y c h a n g e a n t  les signes des puissances  de z aux  expo- 

sants  de la fo rme  4 v +  I, 4 v + 2 .  Avec n - -  m la suite des po lyn6mes  s,,(z) 

converge  u n i f o r m 4 m e n t  v e r s e  ~'. L a  suite des po lyn6mes  s~* (z) est  m a j o r &  uni- 

f o r m 6 m e n t  par  e" et converge  n n i f o r m 6 m e n t  vers cos z - - s i n  z. Donc,  en d6si- 

* - .  I1 en g n a n t  pa r  Wn une rac ine  de module  m i n i m u m  de s~(z), on au ra  [w~[ -~ ev 
4 

r&u l t e  que si l 'on  varie  a r b i t r a i r e m e n t  les a r g u m e n t s  de tons  les coefficients de 

s~,(z) les racines  de module  m i n i m u m  des po lynbmes  Mnsi ob tenus  sont  situ6s 

darts une  couronne  circulaire  de cent re  g l 'o r ig ine  don t  l '6pMsseur  est  > ~ ,  

ee qui pour  n - ~  oo est  6quivalent  g 4 n ,  clone 

(26. I) l im c'2 > 4 .  
- -  ) ? ,  1 1 :  

27. I1 n ' e s t  pas  d @ o u r v u  d ' in t6r6t  de eMculer les bornes  exactes  correspon- 

dan t  aux  th~orSmes I X  et X pour  les cas des 6quat ions  quadra t iques  et cubiques. 

P o u r  les 6quat ions du degr6 2 les re la t ions  (24, I), (24, 2) et la r emarque  ajoutde 

au  No. 25 sous i) p e r m e t t e n t  d '6 tabl i r  t ou t  de suite des bornes  exactes  

(2> ~) r i  - i  < [t;J < 2, 
2 = Rl = 

(27, 2) , _ < ! ~ 1  =< ~ +~, 
2 - -  R 2 2 

Si R L =/~.2 = R, c'es&~-dire le d i a g r a m m e  de N e w t o n  se r6dui t  ~ un segmen t  

de droi te ,  on 

(27, 3) V7  - ~ < I~,J < ~  < I;=_! < ~ / s +  ! 
2 = R = = B = 2 

En effet, dans ce cas on a I~111 ~=1 = 2~= done I g,I < ,  < I ~= I et les bornes 
R = = R 

ext rgmes l f ~  . . . .  • I sont  a t t e in tes  pour  l '6quat ion z ~ /~z R ~ =  o. 
2 

L a  d6 te rmina t ion  de c2 e s t  aussi  facile. On peu t  & i d e m m e n t  se bo rne r  aux 

dquat ions de la fo rme  
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I 
( 2 7 , 4 )  ze- -2re i*Pz+ 1 = 0 ,  z + - = 2 r e i %  r > o .  

g 

Alors  on e ]C~I --< i < [ ~ [ .  I1 suffit de consid6rer  le couronne  circulaire,  dens  

laquelle varie  ~2 si l 'on  var ie  l ' a r g u m e n t  9 a rb i t r a i r ement ,  l%paisseur  re la t ive  de 

la couronne  co r re spondan te  's ~ 6 tent  le m@me. 

On a d 'epr~s  Cauehy I ~21`' - -  r I C~ ] - - I  < o, done 

(27, 5) 

et cet te  borne  est 6v idemment  a t te in te ,  pour  chaque r, en posan t  C ` ' = ( r +  1 / ~ +  I)i, 

~ �9 I1 s ' ag i t  m a i n t e n a n t  de t r ouve r  une borne  inf6r ieure  exacte  pour  [~`'[. 
2 

S i r  ~ I, ]~`'] peut  deveni r  6gel s un. En  effet, l '6quet ion 

Z` ' - -2rZ  + I = O  

e pour  0 ~ r <  I deux rec ines  complexes  de module  I. Donc  pour  r _----- 1 l '6peis-  

seur re la t ive  de la couronne  cireuleire en quest ion est r +  ] f ~  + I e t  devient  

pour  r =  I 6gel s I + ] [ 2 .  

Soit  m a i n t e n e n t  r >  I. Alors pour  l '@quation z ` ' - - 2 r z  + I = 0  on �9 

~2 = r + ] f r ` ' - -  I .  Nous  allons d6mont re r  que pour  r > I la borne  infdr ieure  de 

I C., ] e s t  r + ~ 7 -  i ,  c ' e s t a - a i r e  q u ' a u c u n  ~ a v e e  I < Is  I < I" + V ;  ~ - I ne  p e u t  

sa t is fa i re  s (27, 4). 

En  effet l ' express ion  @ + l(~  ̀ ' - I  eroi~ de I "~ r + ] / r ` ' - - I  si @ crolt  de I 

r. On peu t  donc m e t t r e  ehaque z evec I < ] z ] < r  + l ( ~ - - I  sous le  fo rme  

Alors on e 

~- = (e - l /e` '  - i )  e-" ,  
z 

III z + -  = 2 1 / @ ` ' - -  s i n " 6  t = < 2 @ < 2 r .  
z 

Not re  z ne peu t  done pas  sa t is fa i re  g l '6quet ion  (27, 4). 

L '6pa i s seur  re la t ive  de la couronne circulaire  co r r e spondan t  s not re  r > I 

est doric 
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1/ ' 
/ 

I +  I - - r ~  

< ~  + V ~ .  

Doric 

(27, 6) e~ = I d- ] f f 2 ~  2 ,4~42~  . . . .  

XI.  Sous  les hypo th&es  du thdor~me I X  o~ a p o u r  ~ = 2 (27, I), (27, 2)et,  s i  

R1 = B~ = R, (27, 3). E~fi~, o~ a p o u r  c,~ dtt thdor~me X (27, 6). Toutes  les borates 

de ces i~.dgali t& so~t  exactes .  

28. Passons main tenant  aux gquations cubiques:  

XI I .  Sous les hypotheses  du  thdorkme I X  o~z tt pour' ~z = 3 :  

(28, ,) i_ _-< {r =< 3, 
tta R1 

(28, 2) I ~ ]~9.] ~ 3, 
3 - -  R~ 

(28, 3) 3 - /~3 

o~t /t a = 1 , 8 3 9  2 8 6  7 5 5  , �9 �9 eat la r a c & e  pos i t i ve  de z 3 - -  z ~ - -  z --  I = o. T o u t s ,  les 

bornes de ces i ~ d g a l i t &  so~,t exactes.  

D~mo~st~'ation.  Les in6galit6es (28, ~) et (28, 3) r6sul tent  immddia tement  de 

(24, I), (24, z) et des remarques  faites au No. 25 sous i). I1 reste g d6montrer  

(28, 2). On peut  6videmment  supposer  _R 2 = I. Alors les bornes de (28, 2) sont  

a~ein tes  pour  les polyn6mes 

(28, 4) 

z a + ; - z + ~ =  z - -  z +  , 

I 

i - - 2 7  - - Z - -  1 = - - I  - - - Z - -  I �9 3 

Pa r  une t ransformat ion  immediate  notre  4quation eubique pent  6tre r6duite 

h forme 

(28,5) t z ~ + l - z + ~ - - o ,  [ t l < x ,  I ~ l < I ,  
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Supposons que l 'on air 

(28, 6) 

alors il r6sulLe de not re  6quat ion 

- -  tC3 = I - -  ~ -t- C~' 
i I 5 

3 9 9 

D 'au t re  par t  on a 6videmmenL 

ou, en remplagant  C, par  t~2 Ca' 

(28, 7) tC2C3 = - -  i q- 8 q- �9 

, �9 5 5 eL le module  Or, ici le module de 1 expresmon g gauche est I tCalIC21 ~ 9" 3 = 3 

de l 'expression de droi te  esL ~ I + _I + I = 5. Done  on a en divisanL (28, 5) 
3 3 3 

pour  z = Ca par  C~ 

IC_~1=3, I tC3]- -  9 i C~ Ca - - - 3 '  I - - c s  ~ - - 9 '  

Or, de la troisihme de ees relat ions il r6sulte 6videmmenL 

8 8 I 

Ca C~ 3 

eL alors de la quaLri6me re la t ion 

C', = Ca-- 3, ~ . . . .  I, 

et par  (28, 7) t = -  5 .  
27 

D o n ~  o n  a en  t o u t  cas  I C21 ----< 3 et  I C21 = 3 s e u l e m e n t  p o u r  C~ = C3 = 3, 

= - -  I, t - -  5 , c'est-g-dire p o u r l a  deuxi6me des 6quations (28, 4). Done  on a 
27 

d a n s  (28, 2) I C~ I 112 = 3  seulement  pour  les polynSmes qui s 'obtiennenL par  une  

t ransformaLion de la forme a = c~z' du second des polyngmes (28, 4). 
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La  discussion de l ' in~galitg ]-~2[~ I est ramende immddia tement  au ca sque  
3 

I 
nous venons de trai ter ,  en remplaga.nt z par �9 

Z 

Rp 

~-dire pour les expressions 

w 7. Evaluations des produits des racines. 

29. On peut a jouter  aux estimations du th6or~me V I I  pour les quotients  

- -  quelques 6valuations assez prdcises pour les produits de ces quotients,  c'est- 

(29,  1) I ~ �9 �9 �9 ~,  I T,, 
B ~ . . .  ~ ,  - -  T0 I ~ .  � 9  ~,~ I 

en employant  les nota t ions  du No. IO. Tout  d 'abord on a pour le cas d 'un 

polyn6me: 

X I I I .  On a 

polynSme f(z) :  

sous les hypothOses du th6orOme I X  pour les raeines (17, I ~ du 

oit B~ sont les inelinaisons numdriques du diagramme de Newton de (I7, I). 

La borne de (29, 2) est exacte, le signe d'ggalit~ pouvaut ~tre rdalisd pour chaque 

n e t  pour ehaque p, i < p < n. 

En effet, consid6rons le polyn6me 

I ~ 0 1 1 I  I + ~ 

qui est normal  d'apr~s le thdorgme II .  Done ee polynSme es~ une majoran te  

de la majorante  newtonienne  de f (z )  et l 'on a 

I I ( ~ )  = < Z  "< ' 

d'ofi (z9, 2). Le signe d'~gali~6 dans (29, 2) est r6alis6 en posant  pour un nombre 

positif  r: ~1 = ~ . . . . .  ~-----r, puisque alors on peut  ~videmment poser 
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(;) a p =  ( - -  I) p P r - p ,  T p  = r - p ,  T O = I .  

30. Quant  s la ddterminat ion  d 'une borne i~fdrieure de (29, I), u n  r t su l t a t  
~ J ,  p �9 t classique d Hadamard ,  6quivalent s 1 megah te  

l t ~  . . . R p - - p  + I 

vient d'gtre prteis6 par M. P t l y a  qui ddmontre au lieu de (30, I): 

/~1 �9 �9 �9 -~P < V (p @ I)P+I 
( 3 o ,  2) 1~1 ~p[ = xD p < ~ e ( p  -1- I) 

par une d tdue t ion  ex t r tmemen t  eourte et 61~gante. Cette d tmons t ra t ion  sera re- 

produite au No. 3I d'aprgs une communicat ion 6crite de M. P t lya .  Mais d 'abord 

nous allons donner  pour le cas des polyntmes  une d tmons t ra t ion  purement  

algdbrique d 'un r t su l t a t  un peut plus faible que (3 o, I), ~ savoir 

(30, 3) 1~1 " " " R P  < 2 p 4- I .  

XIV. O n  a sous les hypotheses du thtor~me I X  la relation (30, 3) pour 

1) = 1, 2 ,  . . . ,  n .  

Ddmonstration. On peut supposer a 0 =  T o -  I. I1 r t su l te  des in tgMi t t s  

(I8, I), d tmontrables  par des considerations purement  algtbriques l 'in~galit6 

I I R 1 . . .  I ~ p <  A-  I 

Done les quotients de gauche en (30, 3) poss~dent une borne universelle ne d6- 

pendant  que de p. Soit k~ la borne inf t r ieure  de routes ces bornes e'est-s 

le hombre le plus peti t  ne d tpendan t  que de p tel que l 'on air 

I B ~ . . .  / ? ; < h ;  
(30, 4) l '~,[~l. �9 �9 ~pl I r = 

Considtrons mMntenan t  l '~quation du degr6 ~ aux raeines ~, ~,  ~'~" 
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f~ (z) --  a'0 + a'~ z + ... § a'~ z '~ 

O~l + a ' , ~ -  a~ - -  2 a~.--l  c/, + l + 2 ( / , - - -2av+2  . . . .  

(30, 5) 

Ici  les 

les T, 

de la major~nte  newtonienne  de f~ (z) on 

(30, 6) T: =< (2 ~ + x) T~. 

En effet on a d'apr~s (~5, 7) T~-~T,~+~ T~, donc 

Or, le polynSme ~ (2v + I) T ~ z  ~ est normal, en ver~u de 
v=0 

Donc ce poiynSme est uussi une m~jorante  de la m~jorante  newtonienne  de f~(z) 

et l 'on a (30, 6). 

En appl iquant  (3 o, 4) "~ f l  (z), il r t su l te  

i < h,r;~ < (~p + 0 h p r ; ,  
[ ~ , . . . ~ , , i  ~ =  = 

I 
_< Y~-~ + ,) h~) T,, 

et  l 'on ~, puisqne kp est 1~ constante  1~ plus pet i te  pour  l~quelle (3 o, 4) ~ lieu: 

lip ~ V ( 2 2) -}- I ) h p ,  lip ~__ ( 212 q - i ) hp , 

hp <__ (2p + ~), c.q.F.D. 

3r. P o u r  d tmon t r e r  (30, 2), M. P t ] y a  par t  de l ' intgal i t6 suivante,  que Lan- 

dau a d tdui te  19o 5 ~ de la formule de Jensen  et r e d t m o n t r t e  1913 ~ par un autre  

rMsonnement  plus direct: 

[a%[ =< T~ + 2 T~--1 T~+I + 2 T.,-2 T,+~ + . . . .  

T~ sont des coefficients (IO, I) de la nmjorante newtonienne  de f(z) et 

et a~ aux indices < o et > n sont 6gaux s o. Pour les coefficients T: 

1 LANDAU (l) ,  pp .  5 - - 9 .  

2 LANDAU (2), pp .  ~ I I - - I I  3. 
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- l a ~ , l ~ r  2 , ,  (31, 1) Ir r - - < [ ~  ,:o 

oh r >  o n 'es t  assujet t i  qu's la condi t ion d 'e t re  plus pet i t  que le rayon  de con- 

vergence de f (z) .  On a en dvaluant  darts (31, I) les [a+] par  les coefficients 

de la majoran te  newtonienne  de f (z )  

[~,1 < [ ~ o / T , =  1~ol 
= T o R 1 . . .  R~ 

r 2p ~ ~ r r 

I ~ , . . . ~, ~1 ~ = ~ o  " 1+,: " 

Posons ici pour  un p fixe ~ 1 

r - ~ O  Rp, 0 ~ P 
p + i  

alors on a ~videmment  

I r  r ~~ --< 2;  o-- v ,  ~ ; !  ' 
~ 0  

[ . . . p--1 j R + §  1 j~p__ 1~ 2 co [ ~ p  _~p~$ 
)~, ~ l !  = ~ o~ . . . . . .  ~ _ 

~-~ | I _ (p + 1)v+l 
--< 2;  0~+-p) + 1 + Z 0~+-p>- 0~ (, - x)  p,, ' 

+~0 ) ' ~p+  1 
donc 

XV. (Th~or~me d'Hadamard:PSlya). Soft (17, 1) u , e  s~rie enti~re saus zdro 

~t l'origi~w, (17, I ~ ses racines et R ,  les inclinaisons numdriques de son diagramme 

de Newton. Alors, si pour un entier p ~= I f ( z )  poss~de au moins p z~ros dans son 

cercle de convergence, on a (30, 2). 

Sous les hypothbses du th6orSme I X  on peut  d6duire une 6valuat ion qui 

est dans la moiti6 des cas plus prdcise que (3o, 2). Considdrons en effet le 

polyn6me 

=;+t2' 
en posant  

ql 

q~:O 

20- -39615 .  Acta mathematica. 72. Impr im6  le 3 mars  1940. 
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on  a d ' ap r~s  ee que nous  a v o n s  d i t  au  No.  13 

, G 
T~,-p = I~o. 

A p p l i q u o n s  

I1 v i e n t  

(31, 2) 

(3 o, 2) au  p o l y n b m e  f *  (z) en  r e m p l a v a n t  les  T*  p a r  leurs  va leurs .  

I:~n �9 �9 �9 ~n--p+l I "~ l / ~ p  
+ I )P  +1 

T,~-~ = ~ 2~ p 

R e m p l a q o n s  iei p p a r  ~ - - p  e t  u t i l i sons  la  r e l a t i o n  

I1 v i e n t  

(31 , 3) 
To / ~ 1 "  * '  l~O | / ( 7 ~ - - ~ )  @" I)  n - p + l  

~ ; I  r  �9 �9 ~P[ - -  I Ct r ~ V (9' --- ~9) n - p  

P o s o n s  ,-, = I G I ,  ~ = i , . .  , ,  ~t. O n  p e l l t  6erire  (3 o, 2) e t  (3 I, 2) duns  la  f o r m e  

To I f  P~ 
)'1 . . . rl) ~ 

= ~ F ( p  + ,)~+:' 

D o n e  en d iv i s an t :  

(31 , 4) 

r ~ z - p + l . . .  ~'n ~ ~7-Pv~-]-] / -  
i ) p 4  -1 

= ~"n pP 

~ ' ~ . . . r p  > TOY;, pP 
~%~-p+1 �9 . .  ~"~ = TpY;~_p (p + I)p+l 

Or, s i p < n  r , . . . r p  ( r ~ / p  ' �9 = - ,  on  a g v i d e m m e n t  =< d o n e  
2 ~'~--1)+1 �9 �9 �9 rn \ ~ ' p + l ]  

1 

, = ~ -  I q- ~ffp -~ I p < - - .  (31 5) ~ \ TOT,, ] ' = 2 

Si l ' o n  a p ~ ~-~ il r6su l te  r - -  19 ==- n .  A p p l i q u o n s  a lors  (31, 5) au  p o l y n h m e  f *  (z) 
2 2 

en r e m p l a g a n t  19 p a r  ~ - - p .  Les  m o d u l e s  des r a e ine s  de f *  (z) r a n g 6 s  duns 

I I I 
l ' o r d r e  c r o i s s a n t  s0n t  , - - ,  . . . , -  done  a u x  n u m 6 r o s  ~ - - p ,  n - - p +  1 

rn rn--1 r 1 
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correspondent les 
I I 

modules - - ,  - - .  De l '~utre c5t6 on a 
~+~ rv 

T~%, T ;  Yp T._p. 
T2 T~ To I'~ 

Done il ~ient 
1 

_ + 
(3 I, 6) rp - -  i -To Tn ] I + n ---p 

n p > - .  
2 

En rassemblant  nos r6sul~ats on peut  6noncer 

Corollaire au th6or~me XV. S i  sous les co~ditions du th6orkme XV f ( z )  est un  

polyndme du degrd exac t  n on a ~ cot6 de (30, 2) l ' in~galit6 (3 I, 3) et pour  les quotie~ts  

rp+~ l'i~dgalitd (3z, 5) ou (3 ~, 6) 8u ivan t  que p < n ou p > n .  
r v 2 2 

Une relat ion analogue ~ (3I, 5) et (31,6) peut  aussi 6tre obtenue de (24, 3) 

en 6crivant cette relation pour p + i e t  p et en divisant  la premiere par la 

seeonde en combinant  les termes convenablement.  On obtient alors 

Dans cette in6galit6 le fac teur  Dv de la borne sup6rieure a la valeur 

comme on voit ais6ment en expr imant  t o u s l e s  T~ par I~ et R~. Mais le facteur  

I 
num6rique est essentiellement plus grand que le coefficient num6- 

rique eorrespondant  dans (3 I, 5) et (31, 6). Quant  s la borne inf6rieure pour 

rp+l, d6s qu'elle sera applicable on obt iendra un rdsultat  beaucoup plus prdcis 

du th6or~me XX que nous allons dgmontrer  au w IO. 
(Cont.) 


