
AUSGLEICHUNG NACH DER METHODE DER KLEINSTEN 
OUADRATE BEI GRUPPENWEISER ANORDNUNG DER 

BEOBACHTUNGEN. 
Vo~  

N. E. NORLUND 

in KOPENIfAGEN. 

I. I n  der Ausg le i chungs rechnung  begni ig t  man  sich n icht  damit ,  die wahr-  

scheinl ichsten W e r t e  der U n b e k a n n t e n  zl, z~ . . . .  zn zu bes t immen,  sondern  m a n  

sucht  zugleich auch die re la t ive  Genau igke i t  dieser  GrSssen zu finden. Of t  

is t  es ausse rdem yon  Bedeu tung ,  den mi t t l e r en  Feh le r  #F einer  F u n k t i o n  

F(zl ,  z2, . . .  zn) tier U n b e k a n n t e n  zu finden. H ie rzu  dient  ein Sys tem yon n ~ Multi-  

p l ika to ren  Qij (i, j = I, 2, . . .  n); sie sind die E lemen te  der  Matr ix ,  welche rez iprok  

zu der aus  den Koeff iz ienten  der N o r m a l g l e i c h u n g e n  gebi ldeten quadra t i s chen  

:Matrix ist. E in  Ausg le i chungsprob lem kann  als gelSst angesehen  werden,  wenn  

m a n  die dazu geh5renden  :Multiplikatoren b e s t i m m t  hat .  

n~mlieh 

Wie b e k a n n t  h a t  m a n  

O F O F  
Oz~ Ozj 

einer Beobachtung ist. 

I .  I )  

H i e r a u s  fo lg t  insbesondere ,  wo # der  mi t t l e re  Fehler  

dass der mi t t l e re  Feh le r  tt~i yon zi aus 

#~i - -  tt ~ Qii fi ir  i - -  I, 2, . . . n (I. 2) 

be s t immt  wird. Qi~ ist  also das rez iproke Gewich t  von z/, wenn das Gewich t  

einer  Beobach tung  gleich I gese tz t  wird. W e i t e r  gi l t  

Zj = Z QijPi f i i r  j = I ,  2 ,  . . .  qz ( I .  3)  
i~1 
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wo Pj, Pc, . . .  P,~ die l inken Sei ten in den  N o r m a l g l e i c h u n g e n  sind. Die nume- 

r ischen W e r t e  der  Gr6ssen  Q~j kSnnen durch  den yon Gauss  angegebenen  Algo- 

r i thmus  b e s t i m m t  werden.  Dieser  f i ihr t  a b e t  zu weitli~ufigen und  wenig  iiber- 

s icht l ichen Rechnungen ,  und  zwar  besonders  dann,  wenn  die Anzahl  der  Un- 

b e k a n n t e n  gross ist. Die  verhii l tnismiissig wenigen Fiille, wo m a n  ims t ande  ist, 

Qij explizit  als F unk t i on  der  in ein Ausg le i chungsp rob lem e ingehenden  P a r a m e t e r  

zu bes t immen ,  sind deshalb  yon In te resse ,  wenn  m a n  beur te i len  will, wie das 

Gewich t  einer  F unk t i on  der U n b e k a n u t e n  yon diesen P a r a m e t e r n  abhiingt .  

I n  einer  vor kurzem erschienenen A b h a n d l u n g  ha t  Prof .  I .  Bonsdorff  I den 

Fall  be t rach te t ,  wo zur B e s t i m m u n g  der  Differenzen zwischen n U n b e k a n n t e n  

zl, z2, �9 �9 �9 z~ n G r u p p e n  yon r gleich genauen  B e o b a c h t u n g e n  l~', 1, /i, 2 . . . .  l~. r vor- 

l iegen, die Feh le rg l e i chungen  yon der  F o r m  (::i 
l~, ~ + ;~, ~ = ki + z ~ + ~ - j  (I .  4) 

1, 2, ~ 

mi t  z,~+~ ~ z~ geben, u n d e r  ha t  die F r a g e  aufgewor fen ,  wie das Gewicht  der  

U n b e k a n n t e n  von den ganzen  Zahlen  n und  r abhiingt .  Die G r u p p e n k o n s t a n t e n  

k~ sind Or ient ie rungsgrSssen ,  die zu bes t immen  kein  I n t e r e s s e  darb ie te t ;  sie 

werden  deshalb  vor te i lhaf te rweise  el iminiert .  

I m  fo lgenden  behande ln  wir  in w 2 - -  12 den a l lgemeine ren  Fall,  w o n  Gruppen  

yon m Beobach tungen  /el,  I~,2,. . .  l~,~ vorl iegen,  die Feh le rg le i chungen  yon der  

F o r m  

li, ~ + Z~, ~ ~- k~ + as, ~ z~+,-~ 
,v=l  I ,  2 ,  ~ 

mi~ z~+~--~z~ geben.  

den, dass 

I n d e m  d i e  U n b e k a n n t e n  zl, z ~ , . . ,  z ,  so be s t immt  wer- 

i = 1  s = l  

ein Min imum wird, wollen wir  e infache  Methoden  zur B e s t i m m u n g  aller Hilfs-  

grSssen Qij angeben;  ausse rdem werden wir  zeigen, dass sich Q~'j fiir n - ~  ac 

e inem Grenzwer t  n~hert .  Die  Mul t ip l ika to ren  geni igen e iner  l inearen n ich t  

h o m o g e n e n  Dif ferenzengle ichung.  W i r  werden beweisen,  dass  keine der  Null- 

s tel len fiir die zugehSrige charak te r i s t i sche  F u n k t i o n  f ( z )  auf  dem Rande  des 

x Verhandlungen der in Kaunas abgehaltenen Io. Tagung der Baltischen Geodiitischen Kom- 
mission, S. I2o, I938. 
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Einheitskreises liegt. Diese Eigenschaft setzt uns instand, Qij durch f ( z )  aus- 

zudriicken. 

In w 13--29 behandeln wir dann ausfiihrlicher die Gleichungen (I. 4). Die 

charakteristische Funktion f ( z )  hat in diesem Fall eine Nullstelle zweiter Ord- 

nung im Punkte z = I, w~hrend alle anderen Nullstellen einfach sind und einen 

von I verschiedenen absoluten Wert  haben. Die Multiplikatoren kSnnen ent- 

weder mit Hilfe einer Kettenbruchentwicklung oder mit Hilfe einer bemerkens- 

werten Klasse yon Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten bestimmt werden. 

Auch werden wir zeigen, dass Q~ durch die LSsungen gewisser linearer homo- 

gener Differenzengleichungen mit einfachen hnfangsbedingungen ausgedriickt 

werden kann. 

K A P I T E L  I. 

I 

aus den Koeffizienten der Fehlergleichungen gebildete Matrix 

I a l l  a l~  . . .  a i r  1 

Her le i tung  der Gewichtsgleichungen.  

2. Wir betrachten die n . m  Fehlergleichungen (I. 5), die alle das Gewicht 

haben sollen. Wir nehmen an, dass m > r u n d  n > 2 r - -  2 sowie dass die 

Wir bilden nun zuerst die /~ormalgleichung fiir ki, die 

gibt. Mit t t i lfe dieser Gleichung eliminieren wir ki  aus den Fehlergleichungen 

(I. 5) und bekommen dann die reduzierten Fehlergleichungen 

li, j + ~i j ___I li 8 = a j~  . as~ Z i + , - - 1  
' ~Tt ' m 

s = l  v = l  s = l  

I 
lndem man diese Gieichungen mit a j ~ - -  2a~, multipliziert and addiert, bekom- 

m 

men wir die par~iellen Normalgleichungen. Da wir nur die rechten Seiten der 

den Rang r +  1 hat. 

nach Division m i t m  

2.  I )  

m 

- -  = - -  a s  ~ z i T v - - 1  
m " m ' 

s = l  v = l  s = l  
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Gleichungen brauchen, begniigen wir uns damit,  diese aufzuschreiben;  sie haben 

folgende Form : 

a~a~ a,~ as~ zi+lz--1 ~ = I~ 2~ . . .  Y. 
~n 

/~=1 8=1 s = l  $--1 

Wir  finden im ganzen n solche Gruppen yon r partiellen Normalgle ichungen 

entsprechend i = I, 2 . . . .  n. Zu z~ gehSrt  die I. Gleichung in der / ten  Gruppe, 

die 2. Gleichung in der ( i - - I ) t e n  Gruppe, . . .  die r te Gleichung in der 

(i -- r + I)ten Gruppe. Indem man diese r Gleichungen gliedweise addiert ,  erh~lt 

man die Normalgle ichung fiir z~., wovon die rechte Seite laute t  

CrZi "~ Cr--l(~i+l "~- 2'i--1) Ji- Cr--2(Zi+2 21- 2~/--2) "~- " ' "  -~ Cl(~ i+r- - I  @ Zi--r-bl) .  (2.  2)  

Das ganze System yon Normalgle ichungen erhiilt man dadurch,  dass man i die 

Wer~e I, 2, . . .  n gibt und sich daran erinnert ,  dass zn+_8--z_+~ ist. Hier  haben 

wir kiirzehalber gesetzt 

) = E  - -  gist, Cts,~-t-p i - ~ = O ~  I~ . . .  r - - I .  (2.3) Cr--p as, ~ as, ~ + p ~ft ' 
~,=1 s = l  s = l  e = l  

Die Gewichtsgleichungen gehen nun aus den Normalg le ichungen hervor, indem 

man deren rechte Seite gleich o oder I setzt. Aus (z. 2) folgt  daher,  dass die 

Gewichtsgleichungen folgende Form haben:  

crQi,  j q- c r - l ( Q l + l , j  + Q i - I , j )  q- c r -2 (Qi+2 , j  q- Qi -2 , j )  q - . . .  

q- c l ( Q i + r - l , j  -}- Q i - r + i , j )  -~  9]i,j (2.  4 )  

WO 

Q+,,~ = Q,~+~,j (z. 5) 
und 

[ ~  fiir i ~ j 

~i. j = ffir i = j. 

Zur Bes t immung der n" Mult ipl ikatoren @j haben wir somit n ~ lineare Gleichungen,  

die man  dadureh erhitlt, dass man  in (z. 4) den GrSssen i und j die Wer t e  

I, 2, . . .  n gibt. Alle diese Gleichungen kSnnen zu den beiden Gleichungen 

(2.4) und (z. 5) zusammengefasst  werden. Abet (z. 4) ist eine lineare nicht  homo- 

gene Differenzengleichung, und  die Bes t immung der Mul t ip l ikatoren ist deshalb 

darauf  reduziert,  eine periodische LSsung der Differenzengleichung mi t  der Periode 
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n zu finden. Wir  werden zur LSsung dieser Differenzengleichung eine sehr ein- 

fache Methode angeben, aber zuvor wollen wir elnen fiir das folgende nfitzlichen 

Hilfsatz herleiten. 

Die eharakteristisehe Gleiehung. 

3. Unsere Differenzengleichung ist yon der Ordnung 2 ( r -  I). 
Koeffizienten bilden wir ein Polynom f ( z )  vom Grade 2 (r -- I): 

Aus ihren 

f(~) ~-~+~) z r _  1 - - Z C s ( ~ r - - s  -~- + Cr. (3" I)  

Wir nennen f ( z )  die charakteristische Funktion, und die Gleichung 

f(~) = o 

wird als chamkteristische Gleichung bezeichnet. Diese ist offenbar eine reziproke 

Gleichung. Wir wollen beweisen, dass keine der Wurzeln der charakteristlschen 

Gleichung auf dem Einheitskreis liegt. Setzen wir 

~S = as1 x r - 1  "~ t~s2 x r - 3  "~- t~s3X ~'-5 -~ "'" "-}- a s r X  - ( r - l )  

~s = a s l X  - ( r - l )  "~- a s 2 x  - ( r - 3 )  -~- a s 3 X  - ( r - 5 )  -~- " ' '  + a s r X  r -1  

dann ist 

- ~  = .:,~ + Y a~,~.~,~§ ~ + x-~) 

r--2 

+ Z a s " g l s ' ' §  + x - 4 )  + " ' "  + as ' las 'r(x2r--2 + x - - 2 r §  

qv~l 

Aus dieser Beziehung in Verbindung mit (2.3) folgt 

. f ( x  '~1 __ ~_~ a~fl~ I 
~_~ - ~ E ~ s Z ~  (3.2) 

s = l  8=1 8=1 

Die rechte Seite kann mit Hilfe der Identi t~t  1 

s ~ l  s : l  8 ~1 s = l  p = l  

( 3 . 3 )  

umgeformt werden. 

1 RAGNAR FRISCtt: Sur les semi- invar ian ts  e t  m o m e n t s  employ6s  darts l '6 tude  des dis t r ibu-  
t ions  s ta t i s t iques ,  Skr i f ter  u tg i t t  av Det  Norske Videnskaps -Akademi  i Oslo, Hist . -Fi los.  Klasse  
1926, No. 3, S. 26. 
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Setzen wir x = e iw, wo w reell ist, und nehmen wir an, dass die Koeffizien- 

ten as, in den Fehlerg le ichungen  reell  sind, so sind as und fls konjug ie r te  kom- 

plexe Zahlen,  und  wir  e rha l ten  

i ~ 
2 m e - - 2 ( , ' - - l ) i ~ , f ( e 2 i ~ )  =_  las--a l 

S : I  p : l  

Diese Summe yon Quadra ten  kann  n icht  Null  werden;  denn hierzu w~re erfor- 

derlich, dass as einen yon s unabhgngigen  kons tan ten  W e r t  C h~tte, das heisst,  

dass zwischen den Zahlen as, l ineare Beziehungen y o n  der Form 

a s l e  i w ( r - 1 )  q -  a s 2 e  t w ( r - 3 )  q -  . . .  q -  a s r e  - i w ( r - 1 )  ~ C 8 - =  I ,  2 ,  . . .  m 

bestgnden.  Hieraus  wiirde aber  folgen, dass der Ran g  fiir die Mat r ix  (2. I) ~ r 

wgre, was im Wide r sp ruch  zu unserer  Vorausse tzung steht .  Folgl ich befr iedig t  

die cha rak te r i s t i sche  Funk t i on  die Ungle ichung 

f ( z )  :> o (3.4) 
2,r---1 

auf dem Rande  des Einheitskreises.  

4. Die De te rminan te  J der Gewichtsg le ichungen kann  durch die charak- 

terist ische Funk t ion  ausgedri ickt  werden.  Man ha t  

, J =  

r  Or--1  C r - - 2  �9 �9 �9 C 1 0 0 . . . C 1 C 2 C 3 . . . Or - -1  

Cr- -1  Cr C r - - 1 .  . . C 2 C 1 0 . . .  0 C 1 C 2 . . .  C l ~ 2  

Cr - -2  C r - - 1  Cr . . . C 3 C 2 C 1 . . . 0 0 C 1 . . . Or- -3  

Cr--1  C ~ 2  C r - - 3 . . .  0 0 0 . . .  C 2 C 3 Ca . , .  Or 

(4. I) 

Alle Elemente  in der  t I aup td i agona le  sind cr, und  jede Zeile geht  aus der dar- 

i ibers tehenden durch  zyklische Verschiebung der E lemente  hervor.  Mult ipl iz ier t  

ma n  diese Dete rminante ,  die yon der Ordnung  n ist, mi t  der D e t e r m i n a n t e  

D =  

I 81 81 . . .  8 t 

2 ?l--1 
I 8 2 8 2 . . .  8~ 

2 n - - 1  
I 8 n  8 n  �9 �9 �9 8 n 

(4. 
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wo 81, 8.2 . . . .  Sn die Wurze ln  der Gleichung 

X n ~  I 

sind, so finder man 

Hieraus  folgt  

Da  aber  

ist, ha t  man  

~ / D =  

.f(el) e l f (E l ) . ,  e~--lf(81) 

f(e2) 8, J (~ ) .  8'~--1f(8.2) 
8r- -1  ~ ; - -1  8 ; - -1  

f(Sn) 8nf(8.) 8~--lf(',,) 
8r- -1  r--1 8 , - -1  

~ 8n  n 

J = f ( 8 , ) f ( ~ , ) . . ,  f(Sn) 
81 8 2 . . . 8n) r-1 

< 8, . . .  ~,, = ( -  I) ~-~ 

LJ r = ( - - I  ) ( r - - l ) ( , , - - l ) f ( 8 , ) f ( 8 , a ) . . .  f (8 , , ) .  

289 

(4.3) 

(4.4) 

Da  wir nun bewiesen haben,  dass die charakter is t i sche Funk t ion  auf  dem Ein- 

hei tskreise n icht  verschwinden kann, sieht man, dass J fiir  alle W er t e  yon n yon 

o verschieden ist. Die Gewichtsg le ichungen haben deshalb due und nur  eine 

LSsung, und es gibt  nur  eine LSsung der Dif ferenzengle ichung (2.4), die periodisch 

mi t  der Per iode  n ist. Da  J auch die D e t e r m i n a n t e  der Normalg le ichungen  

ist, folgt  hieraus ausserdem, dass diese Gle iehungen  eine e indeut ig  bes t immte  

LSsung & haben. 

Li isung de r  D i f f e r enzeng l e i ehung .  

5. Wi r  wollen nun  die Mul t ip l ikatoren Qi, j best immen.  W i r  setzen 

P(Qi) ~ Cr Qi q- Cr- i (Qi+l  -q- Qi-1) Jr - . . .  q- Cl (Qi+r-1  q- Q i - r + l ) .  

Die Gle ichungen (2.4) kSnnen dann so geschr ieben werden:  

P(Q;~) = v;~ (i, j - -  ~, 2 , . . .  , )  

Es seien wie oben e~ (v = I, 2 , . . .  n) die n ten  Einhei tswurzeln .  Man ha t  

r--lq-i--j (C r + + e71) + "'" + el (8 r--1 + 8~--'r+1)): ~-Jf(B~). p ( , ,  ) = 8 r - ' + ' - j  Cr--1(8~ . ,  

37--39615, Acta mathematica. 72. Imprim6 lo 26 juin 1940. 

(5. i)  
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Wir  wollen zeigen, dass 
n ~ r - - l - ~ i - - j  

Dieser Ausdruek kann hie sinnlos werden, weil der ~ e n n e r  f(s~) nach dem, was wir 

eben gesehen haben, nicht  verschwinden kann.  Der Ausdruck (5.2) stellt eine 

periodische Funk t ion  yon i mi t  der Periode ,n dar, weil ~ =  I. Se~zg man (5.2) 

in (5. I) ein, so bekommt man 

P(Qii) = I_ 
/)  (~r-- l+i--j) 

. /(,~) 
q~=-I 

n 
I . . 

= ;~ ~ '  ~-~  = v...  

Der Ausdruck (5.2) befr iedigt  also die Differenzengleichung. 

(5.2) so geschrieben werden: 

Setz~ man 

Ausfiihrl icher kann 

Cr Jr Or--1 (~v -~- 8~-1)  _[_ . . .  _~_ e l  ( ~ r - - 1  _[_ ~ - r + l )  

und ersetzt v durch n -  v, so erh~tlt mun durch gliedweise Addi t ion  der beiden 

dadurch gefundenen Gleichungen 

.-~ co~ - j )  
I ~ ( 5 . 3 )  

~=0 Cr ~- 2 Cr--l  COS ~ -~- 2 Cr--2 COS ~-  " ' "  "~ 2 C 1 COS 
Tt n ~ 

Die n ~ GrSssen Qij sind nicht  alle verschieden. Aus dem letzten husdruck  geht  

hervor, dass Qij eine symmetrische Funkt ion  der beiden Variablen i und  j ist, 

die nur  yon der Differenz i - - j  abh~ngt,  so dass Qi+j,j yon j unabhiingig ist; 

ausserdem ist es eine gerade Funk t ion  von i. Es geniig~ folglich, einen einzigen 

W e r t  yon j ,  z. B. j = I, zu betrachten,  und man hut  

Q i + I ,  1 = Q n - - i + l , 1 .  

S~mtliche Mult ipl ikatoren Qi: sind ~lso gleich einem der folgenden 

Q1,1 Q~.I Qa, 1 . . .  Qn+I 
1 

2 ' 
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wenn n ungerade  ist, und gleich einem der fo lgenden:  

wenn n gerade ist. 

Aus (5.2) folgt  

weft 

Q1,1 Q2,1 Q3 ,1 . . .  Qn+l,1 
2 

I 

E Q~j =f(I) (5.4) 
i = 1  

I + g~ + ~ + " ' "  + t?  t - 1  = O 

wenn ~ eine yon I verschiedene ~te Einhei tswurzel  ist. 

Setzt  man in (5.3) J = i ,  so bekommt  man fiir das reziproke Gewieht  Qi~ 

yon zi 

i i ( 5 . 5 )  

�9 = 0  Cr -~- 2 Cr--1 COS - -  -~- ' " �9 -~" 2 C 1 COS 

Wie man erwar ten  musste, ist  diese GrSsse positiv, was aus der Ungle ichung  

(3.4) hervorgeht .  Sie ist  unabh~ngig  yon i, so dass alle z~ dasselbe Gewicht  

haben und  

Lasseu wir n - ~  oo gehen,  dann  konverg ie r t  Q;~. geffen einen endl ichen Grenzwert .  

Aus (5.3) bekommt  man n~mlieh 

1 

lim Q,j : f cos 2 (i - j )  z x  dx (5.6) 
n~oc Cr 2t- 2 Or--1 c o s  2 z x - ~ -  2 Or--2 c o s 4 z x - ~ -  " ' '  "~- 2 c  1 c o s  2 ( r - - I )  7 / : x  

0 

Dieses In tegra l  is~ konvergent ,  weil der Nenner  im I n t e g r a n d e n  im In te rva l l  

o _--< x ~ I infolge (3.4) n icht  Null  werden kann.  

6. Der  soeben gefundene  Ausdruck (5.3) ist  zur Be reehnung  der GrSssen 

Qij gu t  geeignet .  :Man kann  jedoch einwenden,  dass man  hierbei  Gebrauch  

yon i r ra t ionalen Gr5ssen macht ,  um eine ra t ionale  F u n k t i o n  der  Koeff iz ienten 

c 1, c~., . . . cr in der charakter i s t i schen  Gleichung zu finden. W i r  wollen deshalb 

andere  Ausdriicke fiir Qij herlei ten,  die explizi t  die Mul t ip l ikatoren in ra t iona le r  

F o r m  geben. Aus den n ~ l inearen  Gleichungen,  die man  dadurch  erh~lt,  dass 

man  i n ( 2 . 4 )  i und j die W e r t e  I, 2, . . .  n gibt, finder man  Qij als ein Verh~iltnis 

zwischen zwei Dete rminan ten .  Diese sind aber  yon so hoher  Ordnnng,  dass sie 
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unbequem zu benutzen sind. Es liegt nahe, dass man die Ordnung zu reduzieren 

versucht, und zwar mit Hilfe eines Systems partikuliirer LSsungen der zur 

Differenzengleichung (2.4) geh5renden homogenen Gleiehung mit passend ge- 

wis Anfangsbedingnngen, die eine bequeme Berechnung dieser GrSssen 

erlauben. 

Die Gleichung (4.4) zeigt, dass z/ bis auf das Vorzeichen die Resultante yon 

f(z) und zn--i ist. Die Resu[tante kann aber auch in der bekannten Sylvesterschen 

Determinantenform geschrieben werden: 

n Zeilen 

2 r -- 2 Zeilen 

C 1 C,  2 C a �9 , . C r  �9 �9 �9 C 2  C 1 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 

0 C 1 C 2 . �9 �9 ( ~ r - - 1  �9 �9 �9 C 3 C,~ C I 0 . . . 0 0 0 . . . 0 

0 0 C 1 �9 �9 �9 O r - 2  �9 �9 �9 C 4 e 3 C 2 C 1 . . . 0 0 0 . . . 0 

0 0 0 . . . 0 . , . 0 0 0 0 . . . C 1 C 2 C 3 . �9 �9 C 1 

- - I  O O . . .  O . . .  O O O O . . .  O I O . . . O  

O - - I  O . . .  O . . .  O O O O . . .  O O I . . .  O 

0 0 0 . . .  0 . . . ~ I  0 0 0 . . ,  0 0 0 . , .  I 

(6 

Diese Determinante der Ordnung n + 2 r - -  2 ist g l e i ch f (~ ) f ( , . z ) . . ,  f(,~). Wenn 

man zur i ten Spalte die (n + i ) t e  Spalte addiert ( i =  I, 2 , . . .  2 r - - 2 ) ,  so ent- 

steht eine Determinan~e, in welcher alle Elemente in den 2 r - - 2  letzten Zeilen 

0 sind, ausser dem Element in der Hauptdiagonale, das I i s t .  Wir kSnnen 

deshalb die 2 r - - 2  letzten Zeilen und Spalten streichen und erhalten dadurch 

eine Determinante der Ordnung n, die sich yon d nur durch die Reihenfolge 

der Zeilen und Spalten unterscheidet. Wir  k5nnen aber die obige Determinante 

auch auf folgende Weise reduzieren. Es seien A~) ( i = o ,  I, 2, . .. 2 r--3) Zahlen, 

die der Differenzengleichung 
r - - 1  

Cr A~ ) + Z Or-s,lA (i),+s + A(i)~s) = o (6.2) 
s=l 

und den Anfangsbedingungen 

A~) = ,2,~ v , i = o ,  1,2 . . . .  2 r - - 3  (6.3) 
geniigen. 

Im folgenden wollen wir Cl # o annehmen. Unsere Bedingungen bestimmen 

dann A~') eindeutig fiir a l lev.  In  der Determinante (6. I) multiplizieren wir nun 

die vte Spalte mit A~'~ ), wo v die Werte I, 2 , . . .  n + 2 r - -  2 annimmt; danaeh 
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addieren wir zur i t en  Spalte alle anderen Spa!ten. Diese Addi t ion  wird 2 r - - 2  

mal ausgeffihrt ,  indem wir i der  Reihe nach die W e r t e  I, 2, . . 2 r - -  2 geben. 

I n  der dadurch  en t s tehenden  De te rminan te  sind in den 2 r - - 2  ers ten Spal ten  

alle E lemente  Null, ausser  denjenigen,  die in den 2 r - - 2  le tz ten Zeilen stehen. 

Diese De te rminan te  ist deshalb gleich der aus den l e tz tgenannten  E lementen  

gebi ldeten De te rminan te  yon der Ordnung  2 r - - 2  multiplizier~ mi t  deren  alge- 

braischem Komplement ,  das eine De te rminan te  der  Ordnung  n ist, wor in  a!le 

Elemente  fiber der Haup td iagona le  Null  sind, wiihrend die E lemente  in der 

Haup td iagona le  alle ci sind. Die l e tz tgenannte  De te rminan te  ist  deshalb gleich 

c':, und wir finden die Gleichung 

]A(n 0 ) -  I A ~  ) . . .  A(n2 r - 3 )  [ 

A (~ A (1) ~ I A (2r -3 )  
f(*l)  f(*_9) . . .  f ( e n ) =  c? n+l n+l ' " " n+l . (6. 4) 

Da die l inke Seite infolge (3.4) yon Null  verschieden ist, muss die De te rminan te  

auf  der rech ten  Seite ebenfalls yon Null  verschieden sein. Es sei nun  p eine 

ganze Zahl im In te rva l l  - -  (r - -  2) _--<p _--< n + r - - , 2 .  W i r  wollen zeigen, dass 

A(n~ I A(ni) . . .  A(n 2 r -4 )  A(,? r -3 )  

A(O) (1) _ . A ( 2 r - 4 )  A(2r-3)  n+l A n +  1 I . . n+l n+l 

(0) A(1) . . A ( 2  r -~)  . - -  I A (2r-3) A n + 2 r - 4  n+2r--~t * n~-2r--a n+2r--4: 

A (~ A ( ' )  A(2  r-- 4) A (2 r -  ~) I p+r--2 p+r--2 ' ' " p+r--2 p+r--2 
q~+~... = (6. 5) 

c~ IAlO)_ I AI:) . . .  A(:r-3) 

A ~ A (1) - -  I /[(2r--3) n+l n+l . . . . .  n+l 

[ A ( ~  3 A(n 1!^ ~ �9 A ( 2 r y - 3 ) ~ l  

W e n n  p ausserhalb des genann ten  Interval ls  liegt, wird Qp+j,j durch  die 

Periodizi t~ttsbedingung (2. 5) best immt.  W e n n  also z. B. 2~ dem In te rva l l  

- -  (r - -  2) - -  ~ ~ p ~ r - -  2 angehSrt ,  ist auf  der rechten  Seite in (6. 5) P durch  p + n 

zu ersetzen. W i r  bekommen somit  zwei verschiedene Ausdrficke ffir Qp +j,j, sofern 

- - ( r - 2 )  ~ p  ~ r - 2 ,  aber  die Differenz zwischen diesen Ausdrficken ist e in  
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Bruch yon der Form (6. 5), wo im Z~hler die Elemenie  der  letzten Zeile zu er- 

setzen sind dureh beziehungsweise 

(0) _ A(0) A(~) _ A(1) A(2r-3) _ A(2r-3) 
A n + p + r - 2  p + r - 2 ~  n + p T r - 2  p T r - 2 ~  " " �9 n + p + r ~ 2  p + r - - 2 "  

Die Dete rminante  im Zi~hler enthiilt  dann zwei gleiche Zeilen und ist folglich Null. 

In  Qp+J,i geben wir nun  p die Werte  i - - j ,  i - - j  +_+ I , . . .  i - - j  +_ ( r - - I )  

und setzen die aus (6.5) hergeleiteten Ausdriicke in die Differenzengleichung (2.4) 

ein. Die linke Seite dieser Gleichung kann  dann zu einem Bruch yon der Form 

(6.5) zusammengezogen werden, mi t  dem Unterschied,  dass in der Ziihlerdeter- 

minante  fiir i ~ j  alle Eiemente  der letzten Zeile dutch  Nut l  zu ersetzen sind, 

well die Zahlen AT~ die Differenzengleichung (6.2) befriedigen. W e n n  dagegen 

i ~ j ,  so sind die Elemente der letzten Zeile zu ersetzen durch beziehungsweise 

(1) _ A(1) ~ ( A { 2 r - - 3 )  _ _  A(2r--3) /~(o) _ n(o)__~),  cj (A2~_ 3 ,,+2~-v, " Clx'-2r--3 --n+2r--3/ C l  [ x ' ~ 2 r _  3 X l n +  2 �9 . 

wie man dadurch einsieht, dass man (6.5) fiir den einen W e r t p : r - - I  benutzt ,  

und fiir die iibrigen in Bet racht  kommenden Werte  p durch iv + n ersetzt. Abet  

diese Elemente  sind beziehungsweise gleich 

- -  c, A~~ - -  e~ A (~) - -  c~ A(2 ~-4) (A (2 ~-~) - -  I). 
' ~ + 2 r - - 3 ~  . . . . .  n + 2 r - - 3  ~ - -  (~1 ~ n + 2 r - - 3  

Die Determinante  im Z~hler ist somit gleich der Dete rminante  im Nenner  

multipliziert  m i t -  cl, und  wir finden deshalb, dass die linke Seite yon (2.4) 

gleich I i s t .  Dami~ ist bewiesen, dass der Ausdruck (6.5) die Beziehungen (2.4) 

und (2.5) befriedigt,  und  da wir oben gesehen haben,  dass diese Gleichungen 

nur  elne LSsung haben, muss die rechte Seite yon (6. 5) in dem angegebenen 

Interval l  Qp+j,j darstellen. 

Aus (6.2) und  (6. 3) folgt, dass man  zur Bes t immung der Elemente in der 

letzten Spa]re der Dete rminanten  in (6. 5) folgende Gleichungen hat :  

C 1 A  ( 2 r - 3 )  + C 2 ~ O 
- ~ 2  r - - 2  

c I A (2r-s) A(2r--3) + C a = O (6. 6) 
2 r - - 1  -{- C 2 X X 2 r - - 2  

cIA~ 2r-3) + c2A (2r-:*) + ~ A (2r-a) + c4 ~-- o 
~ - 2  r - - 1  ~ 3  2 r - - 2  

�9 . . . . . . . .  , . . . . . . . .  

woraus man  leicht der Reihe nach alle Zahlen A~ r-3) best immen kann,  da c 1 

infolge Voraussetzung von Null  verschieden ist. Die Elemente in den iibrigen 

Spalten befriedigen i~hnliche Systeme yon Rekursionsformeln.  Es ist aber leichter, 
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H i l f e  de r  Zah len  A~. 2~-3) zu b e r e c h n e n .  A u s  den  A n f a n g s b e d i n g u n g e n  sie m i t  

(6.3) f o l g t  nEml i ch :  

el A~ ~-3-~)  = c, A (~*-3) + c2 A~:~7~ + . . .  + c~+~ A (~*-a) (6.7) 
n + t  - -  n 

- - '  A {2~-~) (6 .8)  Cl A(i)n = - -  el A('2 r--3)n--i--1 - -  e 2  A ( 2 n - ~ r - 3 }  " '  - -  C i q - 1  - - n - - 1  

ff ir  i = o, I, 2 , . . .  r - -  I, w o r a u s  i n s b e s o n d e r e  f i i r  i = o h e r v o r g e h t  

AlO} = - -  ( 6  9) 
~ ' l - - 1  " 

Aus  de r  Def in i t i on  yon A~P)fo lg t  unmi~te lbar ,  dass  d iese  Z a h l e n  K o e f f i z i e n t e n  

in der  R e i h e n e n t w i c k l u n g  

C~ __ ~o A(O} 

f ( z )  ~ z ~ (6. IO) 
�9 = 2  r - - 2  

sind,  die k o n v e r g i e r t ,  wenn  I z[  g r 5 s s e r  is t  als de r  a b s o l u t e  W e r t  de r  a b s o l u t  

g rSs s t en  W u r z e l  f i ir  die  c h a r a k t e r i s t i s c h e  G l e i c h u n g .  

7. W i r  

le i ten.  U m  

~p(z) u n d  q~(z) v o m  G r a d e  m u n d  n: 

~p (z) = Co z m + el z ' n - 1  + e2 z "~-  2 + . . .  + & ,  Co ~ o 

~P ( 2') = t) 0 2 '  n -~  b 1 ; ~ n - 1  + b~ 2 f l ' t -  2 "-]- " ' "  "-J- b n  , b 0 ~ o . 

Fii r  ih re  R e s u l t a n t e  R,e, ~ h a t  m a n  den  b e k a n n t e n  D e t e r m i n a n t e n a u s d r u c k  

Cm Cm--1 Cm--2 �9 �9 �9 C 1 C O 0 . , . 0 0 0 

0 Cm Cm--1 �9 �9 �9 C 2 C 1 C O . . . 0 0 0 

n Zei len  
0 0 Cm �9 �9 �9 C 3 C~ C~ . . . 0 0 0 

0 0 0 . . . . . . . . . . .  C~ C I C o 

bn bn-1  bn-:~ . . . . . . . . . .  o o o 

0 bn bn-1  . . . . . . . . . .  0 o 0 

o o bn . . . . . . . . . .  o o o m Zei len  

o o o bn bn-1 b~-2 b~ bl b0 

Die Resultante zweier Polynome. 

wol len  e inen  a n d e r e n  n o c h  e i n f a c h e r e n  A u s d r u c k  f f i r Q p + j , j  her-  

i hn  zu e rha l t en ,  b e t r a c h t e n  wir  zue r s t  zwei wi l lk i i r l iche  P o l y n o m e  

(7. ') 
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W i r  nehmen zun~ichst an, 

wachsenden Potenzen you z: 

dass c~ ~ o, und entwickeln den Bruch ~:~p nach 

q~ (z) __ ~ 0~ z ~. (7.2) 

Diese Reihe ist konvergent ,  wenn I z] kleiner ist als der absolute W e r t  der 

absolut kleinsten Wurzel  yon ~p(z)= o. Die Koeffizienten By befriedigen die 

Differenzengleichung: 

craBs,  -I- c m - l  B~ , -1  "+ . ."  .-F e o B ~ , - m  ~ bn--~ (7.3) 

und die Anfangsbedingungen  

0 - - - 1  = O - - 2  . . . . .  B - m  = O. 

Fiir v > n sol1 b ~ - ,  Null sein. 

Die Determinante  (7. I) kann auf  folgende Weise  reduziert  werden. Von 

der (n + I)ten Zeile subtrahieren wir die I., 2., . . .  nte Zeile multipliziert  

beziehungsweise mit  O0, O1, . . .  B n - x .  Dadurch werden die n ersten Elemente  

in der (n + I)ten Zeile Null. In  der ersten Spalte sind dann alle Elemente  Null, 

ausser dem ersten, das gleich cm ist. Wir  kSnnen dann  die Ordnung  dadurch 

reduzieren, dass wir die x. Zeile und I. Spalte streichen und  die Dete rminante  

mit  cm multiplizieren. Auf  die so ents tandene Dete rminante  wird dieselbe Opera- 

t ion angewendet :  man  subtrahier t  also yon der (n + I)ten Zeile die I., 2 . , . . .  

( n - - I ) t e  Zeile, beziehungsweise mit  00, 01 . . . .  0 , - -2  multipliziert ,  wonaeh die 

Ordnung dadurch reduziert  wird, dass man die I. Zeile und  I. Spalte streicht  und  

mit  c~ multipliziert.  Diese Operat ion wird q mal  ausgefiihrt ,  wo q die kleinste 

der Zahlen n und m i s t .  Die rechte Seite yon (7. i) wird dadurch reduziert  auf  

c,q, multipliziert  mit  einer Determinante ,  die yon der Ordnung m i s t ,  wenn n ~ m .  

Wenn  aber n > m, so ist diese Determinante  yon der Ordnung  n, und sie kann  

sofort  auf  eine Dete rminante  der Ordnung m reduziert  werden, indem man die 

I. Zeile und I. Spalte ( n - - m )  real streicht. Die dadurch ents tandene Determinante  

ist gleich dem Produkt  d e r  beiden folgenden Determinanten :  

] B n  B n - 1  B . - 2 .  �9 �9 B . - m + l  

B n  + l B,~ B n - 1  �9 �9 �9 B , ~ -  m + 2 

B,~+,~-~ B ~ ' + m -  ~ " " . ' . . ' B , i  " " 

Om 0 0 . . .  0 1 - II 
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Im letzten Fak to r  sind alle Elemente  fiber der  Haup td iagona le  :Null, u n d e r  ist 

deshalb gleich c~. Die Gleichung (7. I) kann  also reduzier t  werden auf  

B n  B n - 1  Bn--a . . .  B n - m + l  [ 

I 
,,~+,~ B,~+l B,~ B,~- i  . . .  B,~-,,,+~ 

RV~, ~p -~ C m 

Bn+~l-1 Bn+m-2  . . .  Bn 

(7.4) 

Man kSnnte  auch yon der Vorausse tzung fiber cm absehen und  den Bruch  

~:~p nach fa[lenden Po tenzen  yon z entwickeln:  

~ ( z ) _ _  z,~_ ~ ~ C~ 
~p(z) ~,  z~" (7.5) 

~ 0  

Diese Reihe ist konvergent ,  

absolut  grSssten 

Gleichungen 

wenn [z[ grSsser ist als der absolute W e r t  der  

Wurzel  von ~p(z)~ o. Die Koeff iz ienten  Cv werden aus den 

Co Co = bo 

eo C~ + e~ Co = b~ 

Co C~ + c~ C~ + e~ Co = b~ 

bestimmt,  die zusammengefass t  werden kSnnen zu der e inen Gleichung 

Co C,, + e~ C~-~ + c,~ C~-2 + . . '  + cm (L-m ---- b~ v = o, I, 2, . . .  (7.6) 

mit  den Anfangsbed ingungen  

C-1 = C-2 . . . . .  C - ~  = o (7.7) 

und mi t  der Vorausse tzung b~ : o ffir v > ~,. 

I n  der De te rminan te  (7. I) wollen wir nun  von der (n + re)ten Zeile die nte, 

( n - - i ) t e ,  .-.. I. Zeile multiplizier~ beziehungsweise mi t  Co, C 1 , . . .  C,~-1, subtra- 

hieren.  Dadurch  werden die n le tz ten  Elemente  in der (n + re)ten Zeile alle 

Null. In  der le tz ten Spalte  sind dann  alle E lemente  Nul l  ausser dem, das in 

der n ten  Zeile s teht  und gleich c o ist. W i r  kSnnen dann  die Ordnung  dadurch  

reduzieren,  dass wir die nte Zeile und die (n + m)te Spalte s t re iehen und die 

De te rminan te  mi t  c o multiplizieren.  Auf  die so en t s tandene  De te rminan te  wird  

dieselbe Operat ion angewendet ;  yon der (n + m -  2)ten Zeile subt rah ier t  man  die 

38--39615. Acta mathematica. 72. Imprlm6 le 26 juin 1940. 
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( n - - I ) t e ,  ( n - - 2 ) t e , . . .  I. Zeile, mult ipl izier t  beziehungsweise mi t  ,Co, C a , . , .  

C~-2, wonach die Ordnung  dadurch  reduzier t  wird, dass man  die ( n - -  I)te Zeile 

und die (n + m -  1)re Spalte s t re ich t  und  mi~ Co mul~ipliziert. So setzt  man  

fort ,  bis wir eine De t e rminan t e  der Ordnung  m bekommen.  Diese ist gleich 

dem P r o d u k t  der beiden fo lgenden  De t e rm in an t en  

G G-~ C.-: . .. G-,~+I 
G+~ G G-~ .. .  G-m+~ 

C n + m - 1  C n + m - 2  . . . . .  , �9 (-/Vn 

e o C 1 02 . . .  Cm--1 

O C O e l . . .  Cm--2 

0 0 C O . . .  Cm--3 

o o O . . . c o 

In  der le tz ten  De t e rminan t e  sind alle E lemente  un te r  der Haup td iagona le  Null ;  

sie ist  deshalb gleich co m, und die Gle ichung (7. I) reduz ier t  sich also auf  1 

I G, G-1 G-~ . . .  G-,~+~ ] 

/G.,p = c~ +" G+~ G G-~ .. .  G-,,+~ . (7.8) 

G+m-~ G+,~-~ . . . . . . . .  G 

Diese De te rminan te  ist yon der Ordnung  m. W e n n  e,, = o, kann  man die Ordnung  

auf m --  I reduzieren,  und wenn cm = c~-i  - = . . .  - -  cm-p+l = o, wEhrend cm-; ~ o, 

finder man  bei Anwendung  yon (7.6), dass 

/G, ,p - e~ +"-; b~ [ 

G G,-1 ...  G-re+v+1 [ 

G+~ G .. .  (A-,,+p+~ I" 

G+,,-~-I . . . . . . .  G ] 
| 

Man kann die vorhergehende  Schlussweise auch umkehren  und die Gle ichung 

(7.8) dadurch  beweisen, dass man  alas P ro d u k t  der beiden fo lgenden Determi-  

nan ten  yon tier Ordnung  n + m bildet  

1 Ff i r  d e n  F a l l  n < m s i e h e  E .  ~ETTO, V o r l e s u n g e n  f iber  A l g e b r a ,  L e i p z i g  t 896 ,  Bd,  I ,  S. 

I 6 6 - - I 6 7 .  D i e s e  V o r a u s s e t z u n g  i s t  j e d o c h  i m  f o ] g e n d e n  n i c h t  e r f i i l l t .  
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0 I 

0 0 I . . . 0  0 0 . . . 0  

�9 �9 o �9 . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

0 0 0 ... I 0 0 ... 0 

Co C~ Ca... C,,-~ C, C,,+~ . . .  6~+m-~ 

o Co C , . . .  C,,-~ C,,_~ C,, . . .  C,,+~-~ 

0 0 0 . . .  6] , - -m C, . . . . .  +1 C n - m + 2 . .  �9 Cn  

Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate�9 

o . . . o  0 o . . , 0  c O 0 0 . . . o  o 

o . . .  o o o . . . o c 1 o o o . . . 0 o 

c a e a e o . . .  0 o 

2 9 9  

�9 . �9 O 

�9 �9 �9 0 

�9 �9 �9 O 

Cm Cm--1 Cm--2 . . . C O 0 . . .  O 

0 Cm Cm--1 �9 �9 �9 C t C 0 . . . .  0 

O O O O O . . . c  o 

Diese P roduk tde t e rminan t e  un tersche ide t  sich yon der rech ten  Seite in (7. I) nur  

dadurch,  dass die Zahlen bo, bl, ba, . . .  und  Co, c j, % , . . .  in u m g e k e h r t e r  Reihen- 

folge geschr ieben sind, und  man besti i t igt  leicht, dass sie gleich dieser Deter-  

minan te  mul t ipl iz ier t  mi t  ( - -  I) ~ und damit  gleich R w , ,  p ist. 

Andere  D e t e r m i n a n t e n a u s d r i i c k e  ffir (~. 

8. Setzen wir nun m = 2 ( r - -  I) und 

~fl(z) = f ( z )  qD(z) = z n - -  I 

so nehmen  die Gleichungen (7.4) und (7-8) beide die Form 

I I  f ( e ~ ) =  c: + 2 ' - '  

C .  C ~ - 1 . . .  C,~-2.+a 

C,,+~ C~ � 9  C~-~,.+4 

C , + ~ , . _ ,  . . .  C ,  

an, wo die Zahlen C~ ftir r > - - ( r - -  I) die Dif ferenzengle ichung 

r--1 (O fiir v ~ n --  r + I 
Cr C~, -}- Z C r - - s ( C ~ + s  27 C v - s )  = { 

s=l ( - - I  fiir v = n - - r  + I 

mit den Anfangsbed ingungen  

= I, 2 ,  . . .  2(;'-- I )  

I 
C o ~ - -  

c l  

( 8 .  I )  

( 8 .  2 )  

(s. 3) 
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befr iedigen.  Diese Dif ferenzengle ichung gibt  uns ein einfaehes N i t t e l  zur Be- 

rechnung  der  Zahlen C~, die auch aus der dami~ iiquivalenten Gle ichung 

~o 
I - -  Z n 

v ~ 0  

best immt werden kSnnen. 

Aus der Ungle iehung  (3.4) folgg, 

Seige in (8. I) yon Null  versehieden ist. 

e inen Brueh yon der Fo rm 

(8.4) 

dass die De te rminan te  auf der rech ten  

Die GrSssen @+j,~ kSnnen dann  durch  

(JYn (~n--1 * * ,  (JYn - -  2 r-t- 3 

Cn+2r-4 ( J , l - b 2 r - - 5  . . .  C ~  1 

Cp+r-2 Cp+r--3 . . ,  r 
Q ~ + ~ , j -  (8 .5)  

Cl C n  C n - 1  . . .  ( J ~ - - 2  r + 3  

C,~+~ (/,~ . . .  e , , _ ~ + ~  

C,~+2,.-~ 6;,~+2,.-~ . . .  C,~ 

dargestell~ werden, falls - -  (r - -  2) _--< p < n --  (r - -  2). Da  Q die Per iode  n hat,  

ist dami~ Q fiir alle ganzzahl igen W e r t e  yon p festgelegt .  Die Richt igke i t  der 

le tz ten Gleichung besti i t igt  sich leicht  dadurch,  dass man  die rechte  Seite in 

(2.4) eintr~igt und  ganz wie in w 6 weiterschliesst.  

Bei der He r l e i t ung  der Ausdriicke (6. 5) und  (8.5) fiir Qp+j,j haben wit  n u r  

benutzt ,  dass die charakter is t i sche Gleichung vom Grade  2 r - - 2  ist und  dass 

keine ihrer  Wurze ln  auf  dem Rande  des Einhei tskre ises  liegt. Es l iegt  nahe,  

daraus Vortei l  zu ziehen, dass diese Gle ichung  eine reziproke Gle ichung ist, und  

diese Tatsache  zu benutzen,  um die Ordnung  fiir die betreffenden Determinan-  

ten durch passende W a h l  der Anfangsbed ingungen  welter  zu reduzieren.  Es sei 

B(, ') (i = o, I, . . . r - -  2) eine gerade Funk t ion  der ganzen Zahl ~, welche die Dif- 

fe renzengle ichung 
r---1 

(B ~i~ + BZ~)  = o ( s  6) cr B ?  + 2 ]  cr-~, ~+~ 

und die Anfangsbed ingungen  

B~'I--W,~ ~, i = o ,  i , z , . . . r - z  (8.7) 
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befr iedigt ,  mi t  der  Ausnahme,  dass B~ ~ gleich 2 sein soll. Dass ein solches 

System yon L5sungen  vorhanden  ist, geht  daraus hervor,  dass die Gleichungen,  

die fiir v > o die GrSsse B~ ) als Funk t l o n  der  Anfangswer te  bes t immen,  mit  den 

Gleichungen i ibereinst immen,  die B('~ bes t immen.  Aus (8.6) erhiilt man  speziell 

ffir v = o 
B ~ i ) _ l  = _ O r - r  

O l  

B~ ') ist also fes tgelegt  fiir 2 r  - -  2 au fe inander fo lgende  Wer te ,  niimlich fiir v = o, 

+ I, + 2 ,  . . .  _+ ( r - - 2 ) ,  r - -  I u n d  dami t  fiir alle W e r t e  yon v. Fiir die GrSs- 

sen Qp+J,i ha t  man  nun  fo lgenden Ausdruck  

B(:)T1 - -  B~t~ B(1)+I - -  / ~ L  1 . . . .  B ~ ' +  -2) - -  n(r---2)'/~.--1 

7)(0) - B(1)  _ /~(1) . R ( r - - 2 )  __  R ( r - - 2 )  
B(,~ - -  x)n-:  .+2 n--2 "" --n+2 --n--2 

n + r - - ' 2  B n - - r + 2  n + r - - 2  n - - r + 2  + - -  - -  ~- 

I -Bl~ p "~ B(p 0) B(~ILp -~- -B(p 1) . . .  Bn_p(r-2)  .~  /~(pr--2) 

/~<0) - -  R ( " )  B(I> _ _  B ( l n ) l  . . .  B ( r + ~ )  _ _  ~l~(r--2) (8 .  8 )  
Q 

P + J ' J  - - -  - -  C1 " U n + l  ~ n - - 1  n + l  n-t- ~ n - - 1  

BI~)+2 - -  B(n~ :n]~(l)d- 2 - -  B ~ L 2  . . . .  B ~ : g  ) _ ~t:~(r-2)n_2 

B(O) _ -  B ~ ~  ] 3  (1) __  B <1) BlrTr2)  1 - - -  B ( r - - 2 )  n T r - - - I  n + r - - 1  n - - r + l  " " " t - -  n - - r + l  

wofern - - ( r - - 2 ) ~ p ~ n + r - - 2 .  Da  Q eine periodisehe Funk t ion  v o n p  mi~ 

der Per iode  n ist, ist Q dami t  fiir alle ganzzahl igen W e r t e  von p festgelegt .  

W e n n  z .B.  - -  n - -  ( r - -  2) _--<p =< r - -  2, so sind die E lemente  der  le tz ten Zeile im 

Z~hler zu ersetzen (lurch beziehungsweise 

B (~ + B~>, - - (1)  + B~), B (r-2) + B~ -2) 
n + p  ~ n •  " " " n + p  " 

Wir  bekommen also zwei verschiedene Ausdriicke fiir Qp+j,j, wenn - ( r - 2 ) - < _  

p ~ r - 2 ,  abet  die Differenz zwischen diesen Ausdri icken ist ein Bruch  yon 

der F o rm (8.8), wo im Zfihler die Elemente  der le tz ten Zeile zu ersetzen sind 

durch  beziehungsweise 

]:~(nO)+p __ B(nO) p, BI~)  p _ B~)__p, B(r=2) __ Bn_p(r-2) 
�9 " " ~/tp 

Der  Z~hler ist dann  eine Dete rminan te ,  die en tweder  zwei gleiche Zeilen ha t  

oder  zwei Zeilen, deren Elemente  gleich gross sind mi t  en tgegengese tz ten  Vor- 
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zeiehen, oder eine Zeile, worin alle Elemente Null  sind. Wir  werden spi~ter 

zeigen, dass der Nenner yon Null  verschieden ist .  

Die Gleichung (8.8) geht unmifltelbar aus der Definition yon B~) dadurch 

hervor, dass die rechte Seite in (2, 4) eingetragen und wie in w 6 geschlossen 

wird. 

Betrachten wir ferner ein anderes System yon LSsungen /)~) ( i - -  I, 2 , . . .  

r - -  I) der Differenzengleichung 

r - -1  

C r  D ~  i) + Z c,._st[Vi~,+s -J- D~.Ls  ) = 0 ( 8 .  9 )  

s = l  

die durch die Anfangsbedingungen 

D~) - -  -Z%~ v , i = I , 2 , . . . r - - I  

Setzen wir v = o in (8.9), so erh~lt man definiert sind. 

(8. io) 

erD(~ ")- -  O /== I, 2, . . .  r - -  I. (8. II) 

Piir c, haben wir infolge (2.3) und (3.3) den Ausdruek 

C r  Z ~ 61: ~ I 7~ I (CQ, - -  ap, ~,)2. 
�9 ~'t - -  2 ~Z 

Diese Summe yon Quadraten kann nieht versehwinden, und Cr is~ deshMb immer 

positiv. Aus der Gleiehung (8. I I) folgg deshMb, dass D~) Null  ist. 

Da  die eharakteristisehe Gleiehung eine reziproke Gleiehung ist, folgt  aus 

den Anfangsbedingungen,  dass D~ i) eine ungerade Funktion yon v ist. Fiir die 

GrSssen Qp+j.j finde~ man dann leieht folgenden Ausdruek 

D ( 1 )  _ _ / ] ( 1 )  __ 2 ~T)(2) _ ~T)(2) D(r -2 )  _ .D{r-211 ) Dlr~__:) _ ~)(~Z:) 
n + l  ~ J n - - 1  n + l  ~--1 " " " n + l  n - -  ~- 

D(1) _ D(1) ])(2) _ / ) ( 2 )  _ 2 D(r -~)  _ D ( , - ~ )  ~)(r--l) _ D ( r - ~ )  
n + 2  n- -2  n + 2  n--2  " " * ~ ~-z n - - .  n + 2  n ~  

. . . .  �9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  o , o , o 

D}~! r 2-D~) 2 D (2) - D  (2) D("-2) - D  (r-2) - 2  O~'-(]) 2 - O ( ~  ~ ~- - -  - - . •  n + r - - 2  n - - r k 2  " " " n + r - - 2  ~ n - - r + 2  + - -  - -  + 

] ~ L p  "j- D(p  1) / ) ( 2 )  .q_ / ) ( 2 )  . . .  Dn__p(r-2) .+ / ) ~ . - 2 )  /)(r--1)n__p - } - / ) ~ r . 1 )  

(8. i2) 
O1 [ D~)q_l  - -  D ~ ) _ I -  p_, D (2) - - D (  2 ) T ) ( r - 1 )  - -  ~ ) ~  t ) n + l  n- -1  . . . .  n + l  - -  

I 
I ~T) (1) - -  ~T)(1) /)(2) - - / ) ( 2 )  _ _  2 D ( r - l )  - -  D ( r - J  ) 
I 7 1 + 2  n - - 2  n + 2  ~ - - 2  . . . . .  n + 2  n - - ~  

�9 i . . . . . .  . . . . .  �9 �9 �9 . . . . . . . . . . . . . .  * . . . . .  

D ( 1 )  _ D ( 1 )  / ) ( 2 )  - _ / ) ( 2 )  . D  ( r - l )  - - 3 ~ ) ( r - l )  - -  o 
| n + r - - 1  ~ n - - r + l  ~ n + r - - 1  ~ n - - r + l  " " " n + r - - 1  n - - r & l  
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wofern  - -  ( r - -  2) _<p_--< n + r - -  2. Dies wird dadurch  bewiesen, dass man die  

rechte  Seite in (2.4) eintrggL und  wie in w 6 schliesst. 

9. Zwischen den Funkt ionen  A,, B, ,  C~ und D~ bestehen verschiedene ein- 

fache Relat ionen.  Be t r ach ten  wir die De te rminan te ,  gebildet  aus den W e r t e n  der 

Funk t ionen  A ~ ) ( i = 0 ,  I . . . .  2 r - - 3 )  in 2 r - - 2  aufe inander fo lgenden  P u n k t e n  

. . .  

A (2,.-a) z~r = A(O)*+I A ~ ; 1  " ' " * + 1  ( 9 '  I )  

A(O) A(1) A(2r-a) 
�9 + 2 r - - 3  * + 2 r - - 3  " " " v + 2 r - - 3  

Ersetz t  man  hier  v dureh  v + I und benutz t  die Dif ferenzengle iehung (6: 2), so 

sieh~ man, dass J ( v  + I ) ~ z / ( v ) .  Die D e t e rm in an t e  (9. I) hat  also einen yon 

der  ganzen Zahl  v unabhi~ngigen kons tan ten  Wer t .  Setzt  man  v = o, so werden 

alle Elemente  in der  Haup td iagona le  I und alle anderen  Elemente  Null. Die 

De te rminan te  ist also gleich I, und die F u n k t i o n en  A(f ( i =  o, I , . . .  2 r - - 3 )  

bilden daher  ein Fundamen ta l sys t em yon LSsungen.  Jede  L5sung yon (6.2) ist 

deshalb yon der F o r m  
2 r - - 3  

y, (9, :) 
i ~ 0  

wo ko, kl, k~ . . . .  unabhi ingig yon v sind. Es bezeichne # eine willkiirliehe ganze 

Zahl  und s eine der Zahlen o, I, 2 , . . .  2 r - -  3. Da A~)+, eine LSsung der Dif- 

fe renzengle ichung (6.2) ist, so ha t  sie die Form (9.2). Setz t  man  v = i, so fin- 

det  man k~ = A ('1 woraus folgt, dass # + i ~  

2 r - - 3  

A (~1 - -  "~', A ( ' )  A(") (9.3) #+~,  z ~  # + i  ~, " 

L--O 

Da die charakter is t i sche Gleichung reziprok ist, so ist A ~ ,  ebenfalls eine L5sung  

der Dif ferenzengle ichung (6. 2) und deshalb yon der  Form (9.2). Bes t immt  man 

in diesem Fal l  ki, indem man v = i setzt, so finder man 

2r--a (9.4) 

i ~ 0  
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Se tz t  m a n  # ~ 2 r - - 3 ,  so erhi~lt m a n  h i e r aus  

A(s) : A(~2~-3-~) 
2 r - - 3 - - ~  

was  m a n  a u c h  in der  F o r m  sch re iben  k a n n  

(9. 5) 

A (r- l+s)  - ~  A ( r -2 - s )  8 ~  o ,  I ,  r - - 2 .  
r - - 1  + ~, r - - 2 - - v  " " " 

V e r g l e i c h t  m a n  diese G l e i c h u n g  mi t  (6.9), so s ieh t  man ,  dass  ~-l+,A(~ eine unge-  

f a d e  F u n k t i o n  yon  v ist. 

D a  wei te r  D (~) eine L S s u n g  der  D i f f e r e n z e n g l e i c h u n g  ist, so sieh~ m a n  au f  
t~+~ 

dieselbe Weise ,  dass  
2 r - - 3  

= Z D(.> (9 6) /~+~ / z T i  " 
i = 0  

Ersetz~ m a n  v d u r c h  v - - ~ t  u n d  setz~ m a n  ~ g le ich  - - ( r - - I )  oder  - - ( r - - 2 ) ,  so 

e rh~l t  m a n  h i e r a u s  fiir  s =  I, 2 , . . .  r - - I  

n ~  ~) --~ j ( r - l + s )  __ A ( r - l - s )  
r--l+, (9.7) 

= A ( r - 2 + s )  __ A(r-~ 
r - - 2 + ~  - - 2 + ~  

u n d  speziel l  D~ -1) = -  A(~ ~ . A u f  e n t s p r e c h e n d e  A r t  beweis t  man ,  dass  fi ir  

s = o ,  I , . .  r - - 2  gil~ 

B~,) = A(r_l+s) + A ( r _ i _ _ s ) _  Cr--s A(0) 
r - - l + ~  r - - l + v  r - - lH-*  

cl (9. S) 

A ( r - 2 + s )  + A ( r - i f - s )  _ c"--S A(2r--.~ ) 
r - - 2 + ~  r - -~  ~- �9 ~ r---2 +,,, " 

C 1 

W a s  die GrSssen  6~ betr i f f t ,  so erh~l t  m a n  aus den  A n f a n g s b e d i n g u n g e n  

oder  a u c h  d u t c h  Ve rg l e i ch  yon  (6. Io) u n d  (8.4) 

el C~ = -  A(~ 2 ~_2 ~ > v >-- o 

C 1 C ,  = -  A ( : ) 2 r _ 2  .~  A ( ~  2 r - - 2 "  ~ ~ -  ? '  

IO. N e h m e n  wir  an,  dass die W u r z e l n  as in der  c h a r a k t e r i s t i s c h e n  G l e i c h u n g  

e in fach  u n d  y o n  Nu l l  ve r sch ieden  s in& W i r  denken  uns  die W u r z e l n  so nume-  

r ier t ,  dass 

[as[ < I, w e n n  s < r .  (IO. I) 
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D a n n  h a t  m a n  

f ( , )  - e, (~ - ,~)(~ - , ~ ) . . .  ( ,  - ,~,.-.,) 

= C 1 (~* - -  a l ) . . .  (Z - -  " r - - I ) ( Z  - -  a l - 1 )  . . . (Z - -  a r - l l ) .  

B e t r a c h t e n  wir  die r a t i ona l e  F u n k t i o n  

gq  

f ( ~ )  (~,, - i )  

wo q eine g a n z e  n i c h t  n e g a t i v o  Zahl  _--< n + 2 r - - 4  is~. Diese  F u n k t i o n  h a t  

e in fache  P o l e  in den  P u n k t c n  as und  in den  n t e n  E inhe i t swurze ln .  Das  Resi-  

d u u m  im u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t  ist  Nul l .  Dr i i cken  wi r  aus, dass  die S u m m e  

der  R e s i d u e n  Nul l  ist, so erhitl t  m a n  

n 8 q + l  

~-~ f '  (a , ) (a"  I ) + - - -  o .  - . ~  l f ( ~ )  

Mit  Hi l fe  dieser  G l e i e h u n g  k a n n  m a n  die E i n h e i t s w u r z e l n  aus  dem A u s d r u e k  

fi ir  Qp+j,j  el iminieren.  Se tz t  m a n  q = r - 2  + p ,  so erhi~lt m a n  aus (5.2) 

2 r--2 ars--2+p 

Q p + J , 5 = -  ~.] , w e n n  - ( r - - z ) ~ p < n + r - e .  
,=1 f (a,)(ay - -  I) = 

D a  Q die P e r i o d e  n ha t ,  f o lg t  h i e raus  wieder  

( I O .  2 )  

D a  die cha rak t e r i s t i s che  G l e i c h u n g  eine r ez ip roke  G l e i c h u n g  v o m  G r a d e  z r - - e  

ist, so gi l t  

a~-2 _ aT(~-2) (IO. 3) 
f '  ( . , )  f '  ( .71) 

3 9 - - 3 9 6 1 5 .  Aeta mathematica. 72. I m p r i m 6  le 27 j u i n  1940. 

2 r--2 r--2+p+n 
a s Q , , §  y ,  , s=x f ( a , ) ( a ~ ' - - I )  w e n n  - -  (r - -  e) - -  n =< p =< r - -  2 . 

I n  dem g e m e i n s a m e n  I n t e r v a l l  - -  (r - 2) __< p __< r - -  2 isb die Di f fe renz  zwischen  

d iesen  be iden  Ausd r i i cken  fi ir  Q: 

2 r--2 r--2+p 
E as 
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und (IO. 2) kann deshalb reduzier t  werden auf  

r - - 1  r - - 2  

- - ( r - - 2 ) _ ~ - - p = ~ n + r - - 2 .  ( I0 .4)  

&us diesem Ausdruck geh t  hervor,  dass Qp+j,j sich n ich t  i~ndert, wenn man p 

durch  n - - p  ersetzt. W e i t e r  sieht  man, dass Qp+j,j gegen einen endl ichen Grenz- 

wert  konvergier t ,  wenn n - *  ~ .  Aus (lo. I) und  (lO. 4) folgt  unmit te lbar ,  dass 

r--1 a~ p [+r--2 

limn~| QP+J'J ~ ~ '  f '  (as) (to. 5) 
8 = 1  

11. Da a~ eine LSsung der  Differenzengleichung (6.2) ist, so ist diese 

LSsung yon der Form (9.2). Setzt  man  v = i,  so erh~lt  man  k ~ =  a~, woraus 

folgt,  dass fiir alle ganzzahl igen v gi l t  

2 r - - 3  

as = Z a~A!i) 8 = I, 2 , . . .  2 Y - -  2 .  ( I I .  I) 
i ~ O  

Mit  Hi l fe  dieser Gle ichung kann  man  die W u rze ln  a~ auf der rechten  Seite yon 

(IO. 2) leicht  el iminieren,  und man finder dann den Ausdruck  (6.5) wieder, den 

wir oben hergele i te t  ha t ten ,  ohne vorauszusetzen, dass die Wurze ln  der  charak- 

ter is t ischen Gleichung einfach sind. W e i t e r  finder man  

- - =[ 
A (~ --  x A (1) A (2r-a) [ 

~t ' n " " " n 

A(o) A(1) - - ~  A(2r-a) [ 
- - n + l  - ~ n + l  . . . .  n + t  [ 

I . . . . . . .  , . . . . . .  

A(o) A(1) A(2 r-a) __ ~ ] 
- ~ n + 2 r - - 3  ~ - n + 2 r - - 3  " " " n + 2 r - - 3  ~ [  

was sofor t  zu ersehen ist, wenn man beide Sei ten mi t  der De te rminan te  der 

Wurze ln  a~ multipliziert .  Fi ir  x = 1 reduzier t  sich diese Gleichung auf  (5.4). 

ffeder Wurzel  a~ en tspr ich t  eine Wurze l  a~ -i, so dass man  auch ha t  

2 / ' - - 3  

W e n n  man diese Beziehung gliedweise zu (11.1) addier t  oder  davon sub t rah ie r t  

und (9.7) und (9.8) benutzt ,  erh~Llt man  fiir s = 1, 2 , . . .  r - -  I 
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;,'--2 

a: + a~ -~ = B~ ~ + ~,  (a~ + a~-0 B(, i) , (I I. 3) 
i = 1  

r - -1  

a~ --  a~ -* = ~ ( a ~ -  a~ -~) D~ ") . (II .  4) 
i = 1  

Mit t t i l fe  jeder dieser Gleichungen kann man die Wurzeln  as im Ausdruck 

(IO.4) fiir Qp+j,j eliminieren, der als ein Verh~ltnis zwischen zwei Dete rmiaan ten  

geschrieben werden kann 

iI 
Q p + j , j  ~ ~ _ _  

C l  

a - - 1  ~ a Z 2  ' r --2 a~- (r - -2) ,  a p  + a n - - P ]  

a s  ~ s ~ a s  - -  " " " a s  - -  a n -  I I 
'~ a - - 2  r--1 a - - r  + l 

l a s - -  a s  1, a ~ - -  s , �9 �9 �9 a s  - -  

wo s die Werte  I, 2 , . .  , ,  r - -  I annimmt.  Entwickel t  man n~mlich die Deter- 

minante  im Z~hler nach den Elementen der letzten Spalte, so reduziert~ sich 

diese Gleiehung auf  (Io. 4). W e n n  man in ( I I . 5 ) i m  Ziihler und Nenner  mi t  
r - -1  

H ( a n - - a ~  '*) multipliziert  und  ( I I .3)  benutzt,  finde~ man (8 .8)wieder .  W e a n  

r - -1  

man dagegen im Z~hler und  Nenner  mit  I t  (an + a; - n -  2) multipliziert  und yon 

der Gleiehung ( I I .4)  Gebrauch maehL erhi/lt man die Gleiehung (8. I2). 

Betraehten wir welter die Determinante  

I TJ(2). "r~(1) __ X - --  .D(n2)__ 1 D(J)+i --  ~'n--~ x - - n §  
D ( r - - i )  _ _  T ) ( r - - 1 )  

. . . . .  n + 1 ~ n ~ l  

(I / ,__D(n~ D (2) - - D  (21 - - x - - -  . .  
/ ) a T 2  n + 2  n- -2  X - -2  

D(1)+r_l _ _  .~(1)n_r+ I 20(2)n+r-1 - -  D(2)n- r+l  " " " D ~ - r l , )  i t  - _ _  . D n _ _ r + l _ _ X _ _  I 

und best immen wir die Wer te  yon x, fiir welche sie Null  wird. W e n n  man 

mit  der Determinante  

al _ a~-i a21 _ aT~ . . . a~--i _ aTr+i: 

ar--  1 -- aTr? - -  ar'--I -- a r - - 2 1  " " " r - - 1  
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multipliziert,  so sieht man, dass (I I. 6) gleich 

,-,( 
l~ a7 + a ' [ - " - - x  --(--x)'-" l~ ( x - - a n )  
S = I  S---I 

ist. 

Fiir  x = I reduzier~ sich dieser Ausdruck auf  

( -  ,),-, el. (,,.,) 
' I '~1 

Hieraus folgt,  dass der Nenner  im Ausdruck (8. I z) nicht  verschwinden kann.  

Auf  dieselbe Art  beweist man, dass der Nenner  im Ausdruck (8.8) gleich 

dem Produk t  
r--1 

H ( a T - -  ash)  (as - -  ~ s l )  

ist. Da keine der Zahlen as eine Einhei tswurzel  ist, so folgt  hieraus, dass der 

Ausdruck (8.8) nicht  unbes t immt  werden kann,  sondern dass der Nenner  hnmer  

yon Null  verschieden ist. 

Die Zahlen B(i) und D! i) sind symmetrische Funk t ionen  der Wurzeln  fiir die 

charakteris t ische Gleichung. Wenn  man die beiden Systeme yon linearen Glei- 

chungen (I I. 3) und (I I. 4) nach B,  und  D,  aufl5st, so finde~ man fiir i =  I, 2 , . . .  r - :  I 

r--1 r - -2  

B ( $ - i - - 1 )  = ~ a~(~s) (a~s ~- a-~') [ C l ( a : - - a s i  ) -~- c~(a: - - l - -  a :  TM) --~- ...-~-- ci(as--- asl)] , 

r--1 ar__ 2 
~!,- ,)  = Z ? ~ ( a : - a T D [ c l ( ~  --1 + a ; - ,+ , )+  c,~(a<~-, + a;- ,+~)+ + ~d. 

S ~ I  

Natiirl ich sind auch die Zahlen A~) symmetrische Funk t ionen  der Wurze ln  

as. Dutch  AuflSsen der Gleichungen (I i. I) finde~ man auf  dieselbe Welse 

2 r--2 
a~ [el ~-~ + c~ ~-2 + + c~] i I 2, r AI2,-2-,1= Z f ~ , )  a, as . . . .  

,~ ~ �9 �9 ~ 
s=l 

2 ~-'-2 ~--1 
= ~ - ~ , - - [ e ~ a  s ~+ e2a~-~+l-k '' + ei+l] i=O;  I , . . .  r - - I .  

s=, f (aD 
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I2. Als Abschluss dieses Kapi te ls  wollen wir noch kurz eine andere Me 

~hode zur Best immung yon Qjj angeben, die mehrere Vorteile darbietet .  Wenn  

man  c~ in der Hauptd iagonale  der Determinante  (4. I) durch c ~ - - x  ersetzt und 

die dadurch ents tandene Dete rminante  mit  H(x)  bezeichnet, so n immt  die Glei- 

chung (4. 3) die Form an 

z:~(X)= f i  ( ~ - - X ) "  ( I 2 .  I) 
*,=1 \ ~ -  

Durch Differenzieren nach x erh~lt man  

Also ist infolge (5 2) 

~ ]  r--I 
,a'  (o) _ ~, 

H(o) f(~,) 

~' (o) 
Q z  . ~ (o) 

und die Gleichung I 2 .  I )  zeigt, dass ( -  I)(r--1)(n--i)ziC(X) die Resul tan te  yon z n - -  I 

und f ( z )  - - x z  r -1  ist. Da die charakterist ische Gleichung eine reziproke Gleichung 

ist, kann ihr Grad dadurch reduziert  werden, dass man  

setzt, und man ha t  

I 
z + - = y  Z 

f(~) 
zr__l --  g (Y) 

wo g(y) ein Polynom in y yore Grade r - - I  iSt, dessen Koeffizienten sich aus 

den Koeffizienten cl, c2 . . . .  c, leicht best immen lassen. Die Gleichung (12. I) 

kann dann  in der Form 

~ ( x ) =  ~ 2oos  - x  ( ,2 .2)  

geschrieben werden. Nun  is~ bekannt l ich  

c o s  T ~ w  - -  I = 2 n-1 c o s w  ~ c o s  - 

Es sei ~p~(z) das Polynom nten Grades in z, das die Nulls~ellen 2 c o s - -  
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(V----I, 2 , . . .  n) hat. Man bekommt dieses Polynom dadurch, dass man cos n w 

nach Potenzen yon cos w entwickelt, und man finder 

~)n(Z):gn__~Zn__ 2 "~-...-~- (__ i ) s ~ ( n - - 8 - - I ) ( ~ - - 8 - - 2 ) . . .  (~t--28 ~, I)zn_2 s -}-"''. 
I S! 

Die Gleichung (I2.2) zeigt, dass A(x) die Resultante yon ~pn(z) und g ( z ) - - x  ist. 

Aber die Resultante zweier Polynomen kann durch fortgesetzte Division nach 

dem Algorithmus bestimmt werden, der zur Berechnung des grSssten gemein- 

samen Teilers dient. Dieser Algorithmus gibt uns daher ein einfaches Mittel 

zur Bestimmung des reziproken Gewichts Qjj allein durch rationale Rechen- 

operationen. 

KAPITEL I[.  

Beobachtungen,  w e l c h e  die  Form yon Richtungsmessungen haben .  

13. Wir  betrachten nunmehr ein System yon Fehlergleichungen der Form 

lij -b Z i j  ~ ]r "~ Zj (I 3. I) 

mit dem .Gewicht p~j, wo i die Werte 1 , 2 , . . . m  u n d j  die Werte 1 , 2 , . . . n  

annimmt. Wir haben somit m Gruppen yon n Gleichungen. m und n sind 

willkfirliche ganze Zahlen > I, und die Gewichte pij sind willkiirliche nicht 

negative Zahlen. Die Forderung, dass die Fehlerquadratsumme 

ein Minimum werden soil, gibt uns die Iqormalgleichung fiir k~ 

Z pis lis = ki pis + 2)is gs. 

Mi~ Hilfe dieser Gleichung wird ki aus den Fehlergleichungen (I 3. I) eliminiert, 

und wir erhalten die reduzierten Fehlergleichungen 

n n 

l~j s = l  + Xij  = Zj s = l  

Z JOis pis 
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mi t  dem G e w i c h t p i j ,  wo i die W e r t e  1 , 2 , . . . m  u n d j  d i e  W e r t e  1 , 2 , . . . n  

annimmt.  Hieraus  bildet  man auf  iibliche Weise die Normalg le ichung  ffir z~ 

= - -  n - - Z j .  
i=1 ~ j  ffiS / J=l i=l ~ l f f i S  

Geben w i r v  die Wer te  I, 2 , . . .  n, so erh~lt  man  die Normalg le ichungen  fiir 

zl, z~ . . . .  z,~. Die De te rminan te  dieser Gle ichungen ist Null;  wenn wir die n 

Normalg le ichungen  gliedweise addieren,  bekommen wir eine Gleichung,  worin die 

Koeff iz ienten von zl, z ~ , . . ,  z,~ alle Null  sind und wo auch die l inke Seite Nul l  

ist. Eine der Gle ichungen kann  somit  aus den anderen  hergele i te t  werden, und  

die Normalg le ichungen  haben unendl ich  viele LSsungen.  Die Fehle rg le ichungen  

(I 3. I) zeigen auch, dass die erw~hnten Beobach tungen  relat iv  sind und  n u r  die 

Differenzen zwischen den Unbekann t en  zj best immen,  w~hrend eine Unbekann te  

willkiirlich gew~ihlt werden kann.  Als Beispiel hierzu kSnnen relat ive Schwere- 

messungen oder Messung yon Rich tungen  auf  einer  t r igonomet r i schen  Sta t ion  

genann t  werden, wo nur  die Differenzen zwischen zwei R ich tungen  (die Winkel)  

best immte Wer t e  haben. Wenn  man in solchen F~llen die wahrscheinl ichsten 

W e r t e  fiir die Unbekann ten  durch  Ausgle ichung best immen will, muss eine 

Bedingungsgle ichung hinzugef i igt  werden.  Mit  ihrer  Hi l fe  kSnnte man  eine der 

Unbekann ten  in den Fehlerg le ichungen eliminieren,  es ist aber  vor te i lhaf te r ,  die 

Fehle rg le ichungen  unver~nder t  beizubehalten,  um die symmetr ische  Form zu 

bewahren  ~. Nehmen  wir  als Bedingungsg le ichung  

n 

~ 2 ' ~  = O (I3.  3) 

SO bildet  diese Gleichung zusammen mit  n -  I willkfirlich gew~hl ten  der Glei- 

chungen  (I3.2)  ein vollst~tndiges System yon Normalgle ichungen.  Bilden wir 

h iervon die Gewichtsgle ichungen un te r  Beri icksicht igung der Bedingungsgleichung,  

so erh~lt  man durch eine leichte Rechnung  

1 Vgl. P. A. HANSEN, Von der Methode der kleinsten Quadrate im Allgemeinen und in ihrer 
Anwendung auf die Geod~sie, Abhandlungen der math.-phys. Klasse der S~ichsischen Gesellsch. der 
Wissenschaften Bd. VIII, I867; F. R. HELMERT, Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der 
kleinsten Quadrate, Leipzig I9o 7. 
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m ~ Pi+PLi I (i3.4) 
T ,  p , .  O . , - -  ~ - -  OJ. = v . .  - ; 

i=1 j=l i=1 Z p~s 

n 

j = l  

wo v und /~ die Wer te  I, 2 , . . .  n annehmen.  

W e n n  wir dagegen als Bedingungsgleichung z. B. 

g l  -~- 0 ( I  B. 6 )  

nehmen und in diesem Fall  die Unbekannten  und  ~u l t i p l ika to ren  m i t  gestr ichenen 

Buchstaben bezeichnen, so erhalten wir die Gewichtsgleichungen 

Z , �9 "" '~ -- I ~ = I  
- -  Q d ~  = 

i=1  j = l  i=1  Zpis 
8 = 1  

(13.7) 

Q'I /~  : O. ( I  3 .  8)  

Zwischen z, und z',  ha t  man offenbar die Beziehungen 

Z , = Z , - - -  Jt v : I , 2 , . . . n  (13.9) 
i=1 

z ' ,  = z ,  - z~ ( ' 3 . 1 o )  

und mit  Hilfe  yon (I. I) gewinnt  ,nan hieraus 

Q ' , , =  Q, ,  + Q u -  2 Q,1 (13 I,) 

, 2 Q ' 8 ,  + 1 

s = l  s ~ l  + + : 1  

Nehmen wir an, alle Gewichte pij  sind gleich I, so d a s s  also m volle 

S~tze beobachtet  sind. Die Normalgleichungen (I 3. 2) reduzieren sich dann auf  

li~, - -  I_ l is  = m Z ~  Zj ~ = 1 , 2 , . . .  n .  ( I  3 .  I 3 )  

i = l  s = l  ~=1 
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Hieraus  e r h i l t  man  mi t  Hi l fe  der Bedingungsgle ichung (13. 3) 

I I 
Z , = - -  Z l i ~ - -  - l i s  �9 

t n  n 
i,=1 s = l  

(13. I4) 

W e n n  wir  aber  die Bedingungsgle ichung (13.6) benutzen,  so bekommt  man,  wenn 

wir die erste der  Gle ichungen yon jeder  der  anderen  subtr~hieren 

m 
, I 

Z ~  = - -  E (l i~ - -  l i l ) .  ( I  3. I5 )  
m 

i=1 

Die Gewichtsgle ichungen sind im ersten Fall  

m Q,~ mn QJ~-~- ~2~ - n- (I 3. 16) 
j = l  

mit  der LSsung 

n 

Z QJt~ = o (i 3. 17) 
j=l 

n - - I  
Q , ~ - -  v -~  I, 2 , . . .  n (I 3. 18) 

92 m 

I 
Q~# - -  n m  v # ~ '  ( I3"  I9)  

Das Gewicht  yon z~ ist also n n~ , und das Gewicht  yon z , - - z ~  ist m.  
~ / - - "  I 2 

zweiten Fall  sind die Gewiehtsgle iehungen 

Im  

, m ~ , _  / 9 ~ , # - -  I V =  I 
(I 3. 20) 

mi t  der LSsung 
Q P l ~  

Q I l l  = 0 
2 

( I 3 . 2 I )  

v = 2, 3 , ' ' '  n (I 3. 22) 

Q'%a I 
- -  v # t t  m 

v , ~ = 2 , 3 , . . . n  (13.23) 

Dus Gewicht  yon z ' ,  ist also m und  das Gewicht  yon z'~ 
2 

40--39615. Acta  mathematica. 72. Imprim6 le 27 juln 1940. 

P - - .  z~  ist ebenfalls m 
2 
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14. Betrachten wir dan~ch den Fall, der symmetr isch angeordneten Richtungs- 

beobachtungen auf einer t r igonometr ischen Stat ion ~ entspricht.  Das Gewicht  

pij wollen wir jetzt  entweder gleich I oder o setzen. Es sei r eine ganze po- 

sitive Z~hl < n. Unter  den n Unbek~nnten z,, z_o,.., z~ wiihlen wir auf  ulle 

mSglichen Ar ten  r aus, die mi t  einem Satz yon Messnngen mi t  dem Gewieht  I 

verbunden werden. Jedem solchen Sutz entspr icht  eine Gruppe von r Fehler- 

gleichungen yon der Form (I3. I) m i tp i j - - - - I .  W i r e r h a l t e n i m g a n z e n ( n l s o l c h e  
l x, 

~lso ist  m = ( : ) ,  und  die Anzuhl der Fehlergleichungen mit  dem Gruppen, 

Gewicht I ist mr. Ftir  die fibrigen r e ( n - - r )  Fehlergleichungen (13. I ) d e n k e n  

wir uns das Gewicht  p~  gleich o gesetzt. Dann ist offenbar 

n 

E pij ~ r 
j=l 

Setzen wir 

erhalten, dass wir m voile 

also in den beiden Fi~llen 

(I 3. 22) folgt  

(:-:) E pij 
i = 1  

i = l  

,: C :1 

~ j .  

identisch sind, die wir dadurch 

wenn m ~ n Z .  Wir  bekommen 

und aus (13. 18) beziehungsweise 

so nim.mt die rechte Seite der Normalgle ichungen (I 3. 2) die Form 

n~,z~-- ~ E z  j 
j=l 

an. Dureh Vergleich mit  (13. 13) sieht man, dass die Gewiehtsgleichungen in 

dem hier behandel ten Fall  mi t  denjenigen 

Siitze beobaehten, 

dasselbe Gewieht  

Q~,, n2 ~ V =  1 , 2 , . . . ' n  

2 Q r  _ _  nZ v ~ 2 ' 3 ' ' " n "  

1 CH. A. VOGLER, Zeitschrift ffir Vermessungswesen 14 (I885) , S. 49 und F. R. I-IELMERT, 
a. a. o., S. 263 . 
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I 
W e n n  r = 2 und also Z = - ,  so haben  wir  den Fall, welcher  W i n k e l m e s s u n g  

2 

in allen K o m b i n a t i o n e n  entspr icht ,  und  m a n  bes t~t igL dass das Gewicht  eines 

Winke l s  z'~ und das Gewich t  eines Winkels  z'~--z'~ gleich n__ ist, wenn  das 
4 

Gewicht  einer ein Mal gemessenen  R i c h t u n g  gleich I gese tz t  wird. 

I n  diesen e in fachen  Ffillen k a n n  man  also fas t  ohne R e c h n u n g  alle Multi-  

p l ika to ren  Q~, finden, dank  der symmet r i s chen  F o r m  der Gle ichungen.  W i r  

gehen  nun  dazu fiber, einen e twas  schwier igeren  Fal l  zu behandeln.  

K A P I T E L  I I I .  

Zyklisch angeordnete differentielle Beobaehtungen. 

15. W i r  be t r ach ten  die Feh le rg le i chungen  (1.4), die alle vom Gewich t  I 

a n g e n o m m e n  werden  mSgen.  Es wird r >  I und  n > 2 r - - 2  vorausgese tz t .  

Nach  E l imina t ion  der  G r u p p e n k o n s t a n t e n  k~ erh~ilt m a n  die N o r m a l g l e i c h u n g  fiir zi, 

woffir wir  uns  ki i rzehalber  begniigen,  die rechte  Seite aufzuschre iben:  

r--I r - -8  
( r - -  I ) ~ i -  Z ~ - ( Z i + s +  ~i--s). (I 5' I) 

Gibt  man  i die W e r t e  I, 2 . . . .  n, so erh~lt  m a n  die N o r m a l g l e i c h u n g e n  fiir 

z~, z ~ , . . ,  z,,. Die  D e t e r m i n a n t e  fiir diese Gle ichungen  is t  Null.  W e n n  wir  die 

Bed ingungsg le ichung  

i~1 

hinzufi igen,  so finder m a n  nach  Mul t ip l ika t ion  mi t  - - r  die Gewich t sg le i chungen  

r--1 

+ Q, I)Q,,j (15.3) 'n 
s= l  

i=1 

wo i,j  = I, 2 , . . .  n und m a n  h a t  ausserdem 

(~ 5.4) 

Q+i,j = QnT_i,j. 
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Die Bes t immung  aller Qi, j ist dami t  da rauf  reduziert ,  eine periodische LSsung 

mi t  tier Pe r iode  n fiir die Dif ferenzengle ichung (I 5. 3) zu finden, welche die 

Bedingungsgle ichung ( I5 .4)  befriedigt .  W i r  setzen 

f(~.) r--1 

f (z)  ist ein Po lynom yore Grade  2 ( r - - I ) ,  und die Gle iehung 

f (g )  - -  O (I 5" 6) 

ist die zur Differenzengleiehung (15. 3) gehSrende eharakter is t i sehe Gleiehung.  

Es ist  zu bemerken,  dass die in w 2 aufgestel l te  Bedingung fiir die Koeffi- 

zien~en der Fehlerg le iehungen in diesem Fal l  n ieht  erffillt  ist, so dass die in 

Kapi te l  I gewonnenen Ergebnisse  n ieht  ohne weiteres Anwendung  finden kSnnen.  

Dies gibt  sieh u . a .  dadureh  zu erkennen,  dass die eharakter is t i sehe Gle iehung 

eine auf  dem Einhei tskreise  l iegende Wurze l  hat,  n~tmlieh im P u n k t  z = I, wie 

(15.5) unmi t te lbar  zeigt. Du tch  Different ia t ion naeh z erhi~lt man  aus (I 5. 5) 

ffir z = I 

f ' ( 1 )  + (I - -  r ) f ( I )  = o. 

Hieraus  folgt,  dass die Nullstelle z = i fadr f (g)  mindestens yon 2. Ordnung  ist. 

Es ist le ieht  zu sehen, dass diese l~ullstelle genau yon 2. O rd n u n g  ist, denn 

du tch  Division mit  ( z - -  I) ~ erhiflt man  

r 8 ( 8 -  . I) - -  ~.~ 1 j (8 - -2 ) (~  r + l - s  + Z - r - l + s )  + 
6 S:3 

z~--2(z-- I )  * 6 

Die reehte  Seite kann  fiir z ~ I n ieht  verschwinden,  weil alle Koeff iz ienten 

posit iv sind. I ndem man z = I 8e~zt, bekommt  man iibrigens 

und hieraus 

( 8 -  I) ( 8 -  ,'(r - I) f " ( I ) - - 2  + 
2 6 6 

f "  (I) f~(r~--  I) 
= 6 " (I5, 7) 

Die yon I verschiedenen Wurze ln  der  eharakter is t i schen Gleichung kSnnen ihren  

absoluten W e r t  nich~ gleich I haben;  denn setzen wir  z =  e 2~,  kann  man die 

charakter is t ische Gleichung so schreiben 
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r--1 

2 ~ (," - 8) c o s  2 8 ~, = i" (," - ~) .  ( i  5 . 8 )  
s = l  

W e n n  co reell  ist, ha t  m a n  

r--1 r--1 

s = l  8:-1 

und  das Gleichhei tszeichen k a n n  n u r  e int re ten,  wenn  w von der Fo rm p z~ 

( p : o ,  + I, +_ 2 , . . . )  ist. Fi i r  alle anderen  reel len W e r t e  yon to is t  die l inke 

Seite yon ( I5 .8)  deshalb  k le iner  als die rechte.  H i e r a u s  fo lg t  aber,  dass  die 

charak te r i s t i sche  Gle ichung  au f  dem Kreis  I z{ = I ke ine  anderen  Wurze ln  als 

z : I hat .  

W i r  wollen nun zeigen, dass  mi t  A u s n a h m e  der  Doppe lwurze l  I alle anderen  

Wurze ln  der  cha rak te r i s t i schen  Gle ichung einfach sind. Mul t ip l iz ier t  m a n  die 

I 
reehte  Seite v o n  ( I  5. 5) m i t  z + - -  

Z 

Die  Gle ichung 

2, so sieht  man,  dass  

, f ( 3 )  __ 3 r -~- Z - r -  2 
r ~. (15.9) Z r -1  Z + 3--1 __ 2 

z r + z - r - - 2  - r ~ ( z  + z - 1  - - 2 ) - - - 0  (I 5. IO) 

ha t  deshalb dieselben W u r z e l n  wie die eharak te r i s t i sche  Gleichung,  ledigl ieh mi t  

dem Unterschied,  dass I eine v ier faehe  Wurze l  ist. Ffir  die W e r t e  yon z, die 

vielfache Wurze l n  sind, muss  der  Di f fe ren t i a lquo t i en t  der  l inken Seite Nul l  

werden,  woraus  folgt ,  dass  

z r _  3 - - r =  r ( Z - -  3 - - 1 ) .  

Quadr ie r t  m a n  beide Seiten,  so erh~l t  m a n  

z 2 r + z - 2 r  _ 2 - r ~ ( z  ~ + z - ~ -  2 ) .  

Diese Gle ichung  k a n n  m a n  abe r  schreiben 

(zr + g - - r _  2) (8r  + z - - r  _[_ 2 ) = r 2 ( 3  -~- z - 1 -  2 ) ( z  + g - 1  -~- 2 ) .  

Reduz ie r t  man  mi t te l s  (I 5. IO), so erhi~R man  

z r + z - ~ - ( z  + 3 - ~ ) =  o. 

Sub t r ah i e r t  man  gliedweise yon (I 5. 1o), b e k o m m t  m a n  

(~ - ,-~) (~ + 3 - 1  - 2)  = o .  
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D a  aber r > I, so wird diese Gle i chung  nur yon  Z - - I  befriedigt ,  was  deshMb 

die e inz ige  D o p p e l w u r z e l  fiir die charakter i s t i sche  G l e i c h u n g  ist.  W i r  haben 

damit  fiir diese Gle i chung  bewiesen,  dass  a lie Wurze ln  e in fach  s ind und ihren 

absoluten W e r t  verschieden  yon I haben,  mit  A u s n a h m e  der D o p p e l w u r z e l  I. 

16. W i r  wenden  uns  je tz t  zu den Gewicht sg l e i chungen .  Du  nur n - - I  

der Gle i chungen  (I 5. 3) yon  e inander  u n a b h g n g i g  sind, be{raeh~en wir  die 

i =  I, 2 . . . .  n - - I  ent spreehenden  Gle i chungen  (15 . 3) sowie  (I5 .4) .  D ie  Deter-  

minante  J fiir diese n Gle i ehungen  ist  

J 

- r ( r - I )  , ' - I  r - 2  . . .  I o o . . .  I 2 3 . . .  r - I  

r - - I  - - r ( r - - I )  7 ' - - I  . . .  2 I 0 . . . 0 I 2 . . . r - - 2  

r - - 2  r - - I  - - r ( r - - I )  . . .  3 2 I . ~ .  o o I . . .  r - -  3 

r - - 3  r - - 2  r - - I  . . .  4 3 2 . . .  o o o . . . .  r - - 4  

r - - 2  r - - 3  r - - 4  . . . . . . . . .  3 4 5 . . .  r - - I  

I I I . . . I I I . . . I I I . . . I  

Es seien el, e.2, . . .  e,~-i die yon I versehiedenen W u r z e l n  der Gle i chung  

Wir  sefizen 
X n ~  I .  

2 n - - 1  
I 81 8 t  ' ' "  ~ l  

n--1 I ~2 8= . . .  ~= 

. D ~  ! . . . . . . . . .  i .  

. ~ - - 1  
I 8n- -1  8n--1  �9 �9 n - - I  

I I I . . .  I 

( I 6 .  I) 

0 ~rr--1 r--1 r--1 
'~t 81 

f (e , )  e 2 f(e,~) e~-2 f ( ~ )  
�9 " �9 0 8r- -1  ~:2r--1 . 8~r--1 

,~n--2 4"( 8 
f (en--1)  8 . n - - l f ( S n - - 1 )  n - - i  J \  n - i  ) 

0 
,~r--1 r - -1 8 r - - 1  

n - -1  ~n- -1  n - -1  

0 0 . . .  0 n 

J D =  

Fiir d~s P r o d u k t  dieser beiden D e t e r m i n a n t e n  der Ordnung  n finder m a n  durch 

die B e n u t z u n g  yon  (I 5. 5) 
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J D  -= n "f(81) f (8e) . . ,  f(en-~) 
(81 82 . . .  8n--l) r-1 

I 81 . . . 8nt - 2  

I 82 . . .  8.~ - 2  

n--2 
I 8n--1 �9 �9 �9 8n__ 1 

(I6. 3) 

Wenn  man in der Determimmte  D yon jeder Spalte die nachfolgende abzieh~, 

~ - ~  ~ ( ~ - ~ )  . . .  ~ - ~ ( i - ~ , )  ~ - ~  

- ~ , ~ - ~  ~ - 1  ( i  - ~ n - 1 )  �9 �9 �9 ~ " - ~ - 1  ( I  - ~ n - - ~ )  ~_~--~ 

O O . . .  O I 

Hieraus  folgt  
I n--2 

D = ( I - - ~ ) ( ~ - - ~ _ ) . . . ( I - - ~ - ~ )  ~ ~ . . .  ~ - 2  (~6.4) 

I ~n--2 
G n - - t  " " " n - - 1  

Die Gleichung ( I 5 . 3 )  wird dadurch reduziert  auf  

n "f(e') f ( % ) " " "  f ( ~ ' - ' )  (, 6.5) 
z J =  ( 1 - - 8 1 ) ( [ - - ~ 2 ) . . .  ( I -  Sn--1) (~1 8 2 , . ,  8,1--1) r-1 

Nun  ist 

~,~ - ~  = (~ - ~)(~ - ~ ) ( x  - ~ , ~ ) ( x  - ~ _ ~ )  

Differenzier~ man nach x und  setzt x - =  I, so bekommt man hieraus 

n = ( I  - -  81)(I - -  8 2 ) . . .  (I - -  8n- l )  ( I 6 . 6 )  

und (i6.5) reduziert  sich auf  

J = ( - - I )  (r-l) <~-l)f(e,)f(~.2). . .  f(sn-1).  (~6. 7) 

D~r, wie wit eben gesehen haben, f(z) in den P u n k t e n  8~ nicht  versehwinden 

kann,  folgt  hieraus, dass J ffir alle n yon Null  verschieden is~, und  die Gewiehts- 

gleiehungen haben deshMb eine und n u t  eine LSsung. Dasselbe muss dann auch 

yon dem aus (I 5. I) und  (I5.2) gebildeten System yon Normalgleiehm3gen gelten. 

erh~lt man 
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I7. Wi r  setzen 

Liisung de r  Di f fe renzengle ichung .  

r - - 1  

P (Q,) = 2 ;  (~ - ~) ( Q, + ,  + Q' -  ') - ~ (r - ,  ) Q,. (17. I) 

Die Gleichungen (I5.3) kSnnen dann so geschrieben werden 

Man ha t  

t I ie raus  fotg~ 

P(Qij)  r 
- - -  r ~ i j  
n 

(~ ; -~  + , - J )  = ~ - J f ( ~ , ) .  

r n - 1  8 r _ _ l + i _ _  j 

i , j - - - - -  I, 2, . . .  n. ( I7 .2)  

(17.3) 

i , j  : I ,  2 . . . .  n .  (I7.4) 

Setzt  man n~mlich diesen Ausdruck  in (17. 2) ein, so erh~lt m~n 

n--1 19 { ~ r - - l +  i - - j~  n--1 

r 

n 

Der Ausdruck (I 7. 4) befr iedigt  also die Gleichung (I 7. 2) und auch die Gle ichung 

(I5.4),  well 

s ~ + d  + ~ + ' " + * ~ = o .  

Ferner  ist Q i j  eine periodische Funk~ion von i mit  der  Per iode  n, well e~ = I. 

Dami t  ist bewiesen, dass der Ausdruck  (I 7. 4) die Gewichtsgle ichungen befriedigt .  

Setzt  man 
Z ~ e 2ira 

so erhglt  man a u s  (I 5" 9) 

Fiir 

~f ~z~ II7 Sl 
z ~ - ~  \ s i n  o) / 
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reduziert  sich deshalb (17�9 4) auf  

2 7 g  
~-1 cos v (i - - j )  

n / .  ~r~,\ ~ 

r"~ ~ s i n ~ /  

(17.6) 

Dieser einfache Ausdruek eignet  sich gut  zur Bereehnung der Gr5ssen Qij als 

Funkt ionen der beiden ganzzahligen Parameter  r und  n. Speziell erhfi~lt man  fiir 

i = j  als reziprokes Gewicht yon zi 

I 
Q-=  1 .  (17.7) 

r '  ~ s i n  ~ /  

Das Gewicht  ist unabh~ngig  yon j ,  wie man wegen der symmetr ischen Fo rm 

der Fehlergle ichungen erwarten musste. Aus dem in w 15 Angefi ihr ten geht  

hervor, dass die rechte Seite yon (17.7) pos i t iv i s t ,  und dies ist leicht dadurch 

zu best~tigen, dass man die Gleichung 

r - - 1  
~, e.(r_1_2 8) ~ __ sin roJ (17. 8) 

sin co 

betrachtet .  Die Reihe auf  der l inken Seite enth;,tlt r Glieder, die alle den 

absoluten W e r t  I haben, wenn ~o reell ist. Der absolute Wer t  der l inken Seite 

ist deshalb ~ r, und das Gleichheitszeichen kann nur  gelten, wenn co yon der 

Form p ~  (p ~ o ,  + I, + 2 , . . . )  ist. Fiir  alle anderen reellen Wer te  yon co ha t  

man also 

r~>  \s inco / 

Elimination der Einheitswurzeln. 

i8. Wir  wollen nun  die Einheitswurzeln ~ aus dem Ausdruck 

n- -1  8 r - -  1 + p 
r Q,§ 
n ff-~ f ( ~ . )  

qv~l 

4 1 - - 3 9 6 1 5 .  A c t a m a t h e m a t i c a .  72. I m p r l m 6 1 o  27 juin 1940. 

(is. i) 



322 N . E .  NSrlund. 

e l iminieren.  W i r  hubert gesehen,  dass f(z) eine Nul]stelle 2. O r d n u n g  in z = 1 

hat ,  und  dass alle anderen  Nul ls te l len  as e infach  sind und ihren  absolu ten  W e r t  

yon I verschieden haben.  D a  f(z) nicht  ge~nder t  wird, wenn man  z durch  I 
Z 

ersetzt ,  kSnnen wir  uns die Zahlen  a8 so n u m e r i e r t  denken,  dass  

]as]<I wenn s < r - - I .  ( I8 .2)  

Die Funk t i on  f(z) kann  m a n  dann  in der  F o r m  sehreiben 

r--~ r--2 
f ( z ) = ( z - -  I ) 2 ~ ( z - - a s ) = ( z - - I ) 2 H ( Z - - a s ) ( Z - - a s l ) .  ( I 8 . 3 )  

s=l s=l 

En twicke l t  m a n  I : f (z)  nach  wachsenden  Po tenzen  yon z - - I ,  so finder m a n  durch  

eine le ichte  Re chnung  un te r  Benu tzung  yon (I 5. 9) 

I I2  I I 2 ( r - - 2 )  I .t_ 2 ( r - - 2 ) ( I 4 r - -  I7)  
f ( g )  r '~(f  ~ -  I) ( z - - I )  2 , ' 2 ( r  ~ -  I) z - - I  5 ,.2 (/.e I) -k . . - .  (18 .4 )  

Es sei q eine ganze n icht  nega t ive  Zahl. I n fo lge  der  B inomia l fo rmel  ist  

W i r  mul t ip l iz ieren  diese l~eihe mi t  der  vorhe rgehenden  und b e k o m m e n  dadureh  

die fo lgende  En twiek lung  naeh  Po tenzen  yon z - - i ,  bei weleher  wir  uns dami t  

begniigen,  die drei e rs ten  Glieder  aufzusehre iben  

Z q I 2  I I 2 ( q - -  r -~- 2) I 

f ( g )  - -  r 2(r  2 -  I) ( Z - -  1)~ -~ r 2(r  ' 2 -  I) z - - I  
(~s. 5) 

6 (q - ,. + 2 ) ( q  - ,. + ~) 2 (~ + ~) (r - ~) 
+ ~ - ' ( ~ - i )  5 ~.~(r ' ~ -  1) + "  

W i r  nehmen  nun  an, dass o ~ q < 2 r - -  2. D a  alle yon I ve rsch iedenen  Pole  

e infach sind, kann  zq:f(z) in Par t i a lb r i i che  zer legt  werden wie fo lg t  

zq 2 r ~ 4  aq I 2  I I2  (q - -  ~" + 2) I ( I 8 . 6 )  

f ( z ) -  ~'~1= f ' (a s ) ( z - -  as) + r~(r ~ -  I) (z--  I) 2 + 1~'2 (r'~ - -  I) g - - I  

Es sei m eine ganze  posi t ive  Zahl  ~ n und  x eine yon den n ten  Einhe i t swurze ln  

verschiedene  Zahl. D a n n  is t  

~-~ r~ = x " - 1  I ( I S .  7) 
X - -  8~ ~l X n __ I X I 
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Setzen wir  r - -  ~ + p ~ - q + m ,  so erh~lt  mun, wenn mun  in ( I 8 . 6 )  z - - e ,  setzt  

und  in (~8. ~) e int r~gt  

~t--1 m I2 8~ 

I 2 (q --  ~" + 2) n--1 ~m 
(I8. 8) 

Das erste Glied uuf  der r ech ten  Seite kann  m i t  Hi l fe  der Rela t ion  (I8. 7) um- 

g e f o r m t  werden,  worin  wir x - - a ~  setzen, und  wir  finden dann  

2r--4: 

Q p + j , j = r  Z f t ( a s ) ( a ~ - i )  - - ~  Z JV(as)(Cls-- I) 

~ 1  ; n--1 8m 
I2 em I 2 ( q - - r  q- ) Z  ~ (I8. 9) 

~,~(r ~ -  ~) ~=~(~,-  ~)~ ; , ( ~ - - ~  ,= ~ - i  

Die drei lefizten Glieder  der  r ech ten  Seite kunn  mun  reduzieren,  wie wir  j e t z t  

zeigen wollen. W e n n  m~n die Re ihenen twick lung  (I8. 5) in die l inke Seite yon 

(I8. 6) einsetzt,  so sieht m~n, d~ss das ers te  Glied auf  der  r ech ten  Seite yon 

( I8 .6 )  eine Funk t i on  yon z ist, die sich im P u n k t  z = I r egu la r  verh~lt .  M~n 

finder deshalb,  wenn m~n in der  En twick lung  n~cb w~chsenden Po tenzen  von 

z - -  I den W e r t  z - ~ I  einsetz~ 

2.-4 a q 6 ( q - - r  + 2 ) ( q - - r  + I) 2(r  + 2 ) ( r - - 2 )  (18. lO) 
Z f '  ( ~ ) ( ~  - ~ )  - ,.'~ (r '  - -  ~) S r ~ ( ~  - -  ~) 

W i r d  die rechte  Seite yon (Ig. 7) n~eh Po tenzen  yon x - -  I entwickel t ,  so finder m a n  

~--lx~m_~ ~ , - -  2 m - - ~ , - - I  q _ 2  [ #2 - 112- q_ (m -- i) (m -- # I)] (x ~" I) + . . . .  

L~ssen wir  h ier  x gegen  I konverg ie ren ,  so e rg ib t  sich 

n--1 8m 
Z ~ = "  q- I --2~'~ (I8. II)  

8 ~  I 2 

Differenzieren wir n~ch x und l~ssen danach  x gegen  I konverg ie ren ,  so erh~il~ m~n 
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n--1 sm . 2  - -  I (~gt - -  I)  (m - -  Ig - -  I )  (I  8. 1 2) 

' e = l  

Durch Ein t ragen  der Ausdriicke (I8. m), (18. II) und (I8. I2) in die reehte Seite 

der Gleichung (18.9) finder man  

n 2 -  I 2 I " 2 - 4  6 p ( p - - n )  2r-* r-2+p 
QP+J'J ~ r ( r  "a I)  5 n T ( I  "~ I)  + + r Z as ( I 8 .  I 3 )  --  - -  --  n r ( r  2 -  I) f '(a,)(a~ -- I)" 

s = l  

Aus den Bedingungen,  die wir oben den Zahlen m u n d  q aufer legt  haben, geht  

hervor, dass diese Relat ion ffir - -  (r -- 2) _--< p _<- n + r - - 2  giilt ig ist. Da die 

Wurze ln  der charakter is t ischen Gleichung die Relat ion 

~-2 a;-(r-2) 
a s 

f '  (as) f '  (a71) 

befriedigen, kann die letzte Gleichung auch in der Form 

n 2 - I  2 r ~ - 4  6 p ( p - - n )  
QP+J'J = , i - ( t  .2 i )  5 n r (  r2 I) + - - 2 -  I )  

r--2 r--2 ap  + n--p 

+ r E s a ,  ias) as _ ( r _ 2 ) < p < n q _ r _ 2  (18.  14) 
g=l a n - -  I ~ 

gesehrieben werden. 

Da Q eine periodische Funk t ion  yon p mit  der Periode n ist, folgt  hieraus 

wieder, dass 

n 2 -  I 2 r 2 - - 4  6 p ( p  + n) 
QP+J'J:nr(r  2 I) 5 n r ( r  '~ I) + _ _ - -  

r--2 r--2 _[_ n + p 
+ r ~ ,  a8 aTP as - - n - - ( r - - 2 ) = < p < r - - 2 .  

n I = f '  (as) a s - -  
( I 8 .  I 5 )  

In  dem gemeinsamen Interval l  - -  ( r - -  2) ~ p  ~ r - -  2 ist die Differenz zwischen 

diesen beiden Ausdriicken fiir Qp+j,j 

r--2 ar--2 
I 2 p  ' E s p 

r ( r  ~ -  I) I 1 " ~ 1 7 ( a s )  (as - -  asp) ( I 8 .  I6 )  

Dieser letzte Ausdruck ist die Summe der Residuen fiir die ra t ionale  Funk t ion  
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r z r - -2+P 

f ( z )  

und deshalb gleieh Null. 

Aus der Oleiehung (I8. I4) geht  hervor, dass Qp+j,j sieh nieht  gndert,  wenn 

p dureh n - - p  ersetzt wird. Man hgt te  diesen Ausdruek ~ueh dadurch finden 

kSnnen, dass man die Funk t ion  

r Z r--2 +p 

f ( z )  (Z n - -  I )  
- - ( r - - 2 ) ~ p < ~ n  + r - - 2  

betrachtet .  Der Punk t  z = I ist ein Pol 3. Ordnung mit  dem Residuum 

~2 - -  I 2 r ~ - -  4 ~- 6 p ( p  - -  n )  

. r /V  ~ -  1) 5 ""( r  '~- ~) ' - r ( ,  "~- ~)" 

Die Punk te  as und e~ sind einfaehe Pole. Die Summe der Residuen in den 

Punk ten  as is~ gleich dem letzten Glied auf  der rechten Seite yon (18. I4). Die 

Summe der ges iduen in den Punk ten  ~, ist gleich der rechten Seite yon (I8. I); 

mi t  dem entgegengesetzten Vorzeichen genommen.  I)as Residuum im unendl ich 

fernen Punkb ist gleich Null. Driickt  man aus, dass die Summe der Residuen 

Null  ist, so sieht man, dass die rechte Seite yon (I8. 1) gleich der rechten Seite 

v o n  ( I 8 .  I4) ist. 

Die Funkt ion  @+j,j w~tchst mi t  n fiber jede Grenze, aber es ist leicht zu 

sehen, wie sie sich ffir sehr grosse Werte  yon n verhglt. Aus der Ungleichhei t  

(18.2) in Verbindung mit  (18. I4) und  (18. 15) folgt  

/ ) ]  a: -~+'  
6:. ~ f '  (as) P ->- - ('" - 2) lim Qp+j,j  r ( r~  - = r ( r  ~ -  I) ~=1 n ~  

)] ~-~-~ n 6p  r r ~  2 a~ 
lim Qp+j,j  r ~ r ~ - -  __ - -  r ( r ~ _ i )  z.~ f '  (a~) av <~ r -  2" 

19. Bet rachten  wir einige spezielle Fglle. Fiir  r = 2 laute~ die charakteri-  

stische Funkt ion  f ( z ) =  ( z - -  I) ~. Sie hat  nur  die eine Nullstelle z ~ I, deshMb 

verschwindet  das letzte Glied in (I8. 14) und wir finden 

. ~ - -  i + P ( P - - n )  
- - - -  . > p > o. (I9. i) QP+J'J = 6 n n ~ = 



326 N . E .  Ntirlund. 

D a  Qp+j,j eine gerade  F u n k t i o n  yon p ist, gi l t  diese Gle ichung  nicht  fiir nega-  

t ive W e r t e  yon p, sondern  man  ha t  d a n n  

~2__ I -{- jo(p q- n) 
- O ~__~_~ jo ~ - - n .  ( 1 9 . 2 )  

QP+J' ~ - 6 n n 

Die F u n k t i o n  Qp+j.j wird somi~ durch  zwei r a t iona le  F u n k t i o n e n  dargestel l t .  

Fiir  r = 3  heiss t  die cha rak te r i s t i sche  F u n k t i o n  

Also ist 

a I 

f ( z ' )  = ( Z - -  I )2(g  ~ ~- 4 2/ "~- I). 

= - 2 + g ~  = - 1 ( 1  - g 3 )  ~ 
2 

Fiir  - -  1 _--<p < n + 1 finder m a n  aus der  Gle ichung  (I8. 14) 

1 #-~n--2p _]n--2p 
~ p ( p  - -  ~,,) ( - -  2) p -2  ( I  + !/ 3) -{- (I  - -  V ~ ]  

Op+j , j=  3 -k -k (I9. 3) 
2 4 n  4 n  l / 3  (I  -]- V 3 )  n - -  ( I  - -  V-3) n 

W e n n  io < - -  I wird, hSr t  die Gi i l t igkei t  dieser Gle ichung  auf,  aber  da @ + j , j  

eine gerade  Funk t i on  von p ist, stell t  d i e  reehte  Seite auch Oj-p, j  ftir die ange- 

gebenen W e r t e  ~on p dar. I n s b e s o n d e r e  erhi~lt m a n  fiir 1o = o 

2 n , + ]f3) ~ - -  (I - -  ] /3)  ~ (I9. 4) 

Be t r ach ten  wir  den K e t t e n b r u c h  

21 21 21 1 + ~ + i ~ + / ~ +  ... 

der konve rgen t  und  gleich 1/3 ist. Das  letzte Glied a u f  der  r ech ten  Seite yon 

(19.4) ist  der  nte Ni~herungsbruch fiir diesen K e t t e n b r u c h ,  der  uns  somi t  ein 

e infaches  Mit te l  zur B e r e c h n u n g  yon Qjj fiir a l l e n  gibt .  W e n n  ~ gross ist, 

g ib t  der  Ausd ruck  

- ~ - 3  + V 3  

eine gute  Anni iherung  an I2 Q%. Zum Beispiel  fiir n = IO ist  der  Fehler  k le iner  

als zo -5 .  Man  sieht  fe rner ,  dass, wenn die Nii herungszi ihler  und  -nenner  fiir 

diesen K e t t e n b r u c h  mi t  A~ und  B~ bezeichnet  werden,  das le tzte  Glied der  

rech ten  Seite yon (I 9. 3) g le ich 
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( -  2)p An-,~p 
12 Bn 

~-~ ist, und es geniigt, diese Wer te  yon p zu betrachten.  
2 
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Die Polynome 9~n,r(x) und ~p~,r(x). 

20. Die Gleichungen (17. 6) oder (I8. I4) geben eine vollst~ndige LSsung 

unseres Problems. Da aber Q~j eine rat ionale Zuhl ist, die nur  yon den beiden 

ganzen Zahlen r u n d  n abh~ngL kann es wenig befriedigend erscheinen, von 

irrat ionalen GrSssen zur Bestimmung yon Q~j Gebrauch zu machen, und es lieg~ 

nahe, diese zu eliminieren. Wi r  werden im folgenden Q durch zwei andere ein- 

fache Methoden bestimmen, die nich~ an diesem Mangel  leiden. Setzen wir 

~?n,r (X)= ,=~11 X-- s i n ~  z / (20. I) 

~1( sin'2 r ~7~ 1 
~n,~  (~) : ~ . . . . . .  ( -  i ) ,~- '  ~,~,~ (x) ~ , ~  ( -  ~). (~o. 2) 

�9 =~ s i n ~  / 

Die Gleiehung (I 7. 7) kann 

__ ~; ,  ,. (,-) ~o;,, r ( -  ,.) _ ~:,,~ (~) (20. 3) 
2 ~, Qjj ~gn, r (Y) ~gn, r ( - -  r) ~)n,r (r) 

geschrieben werden. Die Bes t immung des reziproken Gewichfs Qjj kann  also auf  

eine Bes t immung einer der Funkflionen T,,,~(x) oder ~ , ~ ( x )  zurfickgeffihrt  wet- 

den, die Polynome in x mit  ganzzahligen Koeffizienten sind, die nur  von n and  

r abhEngen. 

Ersetzt  man r durch n -  r, so sieht man, dass ~,,,~ die Relat ion 

befriedigt.  

Betr~chten wir zuerst den F~ll r =  2, der 

~:--1 ( 
~,,,~ (x) = ] [  ~ - 2 eo~ - -  (20. 4) 
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gibK Setz~ man  x =  2 cos O, so sieh~ man, dass 

~ , 2 ( 2 c o s  o ) - - s i n n O  
sin O (20. 5) 

Entwickel t  man die rechte Seite nach Potenzen yon 2 cos O, so finder man 

[7] / \ 

$ = 0  

Die Gleichung (2o. 5) kann in der Form 

= V x  -- 4) (20. 7) Cn,~(X) (X + Y~--r:~-- 4)~ --  (X- -  7 - -  
2 ~ V ~  - 4 

geschrieben werden. Dieser Ausdruck zeigt, dass 9%,~(x) der nte N~iherungsnen- 

ner  und  der ( n -  I)~e ~gherungszghle r  fiir den Ket tenbrueh  

I I__ I d -  IJ . . . .  
x--~ ix Ix 

ist. Es ist  daher  leicht, ~,,2(x) zu berechnen, was n auch sei. 

Es sei zungchst  r = 3. Die Gleichung (20. I) reduziert  sich auf  

~ , 3 ( x ) : H  x - 3  § 4 s i n ~ V -  . 

Setzt man x ~ 4  e o s 2 0 - - I ,  so zeig~ diese Gleichung, dass 

(sin ~ O~ ~. (2o. 8) 
q~,~, a (x) = \ sin O l 

Entwickel t  man die rechte Seite nach Potenzen yon cos 0, so finder man 

< 1 ].._1 99n, a ( x - -  I ) =  (-- I)" n - - s - - I  x T - - ,  . (20.9) 
= 8 

Eliminier~ man 6} aus der Gleichung (20. 8), so erhi~lB man 
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~n,3(X -}- I ) =  I 
X - - 2  

(x q 
--] '  1/x + 2 + V ~ 2 5 -  2) ~ - ( f x  + 2 - V x  2) ~ 

2 n ] / x -  2 

2I.  Bet r~chten  wir  fe rner  den Full  n = 2 r. W e n n  r gerade ist, r eduz ie r t  

sich die Gle ichung (2o. I) ~uf 

Setzen  wir  

so fo lg t  hieruus,  duss 

( ~2r, r (x) = x r-1 n X~ 
sin s ~ 

I X m 
sin O 

cos r 0 
~2r, r(X) = (sin O) 2r-1" 

E n t w i c k e l t  m a n  cos r O nach  P o t e n z e n  yon  sin (9, so b e k o m m t  m a n  

2 r ~(r ~ - -  2 ~) . . .  (r ~ -  ( 2 s - -  2) 2 )x,_~8.  
~2r, r(X) = X r - l  Z ( -  x)s: (2 8)! 

~ 0  

A u f  dieselbe ~Teise finder man,  w e n n  r ungerade ist  

~)2r, r ( X ) =  X2r--2(X 2 -- I) ( - -  I) s ( r 2 -  I 2 ) ( r 2 - -  3 2 ) " ' "  (r2 - - ( 2 8 - -  I) 2) 
L~:o ~ - ~ i  x~-1-2~ 

22. W e n n  n und r willkiirlich sind, sind die Koeff iz ienten  d e r  P o l y n o m e  

.... und  ~p,, ~ n icht  so e infach wie in den soeben beh~ndel ten  speziellen F~tllen. 

W i r  wollen aber  je tz t  eine sehr  bequeme Me~hode zur Be rechnung  dieser Koeffi-  

zienten angeben.  Setzen wir  

~ v ~ e  n 

so kunn die G l e i c h u n g  (20. I) geschr ieben  werden  

42--39615. 

(n--1)(r+l) n--1 (6r __ I 
( - -  I) ~ (," - -  X) ~n, r (Xl = (r - -  x) I I  ~ - - I  

Aeta~nathematlca. 72. Imprimglo 27 juin 1940. 

r--1.) 
x ~  ( ~  I) 
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W e n n  r ungerade ist ,  b e s a g t  d iese  G l e i c h u n g ,  dass  das  P o l y n o m  a u f  de r  l i n k e n  

Se i te  die R e s u l t a n t e  von  z ~ -  I u n d  

ist. 

r m l  
Z r -  I 

x z ~  
Z - -  I 

N e h m e n  wi r  r gerade an,  so k a n n  die G l e i c h u n g  (20. :z) 

lCln, r(X) = H \8~ - -  I X 6  ( 2 2 .  2) 

g e s c h r i e b e n  werden ,  wo der  S t r i c h  b e i m  P r o d u k t e n z e i c h e n  b e d e u t e t ,  dass  de r  

W e r t  ~ = n  n i c h t  m i t g e n o m m e n  w e r d e n  soll. H i e r a u s  fo lg t ,  dass  f i i r  .qerade 
W e r t e  yon  r der  A u s d r u c k  (r ~ ' -  x ~)~n,r  (x) die R e s u l t a n t e  y o n  z 2" - -  I u n d  

2 ' 2 r -  I 
X 2 ' r - 1  

Z ~ - -  I 

ist.  

A u f  d iese lbe  W e i s e  s ieh t  m a n ,  dass  f i i r  wi l lk i i r l iche  W e r t e  von ~ u n d  r de r  

A u s d r u c k  ( - -  I) (n-1)~ (r ~ - -  x '~) ~p,,, ~ (x) die R e s u l t a n t e  de r  P o l y n o m e  z n - -  I u n d  

ist.  

( Z r -  I12 3g ~z  r -1  

z - - I I  

A u s  den  G l e i c h u n g e n  (2o. I) u n d  (2o. 5) f o lg t  wei te r ,  dass  

n l [ (  
~ , , ~ ( x ) = ( - -  I ) ' ~ - l l I  ~ , ~  2 c o s  - x  �9 (22 .3 )  

D a  n u n  ~n, 2(x) in fo lge  (20. 4) die Nu l l s t e l l en  2 c o s - -  (~-= I, 2 , . . .  n - - I )  ha t ,  

k a n n  m a n  h i e r aus  schl iessen,  dass  ( - - I )  " - J  9~,,.,.(x) die R e s u l t a n t e  v o n  ~cn, 2(z)und 
sin n O 

qar,~(Z)--X ist ,  ode r  was dasse lbe  b e d e u t e t ,  die R e s u l t a n t e  yon  sin O u n d  

sin r O 
sin O x, w e n n  diese  G r S s s e n  Ms F u n k t i o n e n  von  2 cos O b e t r a c h t e t  werden .  

V o n  d e m  A u s d r u c k  (20. 6) fi ir  ~c,,, 2 k a n n  m a n  fo lg l i ch  99,, r f i i r  Mle r he r l e i t en .  

D ie  l~esu l t an t e  tlfo, f , yon zwei P o l y n o m e n  fo(Z) u n d  f~(z) k a n n  m a n  Mlein  

d u r c h  r a t i o n a l e  R e c h e n o p e r a t i o n e n  b e r e c h n e n .  N e h m e n  wi r  an,  dass  de r  G r a d  

f i i r  f ~ ( z ) ~  de r  G r a d  f i i r  fo(Z)is~. Bei  B e n u t z u n g  des A l g o r i t h m u s ,  de r  zur  
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Bes~immung des gr5ssten gemeinsamen Teilers dient ,  bekommt  man eine Folge 

yon Po lynomen  f , ,  f3 . . . .  J~, . . . bestiindig abnehmenden  Grades,  und  zwar da- 

dureh,  dass man f ,  (z) in f , -~ (z) hineindividier t ,  wodurch ein Rest  f , + l  (z) niedri- 

geren Grades als f~(z) ents teht .  Wi r  bekommen somit folgende Gle ichungen  

J4;--I (g) = f* (g) g~, (,g) q - /*+l (Z)  ~ = I ,  2 . . . .  m - - I .  (22. 4) 

Nehmen  wit  an, dass fo(Z) und f l (z )  keinen gemeinsamen  Tel ler  haben.  Nueh 

einer  endl iehen Anzahl  yon Divis ionen kommt  man dann  zu einem Res t  fro(z), 
der eine yon Null  verschiedene Kons tan te  ist. Setzen wir 

f i  (z) = c, zp~ + e: zp~-I  + ... 

wo c~ als yon Null  verschieden angenommen wird. D a n n  ist 

P0 ~ P ,  > P ~  > P a  > "'" >P~--- -  o. , 

Aus den Gle ichungen (22.4) erhglt  man  

f , - ~  (a~")) = f , + l  (a~ *)) i =  I, 2 , . . .  p,.  (2 2 . 6  

Nun  ist die Resu l tan te  yon f ,  und  f , + l  

P~ 
JI~f'v'f'v+l : cPv+l H f~+l (~))  

und die Resul tan te  yon f i - 1  und f i  

P~ 
Rf,.__l,.f = ( -  I)Pv--lP~cP~--I H f~__l (~ ' ) ) .  

Aus den Gle ichungen (22.6) fo lgt  deshalb 

R,~_I., - - ( -  9 ' - l P ~ C * - l - ' ~ l R , ~ . , ~ ,  ~ (~=~, ~ , . . .  m -  i). ( ~ .  7) 

Die gesuehte  Resul tante  Rfo, f, l~sst sieh also dureh die Resu l tan te  R&_l,f,~ aus- 

driieken. D~ aber p~ = o, ha t  man  

~fm--1, fm -~- cPm--1 m 



332 N . E .  Ntirlund. 

Die Gle ichungen  (22. 7) geben uns folglich 

~ P v - - 1  Pv m :: 

1~f~ = (-- I)1 H cP'v--I--P*'+I"'v (22.: 8) 

tJbrigens kann  man die Division unterbrechen ,  sobald man Zu einem Res t  f ,  

vom I. oder  2. Grade kommt,  i n d e m  man hat  

ICt(,), ~,-~. : f(a). 

Die letzte der Gle ichungen  (22, 4) ist 

:m-,, (~) = 7,~-~ (~) g~-~ (~) + :,o (~) 

w o f m  eine von Null  verschiedene Kons t an t e  c~ ist. 

die Gle ichung 

fiigen, die auch 

geschr ieben werden kann.  

f . , -~  (~) = f . ,  (~) gm (~) 

fro--1 (~) : Cm gm (Z) 

W i r  kSnnen hierzu noch  

g,(z) ist ein Po lynom in z, d~s sich durch  Divis ion yon f ~ ( z ) i n  f~- l (z)  

ergibt,  und  da f~+l(z) yon n iedr igerem Grade als f i (z)  ist, ha t  g~(z) den Grad  

p , -1  --p~. Setzen wir 

g,v ( z )  = k v  2 p ' v - I - p ' v  -{- ktv ;y, Pv - - l - -P ,v  - 1  + . . .  

so ist 

]G, C~ --- C~--I 
I) iese Gle ichungen  geben 

~0 
c~ = klk~ . . . k, 

v ~  I ,  2 , . . . m .  

V ~  I~ 2 ,  . . .  ~v~. 

Tr~gt  man  diesen Ausdruck in (22. 8) ein, so erh~lt  man die Bez iehung  

I~:o,:,-= (- I) "=~ c~~176247 
f i  P~ 1 + p ~  

welche die gesuchte Resul tante  durch  die Zahlen k~ ausdriickt .  Mit  anderen  

W o r t e n :  Um die Resul tan te  von fo(Z) und f l (z)  zu finden, b rauch t  man  nur  die 

e indeut ig  best immte Ket~enbruchentwicklung  
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f0 (~) I]  I ] I I 
A (~) - g~ (~) + ~ )  + V ~ ; )  + " + I g~ (~) 

zu bilden. 

Aus den Koeff izienten k, der hSchsten Po tenz  yon z in g,(z) finder man  

dann  sofor t  die Resul tante .  Diese  Methode ist sehr bequem fiir die Bes t immung  

yon q~n,r(x), t3brigens b rauch t  man das Vorzeichen der Resu l tan te  n icht  zu be- 

rechnen,  weil aus der Defini t ion yon ~0n, r(x) hervorgeht ,  dass der Koeff iz ient  der 

hSehsten Potenz  yon x gleieh I i s t .  Man k~nn deshalb aueh nStigenfal ls  w~h- 

r end  der Reehnung  nach Belieben kons tan te  Fak to ren  einfi ihren,  um Briiche zu 

vermeiden.  

W e n n  n keine Pr imzahl  ist, kann  q~,,,2(z) in Fak to ren  mi t  ganzzahl igen 

Koeff iz ienten  aufgelSst werden,  und  es wird dann  am e in faehs ten  sein, die Re- 

snl tante  yon 9~, 2 (z) - -  x und  jedem dieser F ak to r en  fiir sieh zu best immen.  W e n n  

man  zum Beispiel ~012, ~(x) bes t immen will, be rechne t  man  die Resul t~nte  yon 

9912,2(z) ~- z ( z ' - -  I)(Z ~ -  2)(z ~ -  3)(z ~" --  4 z* + I) 
und  

~ P 5 , 2 ( Z )  - -  X = Z 4 -  3 z~" "j- I - -  X .  

Man braueht  dann nur  den le tz ten F~ktor  yon ~12,2(z) in q~.~,2 ( z ) - - x  hineinzu- 

dividieren,  wodnrch  man den Res t  z ~ - - x  erh~lt, und  man finder beinahe ohne 
Rechnung 

~ , 2 , o ( x ) - - ( x -  ~)~(x + ~ ) ' ( x ' - 4 x +  ~)'. 

Auf  diese Weise  kann man die immer  beschwerl iche AuflSsung einer grossen 

Anzahl  yon Gleichungen mi t  ebenso vielen Unbekann ten  durch  einen Algor i thmus  

ersetzen, der so einfach ist, wie man  ihn sich n u r  denken  kann,  und beinahe 

keine Arbei t  forder t .  

Die  Po lynome F~,r(x) haben  mehre re  bemerkenswer te  Eigenschaf ten .  Zum 

Beispiel, wenn n = p q  mit  te i le r f remden p und  q, geh t  aus der Gle ichung  (2o. I) 

hervor ,  dass q~n, r(X) durch  ~p, r(X)q~q, ~(x) te i lbar  ist. 

W i r  geben je tz t  ~,,,r(X) fiir einige spezielle W e r t e  yon n und r :  

~3,2 (X) = X ~ - - I  

~,,~ (~) = x ( ~ - 2 )  

~ ,  ~ (x) = x 4 -  3 x~ + I 

qD~,2 (x) = x6--5  x 4 + 6 x ~ - - I  

~ ,  ~ (x) = x ~ 

~ ,~  (x) - ( x ~ - 2 x ~ - x +  I) ~ 
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q%,~ (x)-~- 

~ ( x ) =  

~v~o, ~ (x) - -  

~ 1 ~  (x) = 

N. E. N6rlund. 

X(X~--2)(X4--4X2-~2)  ~8,3 (X)---(X-~- I ) ( X - - I ) 2 ( X ~ - - 2 X - - I )  2 

(X~-- I) ( ~ - - 6  X' + 9 ~ - -  ~) q~,~ IX) = ~ ( ~ - - ~  X~+ 3)~ 

X ( X t - - 3 X " + I ) ( X t - - S X ' ~ - 5 )  ~ t o , 3 ( X ) - - ( X + I ) ( X ~ - - X - - I ) ~ ( X z - - 3 X + I ) Z  

X(X~-- I ) (X '~- -2) (32  ~ -  3)(X~--4X ~ + I) 

q912, 3 (X) --- (X-~- I )X  ~ ( X - - I )  ~' ( X - - 2 )  2 (X2---2 X--2)  ~ 

~ , ~  ( x ) =  ( x ~ -  ~) ~ ~o,~ (.) = . '  

~ 6 , ,  (X) = X ( X U - - I ) ( X ~ - - 3 )  q~6,5 (X) ~ ( X +  I ) ~ ( X - - I )  3 

q%,, (x)=x~--6X4+Sx~--I  q~7,5 ( X ) ~ - ( X g - - X ~ ' - - 2  X-~ I) 2 

~ ,  (x) = ~ ( x ' - 8  x ~ + s) ~ (x) = (x + ~)~ ( ~ -  ~ ) (x~-2  x -  ~)~ 

q~9,~ (x)=(x'~--~)(x6--9x~+6x'--I)  q~,5 (x ) - -  (x~- I )2(x3--3x]~-I )~  

~010, 4 (X) = X (X 2 -  I )  ~ (3g 4 -  IO X2-~ ~) qPl0, 5 (X) ~ -  X 4 ( X - -  I ) ( X 2 - - 2  X- - -4 )  e 

q % 2 , , ( X ) ; = X 3 ( X ~ - - I ) ( X ~ - - 3 ) ( X 4 - - I 2 X ~ + 9 )  q%~, 5 (X) - ~  (X-~ I ) '  ( X - -  I)3 ( X ~ - - 4  X + I)  ~ 

2 3. Aus der Gle ichung (22. I) kSnnen wir  leicht  eine Dete rminan ten-  

dars te l iung fiir q~,,~(x) herlei ten,  w e n n  r ungerade  ist. Setzt  m au  niimlich in 

der Gle ichung (4.4) 

z r  ~" - -1  

f ( ~ )  - i - -  x z  ~ (23. I) 
Z - - I  

I - - X  I I . . . I 0 0 . . . I 

I I - - X  I . . .  I I 0 . . .  I 

I I I - - X  . . . I I I . . . I 

I I I . . .  0 0 0 . . .  I - - X  

so finde~ man 

(-~),~ (x - ~) ~ , ~  (x) = 
(23.2) 

Diese De te rminan te  ist yon der Ordnung  ~. I n  der ersten Zeile ist  das erste  

? ' - -  I 
Element  I - -  x, die folgenden Elemente  sind alle I die n - -  r fo lgenden 

2 

E|emen te  sind o, und  die r - - ~  le tz ten Elemente  sind alle I. Die anderen  Zeilen 
2 

lassen sich aus der ersten durch  zyklische Ver tauschung  der E lemente  herlei ten.  

In  der HaupMiagona le  sind also alle Elemente  gleich I - - x ,  wiihrend die i ibrigen 

Elemente  en~weder o oder I sind. In  jeder  Zeile und in jeder  Spalte gibt  es 

r Elemente ,  die yon Nul l  verschieden sin& W e n n  man zur le tz ten  Zeile alle 
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i ibr igen Zeilen addiert ,  werden alle E l emen te  in der le tz ten Zeile r - - x ,  und  der  

F~k to r  r - - x  kann  deshalb wegdiv id ie r t  w e r d e n  

Auf  dieselbe Weise  sieht  man,  wenn in der Gle ichung  (4.4) 

Z r - -  I 12 
f ( z )  = \~Z~__ I ! - -  x 2 z ~-~ (23.3) 

gese tz t  wird, dass ~p,~.~(x) ffir willkiirl iehe W e r t e  yon r und  n durch  eine Deter -  

minan te  yon der  Ordnung  n fo lgende rmassen  darges te l l t  werden  kann :  

( - -  I)n (X 2 __ r~) ~)n,r (X) = 

r - - x ~  r - - i  F - - 2  . . . I O O . . . I 2 3 . . . r - - I  

r - - I  r - - x S  r - - I  . . . 2 I 0 . . . 0 I 2 . . . r - - 2  

? ' - - 2  r - - I  r - - x ~ . . . 3 2 I . . . o o I . . . r - - 3  

r - - 3  r - - 2  r - - I  . . .  4 3 2 . . .  o o o . . .  r - - 4  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . ~ . 

r - - I  r - - 2  r - -  3 . . . . . . . .  2 3 4 . . .  r - - x~"  

Addier~ man  die n - -  I e rs ten  Zeilen zur le tz ten  Zeile, so werden alle E lemente  

in dieser  gleich r e -  x ~, was wegdiv id ie r t  werden  kann ,  und  die D e t e r m i n a n t e  

reduzier t  sich danach  fiir x = r auf  die D e t e r m i n a n t e  der  Gewich t sg le ichungen  

24. I m  a l lgemeinen wird n eine grosse  Zahl  sein, w~ihrend r i m m e r  viel 

k le iner  als n i s t  Es ist  deshalb  vor te i lhaf t ,  die O r d n u n g  dieser D e t e r m i n a n t e n  

in fo lgender  Weise  zu reduzieren.  Wir" nehmen  zuerst  an, dass r unge rade  ist, 

und  definieren A~ i) ( i = 0 ,  I, 2 , . .  r - - 2 )  als d ie jenigen LSsungen  der Differenzen-  

g le i ehung  
r 1 E A?+, (') ~--- x A  + r - - 1  (24. I )  

2 

welche die A n f a n g s b e d i n g u n g e n  

A~) = ~,i v ,  i = o ,  I ,  . . .  r - -  2 (24.2) 

befr iedigen.  Tri~gt man  den Aus d ruek  (23. I) fiir f ( z )  in die Gle iehung  (6.4) ein, 

so finder man  

I 
( n - - l )  ( r - t - l )  A ( 0 }  A (1) - -  I A ~ I  2) 

( - -  I )  2 ~Pn, r ( x )  - -  I X l n +  1 n+l . . . .  ( 2 4 . 3 )  

F - - x  

~(0) 2 A ( 0  A ( r - ~ )  - -  I Z l n + r - -  n + r - - 2  " " " n + r - - 2  
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W e nn  r gerade ist, so definieren wir  A~ ) ( i = o ,  I , . . .  2 r - - 3 )  als d ie jenigen 

LSsungen der Dif ferenzengle ichung 

r - - 1  

Z A 2 i ! + 2 8  = x a (2 / )  + r _ l  

8 = 0  

(24.4) 

welche die Anfangsbed ingungen  

A(~ i) = '2~i 

befr iedigen.  

Setzt  man  in der Gle ichung (6.4) 

v , i ~ o ,  I , . . .  2 r - -  3 (24.5) 

so findeg man 

I 

~ ) n , r  ( X )  r 2  _ _  X ,  2 

Z 2 r  - -  I 

f f f )  __ I x r--1 

A (~ - -  I A (1) A (2r-a) 
2 n  2 n  " " ' 2 n  

A(~ A (1) - - i  g (2r-a) 
2 n + 1  " " " 2 n + l  

A ( : ) n + 2 r - 3  A ( : ~ t + 2 r - 3  ' �9 �9 A(2r-3)2n+2r-3 - -  I 

(24 . 6) 

(24.7) 

Ffir  willktirliehe Wer te  

druckes (2 3. 3) fiir f ( z )  

I 

( _ _  i ) ( n - - 1 ) r  1 D n ,  r ( X )  - - -  r2 _ x ,  ~ 

yon r finder man  weiter  durch  E in t r agen  des Aus- 

A ~ --  i A (1) A (2r-a) 
n n ' " ' n 

A(~ A(I) - -  I A ( 2 r - 3 )  
[ ~ n + l  n + l  . . . . . .  n + l  

�9 , �9 . , . . . .  . ~ . . . .  

]A(~ ~ A(~!2~ a A(2r~ a ) - - I  
I n ~ 2 r - - a  n - v  - -  " " " n - v z  - - o  

(24.8) 

wo die A~') die Dif ferenzengle ichung 

r - - 1  

\ ~ + s  (24.9) 

und die Anfangsbed ingungen  

A~) -~- ~ i  v, i = o, I , . . .  2 r - -  3 (24. IO) 
befriedigen.  

Man kann  diese De te rminan ten  durch  andere  yon nur  hMb so hohe r  Ordnung  

ersetzen, indem man  anstel le  der LSsungen A~' )andere  par t ikulgre  LSsungen 

derselben Differenzengle ichungen wghlt.  W i r  haben ni~mlieh gesehen, dass die 
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Dete rminante  (I I .  6) fiir x = I gleieh dem Produkt  (I I. 7) ist; wenn wir jetzt  fiir 

f ( z )  den Ausdruck (z 3. I) eintragen,  erhal ten wir, falls r ungerade ist, 

n(~+l)  
(-,) 

r-- l)  r--1 
D(1) _ D ~ : )  1__ 2 j~) (2)  _ D ~ L 1  D ~ -  - D ! Z )  n+ l  --  n + l  ' " ' n + l  - -  

r--1 r--1 

r--1 r--1 

D (1) r - l - - D  (~) 19 (2) r - l - - D  (2) r--1 �9 D 1 - - 1 - 2  
n+ - ~ -  n r--12 n+ ~ -  n - -  - - 2  " " n+ ~ -  n - -  ~ 2-- 

: ( x -  

wo die D~) die Differenzengleichung 

r--1 

S ~ 0  

und die Anfangsbedingungen  

befriedigen. 

~_ xD(~) �9 + r--1 (2 4 . I I)  
2 

/ ) ( ~  =---+ ?]~i Y , i =  1 , 2 ,  . . . (24. ,2) 
2 

Fiir die Funkt ion ~p,,,r(x) finde~ man einen i~hnlichen Ausdruck.  Die Gr5ssen 

A~ ~') und  D~') sind Polynome in x mit  ganzzahligen Koeffizienten, die sich mit  

t t i l fe  der angefi ihrten Differenzengleichungen leich~ berechnen lassen. Diese 

Differenzengleichungen geben uns daher  e i n  neues, sehr einfaches Mittel  zur 

Berechnung der Polynome ~, ,r(x)  und  ~p~,~(x). 

Aus dem in w 7 Gesagten folgt  weiter, dass man  fiir ungerades r hat~ 

Cn C n - 1  � 9  Cn-r+2 
(n-- 1) (r+l) 

( - -  I) 2 ~gn, r ( X )  : C~zq-1 C n  . , .  C~.-~+a (24.  ' 3 )  

G+~-~ G+, . -~ . . .G 

wo die Polynome Ca, C2, C3 . . . .  durch die Differenzengleiehung 

r--1 [ I  fiir I ~V--__~n 

Za- -xc t" �9 - - - -  o f f i r  n < v 
S = 0  2 

(24. I4) 

und die Anfangsbedingungen  

festgelegt  werden. 
43--39615. Acta mathematlca. 72. 

6' , = o o __--_G v < r (2 4. I5 )  

Imprlm4 le 27 juin 1940. 
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Auf  dieselbe Weise sieht man, dass fiir willkiirliche Wer te  yon r gilt  

C,~ C,~-1 . . .  Cn--2r+3 

( - - . I )  ( n - l )  r ~ , b v ( X )  = C n §  Cn �9 �9 �9 C~t--2r+4 

. . . . . . . . . . . . .  ~ 

Cn+2 r- -3  C n + 2 r - 4 . . .  Cn 

w o  die Polynome C1, C2,  C~, . . . durch die Differenzengleichung 

r--1 / I  f f i r - - ( r - - x ) < v < = n - - ( r - - i  i 

(2 4. I6) 

und die Anfangsbed ingungen  

C-~ = o  o ~ ~ 27 ' - -  I 

best immt werden. 

Diese or thosymmetr ischen Determinanten  befriedigen eine einfache Differenzen- 

gleichung. Die Determinante  auf  der r ech t en  Seite von (24. I3) ist yon der 

Ordnung r - -  I. Bezeichnen wir diese De te rminan te  mi t  dem Symbol ( n , r - -  I), 

so folgt  aus einem bekannten  Determinantensa tz  1, dass 

(~, r + I ) ( n ,  r - -  I) = (~, , ' ) " - -  ( .  + I ,  i " ) ( .  - -  I ,  r ) .  

Mit Hilfe dieser nicht  l inearen Differenzengleichung kann  die Berechnung von 

q%,r(X) mit  der Berechnung der GrSsse (% I ) =  C~, die durch die lineare Dif- 

ferenzengleichung (24. I4) festgeleg~ wird, verkniipft  werden. 

E i n  F u n d a m e n t a l s y s t e m  y o n  L i i s u n g e n .  

25 . Fiir x - - r  erhal ten die Ausdriieke (24 . 3), (24.7), (24.8) usw. die un- 

best immte Form _o. Da es gerade dieser Wer t  der betreffenden Funkt ionen  ist, 
o 

der in den Ausdruck (20.3) fiir .Qjj eingeht,  wollen wit  die vorhergehende Unter- 

suchung erg~nzen, indem wir explizite Ausdriicke fiir die Funkt ionen  Qjj yon 

~hnlicher Form wie (8 .8 )her le i t en .  Diese kSnnen wir entweder  durch Differen- 

t ia t ion der in w 24 gefundenen Ausdriicke oder durch El iminat ion der Wurzeln  

a,, aus tier Gleichung (I8. I4) erhalten,  und  wir wolien hier die letzterw~ihnte 

I R. BALTZER, Theorie und Anwendung der Determinanten, 5. Auflage, Leipzig I88I, S. 
64--65 . 
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Vorgehensweise benutzen. Zuerst wollen wir aber einige Hilfssi~tze zur Ergiinzung 

des in w 8-- 9 Gesagten herleiten. 

Betrachten wir eine Differenzengleicl~ung mit konstanten Koeffizienten vort 

der Form 
m--1 

+ + = o  (25  i) 

wo c 0 u n d c , ,  beide als yon Null verschieden vorausgesetzt werden. Die hierzu 

gehSrende charakteristische Gleichung ist 

r 

Z e s ( ~ / m - - 8  + ; ~ - - m + 8 )  + C/rb = O" 

�9 s ~ 0  

Wir nehmen a n ,  dass die Wurzeln dieser Gleichung alle verschieden sind, und 

bezeichnen sie mit a~ und a~ -1 (s = I, 2 . . . .  m). 

Es sei wie in w 8 

u~ = D ~ )  i - -  i ,  2 ,  . . .  m 

eiu System yon L5sungen, die dutch die Anfangsbedingungen 

-D(i) ~ + ~ / , i  r , i - ~ -  I ,  2,  . . .  m z v  

festgelegt werden. Setzt man v-~ o in der Differenzengleichung (25. I), so sieht 

man, dass D(j ) fiir alle i gleich Null ist. Da die charakteristische Gleichung eine 

reziproke Gleichung ist, folgt aus den Anfangsbedingungen, class D~ i) eine un- 

gerade Funktion yon v ist. 

Es bezeichne 
B ~  ~1 i = o ,  i ,  . . . . ~  - I 

ein System von geraden Funktionen von v, welche die Differenzengleichung (25. I) 

und die Anfrmgsbedingungen 

B ~ )  = W~ ~, i = o ,  i , . . .  m - -  I ( 2 5 . 2 )  

befriedigen, doeh mit der Ausnahine, dass B~ ~ gleieh 2 sein soil. Dass es 

ein solches System yon LSsungen gibt, geht daraus hervor, dass diejenigen 

Gleiehungen, welche B ~i) fiir v > o als Funktion der Anfangsbedingungen bestim- 

men, mit denjenigen Gleiehungen identisch sind, die B(i), bestimmen. Aus der 
Gleiehung 

8=0  
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folgt speziell fiir v = o, dass 

B~) = -  ~m-~. (25.4) 
CO 

Die Funk~ionen D~ ~) und B~') bilden zusammen ein Fundamentalsystem yon 

LSsungen. Dies l~isst sich dureh Betrachtung der Determinante 

I D(2) D(y -1) ...D(i) B(2-1) B(y-~) ...B(o) 

D(m) D(m-1) 1)(1) B ( m - 1 )  B(m-~) .B(O) 
, c J  (~ ' )  = ] ' r q - 1  't '-}-i " ' "  v + i  '1'3-1 ~r ' ' "  V - ~ l  

I 
I D (m) /)(m--i) D(~)  B(m-1) B(m-~) .tt(o) 
| v - t - 2 m - - 1  ~ - ~ 2 ~ z - - 1  " " " v + 2 m - - 1  v + 2 m - - 1  ~ - t - 2 m - - 1  " " " v + 2 m - - 1  

leicht beweisen. Ersetzt man v durch v + I, so sieht man, dass die Differenzen- 

gleichung (2 5. I) bewirkt, dass J ( v  + I ) =  J(v). Der Wert  der Determinante ist 

also unabhingig  yon der ganzen Zahl v. Setzt man r - ~ - - m ,  so erh~lt man eine 

Determinante, wo in der ersten Spalte alle Elemente mit Ausnahme desjenigen 

in der ersten Zeile Null sind und wo in der (m + I)ten Zeile alle Elemente mit 

Ausnahme desjenigen in der letzten Spalte Null sind. Wir kSnnen daher die 

erste und die (m + I)te Zeile sowie die erste und die letzte SpMte streichen. 

In der dudurch entstehenden Determinante wollen wir zur iten Spalte die 

(i + m - - I ) t e  SpMte ( i =  I, 2 , . . . m - - I )  addieren. Wi t  erhalten dann eine Deter- 

minante, deren m - - I  erste Spalten nut  je ein yon Null verschiedenes Element 

enthalten, das gleich 2 ist. Streichen wit die m- - I  ersten Spalten und die m-- I  

letzten Zeilen, so bleibt eine Determinante.von der Ordnung m-- I  iibrig, in der 

alle Elemente der t tauptdiagonale I sind, ws Mle anderen Elemente 0 sind, 

und man finder 
m ( r e + l )  

Die Determinante ist somit verschieden yon Null, and jede LSsung kann deshulb 

linear dureh die Funktionen D(~) and B~) ausgedriiekt werden. Du a~ eine LSsung 

der Differenzengleichung (2 5. I) ist, hat man 

m - - 1  

i=O i ~ 1  

wo k/ und k~ Kons~anten sind. Ersetzt man v durch --v, so erh~lt man 

m-1 
a T "  = - k; D;'). 

i = 0  i = 1  

Also is~ 
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m - - 1  

i = 0  

Gibt  m a n  h ie r  v die W e r t e  o, ~ , . . .  m -  I, so folg~ aus  den  G l e i e h u n g e n  (25. ~), 

dass  fiir  s = I, 2 . . . .  m gi l t  
m - - 1  

,~; + . 7 =  ~ )  + Y, (< + aT~)B~ ). (~5. ~) 
i = 1  

A u f  dieselbe Wei se  sieh~ m a n ,  dass  

< - ~T" = ~ (< - ~7') D!,). (~S. 6) 
i = 1  

A u s  der  G l e i c h u n g  (2 5. 5) folg~ w iede rum,  dass  fiir  alle g a n z z a h l i g e n  W e r t e  y o n  

u n d  tt is t  

(a :  aT" ) (a:' - -  a T ,  ) = B!~ - -  B(~177 + ~ (a~ + aT; ) ,CB (~ - -  B!~) ). (2 5. 7) 
i = 1  

Setz~ m a n  in d ieser  G l e i c h u n g  v = n u n d  g i b t  tt die W e r t e  I, 2, . . .  m, so finde~ 

m a n  d u r c h  B i l d u n g  des P r o d u k t e s  der  be iden  f o l g e n d e n  D e { e r m i n a n t e n  die 

B e z i e h u n g  

I a ,  + a ~  - 1  . . .  a ~  - ~  + a , 7  - ' ~ + ~  

I a 2 + a 7  ~ . . .  a ~  - 1  + a7 -m+l 

I a s + a T ~  . . .  a~ ~ - 1 4 a 7  m + 
. . . . . . .  o . . . .  

I a,~+a-s 1 . . .  a m - - l - t - a  - m + l  
7at - -  ;,it 

o B~0~_, + B~?) . . .  B~> T) + B;~--,) 

I B ( : )  1 - -  B ( n ~  " " " B ( m - 1 ) n + l  - -  -~- ln(m-1)  

2 B (~ - -  .B(n~ 2 B ~ . ~  1) - -  R (m-l) 
n + 2  " ' ' t - - n - - 2  

(o) _ . . . m B +  m - -  B~) m B(2~-m 1) - -  B~,~~) 

Wei~er  h a t  m a n  

0 I 2 . . .  m 
a~ ~-p + a p, 

a I - -  a 7 1  a~ --  a~ -= . . .  am - -  a-~ m 
a~  ~ -  I 

. . . . . . . . . . . . . . . . .  ~ o . 

- a 2 ~ m _ _  - a m - -  a m l  m - -  a m 2  , . .  a m  a m m  n _ _  
a m I 

(25.8) 

B(~ - -  B(~ B(~) - -  B(z) B('~-~) - -  Bim-1) I n + l  ~ I  n + l  n - - 1  " " " n + l  ' n - - I  

B(O) _ B(O) B(i) _ B(1) B(m-x) __ B(m-1) 
n- I -2  n - - 2  n + 2  *~--2 " " ' n + 2  n - - 2  

B(O) - -  BtO) B a) - -  B (1) B(m-~) _ B(m-1) 
n + m  n - - m  n + m  n - - m  " " " n + m  n - - m  

m 

U ( a ~ - - a T ~ ) ( a ,  - a-~ ~) (25.9) 
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was man dadurch sieht, dass man  beide Seiten mi t  dem ers ten Fak to r  der l inken 

Seite yon (25. 8) mul t ip l iz ier t  und die Beziehung (25. 7) benutzt .  

Zwischen den Zahlen B]) und  D[ i) bes tehen verschiedene bemerkenswer te  

Beziehungen.  Es sei # eine willkiirliche ganze Zahl. Da B (*1 eine LSsung der 

Gle ichung (25. I) ist, kann man  

B(;)+: = y,  k~ B? + ~; D(:) 
i = 0  i = 1  

setzen, wo ki und  k'~ Kons t an t en  sind. Erse tz t  m an  v durch  --v, so erhglt  man  

B< B(f ' D~) ~_~,= ~, ki --  lc~ . 
i = o  i = 1  

W e n n  m~n diese Gle ichungen addier t  und subt rah ier t  und  die KonstanCen aus 

den Anfangsbed ingungen  durch  die Annahme  v = i best immt,  so findet man  fiir 

8 = O ~  I~ . . . m - - I  

m 

i = l  

m--1 

B<,+, + B ; ~  = B~+ < +  + y (B+ + B+ .~ w> \ / z+ i  /z--~j ~ " t t + v  
i = l  

Auf dieselbe Weise beweist  man,  dass ffir s = I, 2, . . .  m gil t  

m 

"~(~> ,, 75', c D +  D!  ~) , + ,  DI:) ~) 

' t r t - -1  

\ /~+i  

Elimination der  W u r z e l n  der  c h a r a k t e r i s t i s c h e n  G l e i c h u n g .  

26. Wi r  wenden nun zu der  Beziehung (18. 14)zuriick,  die wir  in fo lgender  

Weise schreiben wollen 

QP+J'J-nr(r '~- -  I) 5 n r ( r ~ - -  I) + n r ( r ~ - -  I) + R ( n ' p )  ( 2 6 .  I )  
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w o  
r--2 ar--2 an--p + ap s 

s = l J  k "s/ 8 

und wo - -  (r -- z) =< p ~ n + r - - 2  vorausgesetz t  wird. 

Funk t ion  f ( z )  ist yon der F o r m  
r--2 

f ( z )  = (z - -  ~).a H (z - -  a~)(z - -  a21) ' 

(26. 2) 

Die char~kter is t i sehe 

Dureh  Differenzieren naeh z erh~tlt man  

( I s ) (  I ) H 2 ' (  I I )  r--2  a s  ~ a s  -~ - -  - -  2 a s  ~-  - -  - -  a ~  - -  
f '  (a s )  = a s a s  a s  

wo der Str ich am Produk tze ichen  b e d e u t e t ,  class der Wer~ v - - s  for tge lassen  

werden soil�9 Die Funk t ion  B (n, p) kann  als ein Verhgl tnis  zwischen zwei De- 

t e rminan ten  auf  folgende Weise  geschr ieben werden:  

R ( . ,  p)  = 

~, .~ + ~;-1, (~ + ~7~)~,. (.~ + .71),-,,  ( .~_ .7~ (~ + ~7 ~ -  ~) ( . : -  ~) 

~" I i ' a s - ~ - a ~  -1 ,  ( t ~ s ~ - a s l ) 2 , . . .  ( a s - } - a - f f l )  r - u ]  
(26. 3) 

wo s die W e r t e  I, z . . . .  r - - 2  annimmt.  Entwicke l t  man  die De te rminanfe  im 

Z~thler nach  den E lementen  tier le tz ten SpMte, so erh~lt  man  den Ausdruck  

(26. 2). Be t raeh ten  wit  nun  folgende De te rminan te  

I 2 2 ~ . . �9 2 r-3 0 

I a l  -~- a~ -1 (al ~- a~-l) 2 . � 9  (al+a-Fi) "-3 a ~ ' - P + a ~ '  
�9 ( a  1 _ a l  1 ) ( a ' Z - -  I ) 

n-p  
I a,-2 + a -1 (ar-2 + a -1 ~ -~ ~--3 a~-2 + aP-2 

r--2 r--2, " ' "  ( a r - -2+ar - -2 )  ( a r _ 2 _ _ a T - ~ 2 ) ( a ~ _ 2 _ i )  

(26.4) 

Diese kann  auf folgende Weise u m g e f o r m t  werden. Die erste und  die l etzte 

Spalte lassen wir  unveri indert ;  yon jeder  der i ibrigen Spal ten  subt rah ie ren  wir  

die vorhergehende,  mult ipl iz ier t  mi~ 2. W i r  sehen dann,  dass diese Determi-  

nan te  gleich dem Zi~hler des Bruches auf  der rechfen  Seite tier Gle ichung (26.3) 
r--2 

ist, mul t ip l iz ier t  mit  ~I(a8 + a~ -I --2) .  Man hat  nun- 
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t~2  r--2 t v 
H ( a s  + a~ "-1 - -  2 )  -~- ( - -  I ) r  H ( I  - -  a s ) ( I  - -  Ct~ -1) = ( - -  I)  r f  ( I )  

2 
8=1 S=I  

wus infolge (I 5. 7) gleich 

I 2  

is~. Tri/gt man d ie  De~erminante (26. 4) in den Zi~hler des Bruches auf der 

rechten Seite der Gleichung (26. 3) ein und multipliziert im Zithler und Nenner 
r--2 

mit I t  (as--a~-~), so finder man n~ch einer einfachen und naheliegenden Urn- 
1 

formung des Zi~hlers und Nenners 

0 I 2 . . .  ~ ' - - 2  

a n-p  + aP, 
a i - -  a71 a ~ - -  a~ -~ . . . . .  a ~-2~ - -  ~a--~+ 2 

a n _  I 

+ 
a 2 . - - a - - ~  . . a r - - 2 ~ a - - r + 2  

a r - - 2 - - a r ~ !  2 r- -2  r - -2  " " ' r - -2  r- -2  
a n 2 - -  I I 2  

R ( n ,  19)- -  r ( r  "~ - -  I) a _ a T ~  a~_a~_ 2 . . .  a ~ _ ~ _ a T + 2  (26. 5) 
a 2 - - a 7 1  a2~--a~--2 . . . ar-2__aTr+'2 

a r _ 2 ~ a ~ _ 1 2  a 2 _ ~ - - 2  ar--2__fL--r+2 
- -  r - - 2  ~ r - - 2  ' ' " r - - 2  ~ ' r - - 2  

Aus diesem Ausdruck eliminieren wir mit Hilfe der Gleichungen (2 5. 8 )und  

(25. 9) die Wurzeln as und finden dadurch folgende bemerkenswerte Beziehung 

I 2  

I B(~176 / ~ : ; 1 - - B ( n l ) - - I  

2 B(O) _B(O) /~(1) _B(1) n+2 n--2 ~ n + 2  n--2 

r(r I )  
R (,, p) - 

�9 . .  _ p  p 

. . .  B(nm+-~l) - -  B~7__~ 1) 

. . .  BI  I)- 

o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

B(O) --B(O) R(1) --R(1) //(m--i)__ B(~-I) 
n + l  ~I--I ~ n + l  ~ n - - 1  . . . .  nq-1 n--1 

(26. 6) 

wo m = r - - 2 ,  Fiir 

w I5 gesehen h~ben, 

.~(0) ~ B ( O )  .B(1) _ B ( 1 )  .~ (m-~ l )__B(m-~l  ) 

�9 , o . . . . . . . . . . . . . . . .  

n + m  n - - F ~  n + m  n - - m  " " " t - -  

die char~kteristische Funktion f ( z )  hat man, wie wir in 
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rm3 
f ( z )  (s -1- I ) (8  -Jr- 2) (8  -1" 3) (2,r_2_s -t- , - - r+2+s)  2 r. " ( r 2  - -  I) 

2:r--2(Z__ , ) 2 - -  Z 6 6 
8=0 

Die Zahleu B~) sind deshalb du tch  die Differenzengleichnng (25. 3) a n d  die An- 

fangsbedingungen (25. 2) mi t  m = r - - 2  und  

( 3  + I)(8 + 2)(8 + 3) 
CS 6 

bestimmt. 

Da Co-- I, sind alle Zahlen B(*)~ ganze Zahlen. 

27. Der soeben gefundene Ausdruek (26. 6) ist  giiltig fiir al lel  r > 2. Wir  

woilen jetzt  zeigen, dass er mi t  Vorteil umgeformt  werden kann;  aber man erhglt  

verschiedene Ausdriicke je nachdem r gerade oder ungerade ist. Die Gleichung 

( ' 5 .9 )  kann folgendermassen geschrieben werden 

(Z r ~  1/2 __ 
f(z) = ~ -  I - ]  r2zr - - i "  (2 7. I) 

Wir  nehmen zuerst r als ungerade an und setzen 

r--1 z r _ _  I 
f l  (z) - -  r z  ~ -  (27. 2) 

Man ha t  dann 

r--1 2: r -  , 
A ( ~ )  . . . .  + ~Z  

f (z)  -- fa (Z)A (z). 

(27. 3) 

(27. 4) 

Das Polynom f~(z) hat  eine Nullstelle 2. Ordnung in z =  ~. Die Nullstellen 

a~ (~ = I, 2, . . .  r - -  2) fiir f (z)  kSnnen in zwei Gruppen eingeteil t  werden, welche 

Nullstel len ftir f~ (z), die wir mit  a~ bezeichnen, beziehungsweise Nullstellen fiir 

(z), die wir mit  fl, bezeichnen, umfassen. Man hat  dann  

r--3 
2 

f l  (,) = (,  - , ) 2  I I  (~ - ~ ) ( ~  - a71) 

1 Falls r = 2 ,  ist t t (n ,_p)~o ,  indem die charakteristische Gleichung dann keine anderen Wur- 
zeln als z =  I hat. 

44--39615. Acta mathematica. 72. Imprim~ le 27 juin 1940. 
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r--1 
2 

(~) = I I  (~ - 3 , ) ( ~  - 3 7 1 )  . 

Aus  den Gle i chungen  (2 7. 2) und (27. 3) folgt ,  dass 

~)B~ nl~n 

so sieht mare, d~ss 

r~ l  

r--1 
A ( 3 8 ) - -  - 2~'3,  ~ 

f '  (z) = f'~ (z)A (z) + f'~ (z)A (z) 

r--1 

f '  (as) = 2 r %2 f ' l  (us) 

f '  (38) = - -  2 r 382 f '2  (~). 

Die  dureh die Gleiehung (26. 2) definierte Funktion B(n ,p)  wollen wit in zwei 

Teile R1 und R~ zerlegen, die wir durch Erstrecken der Summation fiber die 

Wurzeln a, "and 3, erhulten. M~n h~t dunn 

WO 
.R (n, p) -~ R1 (n, 29) + R~ (n, p) (27. 5) 

r --3 r --3 

I Z ~ (2 7. 6) R t  (n, p) = 2 s = 1  f l (68) a~: - -  I 

r--1 r--3 
2 2 

& 32 - ~  + 3~ 
/ ~ ( ~ " P )  = 2 s = l f  ~ (3s) fl,;' - -  I 

(27.7) 

D u r c h  Di f ferent ia t ion  nach z finde~ man 

r--3 

r  ( I ) f i t  ( I I )  
~'s (%s 

r b l  

f t2  (3s) = ~;  ~- I ' I - -  8 + I  - - 3 , - -  ' 
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D e r  A u s d r u c k  ( 2 7 . 6 )  ffir / ~  ist  y o n  g a n z  derse lben F o r m  wie  der A u s d r u c k  

(26. 2) fiir R.  D a  n u n  

, r--1 r ( " - -  l ) ( r -  3) r ( r " - -  I) 
f : ( I )  = Z 8(8-- I ) - -  = 

4 12 

zeigt die in w 26 verwendete  Schhssweise ,  dass R~ sieh fo lgendermassen 

schreiben li~sst 

12 
& (~" P) - r (~ - i )  

0 I 2 . . .  n 2 ,  

a~ - p - ~ ' a p  ~l__g~- 1 ~ 2 - - g T 2  . . .  a T - - ~ l  m 
(zz-- I 

~;-~ + ~g 
C( m -  C ~ I  C~2m__ ~ 2  a m _ _  - - m  

t~n~ ~ 1 " " " ~ {~m 

f f l - - C ~  -1  ( Z l - - ~ l  ~ " " " ~ I  ~1 

~2--  ~'T I ~ ] -  ~'7 2 �9 �9 �9 ~'~-- a~-~ 

m - -  CCm 2 " m m 

~ - m  3 wo m = -  Eliminiert  man hieraus die Wurzeln  a, mit  Hi l fe  der Gleichun- 
2 

gen (25 . 8) und (25 . 9), in denen wir uns a~ dureh a~ ersetzt  denken, so sieht 

man, dass die rechte Seite der Gleichung (26. 6) /~(n ,  p) darstel l t  ~, wenn wir 

r - -  3 
m - -  s e t z e n .  D a  

2 

r - - 5  

A(z)  ~ ( 8 + 1 ) ( 8 + 2 )  r-~ r--3 ] 9 z T - ,  - - -  + ~  - -  I - - ~ ]  + z  2 i + - - - -  
r--3 2 8 

Z 2 ( Z - -  I) ~ *=o 

sincl in d i e sem Falle  die Zahlen  ~ )  durch die D i f f e r e n z e n g l e i c h u n g  (25. 3) u n d  

r - -  3 die Anfangsbed ingungen  (25. 2) mit  m -  und 
2 

C8 
(8 + I)(8 + 2) 

best immt.  

1 Falls r=3, ist Rt=o, indem fl(z) dann keine anderen Nullstellen als z = I  hat, und man 
hat R= R2. 
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Aus der  Gleiehung (2 5. 4) folg~, dass 

r - - 5  B ( / ) 3  _ ~  _ ! r  - -  2 i ) ~ - - I  ~ : o ,  ~ , . . . - -  ( 2 7 . 8 )  
~-- 8 2 

Da  f l  (z) die zur Differenzengleichung 

r - - 1  

~_j B(i)+s = r B (i) ,.-1 (27.9) 
, v + - -  

S ~ 0  2 

gehSrende charak~eristische Funk t ion  ist, kann man die B(~ ~) aueh im obenerwiihnten 

Ausdruck fiir R l ( n , p  ) ais ein Sys tem yon geraden Funk t ionen  yon v definieren, 

welche die Differenzengleichung (27. 9) und die Anfangsbed ingungen  (25.2) und 

(27.8) befriedigen.  

Nunmehr  wollen wit  R~(n,p)  betrachten.  Diese Funk t ion  l~sst sich als ein 

Verh~ltnis zwischen zwei Dete rminanten  in folgender  Weise  schreiben: 

R~ ( . ,  p) = - s 
2 

wo s die Wer te  

r-5 ~-~ + ~ [ 
i,/~s .~-/~7 I, (fls + ~ s  1)~, . . .  (~s+fl71) 2 ' ( f ls -~71)(f ls  n -  i) 

r--3 I 
- - 1  2 1--2- ~,~s + ~ ,  (~s + ~ ) , . . . ( ~ s + ~ )  

r - - I  
I ,  2 ,  . . .  - -  

2 

annimmt.  Entwickel t  man die Determinante  im Z~hler nach den Elementen der 

letzten Spalte, so erh~lt man den Ausdruck (27. 7). Multipliziert  man im Z~ihler 

und Nenner  mit  dem Produk t  

r - -1  
2 

1I 
$ ~ 1  

so finder man nach einer leichten Umformung  der De te rminan ten  

I R~ (n, p) = - -  - 
2 

r--a r--a /~n--p q_ 8p[ 
*-8 - -  I S 

~ - g ~ ' ~ : - g ~  . . . .  ~ . ~ - ~  ~' ~ - i  

Eliminiert  man die Wurzeln  fls in entsprechender  Weise  wie oben, so erhKlt man  
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n~ ( . ,  p) = - i 
2 

B (~176 T - B(:)_ r7 

~(o)  + B(pO) 
�9 ~ ? / - - p  

r--~ r--3 
. . .  ) 

r - - 3  r--3 

n--2 n + 2 ~1--2 " " ' 

[ r - - 3 ~  [ r - - 3 ~  ] 

B (11 ,.--3 ~ B  (~1 ~)~CI o ~ T !  I 
r - - 3  �9 �9 �9 ~ r - - 3 - - J A  r - - 3  I 

"a + - T n ~ n + ~ -  n - - T -  ] 

r--3 r--3 

B(n~ 1 --Bi~ B(1)n-k 1 - -  B(n ILl  " " �9 B!~11 ) - - B g ~ 1 1  ) -  

r - 3  r--,~ 
/J( i )  __ B(1) . .  u ( r 2  3) - - , B ! ~  

r - 3  r--3 

B(O) r_1  __B(O) . _ _ . ( 1 )  ( - ~ r  ~ ) ( - 2 r )  r--1 B (1) r--1 r--1 �9 �9 * B 1 - - B  1 
n + - -  n ~  2 -  n+ 2 -  n- n-k ~ - ~  n-- - -  2 2 2 

wo B~ ~) ein System yon 

g le i chung  

geraden Funk~ionen yon v ist, welche die Differenzen- 

r - - I  
B(:)+,~ = - -  r B (i) r--1 

v -}----  
s = 0  2 

und die A n f a n g s b e d i n g u n g e n  (25. 2) mit m ~ -  
2 

befriedigen. 

28. 

hat  man 

N u n  wol len wir r gerade annehmen.  

y 2 r  _ _  I 

g ( Y )  = y ~  _ _  I 

Setzt  man z ~ y~ und 

r y r - 1  (28.1)  

f (y~)  = g (y) ~ ( -  y). 

g(y) hat  eine Iqullsielle 2. Ordnung im Punk~e y ~ I und kann in der Form 

g (y) = (y --I)3 ~ I  (Y - -  as)(y - -  a~ -1) 

geschrieben werden, wo a s ~  e~. Aus (28. I) le i tet  man 



350 N . E .  NSrlund.  

he r ,  u n d  h i e r a u s  fo lg t ,  d a s s  

8 

D i e  G l e i c h u n g  ( z 6 .  2) k a n n  d e s h a l b  in  d e r  F o r m  

r--2 0f--2s t~n--2Ps -~ ~s--n + 2p 

( . , p ) = ~ g , ( ~ )  ~,~ - 
8~ I 8 - -  ~'8 iq, 

(28.2) 

g e s c h r i e b e n  we rden ,  u n d  m a n  h a t  

r--2 

, r - - ~  --1 - -  2)  H '  ("* + - -  - -  ~ -  ~ 7  ~)" g ( a s ) ~ -  ~S ( a s -  0~ s )((~S ~- ~ - 1  {~s 1 

A u s  d e r  G l e i c h u n g  (28. I) e r h ~ l t  m a n  d u r c h  z w e i m a l i g e  D i f f e r e n t i a t i o n  

g,,(i)_ r ( "~ -  I) 
3 

t t i e r a u s  f o l g t  in  d e r s e l b e n  W e i s e  wie  oben ,  das s  d e r  A u s d r u c k  (28.2)  f o l g e n d e r -  

m a s s e n  g e s c h r i e b e n  w e r d e n  k a n n  

( . , p )  = 
6 

0 I 2 . . . r - - 2  

g n - - 2 p  .j_ c c v n + 2 p  (Z 1 - -  g V  1 a~ - -  0~12 . . g r - - 2  __  g l r + 2  

a7 - -  a] -'~ 

�9 o o o . . . . . .  , . . . . . . . . . . . . .  

g n - - 2 p  + ff, r~n2+2p  
r - -2  

. n r_2  - -  Of t :2  " r - - 2  - -  "r--12 a ' ~ _ 2 - -  Cr . . . Cr rr ----22 - -  ~tr '~ r 2+2 

a l  - -  a;  -1 a} - -  a;-2 . . . a~-2 _ a;-r+2 

~ - -  aV 1 a] - -  aV 2 . . . a r -2  __ a7 ,+2 

. . . . . . . . . . . .  . o . o . o 

~ r - - 2 -  ~r--12 ~r--2  - -  (Zr~__~2 2 . r--2 r---2 

E l i m i n i e r t  m a n  d ie  W u r z e l n  as d u r c h  d i e s e l b e  V o r g e h e n s w e i s e  wie  in  w 26, so 

f inde r  m a n  f i i r  R (n, p) d e n  A u s d r u c k  
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~ n - - 2 p  " " " - -  p 

I BI~)+ 1 - -  B(n~ B{i)n+l - -  B ( i L I  �9 �9 �9 B(nr~-I 3>+ - -  =n--l~(r--3) 

r - -2  B (~ - - B  (~ B (~) - - B  (1) B(n~ ~) 2--B(~-~)+2 
~ + r ~ 2  n - - r + 2  n §  n - - r + 2  " " " ~ - -  - -  

351 

(28.3) 
~ ' ( r  " ~ -  I )  

wo die B~) aus 

(2 5 . 2) mit  m = r - - 2  und 

B ( : ; 1  - -  B(n~ B(1)n+l - ' B ( n l L 1  �9 , ' B ~ r ~  -3) t  - - B l r ~ ) -  

n~-z - -  JDn--2  n + 2  . . . .  n + 2  

B(O) _B(o) B(~) - - B  (1) B~Zi ~) 2--B}~.-r3)+2 n §  n - - r + 2  n ~ - r - - ~  ~ - - r + 2  " " ' . -- - -  

der Differenzengleichung (2 5. 3) und den Anfangsbedingungen 

= (s + I) 

bestimmt werden, indem man 

hat. 

r - - 3  
g (Y) (yr--2-s y--r +2 + s) yr__2(y__i),2-- E Cs + + Or--2 

Aus der Gleichung (25.4) geht  hervor, dass 

~r--R(i) 2 ( 1 " - -  { ) !  - - -  I 
4 

Da g(y) die zur Differenzengleichung 

fiir gerades i / "  

>> ungerades 

r - -1  

Z B ~ i )  2 s - - -  r .B(:)+ r _ l  ( 2 8 . 5 )  

gehSrende charakteristische Funktion ist, kann man die B~ ) auch im letzterw~hnten 

Ausdruck fiir R(n,p)  als ein System yon geraden Funkt ionen yon ~ definieren, 

welche die Differenzengleichung (28.5) und die Anfangsbedingungen (25.2) und 

(28.4) befriedigen. 
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In  alien hier  be t rach te ten  F~llen sind die Koeff iz ienten c~ ganze Zahlen, und  

c o ist gleich I. Die Zahlen B!  ~) sind deshalb ebenfal ls  ganze Zahlen. Mit Hi l fe  

der Gle ichung (25. 6) kann  man  Q p + j , j  auch durch  die Zahlen D!  ~') ausdrficken, 

die ebenfalIs ganze Zahlen sind; aber  diese Ausdri icke sind ~quivalent  mi t  den 

schon hergele i te ten .  

B e s t i m m u n g  de r  zu r  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  z ~ - - 0  gehiirenden Gewiehte. 

2 9. In  w I5 haben wir die Bedingungsgle ichung ~ z i  = o eingef i ihr t  und  

dadurch eine symmetr i sche  Ver te i lung tier Gewichte  erzielt. Man h~t te  auch 

ver langen kSnnen , dass eine der  Unbekann ten  verschwinden sollte, dass heisst,  

man wiirde alle gesuchten  GrSssen als Differenzen gegen eine willkfirlich gew~hlte 

un te r  ihnen best immen.  Erse tz t  man  (I5. 2) durch  die Bedingungsg le ichung  

z~ = o und bezeichnet  man in diesem Falle die Mul t ip l ika toren  mi t  ges t r ichenen  

Buchstaben,  so e rha l ten  die Gewichtsgle ichungen folgende F o rm  

r_l { , I , , - - I  f f i r  i = I  
- y ,  (r - -  ~)(Q,+,,~ + Q,_~,~) = ~'J 

( r - -  I )  Qi, j - -  r fiir  i > I 
s = l  ~ i , j  

und ausserdem ha t  man  

Q'I, j  ~ -  o 

t 

ffir i, j -~ I, 2, . . . u. Es seien ~1, ~2, . . . ,  e.-1 die yon I verschiedenen 

Einhei tswurzeln .  Dann  laute t  die LSsung der Gewichtsg le ichungen  

r--I 8r--1 (8i--1 

Q"~ = -  ~ Y' f ( ~ l  

nten 

(29. I) 

Setzt man  n~mlich diesen Ausdruck  in die l inke Seite der Gewichtsg le ichungen 

ein, so finder man  

I ~i--1~ ~ E ( ~  - ~ -  ~ .  

und man best~t igt  sofort,  dass diese Summe gleich V~.,j ist, wenn I <  i ~ n, und  

gleich ~ ] l , j -  1, wenn i =  I. 
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2 ~ i v  

Setzt  man e~ = e '~ und  tri~gt man  fiir f den Ausdruek  (I 7. 5) ein, so sieht 

man, dass die Gleiehung (2 9. I) in der Form 

Q~,j - -  

7~p  7 ~ p  . 7 ~ p  . 
n- ,  c o s - - - ( j  - -  i) sin n-(, ? - -  I ) s in  ~ ( ( z  - -  I) 

4 r  n 

r ~ _ 

sin ~ r v ~  ~ 

geschrieben werden kann,  die deut l ich zeigt, wie die Mul t ip l ika toren  yon den 

ganzzahligen Pa rame te rn  r und n abh~ngen. Durch  Vergleich mit (17.6) sieht  

man, dass zwischen den beiden Systemen yon Mult ip l ikatoren folgende Beziehung 

bes teht  
Q'i,i = q ~ , j -  Q I , j -  qi,~ + Q1, 1 .  

Insbesondere  hat  man fiir die rez iproken Gewichte  

Q;, i  = 2 ( Q 1 , 1  - Q l ,  i ) .  

v 

4 5 - - 3 9 6 1 5 .  Acta mathematica. 72. I m p r i m 6  Ie 27 ju in  1940. 


