AUSGLEICHUNG NACH DER METHODE DER KLEINSTEN
QUADRATE BEI GRUPPENWEISER ANORDNUNG DER
BEOBACHTUNGEN.

Vox
N. E. NORLUND

in KOPENHAGEN.

1. In der Ausgleichungsrechnung begniigt man sich nicht damit, die wahr-
scheinlichsten Werte der Unbekannten 2z, 2,, ... 2, zu bestimmen, sondern man
sucht zugleich auch die relative Genauigkeit dieser Gréssen zu finden. Oft
ist es ausserdem von Bedeutung, den mittleren Fehler u, einer Funktion
F(z,, 25, . .. 2zn) der Unbekannten zu finden. Hierzu dient ein System von »*® Multi-
plikatoren @y (7,7 =1, 2, ... n); sie sind die Elemente der Matrix, welche reziprok
zu der aus den Koeffizienten der Normalgleichungen gebildeten quadratischen
Matrix ist. Ein Ausgleichungsproblem kann als gelost angesehen werden, wenn
man die dazu gehdrenden Multiplikatoren bestimmt hat. Wie bekannt hat man
niamlich

o=t 30, (1)

wo p der mittlere Fehler einer Beobachtung ist. Hieraus folgt insbesondere,
dass der mittlere Fehler u. von z; aus

py=putQu fiir i=1,2,...n (1. 2)

bestimmt wird. ¢ ist also das reziproke Gewicht von z;, wenn das Gewicht

einer Beobachtung gleich 1 gesetzt wird. Weiter gilt

n
3]:2QUPZ fﬁl‘j:I, 2,... 7 (13)

=1
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wo P, P,, ... P, die linken Seiten in den Normalgleichungen sind. Die nume-
rischen Werte der Grossen ¢ konnen durch den von Gauss angegebenen Algo-
rithmus bestimmt werden. Dieser fithrt aber zu weitliufigen und wenig iber-
sichtlichen Rechnungen, und zwar besonders dann, wenn die Anzahl der Un-
bekannten gross ist. Die verhiltnismissig wenigen Fille, wo man imstande ist,
@y explizit als Funktion der in ein Ausgleichungsproblem eingehenden Parameter
zu bestimmen, sind deshalb von Interesse, wenn man beurteilen will, wie das
Gewicht einer Funktion der Unbekannten von diesen Parametern abhingt.

In einer vor kurzem erschienenen Abhandlung hat Prof. I. Bonsdorff' den
Fall betrachtet, wo zur Bestimmung der Differenzen zwischen » Unbekannten
2y, 2, ... 2n 7 Gruppen von r gleich genauen Beobachtungen /; 4, l;, 2, . .. l;, » vor-
liegen, die Fehlergleichungen von der Form

lijs + Aiys = ks + 2i1s—1 (',9:172"”7') (1.4)
1=1,2,...1 :
mit z,+s = 2n geben, und er hat die Frage aufgeworfen, wie das Gewicht der
Unbekannten von den ganzen Zahlen n und r abhingt. Die Gruppenkonstanten
k; sind Orientierungsgrossen, die zu bestimmen kein Interesse darbietet; sie
werden deshalb vorteilhafterweise eliminiert.

Im folgenden behandeln wir in § 2—12 den allgemeineren Fall, wo » Gruppen

von m Beobachtungen 1,1, li, s, . . . li m vorliegen, die Fehlergleichungen von der
Form
! s=1,2 m
li,s -+ li,s:ki+zas,v2i+v—-1 ] e (1.3)
et 1=1,2,...m
mit 2,4, =2; geben. Indem die Unbekannten gz, z; ...2, so bestimmt wer-
den, dass
n m
S S

i=1 s=1

ein Minimum wird, wollen wir einfache Methoden zur Bestimmung aller Hilfs-
grossen €y angeben; ausserdem werden wir zeigen, dass sich @y fir n » o
einem Grenzwert nihert. Die Multiplikatoren geniigen einer linearen nicht
homogenen Differenzengleichung. Wir werden beweisen, dass keine der Null-
stellen fiir die zugehorige charakteristische Funktion f(2) auf dem Rande des

! Verhandlungen der in Kaunas abgehaltenen 1o. Tagung der Baltischen Geodiitischen Kom-
mission, 8. 120, 1938.
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Einheitskreises liegt. Diese Eigenschaft setzt uns instand, @; durch f(z) aus-
zudriicken.

In § 13—29 behandeln wir dann ausfiihrlicher die Gleichungen (1.4). Die
charakteristische Funktion f(2) hat in diesem Fall eine Nullstelle zweiter Ord-
nung im Punkte z= 1, wiihrend alle anderen Nullstellen einfach sind und einen
von 1 verschiedenen absoluten Wert haben. Die Multiplikatoren kénnen ent-
weder mit Hilfe einer Kettenbruchentwicklung oder mit Hilfe einer bemerkens-
werten Klasse von Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten bestimmt werden.
Auch werden wir zeigen, dass ¢; durch die Lidsungen gewisser linearer homo-
gener Differenzengleichungen mit einfachen Anfangsbedingungen ausgedriickt

werden kann.

KAPITEL 1.

Herleitung der Gewichtsgleichungen.

2. Wir betrachten die ».m Fehlergleichungen (1.35), die alle das Gewicht
1 haben sollen. Wir nehmen an, dass m >+ und » > 27 — 2 sowie dass die
aus den Koeffizienten der Fehlergleichungen gebildete Matrix

1. ay Gy ...a1n
I Gy Ggg ... Qo ' (2.1)
I aml am2 PR avm/r

den Rang 7+ 1 hat. Wir bilden nun zuerst die Normalgleichung fiir %;, die

nach Division mit m

I m I r m
;@Z li,s = ki + % Z Zas,vzi-}—v——l
s=1

ry=18=1

gibt. Mit Hilfe dieser Gleichung eliminieren wir %; aus den Fehlergleichungen
(1.5) und bekommen dann die reduzierten Fehlergleichungen

= =1,2,...m

m r m .
I I j=1,2,...m
lij + lz’,j —;’L Elli,s = 2‘ (djw — ;7/ El asv_) Eitv—1 ( » )
5= 5=

Indem man diese Gleichungen mit aj, — —;)—@ = a4, multipliziert und addiert, bekom-

men wir die partiellen Normalgleichungen. Da wir nur die rechten Seiten der
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Gleichungen brauchen, begniigen wir uns damit, diese aufzuschreiben; sie haben

folgende Form:

m

r 1 m m
S (Sawan— 5 S awSa)emmr r=12
w=1 $=1 §=1

$=1

Wir finden im ganzen » solche Gruppen von r» partiellen Normalgleichungen
entsprechend ¢=1, 2,...#n. Zu g gehort die 1. Gleichung in der sten Gruppe,
die 2. Gleichung in der (7 — 1)ten Gruppe, ... die rte Gleichung in der
(¢ —» + 1)ten Gruppe. Indem man diese r Gleichungen gliedweise addiert, erhilt

man die Normalgleichung fiir z;, wovon die rechte Seite lautet
cr2; + Cr—1(3i+1 -+ .2’;'._1) + Cr—z(Zi+2 + Zi——Q) + -+ Cl(Zi+ r—1 T Zi—r+ 1)- (2- 2)

Das ganze System von Normalgleichungen erhilt man dadurch, dass man ¢ die
Werte 1, 2,...#n gibt und sich daran erinnert, dass 2,+s= 2+, ist. Hier haben

wir kiirzehalber gesetzt

r—p [ m ;L m
Cr—p = D Zas,vas,wp—%Zas‘vZas,Mp p=0,1,...r—1. (2.3)
s=1 s=1

=1 \s§=1

Die Gewichtsgleichungen gehen nun aus den Normalgleichungen hervor, indem
man deren rechte Seite gleich o oder 1 setzt. Aus (2.2) folgt daher, dass die
Gewichtsgleichungen folgende Form haben:

er@Qij + er—1(Qir1; + Qi) + 6ra(Qivaj + Qimayj) + -
+ e(Qisr—1,j + Qimri1,g) =0 (2.4)
wo
Q+ij = Qntij (2.5)
und

1 fiir ¢ =7.

ofirzs#j
0§ =

Zur Bestimmung der »* Multiplikatoren @; haben wir somit »* lineare Gleichungen,
die man dadurch erhilt, dass man in (2.4) den Grossen ¢ und ; die Werte
1,2,...n gibt. Alle diese Gleichungen knnen zu den beiden Gleichungen
(2. 4) und (2. 5) zusammengefasst werden. Aber (2. 4) ist eine lineare nicht homo-
gene Differenzengleichung, und die Bestimmung der Multiplikatoren ist deshalb
darauf reduziert, eine periodische Losung der Differenzengleichung mit der Periode
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n zu finden. Wir werden zur Losung dieser Differenzengleichung eine sehr ein-
fache Methode angeben, aber zuvor wollen wir einen fiir das folgende niitzlichen
Hilfsatz herleiten.

Die charakteristische Gleichung.

3. Unsere Differenzengleichung ist von der Ordnung 2{(r — 1). Aus ihren
Koeffizienten bilden wir ein Polynom f(z) vom Grade 2 (r — 1):

r—1
j% = ch(z’_s + 277 + . (3. 1)
s=1

Wir nennen f(z) die charakteristische Funktion, und die Gleichung
fley=o

wird als charakteristische Gleichung bezeichnet. Diese ist offenbar eine reziproke
Gleichung. Wir wollen beweisen, dass keine der Wurzeln der charakteristischen

Gleichung auf dem Einheitskreis liegt. Setzen wir

@ = as1z" ! + aggx’“3 + as 3%’“‘" + - asprr Y

Bs = a2 "V + gpr— Y + a8 + .. 4 ggar!
dann ist
r—1
asﬁs = Z as » + 2 As,vAs, v+1(x + a )
v==1 v=1
r—2
+ D) oo rra(@t + 27 + o+ a1 (@ 4 T2,
p=1

Aus dieser Beziehung in Verbindung mit (2. 3) folgt

x}:(ivj)l Z asﬂs I Z 253 Z ﬁs (3 2)

Die rechte Seite kann mit Hilfe der Identitit!

mzaslgs ZQSZ‘@:EZZ _ap(ﬁs-ﬁp) (33)

umgeformt werden.

! RAGNAR FRISCH: Sur les semi-invariants et moments employés dans 1'étude des distribu-
tions statistiques, Skrifter utgitt av Det Norske Videnskaps-Akademi i Oslo, Hist.-Filos. Klasse
1926, No. 3, 8. 26.
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Setzen wir 2 = ¢*, wo w reell ist, und nehmen wir an, dass die Koeffizien-
ten ag, in den Fehlergleichungen reell sind, so sind ¢; und 3 konjugierte kom-
plexe Zahlen, und wir erhalten

m
2 me—2(r—1)i’wf(e2iw) — Z
8=1

/) 3

las~ap|*.
p=1

Diese Summe von Quadraten kann nicht Null werden; denn hierzu wire erfor-
derlich, dass o; einen von s unabhingigen konstanten Wert C hiitte, das heisst,
dass zwischen den Zahlen a,, lineare Beziehungen von der Form

516V 4 ettt 4o 4 gV =0  s=1,2,...m

bestinden. Hieraus wiirde aber folgen, dass der Rang fiir die Matrix (2. 1} < r
wiire, was im Widerspruch zu unserer Voraussetzung steht. Folglich befriedigt
die charakteristische Funktion die Ungleichung

f(e)

‘Zﬁ>0 (3.4)

auf dem Rande des Einheitskreises.

4. Die Determinante o+ der Gewichtsgleichungen kann durch die charak-
teristische Funktion ausgedriickt werden. Man hat

Cr Cr—1 Cr—2 ... C O O...C € Cg ... Cr—1
Cr—l Cr Cr—l e 02 01 o...0 01 (32 ...0,-—2

A=y Cr—g € ...0C CCi...0 O C...Crz]| (4. 1)
Cr—1 Cr—2 Cr—3 ... 0 O O ...Cy C3 Cy ... Cpr

Alle Elemente in der Hauptdiagonale sind ¢,, und jede Zeile geht aus der dar-
iiberstehenden durch zyklische Verschiebung der Elemente hervor. Multipliziert
man diese Determinante, die von der Ordnung 7 ist, mit der Determinante

T g &p ... &1
16 &5...6"71 (4. 2)

D=

I &y &p ... &M
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WO &, &, ... & die Wurzeln der Gleichung

" =1

sind, so findet man

fle eufle) e fle)

g1 g1 gt
Sles) e0) (8s) & f(ea)
4D =|¢&" &7 et

Flea) suflen) € (en)
g1 gt g

Hierauns folgt

L)) - fle).

(6189 ... &a) (4.3)
Da aber
£ &g ... Ep==(— 11
ist, hat man
4 = (= 1)1 e) fles) .. Sfen). (4. 4)

Da wir nun bewiesen haben, dass die charakteristische Funktion auf dem Ein-
heitskreise nicht verschwinden kann, sieht man, dass - fiir alle Werte von » von
o verschieden ist. Die Gewichtsgleichungen haben deshalb esne und nur esme
Losung, und es gibt nur eine Losung der Differenzengleichung (2. 4), die periodisch
mit der Periode » ist. Da  auch die Determinante der Normalgleichungen
ist, folgt hieraus ausserdem, dass diese Gleichungen eine eindeutig bestimmte
Losung 2; haben.

Liosung der Differenzengleichung.
5. Wir wollen nun die Multiplikatoren ¢ ; bestimmen. Wir setzen
P)=c @+ e—a(Qsr + Qumt) + -+ + 6 (Qrar—1 + Qiers1).
Die Gleichungen (2. 4) konnen dann so geschrieben werden:
P(Qy) = ny (GJ=1,2...0). (5. 1)
Es seien wie oben & (v =1, 2, ... n) die nten Einheitswurzeln. Man hat

P 1Hi=d) == g1 =d (o, + ra(ey + &70) + - oo (87 + 7)) = 5 fla).

37—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 26 juin 1840.
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Wir wollen zeigen, dass
nogr—1+i—j

Q"j:;;élv—fw' (5. 2)

Dieser Ausdruck kann nie sinnlos werden, weil der Nenner f(e,) nach dem, was wir
eben gesehen haben, nicht verschwinden kann. Der Ausdruck (5. 2) stellt eine
periodische Funktion von ¢ mit der Periode » dar, weil ¢ = 1. Setzt man (5. 2)
in (5.1) ein, so bekommt man

L2 Pl

P(Qi,-)=7—12——m—

v=1

I n
[ T—F = ..
fnzev T

v==1

Der Ausdruck (5.2) befriedigt also die Differenzengleichung. Ausfiihrlicher kann
(5.2) so geschrieben werden:

n ehj

1 v
D=, é ertCrilent e + ot o (e + 67T
Setzt man

2niv

g =e ™

und ersetzt » durch » — », so erhilt man durch gliedweise Addition der beiden

dadurch gefundenen Gleichungen

27XV ,. .
Lt cos~ (¢ —7)
Qij= - - (5.3)

n 2Ty 47Ty 2(r—1)my
=0 ¢+ 26 —-1€C08 — + 2C—9C08 —— + -+ 2¢, 08—
7 n

7n

Die »* Grossen @; sind nicht alle verschieden. Aus dem letzten Ausdruck geht
hervor, dass ;; eine symmetrische Funktion der beiden Variablen ¢ und j ist,
die nur von der Differenz ¢—j abhiingt, so dass @i1j; von j unabhingig ist;
ausserdem ist es eine gerade Funktion von ¢. Es geniigt folglich, einen einzigen
Wert von j, z. B. j =1, zu betrachten, und man hat

Qiv1,1=@Qn—i+1,1.

Simtliche Multiplikatoren @;; sind also gleich einem der folgenden

@1 @21 @1 .. Quia )
T
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wenn » ungerade ist, und gleich einem der folgenden:

Q1 Q21 @51 . Qg+1,1
wenn n gerade ist.

Aus (5. 2) folgt
Z Qi :j%r) (5.4)

weil
I+ée+et- -+~ l=o0

wenn ¢, eine von I verschiedene nte Einheitswurzel ist.
Setzt man in (5.3) j=1¢, so bekommt man fiir das reziproke Gewicht @Q;;

von 2z;
In—l 1
Qii= -~ : (5.5)
n 2wy 2{r—1)my
v==0 cr+zcr_1cos7+-~-+zclcos(——)—

n

Wie man erwarten musste, ist diese Grosse positiv, was aus der Ungleichung
(3.4) hervorgeht. Sie ist unabhiingig von ¢, so dass alle z; dasselbe Gewicht
haben und

Q11 = Qas == Qun.

Lassen wir n — o gehen, dann konvergiert ¢);; gegen einen endlichen Grenzwert.
Aus (5.3) bekommt man nimlich

1

lim Qij:f cos2{i —fmxdx - (5.6)

e+ 2¢—10082wx+ 2¢—9C084wT+ -+ 2¢,c08 2(r—1)

n—wo

0

Dieses Integral ist konvergent, weil der Nenner im Integranden im Intervall
o=z =1 infolge (3.4) nicht Null werden kann.

6. Der soeben gefundene Ausdruck (5.3) ist zur Berechnung der Grossen
i; gut geeignet. Man kann jedoch einwenden, dass man hierbei Gebrauch
von irrationalen Grossen macht, um eine rationale Funktion der Koeffizienten
€y, C3, . . . ¢» In der charakteristischen Gleichung zu finden. Wir wollen deshalb
andere Ausdriicke fiir @;; herleiten, die explizit die Multiplikatoren in rationaler
Form geben. Aus den #® linearen Gleichungen, die man dadurch erhiilt, dass
man in (2.4) ¢ und j die Werte 1, 2, ... % gibt, findet man @;; als ein Verhiiltnis

zwischen zwei Determinanten. Diese sind aber von so hoher Ordnung, dass sie
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unbequem zu benutzen sind. Hs liegt nahe, dass man die Ordnung zu reduzieren
versucht, und zwar mit Hilfe eines Systems partikuldrer Losungen der zur
Differenzengleichung (2. 4) gehérenden homogenen Gleichung mit passend ge-
wihlten Anfangsbedingungen, die eine bequeme Berechnung dieser Grossen
erlauben.

Die Gleichung (4. 4) zeigt, dass 4 bis auf das Vorzeichen die Resultante von
f(2) und 2"—7 ist. Die Resultante kann aber auch in der bekannten Sylvesterschen

Determinantenform geschrieben werden:

€4 € C ...C ... € € OO ...0 00 ...0

O ¢ € -..C—1... € G €O ...0 O O ...0

n Zeilen O O € ...Ce9... € €3 C36 ...0 00 ...0
0O 0 o o) 0 0 0 0 ...¢0¢€ C ¢, (6.1)

—I o0 O o) 0 00O 01 0 o

27— 2 Zeilen 0o —1 0 o 0 0 o0 o0 o 1 o

0o 00... 0 ...—-1 00D0...000...1

Diese Determinante der Ordnung » + 2r— 2 ist gleich f(¢,) f(¢;). .. f(en). Wenn
man zur zten Spalte die (n +¢)te Spalte addiert (¢ =1, 2, ... 27 — 2), so ent-
steht eine Determinante, in welcher alle Elemente in den 2 — 2 letzten Zeilen
o sind, ausser dem Element in der Hauptdiagonale, das 1 ist. Wir konnen
deshalb die 27— 2 letzten Zeilen und Spalten streichen und erhalten dadurch
eine Determinante der Ordnung », die sich von . nur durch die Reihenfolge
der Zeilen und Spalten unterscheidet. Wir konnen aber die obige Determinante

auch auf folgende Weise reduzieren. Es seien A ({=o, 1, 2, ... 27—3) Zahlen,
die der Differenzengleichung
r—1
er AP + Der—s (AP + 4D ) =0 (6. 2)
8=1

und den Anfangsbedingungen
A = py; »t=0,1,2,...2r—3 (6.3)
gentigen.
Im folgenden wollen wir ¢; % 0 annehmen. Unsere Bedingungen bestimmen
dann A') eindeutig fiir alle ». In der Determinante (6. 1) multiplizieren wir nun
die »te Spalte mit A¥~Y, wo » die Werte 1,2,... 7 + 27— 2 annimmt; danach

y—17
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addieren wir zur ¢ten Spalte alle anderen Spalten. Diese Addition wird 2»—2
mal ausgefithrt, indem wir ¢ der Reihe nach die Werte 1, 2,... 2 »— 2 geben.
In der dadurch entstehenden Determinante sind in den 27 — 2 ersten Spalten
alle Elemente Null, ausser denjenigen, die in den 2+ — 2 letzten Zeilen stehen.
Diese Determinante ist deshalb gleich der aus den letztgenannten Elementen
gebildeten Determinante von der Ordnung 2r — 2 multipliziert mit deren alge-
braischem Komplement, das eine Determinante der Ordnung # ist, worin alle
Elemente iiber der Hauptdiagonale Null sind, wihrend die Elemente in der
Hauptdiagonale alle ¢, sind. Die letztgenannte Determinante ist deshalb gleich
¢}, und wir finden die Gleichung

A0 — AW L Ar=3)
A AL L Alr—3)

Sfle) fleg) .. flen)=cr [Tt nt1 nl (6. 4)
Aiﬂ-w—3 A’Ell‘)l'Qr—S s Af_}’_;r:’l? -1

Da die linke Seite infolge (3.4) von Null verschieden ist, muss die Determinante
auf der rechten Seite ebenfalls von Null verschieden sein. Es sei nun p eine

ganze Zahl im Intervall —(r —2)=p =<n + r—2. Wir wollen zeigen, dass

1 27r—4 —_
A0 —1 A gy Aer=3
0 (1 __ 2r—4 27r—3
AL AV —1 . AR AR
1 2r—4) 2r—3
Ag?-)wr—‘i Aﬁz-)l-2r—4 t A£14f2r—)4 I AiHTQT—)-i
0 (1) (2r—4) 2r—3)
1 A;;-%—r—2 Ap+r—2 o Ap-:r—Z Az()-:r—2
Ortidi == o AW =] (6. 5)
1 n I n e n -
0 1 2r—38
ARy AN T AR
0 1 2r—38) ___
Aill—?r—s Agt-)l~2r—3 t A£»12rl3 1

Wenn p ausserhalb des genannten Intervalls liegt, wird @p4; ; durch die
Periodizititsbedingung (2. 5) bestimmt. Wenn also z. B. p dem Intervall
—(r —2)—n = p = r — 2 angehort, ist auf der rechten Seite in (6. 5) p durch p + n
zu ersetzen. Wir bekommen somit zwei verschiedene Ausdriicke fiir @, 5 j 7, sofern
—(r—2)=p=r—2, aber die Differenz zwischen diesen Ausdriicken ist ein
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Bruch von der Form (6.3), wo im Zihler die Elemente der letzten Zeile zu er-

setzen sind durch beziehungsweise

0 - (0 (1) — 1) (2r—3 _ 273
AD) Ap 4 Al . AR — ALr=)

n+p+r—2 p+r—2° n+pt+r—2 2 ntptr—2 p+r—2°

Die Determinante im Zihler enthilt dann zwei gleiche Zeilen und ist folglich Null.

In @Qp+j; geben wir nun p die Werte ¢ —j, ¢ —jt 1,...¢—j % (r—1)
und setzen die aus (6. 5) hergeleiteten Ausdriicke in die Differenzengleichung (2. 4)
ein. Die linke Seite dieser Gleichung kann dann zu einem Bruch von der Form
(6. 5) zusammengezogen werden, mit dem Unterschied, dass in der Zihlerdeter-
minante fir ¢+ j alle Elemente der letzten Zeile durch Null zu ersetzen sind,
weil die Zahlen A die Differenzengleichung (6. 2) befriedigen. Wenn dagegen
1=y, so sind die Elemente der letzten Zeile zu ersetzen durch beziehungsweise

e (A — AL ) o (AP — AN ) e (APr—a — glr—3) )

r—3 n+2r—3 n+2r—3 2r—3 n+2r—3

wie man dadurch einsieht, dass man (6.5) fiir den einen Wert p =r — 1 benutzt,
und fiir die iibrigen in Betracht kommenden Werte p durch p -+ n ersetzt. Aber
diese Elemente sind beziehungsweise gleich

— ¢ A

n+2r—3?

— ¢, AW

0 e —o ABISS (4B ),

n+2r—3° n+2r—3

Die Determinante im Zihler ist somit gleich der Determinante im Nenner
multipliziert mit — ¢;, und wir finden deshalb, dass die linke Seite von (2. 4)
gleich 1 ist. Damit ist bewiesen, dass der Ausdruck (6. 5) die Beziehungen (2. 4)
und (2.5) befriedigt, und da wir oben gesehen haben, dass diese Gleichungen
nur eine Lésung haben, muss die rechte Seite von (6.5) in dem angegebenen
Intervall @p4;; darstellen.

Aus (6.2) und (6.3) folgt, dass man zur Bestimmung der Elemente in der
letzten Spalte der Determinanten in (6.5) folgende Gleichungen hat:

e ARr=3 + ¢y =0

G AR 4 AP + e =o0 (6.6)

2r—1 2r—2

e, AR + 0, ART T + e, AR + e, =0

woraus man leicht der Reihe nach alle Zahlen 4?7—% bestimmen kann, da ¢,
infolge Voraussetzung von Null verschieden ist. Die Elemente in den iibrigen
Spalten befriedigen dhnliche Systeme von Rekursionsformeln. BEs ist aber leichter,
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sie mit Hilfe der Zahlen A?"—3% zu berechnen. Aus den Anfangsbedingungen
(6.3) folgt nimlich:

¢ Agn—3—i) =¢, A;?-Zi—a) + ¢ A;ZL—_BI) + o+ G A("27-3) (6. 7)
G A = — o APTTY — G ARTTY . — g ARTTY 6. 8)

fir z=o0,1, 2,... r-- 1, woraus insbesondere fiir z = 0 hervorgeht
AR =— AR, (6.9)

Aus der Definition von A_“,“) folgt unmittelbar, dass diese Zahlen Koeffizienten
in der Reihenentwicklung

5 o A0
A== D o (6. 10)
f(Z) y=2pr—2 ¢

sind, die konvergiert, wenn |z| grosser ist als der absolute Wert der absolut
grogssten Wurzel fiir die charakteristische Gleichung.

Die Resultante zweier Polynome.

7. Wir wollen einen anderen noch einfacheren Ausdruck fiir @, ; her-
leiten. Um ihn zu erhalten, betrachten wir zuerst zwei willkiirliche Polynome
Y(z) und @(2) vom Grade m und n:

Yle)=coe™ + 2™+ ™2 4+ € # O
ple) =1bya" + b 2" 1 + by ™2 + o + by, by # 0.

Fiir ihre Resultante R, ., hat man den bekannten Determinantenausdruck

Cm Cm—-1 Cm—2 ... C & (¢] ... O O o
Cm Cm—l .. 02 Cl CO oo (o] (o] O
o o Gm  ...c ¢ ¢ ... 0 o off" Zeien
O O [e] €y €4 €
Ry, y = (7.1)
bn bn—l bn——,2 . O O (e}
(o] bn bn—~1 . (o] (o] (0]
O O - bn fo) fo) fo) m Zeilen
o o o} b bp—1 bp—s by by b,
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Wir nehmen zuniichst an, dass ¢, 7 o, und entwickeln den Bruch ¢:1y nach

wachsenden Potenzen von z:

26 _ 5 p . (7.2)

Diese Reihe ist konvergent, wenn |z| kleiner ist als der absolute Wert der
absolut kleinsten Wurzel von (z) =o0. Die Koeffizienten B, befriedigen die
Differenzengleichung:

emBy + 1By + -+ g By = by, (7 3)
und die Anfangsbedingungen
Bi=B 3= =B_,=o0.

Fir v > » soll b,—, Null sein.

Die Determinante (7.1) kann auf folgende Weise reduziert werden. Von
der (n + 1)ten Zeile subtrahieren wir die 1., 2., ... nte Zeile multipliziert
beziehungsweise mit By, B,, ... By—i. Dadurch werden die » ersten Elemente
in der (» + 1)ten Zeile Null. In der ersten Spalte sind dann alle Elemente Null,
ausser dem ersten, das gleich ¢, ist. Wir kénnen dann die Ordnung dadurch
reduzieren, dass wir die 1I.Zeile und 1. Spalte streichen und die Determinante
mit ¢, multiplizieren. Auf die so entstandene Determinante wird dieselbe Opera-
tion angewendet: man subtrahiert also von der (» + 1)ten Zeile die 1., 2., . ..
(n — 1)te Zeile, beziehungsweise mit B,, B,, ... Bn—: multipliziert, wonach die
Ordnung dadurch reduziert wird, dass man die 1.Zeile und 1. Spalte streicht und
mit ¢, multipliziert. Diese Operation wird ¢ mal ausgefithrt, wo ¢ die kleinste
der Zahlen n und m ist. Die rechte Seite von (7.1) wird dadurch reduziert auf
¢, multipliziert mit einer Determinante, die von der Ordnung m ist, wenn » =m.
Wenn aber # > m, so ist diese Determinante von der Ordnung %, und sie kann
sofort auf eine Determinante der Ordnung m reduziert werden, indem man die
1. Zeile und 1. Spalte (r—m) mal streicht. Die dadurch entstandene Determinante
ist gleich dem Produkt der beiden folgenden Determinanten:

Bn Bn—l .Bn-—2 . e Bn—m+1 Cm (o] O ... 0O

Bria B, Bi1.. . Bu—mio Cm—1Cm O ... 0,

Byim—1Bnim—2 ...Bn €, C C3...Cm
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Im letzten Faktor sind alle Elemente iiber der Hauptdiagonale Null, und er ist
deshalb gleich ¢®. Die Gleichung (7. 1) kann also reduziert werden auf

Bn Bn—l -Bn—2 e Bn—m+1
Rlp v = emtn Bria B, By1... Bumio . (7 4)

Bn+n.—1 Bn+m——2 PN Bn

Man konnte auch von der Voraussetzung iiber ¢, absehen und den Bruch
@ : ¢ nach fallenden Potenzen von z entwickeln:

2L _ Sy
=0

C,

Diese Reihe ist konvergent, wenn |z| grisser ist als der absolute Wert der
absolut grossten Wurzel von y(z) =o0. Die Xoeffizienten C, werden aus den
Gleichungen

eo Co = by

o Cy + ¢, Cy= 1,

Uy + ¢, C; + ¢, C, = by

bestimmt, die zusammengefasst werden konnen zu der einen Gleichung
O+ ¢, Coy + ¢, Crs + -+ enCoem = by y=0,1,2,... {7.6)

mit den Anfangsbedingungen

Oy =Cy= =C_p=0 (7.7)

und mit der Voraussetzung b, = o fiir » > ».

In der Determinante (7. 1) wollen wir nun von der (» + m)ten Zeile die nte,
(n — 1)te, ... 1. Zeile multipliziert beziehungsweise mit C,, O, ... Cp—1, subtra-
hieren. Dadurch werden die n letzten Elemente in der (n + m)ten Zeile alle
Null. In der letzten Spalte sind dann alle Elemente Null ausser dem, das in
der nten Zeile steht und gleich ¢, ist. Wir kénnen dann die Ordnung dadurch
reduzieren, dass wir die nte Zeile und die (n -+ m)te Spalte streichen und die
Determinante mit ¢, multiplizieren. Auf die so entstandene Determinante wird

dieselbe Operation angewendet; von der (n + m — 2)ten Zeile subtrahiert man die
38—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 26 juin 1940.
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(n — 1)te, (n—2)te, ... 1. Zeile, multipliziert beziehungsweise mit C,, C,, ...
Cr—s, wonach die Ordnung dadurch reduziert wird, dass man die (n — I)te Zeile
und die (n +m — 1)te Spalte streicht und mit ¢, multipliziert. So setzt man
fort, bis wir eine Determinante der Ordnung m bekommen. Diese ist gleich
dem Produkt der beiden folgenden Determinanten

Cn C?z—l 0,1_2 P a:—m+1 Cy €y Cy ... Cp—1
On+1 Cn On—l e On_—m+2 O € €1 ... Cm—2
0O O0¢C...Cn-s
On+m-1 011+m._2 ..... N Cx O O O0...¢6

In der letzten Determinante sind alle Elemente unter der Hauptdiagonale Null;
sie ist deshalb gleich ¢”, und die Gleichung (7. 1) reduziert sich also auf!

071 Cn—-l 07:——2 L Cn—m+1
Rl// ¢ = ct +m On+1 On On--l LR Cn~7n+2
Y, 0

Coim—1 Chgm—a oo v.. Cn
Diese Determinante ist von der Ordnung m. Wenn ¢, = 0, kann man die Ordnung

auf m — 1 reduzieren, und wenn ¢y = ¢n1 == ... = Cu—p41 = O, withrend cn—p 7% 0O,

findet man bei Anwendung von (7.6), dass

On On—l L Cn—m+p+1
4
— pnt+tm—p jp 0n+1 On “ s (/n——m+p+2 .
Ry ,= ¢} b?
011+m—p_-1 ....... Crn

Man kann die vorhergehende Schlussweise auch umkehren und die Gleichung
(7.8) dadurch beweisen, dass man das Produkt der beiden folgenden Determi-
nanten von der Ordnung » + m bildet

! Fir den Fall n <m siehe E. N£TTO, Vorlesungen iiber Algebra, Leipzig 1896, Bd. I, S.
166 —167. Diese Voraussetzung ist jedoch im folgenden nicht erfiillt.
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I 0O O0...0 O (o] ...0 €y O (e] .0
O I O0...0 o (0] ... 0O C, Cq O ... 0
O o I1...0 o O ... 0 Cy €4 Co ... 0
O 0O O0...1 (o] O ... 0 Cm Cm—1 Cm—2 ... Gy
00 Cl 02 e 071—1 On On+1 " Cn+m——1 O Cm Cm—l PR @1
(@] OO Ol s Cn—2 011—1 an, P 0n+m—-2
0 0 0...0C—m Conys Comyga... Oy c O o o

o ...

299

Co

Diese Produktdeterminante unterscheidet sich von der rechten Seite in (7. 1) nur

dadurch, dass die Zahlen by, b;, by, ... und ¢, ¢, ¢y, ... in umgekehrter Reihen-

folge geschrieben sind, und man bestitigt leicht, dass sie gleich dieser Deter-

minante multipliziert mit (— 1)*" und damit gleich Ry, ist.

Andere Determinantenausdriicke fiir Q.

8. Setzen wir nun m = 2(»r — 1) und
) =s()  ele)=z"—1

so nehmen die Gleichungen (7. 4) und (7. 8) beide die Form

On On~—1 . e On—2r+3
n
Hf(ev) = ent2r—2 Cn+1 Cn fes Cn—21'+4
1
1
On+21'—3 - Cn

an, wo die Zahlen O, fiir v > — (r — 1) die Differenzengleichung

r—1 ofirv#n—r+1
e Oy + Z Cr—s(0v+s + Ov—~s) = {
s=1 —1firv=mn—r-+1

mit den Anfangsbedingungen
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befriedigen. Diese Differenzengleichung gibt uns ein einfaches Mittel zur Be-
rechnung der Zahlen C,, die auch aus der damit dquivalenten Gleichung

11— o
—= (0,2 8. 4)
7o 2 (
bestimmt werden konnen.
Aus der Ungleichung (3.4) folgt, dass die Determinante auf der rechten
Seite in (8. 1) von Null verschieden ist. Die Grossen @pi;; kénnen dann durch

einen Bruch von der Form

(Jn 771"“1 e Cn—2r+3
Cn+1 Cn e Cn—2r+4
0n+2r—4 (Jn-}-2r—5 PRI On—l
Q 1 Cp+r—~2 Up+7‘—3 e 0p—r+1 (8 5)
b+ = T R R .

01 On Cn—l “ee (jn_g,-_,_g
Cn+1 Cn - C,l_<27+4 .
C7l+ 2r—3 Un—{» 2r—4 ... Cn

dargestellt werden, falls —(r—2)<p<n—{(r—2). Da @ die Periode n hat,
ist damit @ fiir alle ganzzahligen Werte von p festgelegt. Die Richtigkeit der
letzten Gleichung bestitigt sich leicht dadurch, dass man die rechte Seite in
(2. 4) eintriigt und ganz wie in § 6 weiterschliesst.

Bei der Herleitung der Ausdriicke (6. 5) und (8. 5) fiir @p4;; haben wir nur
benutzt, dass die charakteristische Gleichung vom Grade 27— 2 ist und dass
keine ihrer Wurzeln auf dem Rande des Einheitskreises liegt. Es liegt nahe,
daraus Vorteil zu ziehen, dass diese Gleichung eine reziproke Gleichung ist, und
diese Tatsache zu benutzen, um die Ordnung fiir die betreffenden Determinan-

ten durch passende Wahl der Anfangsbedingungen weiter zu reduzieren. Es sei

B ({=o0, 1,...7r—2) eine gerade Funktion der ganzen Zahl », welche die Dif-
ferenzengleichung
r—1
e BY + Do (BY,, + BY ) =0 (8.6)
=1

und die Anfangsbedingungen

_B,(Vi)::,’]’l’;i 'V’Z.:Oy 172""7‘_2 (8.7)
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befriedigt, mit der Ausnahme, dass B gleich 2 sein soll. Dass ein solches

System von Losungen vorhanden ist, geht daraus hervor, dass die Gleichungen,
die fiir » > 0 die Grosse B\ als Funktion der Anfangswerte bestimmen, mit den

Gleichungen iibereinstimmen, die B" bestimmen. Aus (8.6) erhilt man speziell
fir v=o0

; Cr—i
1

Bl ist also festgelegt fiir 2 — 2 aufeinanderfolgende Werte, niimlich fiir » = o,

+1, t2 ... £(r—2), r—1 und damit fiir alle Werte von ». Fiir die Gros-
sen @p4j;; hat man nun folgenden Ausdruck

r—2) __. 2
B - Bg‘—x - B(nl—l ce Biiﬂ) Bﬁz:)
1) —2) ___ —2
B,, —~BY,  BY, — BgH ... B3 — B
1 —2) (r—2)
Bi?lr——z - B(O)——r+2 Bszl-r—z - Bn——r+2 te B(r+r— - B1I—-r+2
Qpisj = — — H, + BY B, +B)  ...BD)+ B (8. 8)
p+id T T — - ’
o| B =B, Bl BIL . Boi— B
— S —9) __ -
1l+2 BO —2 B;Ll-}-? 'Bﬁll—-2 co Bﬁ:‘-{-Z” Bi‘br—;)
0 —2) (r—2)
B§H>—r-—»1 o B ‘B;L1+r—1 - Bnl—r-!-l B£1T+r-— - Bn—r+1

wofern —(r—2)<p=<mn+r—2 Da @ eine periodische Funktion von p mit
der Periode n ist, ist @ damit fiir alle ganzzahligen Werte von p festgelegt.
Wenn z.B. —n— (r —2) < p =r — 2, so sind die Elemente der letzten Zeile im
Zahler zu ersetzen durch beziehungsweise

(r—2) —
BO + BY, BYL, + BY, ... BrT¥ + Br—?

Wir bekommen also zwei verschiedene Ausdriicke fiir Qp4j; wenn — (r—2) =
p =r —2, aber die Differenz zwischen diesen Ausdriicken ist ein Bruch von
der Form (8.8), wo im Zihler die Elemente der letzten Zeile zu ersetzen sind
durch beziehungsweise

B9 _— BO — BW B2 — B
n 3 .. .

+p n—p’ n+p n—p? * n+p n—p

Der Zihler ist dann eine Determinante, die entweder zwei gleiche Zeilen hat
oder zwei Zeilen, deren Elemente gleich gross sind mit entgegengesetzten Vor-
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zeéichen, oder eine Zeile, worin alle Elemente Null sind. Wir werden spiter
zeigen, dass der Nenner von Null verschieden ist.
Die Gleichung (8.8) geht unmittelbar aus der Definition von BY dadurch

hervor, dass die rechte Seite in (2.4) eingetragen und wie in § 6 geschlossen

wird.
Betrachten wir ferner ein anderes System von Lisungen DU (i=1, 2, ...

r — 1) der Differenzengleichung

r—1
e DV + Do (DV)  + DV ) =0 : (8.9)

§=1
die durch die Anfangsbedingungen

DY —+p,; wvi=1,2,...7r—1 (8. 10)

definiert sind. Setzen wir » =0 in (8. 9), so erhilt man

e, DV =0 i=1,2,...7r— 1. (8. 11)

Fiir ¢, haben wir infolge (2. 3) und (3. 3) den Ausdruck

cr Z[ las, -——<Zaw)] zmzs‘z A5, » — Ap, 4)°.

r=1 s=1 p=1

Diese Summe von Quadraten kann nicht verschwinden, und ¢, ist deshalb immer
positiv. Aus der (leichung (8. 11) folgt deshalb, dass D Null ist.

Da die charakteristische Gleichung eine reziproke Gleichung ist, folgt aus
den Anfangsbedingungen, dass D! eine ungerade Funktion von » ist. Fiir die

Grossen @py;; findet man dann leicht folgenden Ausdruck

— — —2) __ — —1) —1
Dn+1 Dn———l D Dn—l v D§:+1) D(:l—? DS::%—I) ‘D(TZ—-I)
— 2) 2 _ —2) _ — —1) —1
Dn+2 Dn~2 Dgz—)f—2 Diz)—Q 2 st D§:+22) Dg—:?) Dg+2) Dg—a)
1 2 _ 2 — —2) — — 1)
D1(H)-r—-2 Dn—7 +2 D'EzJ)rr—~2 Dn)—r+2 et Dn+r~2 D:——H—" 2 D D'(nr:r -+2
(2) (r—2) (r—2) (r—1) (r—1)
DY + D )+ D ... D=2 + Db Dn_p + Dl
1) 2 — —1) _ —1
Dn+1 D( Dslji—l Dsll—l e Dg—i—l) Ds;—l)
1) —1 .
Dn+2 D;l—ﬂ D —D11—2 et D£Z'+2)——D£L7'_21)
(1 2 _. D2 (r—1) _lr—1) _
D7L~)Fr—1 Dn-—r-H . DEVLLT—I ' Dﬁz)—H—l o Dnr +r—1 Dvr—rJrl 2

(8. 12)
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wofern —(r —2)=<p=mn+ r—2. Dies wird dadurch bewiesen, dass man die

rechte Seite in (2. 4) eintrigt und wie in § 6 schliesst.

9. Zwischen den Funktionen A4,, B,, C, und D, bestehen verschiedene ein-
fache Relationen. Betrachten wir die Determinante, gebildet aus den Werten der

Funktionen 4% ( =o0, 1, ... 2 — 3) in 2 — 2 aufeinanderfolgenden Punkten
AD AW gy
A0 AN Al
ap)=[ A A A (0.1)
/| ) 1 —3
A'(VO-FQI‘——"} A’(V%)-QT—3 T A'(l’2':27'—)~3

Ersetzt man hier » durch » + 1 und benutzt die Differenzengleichung (6. 2), so
sieht man, dass (v + 1)=4(»). Die Determinante (9.1) hat also einen von
der ganzen Zahl ¥ unabhingigen konstanten Wert. Setzt man » = o, so werden
alle Elemente in der Hauptdiagonale 1 und alle anderen Elemente Null. Die
Determinante ist also gleich 1, und die Funktionen AY (f=o0, 1,... 27 — 3)

bilden daher ein Fundamentalsystem von Losungen. Jede Lésung von (6. 2) ist
deshalb von der Form

2r—3
) ki A (9. 2)
i=0
wo ko, ky, ks, ... unabhiingig von » sind. Hs bezeichne p eine willkiirliche ganze
Zahl und s eine der Zahlen o, 1,2,... 2rr — 3. Da A eine Losung der Dif-

wtv
ferenzengleichung (6. 2) ist, so hat sie die Form (g.2). Setzt man v =7¢, so fin-

det man %; = 4V

iy Woraus folgt, dass

2r—3

Ag(flrv = Z‘/ AﬁfLiA(f)- (9.3)
i=0

Da die charakteristische Gleichung reziprok ist, so ist A  ebenfalls eine Losung

der Differenzengleichung (6.2) und deshalb von der Form (9.2). Bestimmt man
in diesem Fall %;, indem man » =7 setzt, so findet man

' | (9. 4)
() 5 Al
A = Al 4D, ;
=0
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Setzt man g = 2r — 3, so erhilt man hieraus

A9

27r—3—v

= Ay (9 5)

was man auch in der Form schreiben kann

Alrtr = A=) g=—o0,1,...r—2.

Vergleicht man diese Gleichung mit (6. 9), so sieht man, dass 4 .  eine unge-

rade Funktion von » ist.
Da weiter D;(flw eine Losung der Differenzengleichung ist, so sieht man auf

dieselbe Weise, dass
2r—3

B, = 3D, 49, (9.6
=0 .

Ersetzt man » durch » — g und setzt man u gleich — (r — 1) oder — (r — 2), so

erhilt man hieraus fir s=1,2,...r—1

D(s) = Alr—1+s) _ A(r—l—s)

r—1+v r—l+w
abel 4 (9.7)
— r— - r—2—g
- Ar——‘z +w Ar——2+v
und speziell DIt = — A" . Auf entsprechende Art beweist man, dass fiir
§=0,1,...r—2 gilt
s e Cr—s
By = AU+ AT — o AR,
(9. 8)

= Alr—2+s) 4 Alr—2—s) Cr—s Ae@r—3)

r—2+v r—2+v» e r—2+v "

Was die Grossen (), betrifft, so erhilt man aus den Anfangsbedingungen
oder auch durch Vergleich von (6. 10) und (8. 4)

Cq Cv:—A£0-2—27~—2 n>v=0
e Al0 0
¢ C, = Ailw——iz + A(w)—n+2r—2‘ y=n

1o. Nehmen wir an, dass die Wurzeln a; in der charakteristischen Gleichung
einfach und von Null verschieden sind. Wir denken uns die Wurzeln so nume-
riert, dass

|as| < 1, wenn s < 7. (10.1)
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Dann hat man

Se)=cle—a)le—a) ... (z—a—)

=¢le—a)... (Z—ar—l)(z_arl) o= a).

Betrachten wir die rationale Funktion

21

fle)em—1)

wo ¢ eine ganze nicht negative Zahl =< n 4 2+ — 4 ist. Diese Funktion hat
einfache Pole in den Punkten g, und in den nten Einheitswurzeln. Das Resi-
duum im unendlich fernen Punkt ist Null. Driicken wir aus, dass die Summe
der Residuen Null ist, so erhilt man

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man die Einheitswurzeln aus dem Ausdruck

fiir Qp+j,; eliminieren. Setzt man ¢ =7 — 2 + p, so erhilt man aus (5. 2)
27r—2 ar—‘2+p
Y 8
fj = — 77— wenn —r—2)=p=n+r—2. 10.2
Dp+s,5 g’lf (@) (a? B ( )=p ( )
Da @ die Periode » hat, folgt hieraus wieder
27r—2 ag—2+p+n

Qp+jj=— ZEW‘I_) wenn —(7‘—2)-—n§p§r—2_

In dem gemeinsamen Intervall — (r — 2) < p =< r — 2 ist die Differenz zwischen
diesen beiden Ausdriicken fiir ¢:

27—2 ar—2+p

D —o.
s=1 f (as)-
Da die charakteristische Gleichung eine reziproke Gleichung vom Grade z» — 2
ist, so gilt
an? a.—(r—2)
s 10.
P T T - s

39—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 27 juin 1940.
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und (10.2) kann deshalb reduziert werden auf

r—1 r—2 D n—p
a, ab + af
j j == — —r—2=p=n-+r—2z2. (10
QIH'J.J .s;l ff (as) ag —1 ( ) b ( 4)

Aus diesem Ausdruck geht hervor, dass @p4;; sich nicht &ndert, wenn man p
durch % — p ersetzt. Weiter siecht man, dass @,;; gegen einen endlichen Grenz-

wert konvergiert, wenn % — . Aus {(10.1) und (10.4) folgt unmittelbar, dass

r—1 glpl+r—2 ’

Hm Qpjj = _}W | (r0.5)

11. Da a® eine Losung der Differenzengleichung (6.2) ist, so ist diese
Lésung von der Form (9.2). Setzt man » = ¢, so erhilt man % = af, woraus

folgt, dass fiir alle ganzzahligen » gilt

2 r—3
= D ald) s=1,2,...2r—2. (11.1)

t=0

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man die Wurzeln a; auf der rechten Seite von
(10.2) leicht eliminieren, und man findet dann den Ausdruck (6.5) wieder, den
wir oben hergeleitet hatten, ohne vorauszusetzen, dass die Wurzeln der charak-

teristischen Gleichung einfach sind. Weiter findet man

0 _ 1 2r—3
A0 —z AW .. .A(n’ )
A© AW — g ARr3)
@—a(x—a))... (@—ar,_)=] " i mt (11.2)
0 1 2 r—3)
Aiz-)HrA?» A;J)rw—a s Av(z-:w'—3_x

was sofort zu ersehen ist, wenn man beide Seiten mit der Determinante der
Wurzeln a, multipliziert. TFiir 2 = 1 reduziert sich diese Gleichung auf (6. 4).
Jeder Wurzel a; entspricht eine Wurzel a_ !, so dass man auch hat

8 ki

2r—3

ar = ¥ at AN,
C =0

Wenn man diese Beziehung gliedweise zu (11.1) addiert oder davon subtrahiert

und (9.7) und (9. 8) benutzt, erhilt man fir s=1,2,...7r —1I
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r—2

al + a7 = B + Z (@i + o) BY, o (11.3)
im1
r—1

al —~ a7 = (ai—a) D, (11.4)

Mit Hilfe jeder dieser Gleichungen kann man die Wurzeln g, im Ausdruck
(10.4) fir Qp4;; eliminieren, der als ein Verhiiltnis zwischen zwei Determinanten

geschrieben werden kann

al + ay?
— 2 —_ ot R P 8 8
as—a;t, az—a;? ... a7t — g Y R
I s
b =—— S — — — (r1.g)
U sss ¢ |as— a7t as—a? .. a7t — a1
wo s die Werte 1,2,...,r — 1 annimmt. Entwickelt man nimlich die Deter-

minante im Zéhler nach den Elementen der letzten Spalte, so reduziert sich
diese Gleichung auf (10.4). Wenn man in (11.5) im Zihler und Nenner mit

r—1

Il (a» — ;™) multipliziert und (r1.3) benutzt, findet man (8.8) wieder. Wenn

s=1
r—1

man dagegen im Zihler und Nenner mit [](a? + a;"— 2) multipliziert und von
$=1

der Gleichung (11.4) Gebrauch macht, erhilt man die Gleichung (8. 12).

Betrachten wir weiter die Determinante

I
1 1 Z — _— —
D, — DY, —w—- DY, — DY, ... DI — Dl
1
1y 1 2 _ Y I r—1) —
D, — D, DY, —DP, —z—— ... D — D= (11.6)
I
1 — - — —_ -— —_— e —
DY, —DY,,, D= D2,y . DT, DI —e—

und bestimmen wir die Werte von =, fiir welche sie Null wird. Wenn man

mit der Determinante

— 2 — ' —
o —a;t  ai—a7? .. a Tl — gL
[ § 2 —_— g2 r—1 __ ,—r+1
@r— -y G2 -8y @,y
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multipliziert, so sieht man, dass (11.6) gleich

T («+ar—o—2)=(a T e—a

§=1 §=1
ist.
Fir x = 1 reduziert sich dieser Ausdruck auf

(— yter ] 6. (11.7)

Hieraus folgt, dass der Nenner im Ausdruck (8.12) nicht verschwinden kann.
Auf dieselbe Art beweist man, dass der Nenner im Ausdruck (8.8) gleich
dem Produkt

r—1

[ (@ — a7 (as — a7")

§=1

ist. Da keine der Zahlen a; eine Einheitswurzel ist, so folgt hieraus, dass der
Ausdruck (8.8) nicht unbestimmt werden kann, sondern dass der Nenner immer
von Null verschieden ist.

Die Zahlen BY und D! sind symmetrische Funktionen der Wurzeln fiir die

charakteristische Gleichung. Wenn man die beiden Systeme von linearen Glei-
chungen (11.3) und (11. 4) nach B, und D, auflést, so findet man fiiri=1,2,...7—1

r—1 r—20

Br— = M 2t (a} + a;7")[e; (@l — a;) + e, (a7 — a7 ) + -+ ei(as — a7,
3=1j ([ls)

r—1

r—32
Dir—) = Zj;i,"(_) (@ —a") e, (@ + a7MY) + e (@2 + a7 + - + .
a
§=1

Natiirlich sind auch die Zahlen A" symmetrische Funktionen der Wurzeln

as. Durch Auflésen der Gleichungen (11.1) findet man auf dieselbe Weise

ar—2
. a . . .
Afro— = 3 f,(s )[cla,i“‘ tea T+ tal i=1,2,...7
— Qs
s=1
2 r—2

v %—[Clas_i'*'02“;i+1‘+""+0i+1] t=0,1,...r—I.
s=1 (ag) Co
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12. Als Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch kurz eine andere Me
thode zur Bestimmung von @;; angeben, die mehrere Vorteile darbietet. Wenn
man ¢ in der Hauptdiagonale der Determinante (4.1) durch ¢, —  ersetzt und
die dadurch entstandene Determinante mit «(x) bezeichnet, so nimmt die Glei-
chung (4. 3) die Form an

4 (x) = ﬁ({r(‘j:)—x) ( (12.1)

41 (_o_) _ n 8:—1 '
70~ 276
Also ist infolge (5.2)
__ 14
Qjj=-— n d(o)

und die Gleichung (12.1) zeigt, dass {— 1)~V =1) #(z) die Resultante von 2" —1
und f(¢) — x2z ! ist. Da die charakteristische Gleichung eine reziproke Gleichung
ist, kann ihr Grad dadurch reduziert werden, dass man

I
z+ ;Y
setzt, und man hat
z
M=y

wo g(y) ein Polynom in y vom Grade » — 1 ist, dessen Koeffizienten sich aus
den Xoeffizienten ¢,, ¢s, ... ¢ leicht bestimmen lassen. Die Gleichung (12.1)

kann dann in der Form

A (x) = ﬁ[g(z cos %vl)—x] (;2.2)

y=1

geschrieben werden. Nun ist bekanntlich

n
2y
cos nw — 1= zn—lﬂ(cosw —cosT)~

=1

Es sei yn(2) das Polynom nten Grades in 2z, das die Nullstellen 2 008277:3’
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(v=1,2,...n) hat. Man bekommt dieses Polynom dadurch, dass man cos nw

nach Potenzen von cos w entwickelt, und man findet

Pnle) — oh — " e (— I)(ﬂn(n—s—I)(n—s—z) o.m—2s+ D nas b

I s!

Die Gleichung (12.2) zeigt, dass #(x) die Resultante von 1, (¢) und g(2) — x ist.
Aber die Resultante zweier Polynomen kann durch fortgesetzte Division nach
dem Algorithmus bestimmt werden, der zur Berechnung des grossten gemein-
samen Teilers dient. Dieser Algorithmus gibt uns daher ein einfaches Mittel
zur Bestimmung des reziproken Gewichts ¢);; allein durch rationale Rechen-

operationen.

KAPITEL IL
Beobachtungen, welche die Form von Richtungsmessungen haben.
13. Wir betrachten nunmehr ein System von Fehlergleichungen der Form
i+ dig =Rt 2 | (13.1)

mit dem .Gewicht p;;, wo ¢ die Werte 1,2,...m und j die Werte 1,2, ...%n
annimmt. Wir haben somit m Gruppen von % Gleichungen. m und % sind
willkiirliche ganze Zahlen > 1, und die Gewichte p;; sind willkiirliche nicht
negative Zahlen. Die Forderung, dass die Fehlerquadratsumme

D\ pij A

ein Minimum werden soll, gibt uns die Normalgleichung fiir %;

n n n
Zpis lis=Fk: Zpis+ Zpiszs~
§=1 §=1 ) §=1

Mit Hilfe dieser Gleichung wird %; aus den Fehlergleichungen (13.1) eliminiert,
und wir erhalten die reduzierten Fehlergleichungen

n n
Z,])iszis Z‘pis £s
s=1 s=1

*"l‘li]‘:Zj—

n n
Zpis Zpis
s=1 s=1

lij—
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mit dem Gewicht p;;, wo ¢ die Werte 1,2, ...m und j die Werte 1,2,...%n.
annimmt. Hieraus bildet man auf iibliche Weise die Normalgleichung fiir 2,

szslzs m " m
szv [“'_s_é szvzv Z sz]:’p” (13.2)
Dis - j=1i=1 Dis

§=1

Geben wir v die Werte 1, 2,... », so erhilt man die Normalgleichungen fiir
21, 29, . . . &n. Die Determinante dieser Gleichungen ist Null; wenn wir die »
Normalgleichungen gliedweise addieren, bekommen wir eine Gleichung, worin die
Koeffizienten von 2y, 2, ... 2z, alle Null sind und wo auch die linke Seite Null
ist. Eine der Gleichungen kann somit aus den anderen hergeleitet werden, und
die Normalgleichungen haben unendlich viele Losungen. Die Fehlergleichungen
(13.1) zeigen auch, dass die erwihnten Beobachtungen relativ sind und nur die
Differenzen zwischen den Unbekannten z; bestimmen, wihrend eine Unbekannte
willkiirlich gewihlt werden kann. Als Beispiel hierzu konnen relative Schwere-
messungen oder Messung von Richtungen auf einer trigonometrischen Station
genannt werden, wo nur die Differenzen zwischen zwei Richtungen (die Winkel)
bestimmte Werte haben. Wenn man in solechen Fillen die wahrscheinlichsten
Werte fir die Unbekannten durch Ausgleichung bestimmen will, muss eine
Bedingungsgleichung hinzugefiigt werden. Mit ihrer Hilfe kénnte man eine der
Unbekannten in den Fehlergleichungen eliminieren, es ist aber vorteilhafter, die
Fehlergleichungen unveriindert beizubehalten, um die symmetrische Form zu
bewahren'. Nehmen wir als Bedingungsgleichung

2o =0 (13.3)
v=1

so bildet diese Gleichung zusammen mit » — 1 willkiirlich gewihlten der Glei-
chungen (13.2) ein vollstindiges System von Normalgleichungen. Bilden wir
hiervon die Grew1chts0*1e1chungen unter Beriicksichtigung der Bedlngungsglelchung,
80 erhalt man durch eine leichte Rechnung : '

! Vgl. P. A. HanseN, Von der Methode der kleinsten Quadrate im Allgemeinen und in ihrer
Anwendung anf die Geodéisie, Abhandlungen der math.-phys. Klasse der Sidchsischen Gesellsch. der
Wissenschaften .Bd. VIII, 1867; F. R. HELMERT, Die Ausgléichungsreéhnung nach der Methode der
kleinsten Quadrate, Leipzig 1907.
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Zp“' v Z 2 p”p” Jue = My —
=1 J=1 i=1 Zp“’

S im

n
» Qju=0
j:

-

wo v und u die Werte 1, 2,...# annehmen.

Wenn wir dagegen als Bedingungsgleichung z. B.

2,=0

(13.4)

(13.5)

(13.6)

nehmen und in diesem Fall die Unbekannten und Multiplikatoren mit gestrichenen

Buchstaben bezeichnen, so erhalten wir die Gewichtsgleichungen

m p—
Zptv ley s‘ Z PivPig Q] {/'74’# '

o Nvu y>1
=1 j=11i=1 Zpls
8=1

Q1u=0.

Zwischen 2, und 2, hat man offenbar die Beziehungen

Zy=2,—2
und mit Hilfe von (1.1) gewinnt man hieraus

Q,wvz Q'va + Qu'— ZQ'DI

n n on
2 B 1 ’
QWWZQ,WV'—;Z 2 st'l' EZEQSV-
s=1

§=1 9=1

(13.7)

(13.9)

(13.10)

(13.11)

(13.12)

Nehmen wir an, alle Gewichte p;; sind gleich 1, so dass also m volle

Sitze beobachtet sind. Die Normalgleichungen (13.2) reduzieren sich dann auf

=1

Z(le~—2118)—mzv—~22, y=1,2,

(13.13)
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Hieraus erhilt man mit Hilfe der Bedingungsgleichung (13. 3)
I < T <
_— N7
-2 (zw > z) (13.14)
i= §=

Wenn wir aber die Bedingungsgleichung (13.6) benutzen, so bekommt man, wenn
wir die erste der Gleichungen von jeder der anderen subtrahieren

iz (liy — Tsn). (13.15)

§

Die Gewichtsgleichungen sind im ersten Fall

m I
vaM_;Z Q,j;t:"?”ﬁ_,,; (13.16)
j=1
ZQ]M:O (1317)
j=1
mit der Losung
7 — 1
Qv =" v=1,2,...n (13.18)
. I
Q7M~~m Y # u. (13 I9)

. . m . ..m
Das Gewicht von ¢, ist also = und das Gewicht von 2, — 2, ist . Im

zweiten Fall sind die Gewichtsgleichungen

, Nop y=1
me, 13.20
Qvu— Z Qin= {UW y > 1 (13.20)
Q=0 (13.21)
mit der Losung
, , 2
Q,=o0 Qw=n~? v=2,3,...0 {13.22)

, I
QW,L:% v#EFu vu=213,...n (13 23)

Das Gewicht von 2, ist also M—: und das Gewicht von 2', — 2/, ist ebenfalls %‘

40—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 27 juin 1940.



314 N. E. Nérlund.

14. Betrachten wir danach den Fall, der symmetrisch angeordneten Richtungs-
beobachtungen auf einer trigonometrischen Station! entspricht. Das Gewicht
pi; wollen wir jetzt entweder gleich 1 oder o setzen. Es sei » eine ganze po-
sitive Zahl < n. Unter den n» Unbekannten #,, &, ...2zn wihlen wir auf alle
moglichen Arten s aus, die mit einem Satz von Messungen mit dem Gewicht 1

verbunden werden. Jedem solchen Satz entspricht eine Gruppe von » Fehler-
gleichungen von der Form (13.1) mit p;; = 1. Wir erhalten im ganzen (:2) solche

Gruppen, also ist m= (:1), und die Anzahl der Fehlergleichungen mvit dem

Gewicht 1 ist mr. Fiir die tibrigen m(n — 7) Fehlergleichungen (13.1) denken
wir uns das Gewicht p;; gleich o gesetzt. Dann ist offenbar

Dpi=r

j=1

< n~—1
Sw=(123)
pr}w:(::z) vy,
=1

1(%—2):}v
r\r —2

so nimmt die rechte Seite der Normalgleichungen (13.2) die Form

Setzen wir

n

anv—lZZj
=1
an. Durch Vergleich mit (13.13) sieht man, dass die Gewichtsgleichungen in
dem hier behandelten Fall mit denjenigen identisch sind, die wir dadurch
erhalten, dass wir m volle Sdtze beobachten, wenn m=nl. Wir bekommen
also in den beiden Fillen dasselbe Gewicht und aus (13.18) beziehungsweise

(13.22) folgt

’
Qwv:nl vY=2,3,...M0.

! CH. A. VOGLER, Zeitschrift fiir Vermessungswesen 14 (1885), 8. 49 und F. R. HELMERT,
a.a.0., 8, 263. ’
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Wenn =2 und also 1= éu so haben wir den Fall, welcher Winkelmessung
in allen Kombinationen entspricht, und man bestitigt, dass das Gewicht eines
Winkels 2, und das Gewicht eines Winkels 2/, — 2z, gleich Z ist, wenn das

Gewicht einer ein Mal gemessenen Richtung gleich 1 gesetzt wird.
In diesen einfachen Fillen kann man also fast ohne Rechnung alle Multi-
plikatoren @,, finden, dank der symmetrischen Form der Gleichungen. Wir

gehen nun dazu iiber, einen etwas schwierigeren Fall zu behandeln.

KAPITEL IIT.

Zyklisch angeordnete differentielle Beobachtungen.

15. Wir betrachten die Fehlergleichungen (1.4), die alle vom Gewicht 1
angenommen werden mégen. Es wird > 1 und = > 2+ — 2 vorausgesetzt.
Nach Elimination der Gruppenkonstanten £; erhilt man die Normalgleichung fiir 2;,

wofiir wir uns kiirzehalber begniigen, die rechte Seite aufzuschreiben:

r—1

—s
(7“—1)21'_27' - (Zi+s+ Zz‘-—s)~ (IS'I)
§=1
Gibt man ¢ die Werte 1, 2,...#n, so erhilt man die Normalgleichungen fiir
2y, 23, . . . 2n. Die Determinante fiir diese Gleichungen ist Null. Wenn wir die

Bedingungsgleichung

izi:o ‘ (15.2)
=1

hinzufiigen, so findet man nach Multiplikation mit — r die Gewichtsgleichungen

r—1
. r
20 =N Qivss + Qs —rlr — 1) Qo= — 7oy (15.3)
§=1
Q=0 (15.4)
i=1
Wo 4,j =1,2,...n und man hat ausserdem

Q+i,; = Qn+ti 5.
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Die Bestimmung aller @;; ist damit darauf reduziert, eine periodische Lésung
mit der Periode n fir die Differenzengleichung (15.3) zu finden, welche die
Bedingungsgleichung (15. 4) befriedigt. Wir setzen

M-—E(y—-s)(zs—{—z_"‘)—T(?"—l). (15.5)

f(2) ist ein Polynom vom Grade 2(r—1), und die Gleichung
fle)=o . (15.6)

ist die zur Differenzengleichung (15. 3) gehorende charakteristische Gleichung.

Es ist zu bemerken, dass die in § 2 aufgestellte Bedingung fiir die Koeffi-
zienten der Fehlergleichungen in diesemm Fall nicht erfiillt ist, so dass die in
Kapitel I gewonnenen Ergebnisse nicht ohne weiteres Anwendung finden konnen.
Dies gibt sich wu. a. dadurch zu erkennen, dass die charakteristische Gleichung
eine auf dem Einheitskreise liegende Wurzel hat, nimlich im Punkt z = 1, wie
(15.5) unmittelbar zeigt. Durch Differentiation nach # erhiilt man aus (13.3)
fir z=1

J () + (1 =2)f(1)=o0.

Hieraus folgt, dass die Nullstelle z =1 fiir f(2) mindestens von 2. Ordnung ist.
Es ist leicht zu sehen, dass diese Nullstelle genau von 2. Ordnung ist, denn
durch Division mit (¢ — 1)* erhiilt man

(2 Ssls—1)(s—2) r(rf—1)

S — — —_— ——————— 'y
Zr—2(z_1)2:2 5 __(Zr+1 8 oo 1+s)+ ;

§=3
Die rechte Seite kann fiir z =1 nicht verschwinden, weil alle Koeffizienten

positiv sind. Indem man 2 = 1 setzt, bekommt man iibrigens

f”(‘)zzzrs(s_ 1) (s —2) L bt —1)
6 6

und hieraus
r’(r*—1)

7=, (15.7)

Die von 1 verschiedenen Wurzeln der charakteristischen Gleichung kénnen ihren
absoluten Wert nicht gleich 1 haben; denn setzen wir z = ¢??“, kann man die
charakteristische Gleichung so schreiben
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r—1
22(7’—s)eoszsw=r(r—1). (15.8)
s=1
Wenn o reell ist, hat man

r—1

zlg(r—s)cos 28w|§2;(r——s)=r(7—1)

und das Gleichheitszeichen kann nur eintreten, wenn w von der Form p=z
(p=o0, + 1, + 2,...) ist. Fiir alle anderen reellen Werte von w ist die linke
Seite von (15.8) deshalb kleiner als die rechte. Hieraus folgt aber, dass die
charakteristische Gleichung auf dem Kreis |z] =1 keine anderen Wurzeln als
z==1 hat.

Wir wollen nun zeigen, dass mit Ausnahme der Doppelwurzel 1 alle anderen
Wurzeln der charakteristischen Gleichung einfach sind. Multipliziert man die

rechte Seite von (15.5) mit 2z + i — 2, so sieht man, dass

Sle) e +e7—2
1 z4l—2

— 7 (15.9)

Die Gleichung
e T—2—rz+e 1 —2)=0 (15.10)

hat deshalb dieselben Wurzeln wie die charakteristische Gleichung, lediglich mit
dem Unterschied, dass 1 eine vierfache Wurzel ist. Fiir die Werte von 2, die
vielfache Wurzeln sind, muss der Differentialquotient der linken Seite Null

werden, woraus folgt, dass

=T =r(z— 2.
Quadriert man beide Seiten, so erhilt man
22T Az — 2 =gt + 72— 2).
Diese Gleichung kann man aber schreiben
(er+ " —2)(e" "+ 2)=r e+ —2)(z + 271 + 2).

Reduziert man mittels (15.10), so erhiilt man

e T —(e+ 27 =o0.
Subtrahiert man gliedweise ‘von (15.10), bekommt man

(1—2)(z+ et —2)=0.
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Da aber r > 1, so wird diese Gleichung nur von z==1 befriedigt, was deshalb
die einzige Doppelwurzel fiir die charakteristische Gleichung ist. Wir haben
damit fir diese Gleichung bewiesen, dass alle Wurzeln einfach sind und ihren
absoluten Wert verschieden von 1 haben, mit Ausnahme der Doppelwurzel 1.

16. Wir wenden uns jetzt zu den Gewichtsgleichungen. Da nur # — 1
der Gleichungen (15. 3) von einander unabhiingig sind, betrachten wir die
¢=1,2,... n—1 entsprechenden Gleichungen (15.3) sowie (15.4). Die Deter-

minante 4 fiir diese » Gleichungen ist

—7r(r—1) r—1 y—2 ...1 0 O0...1 2 3...r—1
r—1 —r(r—1) »r—1 ...2 1 0...01 2...r—2
r—2 r—1 —r(r—1)...3 2 1...0 0 1 r—3
4= r—3 r—2 r—1i .4 3 2 00 0...r—4| (6.1)
r—2 r—3 r—4 3 4 5 r—1
1 1 I I I 1 1 1 1 I
Es seien &, ¢, ... &1 die von 1 verschiedenen Wurzeln der Gleichung
=1
Wir setzen
I & & vt
I & & Pl
D=« . « ...} (16.2)
I &1 &p—1...& 1
I 1 I ...

Fiir das Produkt dieser beiden Determinanten der Ordnung » findet man durch

die Benutzung von (15. 35)

Sled) 3 f(_al) . ﬂ_gf(ﬁ) o
g1 &1 &t
S ey ACH S EAC)
D et g1 T 0
f ('Sn——l) En—1 f(fn—l) 82:? (8"_1)
r—1 81‘—41 T 87‘——1
n—1 n—1 n—1

e} (o] (¢] n
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Hieraus folgt

I g .87
f(al) fle .. flend) |1 & R
D —n T, : a
” (81 &y ... é’n—l)r_l (16' 3)
I &—1 ... 82:%

Wenn man in der Determinante D) von jeder Spalte die nachfolgende abzieht,

erhilt man

1— ¢ e(1—e) ... &2 (1—¢g) &F
1— & H(1—e) ... a2 1—eg) a1
D p———t .
I — én—1 en_l(l . ) E;:%(I — &n—i) 52:%
0 o o o) 1
Hieraus folgt
I & ...&"?
D=(1—e)(1—e)...1—en)|’ & %~ (16.4)
I & ... 82:?
Die Gleichung (16. 3) wird dadurch reduziert auf
n fle) fleg) . .. f(en—)
A = . . 16.
(1—e)(1—e&) ... (1 —enm1) (e;89...80—1)" (16.5)
Nun ist
r—1=@k—1)(z—e)(lx—¢g)...(@x— e
Differenziert man nach x und setzt x = 1, so bekommt man hieraus
n=(1—¢) (1 —é&) ...(1 —éer) (16.6)

und (16.5) reduziert sich auf

4 =(—1)r e L) fle) . .. f (Enm). (16.7)

Da, wie wir eben gesehen haben, f(2) in den Punkten &, nicht verschwinden
kann, folgt hieraus, dass A fiir alle » von Null verschieden ist, und die Gewichts-
gleichungen haben deshalb e/ne und nur e/me Lésung. Dasselbe muss dann auch
von dem aus (15.1) und (15.2) gebildeten System von Normalgleichungen gelten.
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Losung der Differenzengleichung.

17. Wir setzen
P(Q)=2Dr —8)(Qi+s + Qi=s) —rr — 1) 1. (17.1)

Die Gleichungen (15.3) kénnen dann so geschrieben werden

(QLJ) _—7‘771.7 i,j=I,2,...%. (I7 2)
Man hat
Pl i) = &7 f (). (17.3)
Hieraus folgt
1l r—14i—j
r ] .
Qj=—-D GLj=1,2,...n (17.4)
nél Sles)

Setzt man nimlich diesen Ausdruck in (17.2) ein, so erhilt man

.n——‘lp(er—lﬁ-z—J) n—1
) = = — = i—j
PO ==0 3~y e’
T
= T

Der Ausdruck (17.4) befriedigt also die Gleichung (17.2) und auch die Gleichung
(15.4), weil
&+eateat - +et=o.

Ferner ist @;; eine periodische Funktion von ¢ mit der Periode n, weil &* = 1.
Damit ist bewiesen, dass der Ausdruck (17.4) die Gewichtsgleichungen befriedigt.
Setzt man
g = e2im

so erhilt man aus (15.9)

(17.3)

f(2) — sin 7 w : — 2
g1 sin w
Fiir

27t

epy=2e "
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reduziert sich deshalb (17.4) auf

27Ty
n—1 CO8

Qw:%z oro\ (17.6)

v=1 sin —

Dieser einfache Ausdruck eignet sich gut zur Berechnung der Grossen @;; als
Funktionen der beiden ganzzahligen Parameter + und ». Speziell erhidlt man fir
v =7 als reziprokes Gewicht von g;

r L 1
)~~:~Z : 17.
Qj ” T\ ¢ (17.7)
v=1 sin —-
n
P2 —
. Y
sin —
n

Das Gewicht ist unabhingig von j, wie man wegen der symmetrischen Form
der Fehlergleichungen erwarten musste. Aus dem in § 15 Angefithrten geht
hervor, dass die rechte Seite von (17.7) positiv ist, und dies ist leicht dadurch

zu bestitigen, dass man die Gleichung

r—1

fr—1—2 g _ ST O
SZ:Ue sin @ (17.8)

betrachtet. Die Reihe auf der linken Seite enthilt » Glieder, die alle den
absoluten Wert 1 haben, wenn o reell ist. Der absolute Wert der linken Seite
ist deshalb =, und das Gleichheitszeichen kann nur gelten, wenn w von der

Form pm (p=o0, £ 1, £ 2,...) ist. Fiur alle anderen reellen Werte von w hat
man also

s (sinro)?

r >(sinw) (17.9)

Elimination der Einheitswurzeln.

18. Wir wollen nun die Einheitswurzeln ¢, aus dem Ausdruck

n—1 87‘—1 +p

Qp+j,j:—%21}(—ev) (18.1)

41—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 27 juin 1940.
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eliminieren. Wir haben gesehen, dass f(2) eine Nullstelle 2. Ordnung in z=1
hat, und dass alle anderen Nullstellen @, einfach sind und ihren absoluten Wert

. . . . I
von 1 verschieden haben. Da f(z) nicht geiindert wird, wenn man z durch -
z

ersetzt, konnen wir uns die Zahlen «; so numeriert denken, dass
|as] <1 wenn s<r—1. (18.2)

Die Funktion f(z) kann man dann in der Form schreiben

£ = (e — 0 [ e — @)= (= 1P T[ & — @ e — a7, (15. )

Entwickelt man 1:f(z) nach wachsenden Potenzen von z—1, so findet man durch

eine leichte Rechnung unter Benutzung von (15.9)

I 12 I 12(r —2) 1 2(r—2)(14r—17)

— —_— —_ +__

Sl it —1)—1)?® rPFP—1)z—1 35 2*—1) + (18.4)

Hs sei ¢ eine ganze nicht negative Zahl. Infolge der Binomialformel ist

21=1++ (?)(Z—I)—l— (Z)(Z—I)?—F (g)(z— )8 4

Wir multiplizieren diese Reihe mit der vorhergehenden und bekommen dadurch
die folgende Entwicklung nach Potenzen von 2 —1, bei welcher wir uns damit

begniigen, die drei ersten Glieder aufzuschreiben

27 12 I 12(g—7r+2) 1
Sl »2@t—1)(z—1) r*f—1) ez—1

6(g—r+2)lg—r+1) 20+ 2)r—2)
ot —1) 5 22 (rF—1)

(18.5)

+ +o

Wir nehmen nun an, dass 0 =¢q <2»—2. Da alle von 1 verschiedenen Pole
einfach sind, kann 27:f(z) in Partialbriiche zerlegt werden wie folgt

2r—4 q
as

2 2{(q—7r+ 2
I 1 +I(q 9 ) oI

FOT 2 Fwe=a  PE—ne-n "t pr—y = 89

Es sei m eine ganze positive Zahl = » und x eine von den nten Einheitswurzeln

verschiedene Zahl. Dann ist

n—1 g xm_l 1

Zx——ev:nx"—lﬁx—l. (18.7)

p=1
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Setzen wir r — 1 + p==¢q + m, so erhiilt man, wenn man in (18. 6) z =&, setzt

und in (18. 1) eintrigt

, 2 r—4 n~—1 &m 12 n—1 i
@i~ 53 3 e —ai a2
12(g—7r+ 2)"S &y
_— . 8.
nrir®— 1) %18”_1 (18. 8)

Das erste Glied auf der rechten Seite kann mit Hilfe der Relation (18.7) um-

geformt werden, worin wir x = a, setzen, und wir finden dann

27r—4 a—2+p 2r—4
Wp+j.j = 7Zf a~—1 Zj (as) as—I)
n—1 m n—1 m
12 ev IZ(q—’}' -+ 2) Ev
— — — . 8.
nr(r® — 1) 2:1 (6s — 1)? nr(rt—1) %1 ey — I (18. 9)

Die drei letzten Glieder der rechten Seite kann man reduzieren, wie wir jetzt
zeigen wollen. Wenn man die Reihenentwicklung (18. 5) in die linke Seite von
(18. 6) einsetzt, so sieht man, dass das erste Glied auf der rechten Seite von
(18. 6) eine Funktion von z ist, die sich im Punkt z =1 regulir verhilt. Man
findet deshalb, wenn man in der Entwicklung nach wachsenden Potenzen von

2z —1 den Wert 2z =1 einsetzt

o _6lg—r+2)lg—r+1) 20r+2)(r—2)
Zf (as) ( I—as) ri(r? — 1) ——g 7 — 1) -+ (18. 10)

Wird die rechte Seite von (18. 7) nach Potenzen von x — 1 entwickelt, so findet man

o & 2m—n—1 . [n2—1 (m——l)(m—-n——_l)](xM Dt

| — +
X — & 2 12 2
v=1

Lassen wir hier x gegen 1 konvergieren, so ergibt sich

n—1 &

Z v n+I—2m (18.11)

Ey — I 2
vl’v

Differenzieren wir nach x und lassen danach x gegen 1 konvergieren, so erhiilt man
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< & n—1 (m—1)(m—mn—1)
2(%_1)22— T , . (18. 12)
y=1

Durch Eintragen der Ausdriicke (18. 10), (18. 11) und (18. 12) in die rechte Seite
der Gleichung (18. 9) findet man

2 _ 1 2 ’_2 . 6 2r—4 ar—2 +p
n 4 M

Qp+j’j:n7'(1‘2—I)_gnr(rz—l) nr(r®—1) Zf )(ar — 1) (18. 13)

Aus den Bedingungen, die wir oben den Zahlen m und ¢ auferlegt haben, geht
hervor, dass diese Relation fiir —(r—2)<p <n+r—2 giiltig ist. Da die
Whurzeln der charakteristischen Gleichung die Relation

7—2 —(r—2)
a . a,

Fa) ™ " F @
befriedigen, kann die letzte Gleichung auch in der Form

7’ —1 2 r*—34 6p(p —mn
Qp+JJ )“’

nrt—1) snrrr-—1) arFE—1)

r—32 a’r 2ap+an ¥4 - - .
+7Zf @) @ —1 —(r—2)s=p=n+r—2 (18. 14)

geschrieben werden.
Da @ eine periodische Funktion von p mit der Periode n ist, folgt hieraus
wieder, dass

nt—1 2 r?—4 6p(p + n)

Qp+j,j:n7,(,,2_ 1)_§m~(r2— 1) + nr{r?—1)
=3 gt g=p 4 grte . A
+72f T —n—(r—2)=p=r—2. (18. 135)
8

In dem gemeinsamen Intervall — (r — 2) = p < » — 2 ist die Differenz zwischen
diesen beiden Ausdriicken fiir @p+j,;

LZL n ,.Z f—rs@(“f"“s_p) (18. 16)

Dieser letzte Ausdruck ist die Summe der Residuen fir die rationale Funktion
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rZr-—2+p

fle)

und deshalb gleich Null.

Aus der Gleichung (18. 14) geht hervor, dass @p+j;,; sich nicht #indert, wenn
p durch »—p ersetzt wird. Man hiitte diesen Ausdruck auch dadurch finden
konnen, dass man die Funktion

yer—2+p

fEE—1)

—(r—2)=p=n+r—2

betrachtet. Der Punkt #=1 ist ein Pol 3. Ordnung mit dem Residuum

n®— 1 2 _1r*—4 | 6p(p—n)

nr(?—1) sur@®—1) nr@®—1)

Die Punkte a; und & sind einfache Pole. Die Summe der Residuen in den
Punkten a; ist gleich dem letzten Glied auf der rechten Seite von (18. 14). Die
Summe der Residuen in den Punkten &, ist gleich der rechten Seite von (18. 1),
mit dem entgegengesetzten Vorzeichen genommen. Das Residuum im unendlich
fernen Punkt ist gleich Null. Driickt man aus, dass die Summe der Residuen
Null ist, so sicht man, dass die rechte Seite von (18. 1) gleich der rechten Seite
von (18.14) ist.

Dije Funktion @p4;; wichst mit » tber jede Grenze, aber es ist leicht zu
sehen, wie sie sich fiir sehr grosse Werte von » verhilt. Aus der Ungleichheit
(18. 2) in Verbindung mit (18. 14) und (18. 15) folgt

. n . 6]} r—2 a:—-2+p )
tim | @0 r(r2~x)]—‘r<r2~x>"§_l Sy PETEA

] " r— 2ar—2—p _
=] - el ese

n—r 0

19. Betrachten wir einige spezielle Fille. Fiir » =2 lautet die charakteri-
stische Funktion f(¢)= (¢ — 1)®.. Sie hat nur die eine Nullstelle z = 1, deshalb
verschwindet das letzte Glied in (18. 14) und wir finden

n—1  plp—mn
Qp+j:j= 6n + n
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Da ¢p+j,; eine gerade Funktion von p ist, gilt diese Gleichung nicht fiir nega-

tive Werte von p, sondern man hat dann

n—1  plp+n
Qs i =g T 0

v

p=—n (19.2)
Die Funktion ¢p+;; wird somit durch zwei rationale Funktionen dargestellt.

Fiir » = 3 heisst die charakteristische Funktion

Fle)=(—1)2(*+ 42+ 1).
Also ist

a,=—2 +V§:—%(I-V§)2.

Fir — 1 =p =n -+ 1 findet man aus der Gleichung (18. 14)

=3 plp—n (=22 G+ V3" + G =V3)"
240 + 4n + ]/g (I + Vg)n_(l_lfg)n (19. 3)

Wp+j, j =

Wenn p < — 1 wird, hort die Giiltigkeit dieser Gleichung auf, aber da Qp4j, ;
eine gerade Funktion von p ist, stellt die rechte Seite auch ¢;—, ; fiir die ange-
gebenen Werte von p dar. Insbesondere erhilt man fur p=o

n? — L+ V) +G=V3"
ST e e o 4

Iz ij:

Betrachten wir den Kettenbruch

N

2

|
|

-8

[y —

I+ + +

2

N

der konvergent und gleich V'3 ist. Das letzte Glied auf der rechten Seite von
(19. 4) ist der nmte Niherungsbruch fiir diesen Kettenbruch, der uns somit ein
einfaches Mittel zur Berechnung von @ fur alle » gibt. Wenn » gross ist,
gibt der Ausdruck

eine gute Anniherung an 12 @y Zum Beispiel fiir » = 1o ist der Fehler kleiner
als 107% Man sieht ferner, dass, wenn die Niherungszibler und -nenner fir
diesen Kettenbruch mit A, und B, bezeichnet werden, das letzte Glied der
rechten Seite von (19. 3) gleich
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("" 200 Ap—ap
12 B,

. n o, . .
firo=yp §5 ist, und es geniigh, diese Werte von p zu betrachten.

Die Polynome ¢, ,(x) und vy, ,(x).

20. Die Gleichungen (17.6) oder (18. 14) geben eine vollstindige Losung
unseres Problems. Da aber ¢ eine rationale Zahl ist, die nur von den beiden
ganzen Zahlen » und » abhingt, kann es wenig befriedigehd erscheinen, von
irrationalen Grossen zur Bestimmung von ; Gebrauch zu machen, und es liegt
nahe, diese zu eliminieren. Wir werden im folgenden @ durch zwei andere ein-

fache Methoden bestimmen, die nicht an diesem Mangel leiden. Setzen wir

. rvmw
n—1 sin "
enr (@) =[] . | (20. 1)
v=1 Sin ——
V(]
n—1 Sin2 r:;
Ynr (@) =T] | #°— — | = (— 1) @y, » () @a, r (— ). (20. 2)
v=1 sin? 22
n

Die Gleichung (17. 7} kann

R 97;, 7' (74) . y;, 7 (_ T) — w:l, T (V)
20 @y Frr () @ar(—7) W) (20. 3)

geschrieben werden. Die Bestimmung des reziproken Gewichts @y kann also auf
eine Bestimmung einer der Funktionen ¢, ,(x) oder 1, ,(x) zuriickgefithrt wer-
den, die Polynome in x mit ganzzahligen Koeffizienten sind, die nur von » und
» abhingen.

Ersetzt man » durch » — r, so sieht man, dass ¥, » die Relation

W, nr (%) = P, » ()
befriedigt.

Betrachten wir zuerst den Fall r = 2, der

qon,g(akc):ﬁl(ac——chst») | (20.4)

y=1
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gibt. Setzt man z = 2 cos @, so sieht man, dass

sin n &
sin @

@n, 2(2 cos @) = (20. 5)

Entwickelt man die rechte Seite nach Potenzen von 2 cos @, so findet man

Pn, 2 (%) = [nZ%] (— 1) (n B j B I) gh =25, (20. 6)

§=0

Die Gleichung (20. 5) kann in der Form

eV — - VF =)
2" V?——:

@n, 2 (%) (20. 7)

geschrieben werden. Dieser Ausdruck zeigt, dass @n, :(x) der nte Niherungsnen-
ner und der (n — 1)te Niiherungszihler fiir den Kettenbruch

ist. Es ist daher leicht, @n 2(2) zu berechnen, was »n auch sei.
Es sei zunichst » = 3. Die Gleichung (20. 1) reduziert sich auf
n—1 v
== — in2 22 »
@n, 3 (2) H(x 3+ 4 sin n)

=1

Setzt man x = 4 cos® @ — 1, so zeigt diese Gleichung, dass

| P, 3 () = (Sin = @)2' (20. 8)

sin @
Entwickelt man die rechte Seite nach Potenzen von cos @, so findet man

prafc—1)=1 3 (—I)S(H_Z_I)x%_s : (20. 9)

§=0

Eliminiert man @ aus der Gleichung (20. 8), so erhilt man
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Pus(@ + 1) = - 2[(x+ 290*—4) + (x—_—}: —4) —2]

_ [(Vx +2+Va—2)—(Va+ Z_Vx_z)n]2‘

Ve —2

21. Betrachten wir ferner den Fall » =2+. Wenn # gerade ist, reduziert

sich die Gleichung (éo. 1) auf

— 2
QQT:T()_xrl[[ X" — 7’:1’3)5) r—I
. g ¥ 7T
sin
29
Setzen wir
1
sin @
so folgt hieraus, dass
cos r @

QQr,r(x):@E—é)Tﬁi'

Entwickelt man cos » @ nach Potenzen von sin @, so bekommt man

2
. (rP—28 ... (P —(2s—2% .
Par, () =2 12 (23)! xR,
Auf dieselbe Weise findet man, wenn » ungerade ist
E 2
2 2 12\ (,2 . a2 2 __ — 1)
War, o) = 222 (2 — 1) | D\ {— 1) e ()2.8.)'. =28 = D) i

§=0

22. Wenn » und # willkiirlich sind, sind die Koeffizienten der Polynome
@n,» und Y, , nicht so einfach wie in den soeben behandelten speziellen Fillen.
Wir wollen aber jetzt eine sehr bequeme Methode zur Berechnung dieser Koeffi-
zienten angeben. Setzen wir

2niv
& =e"

8o kann die Gleichung k(zo. 1) geschrieben werden

(n--1) (r+1) n—1 fer 1 r—1
(—1) ¢ (r—x)qon,r(x)=(r—x>11(” —x) (2. 1)

&y, — I
v=1

42—39615. Acta mathematica. 72. Impriméle 27 juin 1940.
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Wenn r wungerade ist, besagt diese Gleichung, dass das Polynom auf der linken
Seite die Resultante von 2" — 1 und

ist.

211——,1 &g —1 r—1
W, r () = ] (3——~ xe,? )  (22. 2)
v=1
geschrieben werden, wo der Strich beim Produktenzeichen bedeutet, dass der
Wert » = nicht mitgenommen werden soll. Hieraus folgt, dass fiur gerade
Werte von » der Ausdruck (»® — x®)¥,, »(z) die Resultante von 22" — 1 und

2r
4 I——.’L‘Zr—l

2t — 1
ist.
Auf dieselbe Weise sieht man, dass fiir willkiirliche Werte von » und r der
Ausdruck (— 1)17(r® — 2®) ¢, »(z) die Resultante der Polynome 2" — 1 und

ist.
Aus den Gleichungen (20. 1) und (20. 5) folgt weiter, dass
n—1 -
— (— n—1 ) — .
@n, » (@) = (— 1) 1;[1 [(pr,2(2 cos n) x] (22. 3)
Da nun @, 2(x) infolge (20. 4) die Nullstellen 2 cos %Z—E (v=1,2,...n— 1) hat,

kann man hieraus schliessen, dass (— 1)*~' ¢, »(z) die Resultante von gy, 2(2) und

sin n @

@r2(¢) —x ist, oder was dasselbe bedeutet, die Resultante von in O und
sin » ® . " .
N e z, wenn diese Grossen als Funktionen von 2 cos ® betrachtet werden.

Von dem Ausdruck (20. 6) fir ¢, 2 kann man folglich ¢y, . fir alle » herleiten.

Die Resultante Ry ; von zwei Polynomen f(z) und f;(¢z) kann man allein
durch rationale Rechenoperationen berechnen. Nehmen wir an, dass der Grad
fir fi(z) = der Grad fiir f,(¢)ist. Bei Benutzung des Algorithmus, der zur
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Bestimmung des grossten gemeinsamen Teilers dient, bekommt man eine Folge
von Polynomen f;, fs, ... fs, ... bestindig abnehmenden Grades, und zwar da-
durch, dass man f,(¢) in f,—1(z) hineindividiert, wodurch ein Rest f,4+1(2) niedri-
geren Grades als f,(z) entsteht. Wir bekommen somit folgende Gleichungen

fomi(2) = £, () 9o (2) + fos1(2) y=1,2,...m—1. (22.4)

Nehmen wir an, dass f,(¢) und f;(¢) keinen gemeinsamen Teiler haben. Nach
einer endlichen Anzahl von Divisionen kommt man dann zu einem Rest f (2),
der eine von Null verschiedene Konstante ist. Setzen wir

Sole) =cy2Pv + ¢, 2Pv—1 + -
=c (e —aP)(z—a). .. (z — az(fv)) (22. 3)
wo ¢ als von Null verschieden angenommen wird. Dann ist
PoZ Py > P> P> 0 > P 0.
Aus den Gleichungen (22. 4) erhiilt man
S (@) = fos1 () 1=1,2,... P (22.6
Nun ist die Resultante von f, und fi41

Py

By, gy = P[] Sfoer (@)

=1

und die Resultante von f,—: und f,
Dy
By, s, = (= 1Pt ] fia (o).
=1

Aus den Gleichungen (22. 6) folgt deshalb
Ry, =(—pprttrv=mti R, o =1,2,...m—1). (22.7)

Die gesuchte Resultante Ry, ; lidsst sich also durch die Resultante R; 7, aus-
driicken. Da aber pp = 0, hat man

= ¢Pm—1,
m

By \im
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Die Gleichungen (22. 7) geben uns folglich

m
3 Pr—1Py m

Ry 5= (—1)? | | A o (22.8)
y=1

Ubrigens kann man die Division unterbrechen, sobald man zu einem Rest f,
vom I. oder 2. Grade kommt, indem man hat

Die letzte der Gleichungen (22. 4) ist
St (2) = fno1 (2) g (2) + i (2)

wo fm eine von Null verschiedene Konstante ¢, ist. Wir konnen hierzu noch
die Gleichung

Jo—1(2) = fu (&) g (2)

fiigen, die auch

Sn—1(2) = cm gm (2)
geschrieben werden kann.

g»(z) ist ein Polynom in z, das sich durch Division von f,(2) in fo—1()
ergibt, und da f,+1(2) von niedrigerem Grade als f,(2) ist, hat g,(z) den Grad
Pv—1 — Po.  Setzen wir

o (2) =y 2Pr—17P» 4, 2Pr—1— Pt 4 ...
so ist
’ kyey = v y=1,2,...m
Diese Gleichungen geben
e
— y=1,2,...Mm

kiks ... Ko

Cy ==

Trigt man diesen Ausdruck in (22. 8) ein, so erhiilt man die Beziehung

m
Z Py—1 Py

'Rf(l.v.fl = (— I)v:1

Glgo‘i' 2
m
Py—1t+ Dy
1=
v=1

welche die gesuchte Resultante durch die Zahlen %, ausdriickt. Mit anderen
Worten: Um die Resultante von f,(¢) und f;(¢) zu finden, braucht man nur die
eindeutig bestimmte Kettenbruchentwicklung
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]
A PRI re R e
zu bilden.

Aus den Koeffizienten %, der hochsten Potenz von 2 in g,(z) findet man
dann sofort die Resultante. Diese Methode ist sehr bequem fiir die Bestimmung
von @, -(x). Ubrigens braucht man das Vorzeichen der Resultante nicht zu be-
rechnen, weil aus der Definition von ¢, »(x) hervorgeht, dass der Koeffizient der
hochsten Potenz von z gleich 1 ist. Man kann deshalb auch nétigenfalls wih-
rend der Rechnung nach Belieben konstante Faktoren einfithren, um Briiche zu
vermeiden. '

Wenn # keine Primzahl ist, kann ¢, 2(2) in Faktoren mit ganzzahligen
Koeffizienten aufgelost werden, und es wird dann am einfachsten sein, die Re-
sultante von ¢, 2(z) — 2 und jedem dieser Faktoren fir sich zu bestimmen. Wenn

man zum Beispiel @y, 5(x) bestimmen will, berechnet man die Resultante von

Piz,2(e) = 2(* — 1)(&® — 2)(s* — 3)(e* — 42® + 1)
und
@s,ale) —x=2z'—32"+ 1 -2

Man braucht dann nur den letzten Faktor von @i (2) in s 2(2) — 2 hineinzu-
dividieren, wodurch man den Rest 2* — x erhiilt, und man findet besnahe chne

Rechnung
puo,slx)={r — 1)}z + 14— 42+ 1)%

Auf diese Weise kann man die immer beschwerliche Auflésung einer grossen
Anzahl von Gleichungen mit ebenso vielen Unbekannten durch einen Algorithmus
ersetzen, der so einfach ist, wie man ihn sich nur denken kann, und beinahe
keine Arbeit fordert.

Die Polynome ¢y, -(x) haben mehrere bemerkenswerte Eigenschaften. Zum
Beispiel, wenn 7 = pgq mit teilerfremden p und ¢, geht aus der Gleichung (20. 1)
hervor, dass gn, (x) durch @, ,(x) @, -(x) teilbar ist.

Wir geben jetzt ¢n ,(x) fiir einige spezielle Werte von » und #:

@3, () = 2*—1 @3 () =

P4,z (%) = (2" —2) @a,3 (2) = ( +1) (x—1)*
@s,2 (@) =ax*—3 22+ 1 @55 (@) = (P —z—1)°

@e,2 () = 2 (x®—1)(z*—3) @3 (@) = (x+1)a® (@—2)°
@12 (@) =28 —sat+622—1 @5 (@) = (P—22—z+1)°
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@s,2 () =z (2" —2){z*—4 2%+ 2) P53 (2) = (z+1)(x—1)* (@*—20—1)
() = (x*—1){a®*—62* +gx®—1) @3 (@) = 2 (2*—3 2%+ 3)?
@2 (x) = x(@*—32°+ 1) (2t —52° +1) @u,3(x) = (z+1) (@ —2—1)* (2®—3 2+ 1)?
) =z (@*—1)(@*—2) (x°— 3) (x*—4 2° + 1)

Q12,3 (@) = (x+ 1) 2* (x—~ 1)? (x—2)? (22 x—2)

Ps,4 (2) = (@*—1)* @55 (%) =

P54 () =z (2°—1) (2*—3) Po,5 (%) = (x+ )? (—1)°

@14 (@) = 2 —62*+ 527 —1 @15 (@) = (@P—ax®—22+1)°

@s, ¢ (@) = x° (x*—8 2 + 8) Ps,5 (@) = (z+ 1) {x—1) {2’ —22—1)
@+ (@) = (x*—1)(@P—g ' +62°—1) @o.5 (@) = (x+1)* (@P—3 22+ 1)?
P1o,4 () = 2 (2®—1)* (2* —102°+ 5) P05 (1) = z* (x—1) (2*—2 2 4)°

Puo,a (@) = 2® (@®—1) (@®—3) (z'—122°+9)  @us(@)=(x+ 1) {z—1) (@ —42+1)

23. Aus der Gleichung (22. 1) konnen wir leicht eine Determinanten-
darstellung fiir @n,,(z) herleiten, wenn r ungerade ist. Setzt man nimlich in
der Gleichung (4. 4)

f(2) i _ng_;_l (23.1)
z—1
so findet man
I—x 1 I 1 00 1
: 1 1—x I ...1 1 0... I
(—1)"(x~r)q;n,v,(ac): 1 1 1~z ...1 1 1... 1 | (23.2)
1 1 I ...0 00 ...1—x

Diese Determinante ist von der Ordnung n. In der ersten Zeile ist das erste

Element 1 — 2, die - folgenden Elemente sind alle 1, die » — » folgenden

Elemente sind o, und die — letzten Elemente sind alle 1. Die anderen Zeilen

lassen sich aus der ersten durch zyklische Vertauschung der Elemente herleiten.
In der Hauptdiagonale sind also alle Elemente gleich 1 — a, wiihrend die iibrigen
Elemente entweder o oder 1 sind. In jeder Zeile und in jeder Spalte gibt es
r Elemente, die von Null verschieden sind. Wenn man zur letzten Zeile alle
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iibrigen Zeilen addiert, werden alle Elemente in der letzten Zeile r — x, und der
Faktor » — 2 kann deshalb wegdividiert werden.
Auf dieselbe Weise sieht man, wenn in der Gleichung (4. 4)

O e (23.3)

g —1

gesetzt wird, dass Y, ,(x) fur willkiirliche Werte von » und » durch eine Deter-

minante von der Ordnung » folgendermassen dargestellt werden kann:

r—1 ¥—2 ...100...12 3...r—I

r—I r—x yr—1 ...2 1 O0...01 2 ...7r—2

(___ I)n(x2_7.2),‘rljn,r(x): r—2 1 r—x 3 21 .0 01 r—3
=3 r—2 r—1 4 3 2 O O O r—4
r—1 r—2 r—3. ... ....234...r—2

Addiert man die n — 1 ersten Zeilen zur letzten Zeile, so werden alle Elemente
in dieser gleich #*-— z?, was wegdividiert werden kann, und die Determinante
reduziert sich danach fir x =7 auf die Determinante der Gewichtsgleichungen.

24. Im allgemeinen wird » eine grosse Zahl sein, wihrend » immer viel
kleiner als » ist. BEs ist deshalb vorteilhaft, die Ordnung dieser Determinanten
in folgender Weise zu reduzieren. Wir nehmen zuerst an, dass r ungerade ist,
und definieren A (=0, 1, 2, ... 7—2) als diejenigen Losungen der Differenzen-
gleichung

r—1 ) )
ZAgLs:xAv+r%l (24'1)
§=0
welche die Anfangsbedingungen
Al = q,; y,6=0,1,...7—2 (24. 2)

befriedigen. Triigt man den Ausdruck (23.1) fiir f(¢) in die Gleichung (6. 4) ein,

so findet man

AP —y1 AW oo A2
(n—1) (r+1) (o) L Alr—=2)
(—1) ¢ s () = 1 AL A —1 o ATS © (24.3)
r—x ’
A AWM co Al g

n+r—2 n+r—2 nt+r—2
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Wenn » gerade ist, so definieren wir 4! (i=o, 1, ...27—3) als diejenigen
Losungen der Differenzengleichung ‘

—1
DAY, =zAP,, (24.4)
§=0

welche die Anfangsbedingungen
AW = g, ¥,6=0,1,...27r—3 (24.5)

befriedigen.
Setzt man in der Gleichung (6. 4)

Z?r__
fle) =" —ze! (24.6)
27 —1
so findet man
0) __ 2r—3
A, —1  AD, AR
I AL AW 1 Alr—38)
L e A A & (24.7)
0 1 2r—3
Aény+2r~—3 A(23»+2r—3 ce A(2nr+2r)—3 -1

Fiir willkiirliche Werte von 7 findet man weiter durch Eintragen des Aus-
druckes (23.3) fiir f(2)

AP —q AL co Al
1 |40 AW —1 AR
(__ I)(n—l)r lp"» , (92') — . x2 n+1 n-+1 n+1 (24 8)
A£?4)~2r——3 A’(ILI—)F2T—3 s Aﬁflﬁls—l

wo die Al die Differenzengleichung

r—1 :
2 r—s) (4, + AP )= (z® — ) AP (24.9)

s=1

und die Anfangsbedingungen
AW = q,; ¥,=0,1,...27— 3 (24. 10)
befriedigen.
Man kann diese Determinanten durch andere von nur halb so hoher Ordnung
ersetzen, indem man anstelle der Losungen A andere partikulire Losungen
derselben Differenzengleichungen wihlt., Wir haben niimlich gesehen, dass die
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Determinante (11.6) fiir x =1 gleich dem Produkt (11.7) ist; wenn wir jetzt fiir
f{2) den Ausdruck (23.1) eintragen, erhalten wir, falls » ungerade ist,

) )
1
Dgz—)(—l _Dgzl 172 DE?ZH ‘_])(n2)_1 : Dn+21 _Dn-—?i
(7))
1 1 — —_
nir+1) ny, —DW, D?, ~D?,—2...D\2 D)2
(—1) 2 @urlx)=
pw ., ,—pw . po ., —p» ., D\ ,—D\?' -2
n+ —— — n+ —(/— — n+ —— n—
2 2 2 2
wo die D' die Differenzengleichung
r—1 .
ZDfLsszil)JrE (24.11)
5=0 2
und die Anfangsbedingungen
. . r—I
D@vzi Boi VI=1,2,... (24. 12)

befriedigen.

Fiir die Funktion ¢,,,(x) findet man einen ihnlichen Ausdruck. Die Grossen
A" und DY sind Polynome in z mit ganzzahligen Koeffizienten, die sich mit
Hilfe der angefithrten Differenzengleichungen leicht berechnen lassen. Diese
Differenzengleichungen geben wuns daher ein neues, sehr einfaches Mittel zur
Berechnung der Polynome ¢, -(x) und ., ().

Aus dem in § 7 Gesagten folgt weiter, dass man fiir ungerades » hat

On On—l . On—r+2
(n—1) (r+1)
(_ I) @71,7(1') - On+1 On ca Cn-—r+3 (24. 13)
On+r—2 0n+1'—3 e Cﬂ
wo die Polynome C,, C, C,, ... durch die Differenzengleichung
’”10 o Ifir1=v=mn
s}‘:-‘o - v—%—l—[oﬁirn<'v (24. 14)
und die Anfangsbedingungen
C_,=o0 o=y <r (24. 15)

festgelegt werden.

43—39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 27 juin 1940.

e —7)
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Auf dieselbe Weise sieht man, dass fiir willkiirliche Werte von r gilt

(Jn On-l LR Cn—2r+3
(_‘I)(n—-—l)r wn,r(w) — On+1 On IS On—2r+4 (24 I6)
Cn+2r—3 az+2r—4 CEES On
wo die Polynome C,, C;, C,, . .. durch die Differenzengleichung
r—1 1fﬁr—(¢—1)<v§n—(;*—1)
> C ) (T
Z(T s + Oo) + (r — %) O, {O firn—(@p—1)<w

§=1

und die Anfangsbedingungen
C_,=o o=v<2r—1I
bestimmt werden.
Diese orthosymmetrischen Determinanten befriedigen eine einfache Differenzen-
gleichung. Die Determinante auf der rechten Seite von (24.13) ist von der
Ordnung » — 1. Bezeichnen wir diese Determinante mit dem Symbol (1,7 — 1),

so folgt aus einem bekannten Determinantensatz', dass
(m,r +1)(m,r —1) = (0,7 — (0 + 1,7)(n — 1,7).

Mit Hilfe dieser nicht linearen Differenzengleichung kann die Berechnung von
@n,»(@) mit der Berechnung der Grosse (n,1)= C,, die durch die lineare Dif-
ferenzengleichung (24. 14) festgelegt wird, verkniipft werden.

Ein Fundamentalsystem von Lésungen.

25. Fir x=r erhalten die Ausdriicke (24.3), (24.7), (24. 8) usw. die un-
bestimmte Form —g- Da es gerade dieser Wert der betreffenden Funktionen ist,

der in den Ausdruck (20.3) fiir .Q;; eingeht, wollen wir die vorhergehende Unter-
suchung erginzen, indem wir explizite Ausdriicke fiir die Funktionen Q;; von
ahnlicher Form wie (8. 8) herleiten. Diese konnen wir entweder durch Differen-
tiation der in § 24 gefundenen Ausdriicke oder durch Elimination der Wurzeln
as aus der Gleichung (18.14) erhalten, und wir wollen hier die letzterwiihnte

' R. BALTZER, Theorie und Anwendung der Determinanten, 5. Auflage, Leipzig 1881, S. -
64—065.
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Vorgehensweise benutzen. Zuerst wollen wir aber einige Hilfssiitze zur Ergénzung
des in § 8—9g Gesagten herleiten.

Betrachten wir eine Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten von
der Form

-

—
Cs (Mp-]—m—s + uv—m—{.s) + c'm/%rp = O (25. I)

s=0
wo ¢, und ¢, beide als von Null verschieden vorausgesetzt werden. Die hierzu
gehorende charakteristische Gleichung ist

m—1

2 es(em ™+ 27 ™) + ep = 0.

§=0
Wir nehmen an, dass die Wurzeln dieser Gleichung alle verschieden sind, und
bezeichnen sie mit g, und ;' (s=1,2,...m)

Es sei wie in § 8

ty = DY i==1,2,...m
ein System von Ldsungen, die durch die Anfangsbedingungen
DY =1 g, v,0=1,2,...m

festgelegt werden. Setzt man » = o0 in der Differenzengleichung (25.1), so sieht
man, dass DU fiir alle 7 gleich Null ist. Da die charakteristische Gleichung eine
reziproke Gleichung ist, folgt aus den Anfangsbedingungen, dass D! eine un-
gerade Funktion von v ist.
Es bezeichne
B 1=0,1,...m—1

v

ein System von geraden Funktionen von v, welche die Differenzengleichung (25. 1)
und die Anfangsbedingungen

B = n.; v,i=0,1,...m—1 (25.2)

befriedigen, doch mit der Ausnahme, dass B{” gleich 2 sein soll. Dass es
ein solches System von Losungen gibt, geht daraus hervor, dass diejenigen
Gleichungen, welche B fiir » > o als Funktion der Anfangsbedingungen bestim-

men, mit denjenigen Gleichungen identisch sind, die B® bestimmen. Aus der

Gleichung
m—1

> e (BY,, _, + BY

v4+m—s v —m+s

)+ en B =0 (25.3)
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folgt speziell fiir v = o, dass :
Bl —_ Ot (25. 4)

m
: Co
Die Funktionen D! und B! bilden zusammen ein Fundamentalsystem von

Losungen. Dies lisst sich durch Betrachtung der Determinante

Dm  Dm—1 D) Bm—1  Bm—2 RO
_|pm, przvo DB, BnTY BRTY LBY,
4 (»)
—1 —1 —
D«(»"i)2m—1 D£ﬁ2nz)—1 et DLIlQm—-lBiﬁ‘l’nz—lBg-,{L—ZEr)b—-‘l e B'(vo')i—2m~—1

leicht beweisen. Ersetzt man » durch v -+ 1, so sieht man, dass die Differenzen-
gleichung (25. 1) bewirkt, dass 4 (v + 1)= 4 (»). Der Wert der Determinante ist
also unabhéingig von der ganzen Zahl ». Setzt man v =—m, g0 erhiilt man eine
Determinante, wo in der ersten Spalte alle Elemente mit Ausnahme desjenigen
in der ersten Zeile Null sind und wo in der (m + 1)ten Zeile alle Elemente mit
Ausnahme desjenigen in der letzten Spalte Null sind. Wir kénnen daher die
erste und die (m + 1)te Zeile sowie die erste und die letzte Spalte streichen.
In der dadurch entstehenden Determinante wollen wir zur <ten Spalte die
(? + m—1)te Spalte (i =1, 2,...m—1) addieren. Wir erhalten dann eine Deter-
minante, deren m —1 erste Spalten nur je ein von Null verschiedenes Element
enthalten, das gleich 2 ist. Streichen wir die m—1 ersten Spalten und die m—1
letzten Zeilen, so bleibt eine Determinante.von der Ordnung m—1 iibrig, in der
alle Elemente der Hauptdiagonale 1 sind, wihrend alle anderen Elemente o sind,

und man findet
m (m+1)

Ad)=(—1) * 2™
Die Determinante ist somit verschieden von Null, und jede Lésung kann deshalb
linear durch die Funktionen D! und BY ausgedriickt werden. Da a? eine Losung

der Differenzengleichung (25. 1) ist, hat man

m—1 m
ay= D ki BY + N kDY
=0 =1

wo k; und k; Konstanten sind. Ersetzt man » durch —», so erhilt man

m—1 m
gt =S kB — S KDY,
=0 =1

Also ist
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m—1
a“; + a;’ =2 E k;Bif)
i=0
Gibt man hier » die Werte o, I, ... m — I, so folgt aus den Gleichungen (25. 2),
dass fir s=1, 2, ... m gilt
m—1
ay+ a7 = BY + X (ai + a) BY. (25. 5)
=1
Auf dieselbe Weise sieht man, dass
wm
ay — a; = ¥ (ai—a;7?) DY. (25. 6)

i=1

|l

Aus der Gleichung (25. 5) folgt wiederum, dass fiir alle ganzzahligen Werte von

v und u ist
m—1
Y Y — (6} o (] . 2 — 1 3
(as as v) (aﬁt ay ﬂ) - Bgv-)ﬂb Bf(vi(u + Z (a’: + a, 2) (B'(v7+u Biz)—p) : (25 7)
i=1
Setzt man in dieser Gleichung » = » und gibt u die Werte 1, 2, ... m, so findet
man durch Bildung des Produktes der beiden folgenden Determinanten die
Beziehung
1 g tart . ar i grm o BY +BY ... Bmv4 Bimy
A N P 1 BO, —BY ... Bl Bml
I ag+ay? ...artdaymtt| |2 BO, —BY, ... Bmou— Bmon [T
Ianta, ... a"l4g Mt m B® —BY ... Bm1— Bim1
o} I 2 e m
av P + af
m e ey —a7t dl—a7t L al—ar™
M@ —anp 570 ] 8
s=1
an? + ab
e gp—arl @ —ayt ... at—a "
ar — 1
Weiter hat man
0] . -
Bv(v?i—l - Bq(l)—1 BS)H - Bg—)—l ce Biﬁln - Bfﬁ—ll)
m
By, — B}, BY,—BY, . .. BiV—BrYi= H,(af; —a; " (a, — a;*) (25.9)
e e e e e e e e e e e e e e e e e g=1
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was man dadurch sieht, dass man beide Seiten mit dem ersten Faktor der linken
Seite von (25. 8) multipliziert und die Beziehung (25. 7) benutzt.
Zwischen den Zahlen BY und DY bestehen verschiedene bemerkenswerte

Beziehungen. FEs sei p eine willkiirliche ganze Zahl. Da B;(f)w eine Losung der

Gleichung (25. 1) ist, kann man

m—1 m
BY, = S kB + D kDY
i=0 =1

setzen, wo k; und %; Konstanten sind. FErsetzt man » durch —», so erhilt man
m—1

By, = 3 hB) = 3 HDY
i=1

‘Wenn man diese Gleichungen addiert und subtrahiert und die Konstanten aus

den Anfangsbedingungen durch die Annahme » =7 bestimmt, so findet man fir

§=0,1,...m— 1
m
bﬁf)-*'v - Bg(,;s)—v Z‘j (B@f+l - By. l) D
i=1
m—1
(s) s
BM L+ B;Lv )+ 2 H_L) BY.
Auf dieselbe Weise beweist man, dass fiir s=1, 2, ... m gilt
m
D((:) M—v Z z /.—z) Di}l)
=1
m—1
Dy, + DL, =DPBY + 5 (D, + DY) BY.
i=1

Elimination der Wurzeln der charakteristischen Gleichung.

26. Wir wenden nun zu der Beziehung (18. 14) zuriick, die wir in folgender
Weise schreiben wollen
n?—1 2 P—3 6p(p—mn)

QP”’J':”,N(,J _ 1)_3 nr(t — 1) + nr(r— 1) + R (n, p) ; (26. 1)
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wo r—2 r—2 n—p P
Rin, p)=r ;1 fi(a)"T_fI_“ (26. 2)
und wo —(r—2)=<p=n+r—2 vorausgesetzt wird. Die charakteristische
Funktion f(z) ist von der Form
fle)=(—1)? ﬁ2 (¢ —a)(e—a ™).
y=1

Durch Differenzieren nach z erhidlt man

| e | e

] 8 § v
v=1

wo der Strich am Produktzeichen bedeutet, dass der Wert v == s fortgelassen
werden soll. Die Funktion R (n, p) kann als ein Verhaltnis zwischen zwei De-

terminanten auf folgende Weise geschrieben werden:

R (n, p)=
—1 —1\2 . —1\r—i4 ag—p + a'z:
L, ast+a;t (as+aty, . (‘zzs-i—as ) (=@ (au F T 2)(ar—1) .3
" |;I, as+a;t, (asta), .. (as—i—as_l)"‘dl 203
wo s die Werte 1,2, ...7 — 2 annimmt. Entwickelt man die Determinante im

Zihler nach den Elementen der letzten Spalte, so erhilt man den Ausdruck

(26. 2). Betrachten wir nun folgende Determinante

I 2 22 278 o)
1 a;+a7r (a,+a7)? L. (agtaTi? ((I_(Z';l—wl)—’;;;_l)
AR (26. 4)
4t ( a1y ( Loty af:‘;-}—af_g
I trot+al (ar otal)® ... (Grot+a l) =
e R O ) )

Diese kann auf folgende Weise umgeformt werden. Die erste und die letzte
Spalte lassen wir unverindert; von jeder der itbrigen Spalten subtrahieren wir
die vorhergehende, multipliziert mit 2. Wir sehen dann, dass diese Determi-
nante gleich dem Zihler des Bruches auf der rechten Seite der Gleichung (26. 3)

r—32 g
ist, multipliziert wit JJ(as + a;* —2). Man hat nun

s=1
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Tl (e + a7 =)= (= nrljl(l —a)(1 — @)= (= 0
was infolge (135.7) gleich
(— 1)’7"2 (r* — 1)
12

ist. Trigt man die Determinante (26.4) in den Zihler des Bruches auf der
rechten Seite der Gleichung (26. 3) ein und multipliziert im Zihler und Nenner

—2
mit H —a; 1), so findet man nach einer einfachen und naheliegenden Um-

formung des Zihlers und Nenners

o) 1 2 - r—2

a* P+ ab
— a,— a7t ai—a;? L@ g2
P— 1

ayP+al ,

_r-2 0 1 2 2 r—2 __ p—r+2

12 ar —1 Ur—2 70 5 A 37 Q 5 - A 50 4
—2
R(n, p)=— ! . . 26.
02, ) r(r®— 1) a;—a;t af—aﬂ coL @ T g (26. 5)

a,—a;l  ai—ay? LAt

ar——a,, al_,—a % ... a’%—a_’“

T—2 r—-2 r—2

Aus diesem Ausdruck eliminieren wir mit Hilfe der Gleichungen (25. 8) und
(25.9) die Wurzeln @, und finden dadurch folgende bemerkenswerte Beziehung

—1) _ 1)
o BY +BY BY +BN ... BmrU4 B
— Rlo — B —1) . Rlm—1
I B(rg)+l Biz)—l BSVLI—){*I BS—I v Bﬁf’il” BE:f—l )
® BB, BB, . B =B
0 _ —1)__ —1
R(n, p)= 5 L it Bnym Bl By - Bl Bl (26. 6)
9 W2 . . —1) .. —
r(®—1) | BY,,—BY, BY —~BY ... Br;Y—Bm Y
0) - 1 —1) __ —1
BT(I-)I—Q 'B £?>—2 Bul-r2 Bﬁllﬂ ct e B’Sﬁﬂl Bnrzl—‘z )
_ —pa —1)__ Rlm—1
B, BM B, —Bl, . Big =B

wo m=r—2. Fir die charakteristische Funktion f(2) hat man, wie wir in

§ 15 gesehen haben,
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fe) §@+ﬂ@+ﬂ@+ﬂ
6

r{®—1)
6

(Zr-—z—s + Z—r+2+s) +

8=0
Die Zahlen B sind deshalb durch die Differenzengleichung (25. 3) und die An-

fangsbedingungen (25. 2} mit m =» — 2 und

. _ s+ 1){s+ 2)(s + 3)
’ 6

bestimmt.
Da ¢, =1, sind alle Zahlen BY ganze Zahlen.

27. Der soeben gefundene Ausdruck (26. 6) ist giiltig fiir alle! » > 2. Wir
wollen jetzt zeigen, dass er mit Vorteil umgeformt werden kann; aber man erhiilt
verschiedene Ausdriicke je nachdem r gerade oder ungerade ist. Die Gleichung

(15. 9) kann folgendermassen geschrieben werden

fle) = (Zr ‘—‘)2 g, (27. 1)

fx(Z)—“—‘Z_—~M% (27. 2)
AR =Tt wre (27. 3

Man hat dann
f&) = f1(2) fe(e). (27. 4)

Das Polynom f,(z) hat eine Nullstelle 2. Ordnung in z=1. Die Nullstellen
a,(v=1, 2, ...r—2) fiir f(¢) konnen in zwei Gruppen eingeteilt werden, welche
Nullstellen fiir f;(2), die wir mit @, bezeichnen, beziehungsweise Nullstellen fiir

J2(2), die wir mit 8, bezeichnen, umfassen. Man hat dann

! Falls r=2, ist R(n, p)=o0, indem die charakteristische Gleichung dann keine anderen Wur-
zeln als z=1 hat.

44 —39615. Acta mathematica. 72. Imprimé le 27 juin 1940.
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L&) =11 e — &) (e — 87

Aus den Gleichungen (27. 2) und (27. 3) folgt, dass

filed = 27 0‘?
Silg) = —2rg,7 .
Da nun
S @) =r10)5E + F:@) 1)

g0 sieht man, dass
r—1

Fled= 2re® fife

r—1

fB)=—27872 f:(3)

Die durch die Gleichung (26. 2) definierte Funktion R (%, p) wollen wir in zwei
Teile R, und R, zerlegen, die wir durch Erstrecken der Summation iiber die

Wurzeln o, und §; erhalten. Man hat dann

_R(’Vl, p) = Rl (’I'Z, ]’) + R2 (7’?, P)

WO
r—8 73
2 2 n—p P
I aS as + aﬂ‘
R (n, p)=— ;
L ) 2szz‘lf1(as) o — 1
r=1 r—3
2 2 n—p q
1 L2 By + B
R (72, p) - 7 T on
: 2 élfz (Bs) By — 1
Durch Differentiation nach z findet man
r—3

(27. 3)

{27. 6)

(27.7)
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Der Ausdruck (27.6) fir R, ist von ganz derselben Form wie der Ausdruck
(26. 2) fiir R. Da nun

< rir—1)(r—3) r*—1)

S = F sl =)= B Y S

zeigt die in § 26 verwendete Schlussweise, dass R, sich folgendermassen

schreiben ldsst

o I 2 m
Q" P 4 gP . s )
— - ey—a7t ai—a? L a—aT™
at-~1
o P4 P
I " gp—al ah—a? am—g ™
a —1 m m m m m
By, p) = —5 "
1 - B — 2 — T
’ rir?—1) a,—at di—ar? at—aT™
— 2 —_ —
e,—oyl ap—ap? at—ay™
— 2 —
am—0e " Gp—a? an—a ™

r—3

WO M = Eliminiert man hieraus die Wurzeln o; mit Hilfe der Gleichun-

gen (25.8) und (25.9), in denen wir uns a; durch o, ersetzt denken, so sieht
man, dass die rechte Seite der Gleichung (26. 6) R,(n, p) darstellt!, wenn wir

m = r—s setzen. Da
r—s5
2 r—3 r—3 2
+ +2)( 52— -2 2 —
Al bt )

2 (g—1)F =0

sind in diesem Falle die Zahlen B durch die Differenzengleichung (25. 3) und

und

die Anfangsbedingungen (25. 2) mit m = a : 3

D)

2
bestimmt.

! Falls r=3, ist R,=o, indem f,(?) dann keine anderen Nullstellen als z=1 hat, und man
hat B=R,.
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Aus der Gleichung (235. 4) folgt, dass

(@) (r —27¢)—1 . r—s
r—3 _8 ...&2

Da f,(¢) die zur Differenzengleichung
- (@
2B, =rB  — (27.9)
=0 2

gehorende charakteristische Funktion ist, kann man die BY auch im obenerwiihnten
Ausdruck fiir R,(n,p) als ein System von geraden Funktionen von » definieren,
welche die Differenzengleichung (27.9) und die Anfangsbedingungen (25.2) und
(27.8) befriedigen.

Nunmehr wollen wir R,(n,p) betrachten. Diese Funktion lisst sich als ein

Verhiiltnis zwischen zwei Determinanten in folgender Weise schreiben:

r—5 n—p L @D
|I7 ﬁs + »83_17 ({83 + ﬂs—l)2’ e (‘88+‘88_1) ’ ’ (,g.s fsﬂ—l)(ﬁfs— I)|

r—3 I

lx,ﬂs + 67 B+ BT (Bt BT 2

1
RE (n’p):_— —2_

wo s die Werte

annimmt. Entwickelt man die Determinante im Zihler nach den Elementen der
letzten Spalte, so erhilt man den Ausdruck (27.7). Multipliziert man im Zihler
und Nenner mit dem Produkt

r—1

H (ﬂ‘" - 183—1)}

so findet man nach einer leichten Umformung der Determinanten

e N T

|‘8‘9_ﬁs_1’18§—ﬂs—z’"'ﬁs2 —ﬁs 2’ __‘3;}?_1

1 r—1 |

I
R2(”:p):—;

2

Iﬁs—ﬂé_l’ 53“5@-2"'-5: _ﬁ:T

Eliminiert man die Wurzeln 8; in entsprechender Weise wie oben, so erhilt man
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3(5) _p(5)

— TR0 1 __ RO
Bﬂd sz)—l ng-)l—l Bgz)—l P at n—1
(7—3) (r_a)
__Rio 1 — RAi —_
BY., —B}), By, —Bl, ...B.% —B

B(O) r~3_B(0) r~—3 B“) r—3 ”“B(l)_lj “ e . B(T%T'i_)q—B(ﬁ—z_%)s

L T A L T Py
() 45
I,Bﬂm +BY BY +BY ...B %) +B)
Ry(np)=—> e
sy, —my, By, —my, s3] a(5)
r--3 r—3
B5?+2 _B;O)AQ Bﬁnlld - Bg)—z s Br(sz) —B’I(L‘-22>

wo B ein System von geraden Funktionen von » ist, welche die Differenzen-

gleichung

r—1
2B, =—7B
§=0

und die Anfangsbedingungen (25.2) mit m 2% befriedigen.

28. Nun wollen wir » gerade annehmen. Setzt man z =y* und

g)="5—" —ry ! (28.1)

hat man

g (y) hat eine Nullstelle 2. Ordnung im Punkte y =1 und kann in der Form
r—2
9= —1P]Jlv — a)ly — ;)
. §=1

geschrieben werden, wo a;=«a;. Aus (28.1) leitet man
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g(—ag)=2ra’!

her, und hieraus folgt, dass
S las) = re; g’ (es).

Die Gleichung (26. 2) kann deshalb in der Form

e A L 4

R(n,p)= D

§=1

PR e p—" (28.2)
geschrieben werden, und man hat

r—2
g (as) = el 2(o; — o ) (@5 + o1 — 2) H' (0s + o1 — @y — oY),

v=1

Aus der Gleichung (28.1) erhilt man durch zweimalige Differentiation

Hieraus folgt in derselben Weise wie oben, dass der Ausdruck (28.2) folgender-

massen geschrieben werden kann

o I 2 r—2
—op —n4+2p
af + o
e | —_ g2 r—2 __ —T+2
— o o of — « « o
a? — n 1 1 1 3 1
g2 + a~n+2p
T2 r—2 to—a—l o —ag—2 o2 — g2
o — " r—2 r—2 Tr—2 r—2 't Yr—2 r—2
6 r—2 r—2
R(n:p) ;(7,2__ I)_ 2
o, — a;? o — a7t oL aTt — T
—_ o1 2 —2 —32 —r-+2
ay — @ op—ay? .. a7t — eyt
—_ 1 2 2 r—3 . —r+2
Qr—9 a, Cr—sg Oy« -« Otr_z OCT_2

Eliminiert man die Wurzeln o; durch dieselbe Vorgehensweise wie in § 26, so
findet man fiir R (n, p) den Ausdruck
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0 1 —3
0 BY, BY, ... B
I Bﬁ?l—l —B;?)—1 B7(11~)+'1 _—Bizl)—l ce Bg:f) —Bg:f)
0 __Rlo 1 _ Rt —3) __ plr—s
2 By, —BY, B, —Bl, ...B} —B7)
_ 0 I 210) 1 _ na 3) __ r—3
6 r—z BY., _,— B}, By, ,—B, ., ... By, — B, (28.3)
r{rt—1 o PN ( R —3) __ Pr—3 .
Ol B, —BYL BN —BY, B B
0 __R 1 _ R —3) __Rir—3
By, —BY, BY, —Bl, ...BI) —B7)
0 _ Rl 1 _ RO —%) __ Pr—3
Bv(H)~r—2 sz)—-r+2 B1(l-)|-7‘—-‘2 Bv(l—)—r+2 e Bg+r)—2 B1(17'—-r—2—2

wo die B aus der Differenzengleichung (25.3) und den Anfangsbedingungen
(25.2) mit m =r—2 und

cas=(s + 1) Crs—1==8(s +1)

bestimmt werden, indem man

r—3
yr—f ((yy)_—l)‘z = aly T Ay ) 4 o
§=0

hat.
Aus der Gleichung (25. 4) geht hervor, dass

. r—1\* . .
BY  =— fir gerades ¢
r 2
. (28. 4)
B, =— DF—I » ungerades ¢
Da g(y) die zur Differenzengleichung
—_
ZB'(VZ)Jr2s:TB£f)+r——1 (285)
=0

gehorende charakteristische Funktion ist, kann man die BY auch im letzterwihnten
Ausdruck fiir R(n,p) als ein System von geraden Funktionen von » definieren,
welche die Differenzengleichung (28. 5) und die Anfangsbedingungen (25.2) und
(28. 4) befriedigen.
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In allen hier betrachteten Fillen sind die Koeffizienten ¢; ganze Zahlen, und
¢y ist gleich 1. Die Zahlen BY sind deshalb ebenfalls ganze Zahlen. Mit Hilfe
der Gleichung (25.6) kann man @+ ; auch durch die Zahlen DY ausdriicken,
die ebenfalls ganze Zahlen sind; aber diese Ausdriicke sind dquivalent mit den
schon hergeleiteten.

Bestimmung der zur Bedingungsgleichung z, == 0 gehorenden Gewichte.

29. In § 15 haben wir die Bedingungsgleichung 3 z;= o eingefiihrt und
dadurch eine symmetrische Verteilung der Gewichte erzielt. Man hitte auch
verlangen konnen, dass eine der Unbekannten verschwinden sollte, dass heisst,
man wiirde alle gesuchten Grossen als Differenzen gegen eine willkiirlich gewiihlte
unter ihnen bestimmen. Ersetzt man (15.2) durch die Bedingungsgleichung
2, =0 und bezeichnet man in diesem Falle die Multiplikatoren mit gestrichenen
Buchstaben, so erhalten die Gewichtsgleichungen folgende Form

=1 Qs =L 3= ) (Qhres + Qon)= {’714 =1

= i, 5 fire >1

und ausserdem hat man

Y —
Q=0
Q-H,J Qn-f—z,
fir ¢,5==1,2,...n Es seien ¢, &, ..., en—1 die von 1 verschiedenen nten

Binheitswurzeln. Dann lautet die Losung der Gewichtsgleichungen

r—-—l (ez—l —_ I)( 1—j I)

Gy=—" 2 i : (20.1)

Setzt man ndmlich diesen Ausdruck in die linke Seite der Gewichtsgleichungen
ein, so findet man

n—1

el Z ~] _ é.1—1

und man bestitigt sofort, dass diese Summe gleich 7;,; ist, wenn 1. <7 =, und
gleich #1,;— 1, wenn ¢z =1,
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2miv
Setzt man &, =e * und trigt man fiir / den Ausdruck (17.5) ein, so sieht

man, dass die Gleichung (29. 1) in der Form

n—1 cosfl(" — ¢)sin ﬂ(j —1) sinﬂ(z’ —1)
Q= 4r . n _r
My & . wry\ ?
y=1 sSin ——
n
7‘2 . A
. Ty
sin ——
n

geschrieben werden kann, die deutlich zeigt, wie die Multiplikatoren von den
ganzzahligen Parametern r und » abhingen. Durch Vergleich mit (17.6) sieht
man, dass zwischen den beiden Systemen von Multiplikatoren folgende Beziehung

besteht )
Q= @i — Qr;— Qi1 + Q1.

Insbesondere hat man fiir die reziproken Gewichte

Q;z =2 (Ql 1= Ql,i).

45— 39615. Acta mathematice. 72. TImprimé le 27 juin 1940.



