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Einleitung. 

Die von C. Curath6odory 1 aufgestellte, formule Messbarkeitstheorie fasst 

jedes itussere Mass als Mengenfunktion td(A) der Mengen (A) des n-dimensiona- 

len Euklidischen Raumes uuf; es wird welter charakterisiert dutch vier-, jedes 

reguliire iiussere Mass durch fiinf Axiome. Mittels eines regul~iren ~iusseren 

Masses litsst sich fiir die Mengen (A) ein zugehSriges regul~tres inheres Mass 

definieren ~, d~s zu den obengenannten fiinf Axiomen analoge Eigenschaften hat. 

Diese Eigenschaf~en geniigen jedoch nieht zur vollstiindigen Churakterisierung 

des reguliiren inneren Masses. Die Unstimmigkeit wird hervorgerufen durch das 

dritte Caruth~odorysehe Axiom, welches luutet: ~>Ist V ~  A 1 + A S + ,-. § A,~ + ---, 

so ist stets re* (V) =< tt* (A1) + re* (A~) + ... + td(A,~) + --->> und zu welchem beim 

inneren Masse tt,(A) analog ist die Eigenschaft: ~>Ist S = - A ~ + A 2 +  " + A , , + . . . ,  

mit Aj. Ak leer fiir jedes Paar  (j, k) yon ungleichen natiirlichen Zahlen, so ist 

stets tt, (S) ~ re, (AI) + l,t, (As) + ... + #,  (A,,) + ... ~. Ein von Carath@odory her- 

riirendes Beispiel ~ zeigt, d~ss, obwohl schon aus den zwei ersten Eigenschaften 

des regul~tren inneren Masses hervorgeht, (lass die mittels des inneren Masses 

chur~kterisierten messbaren Mengen einen K5rper bilden, diese dennoch nicht 

immer einen a-KSrper zu bilden bruuchen, sogar  dann nicht, wenn alle fiinf 

Eigenschaften erfiillt sind. A. Rosenthal hat durum das Carath6odorysche Axio- 

mensystem fiir das reguliire iiussere Masse ein vSllig ~tquivalentes System an die 

Siehe C. CARATtt~ODORY, 5Tachr. G e s .  Wiss .  GS t t i ngen  1914, S. 4o4 - -42o ;  Vor l e sungen  
fiber reel le F u n k t i o n e n ,  2 e Aufl.  (I927) , K~p.  5 u. 6. 

E i n  gewShn l i ehes  i nne re s  Mass  wird y o n  CARATHKODORY n i eh t  eingeffihr~.. 

S iehe  loc. cir. I, zwei tes  Zi ta t ,  S. 3 6 7 - - 3 6 9  . 
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Seite gestelltt; welches jenes dritte Axiom nicht mehr enthiilt, daneben jedoch 

die MSglichkeit bietet das regul~re innere Mass selbst~ndig durch ein analog 

gebautes Axiomensystem zu charakterisieren. 

In den Kapiteln I u n d  2 wird man zur selbst~indigen Charakterisierung der 

~usseren und der inneren Masse neue, analog gebildete Axiomensysteme finden, 

welche, wie es uns scheint, gegeniiber den Rosenthalschen Systemen die folgen- 

den Vorteile besitzen: 

I ~ die Axiome I - - I V  und V fiir das ~ussere Mass und ebenso die Axiome 

I - - I V  und V' fiir das innere Mass fiihren zu einem b e s c h r ~ n k t additiven 

Masse; alle aus den Axiomen I - - I V  ableitbaren Eigenschaften gelten somit fiir 

~usseres und ffir inneres Mass beide; zu jeder aus den Axiomen I - - I V  und V 

ableitbaren Eigenschaft gibt es eine aus den Axiomen I - - I V  und V' ableitbare, 

zugeordnete Eigenschaft (die Beweise beider Eigenschaften lassen sich in ana- 

loger Weise f fh ren  oder man kann bisweilen die eine Eigenschaft in einfacher 

Weise aus dem schon bewiesenen, zugeordneten Eigenschaft ableiten); zu jedem 

~iusseren [inneren] Masse ist ein inneres [~usseres] Mass derartig adjungiert, dass 

beide zu demselben KSrper yon messbaren Mengen fiihren, wobei dann die Mass- 

zahlen einander gleich sind; 

2 o die Axiome I - - V I I  fiir das ~tussere und ebenso die Axiome I - - IV ,  V', 

V I u n d  VII '  fiir das innere Mass fiihren zu einem to ta l -addi t iven  Masse; alle 

aus den Axiomen I - - I V  und VI ablei~baren Eigenschaften gelten somit fiir 

~iusseres und inneres Mass; zu jeder aus den Axiomen I - - V I I  ableitbaren Eigen- 

schaft gibt es eine aus den Axiomen I - - IV .  V', VI und VII '  ableitbare, zuge- 

ordnete Eigenschaf~ (fiir die Beweise gilt eine gleichartige Bemerkung wie fiir 

die Beweise der einander unter I ~ zugeordneten Eigenschaften); zu jedem ~iusse- 

ren [inneren] Masse ist ein inneres [ausseres] Mass derartig adjungiert, dass beide 

zu demselben a-KSrper yon messbaren Mengen fiihren, wobei wieder die Mass- 

zahlen einander gleich sind; 

3 0 das letzte Axiom (VIII) ist in beiden Axiomensystemen dasselbe; es wird 

am letzten eingefiihrt, da es die bisher betrachtete Analogie in den Axiomen- 

systemen und den beiden Gruppen yon abgeleiteten S~itzen aufhSren l~sst; denn 

neben: >)aus A1 < As "" < A~ .--, jedes Ak messbar, lira Ak--  A, lira #* (A~-) = r162 

folgt p* ( A ) =  oo )) fiir das ~ussere Mass wiirde man als achtes Axiom fiir das 

inhere Mass erwarten diirfen: >~aus BI~B~.." ~B~..., jedes Bk messbar, 

Siehe A. ROSENTHAL, Nachr. Ges. Wiss. GSttingen 1916, S. 3o5--32I. 
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lim Bk ~ B, lim p. (Bk) ~ oo folgt /~, (B) : ~ >>, eine Eigenschaft, welche jedoch 
k~  Qo k ~  o0 

schon dem Lebesgueschen inneren Mass nicht mehr zukommt. ~ ~ 

Ausserdem bemerken wir: 

40 das bei Carath6odory und Rosenthal nicht vorkommende Axiom IV er- 

mSglicht es den Zusammenhang zwischen ~usserem und innerem Masse in anderer 

Weise zu definieren als in den Arbeiten dieser beiden Autoren; das bringt u. a. 

mit sich, dass ~usseres und inneres Mass hier immer gleichzeitig unendlich sind. 

Die Darstellung beschr~inkt sich nicht auf Masse, definiert fiir die Teil- 

mengen eines Euklidischen oder eines abstrakten metrischen l~aumes, sondern 

sie betrachtet Masse, definiert fiir die Elemente, neuerdings yon Carath~odory 

Somen genannt s, yon (durch Axiome n~her festgelegten)allgemeinen Strukturen. ~ 

Schliesslich erweitern wir, in Kapitel 3, die Riemann-Stieltjessche Integra- 

tionstheorie auf den Fall von abstrakten, auf Somen definierten Ortsfunktionen, 

und geben kurz an wie sich diese Theorie in eine Theorie des Lebesgue-Stiel- 

tjesschen Integrals ab~ndern l~isst, abweichend yon der in Fussn. 3 genannten 

Darstellung. Bemerkenswert ist hierbei, dass das Riemann-Stieltjessche Integral 

sich, im Gegensatze zum Lebesgue-Stieltjesschen, schon in verh~iltnism~tssig ein- 

fachen Strukturen (diejenigen, welche unsere Axiome I~ ~ 6~, 7~, erfiil len)und 

bei Benutzung yon ganz einfachen Massfunktionen (welche nur die Axiome P ,  

I I  und I I I  zu erfiillen brauchen) iibertragen l~sst. 

A. 

30; jede 

KAPITEL 1. 

T h e o r i e  d e s  beschr~inkt  a d d i t i v e n  Masses .  

w I. Definitionen und Eigenschaften yon Strukturen. 

Alle im folgenden betrachteten Strukturen geniigen den Axiomen 1 ~ 2 ~ 

Struktur ist aufgebaut aus Elementen, Somen genannt, die immer mit 

1 Wie  ROSENTHAL, loe. cit. I S. 132 , w 5 (Fussn . )  bemerk t ,  i s t  e ine vSll ige Ana log ie  im A u f b a u  

n i c h t  mSgl ieh .  
J edes  den  drei  e r s t en  C a r a t h 6 o d o r y s e h e n  A x i o m e n  gen i igendes  ~usse res  Mass  erf i i l l t  d a d u r e h  

auch  die A x i o m e  I - - I I I ,  VI  u n d  VII I .  
8 Siehe C. CARATH~.ODORY, Sitz.  ber.  Bayer .  Akad .  Wiss .  I938 , S. 2 7 - - 6 9 ;  d a n e b e n  a u e h  

CARATHI~ODORY, Ann .  Seuola  no rm.  super .  P i s s  (2) 8 (I939) , S. I o 5 - - I 3 o .  I n  d iesen  Arbe i t en  
e rwe i te r t  der  A u t o r  se ine  a b s t r a k t e  M a s s t h e o r i e  au f  Somen ;  a u s s e r d e m  g ib t  er e ine  Theor ie  des 

Lebesgue -S t i e l t j e s schen  I n t e g r a l s  yon au f  Somen  def inier ten,  a b s t r a k t e n  O r t s f u n k t i o n e n .  

4 Siehe V. GLIVENKO, Th6or ie  g6n6rale  des  s t r uc tu r e s ,  Act.  sci. Pa r i s  1938. - -  S ind  die 

S t r u k t u r e n  I ~ a m e ,  in we lehen  die offenen M e n g e n  def inier t  s ind ,  so l~ss t  s ieh  noeh  als  l e t z t e s  

A x i o m  die Messba rke i t  d ieser  M e n g e n k l a s s e  fordern.  
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kleinen Buchstuben angedeute t  werden. Der  einzige Grundbegr i f f  ist der  Begriff  

>>Teil von~, angedeute t  durch  das Ze~chen < .  

A x i o m  1~ a) a ~ a; 

fl) aus a < b  und b < c  folgt  a < c ;  die Semen sind teilweise 

geordnet. 

Defini t ion.  a = b ,  falls a < b  und b < a .  

Sa tz  1, 

Sa tz  2. 

S a t z  3. 

Defini t ion.  Ein Soma a b wird Produkt des geordne ten  Somenpaares  a, b 

genannt ,  falls: a) ab ~ a; fl) ab ~ b; 7) aus c ~ a und c ~ b immer  folgt  c ~ ab. 

a = a (die Gleichheitsrelation ist reflexly). 

Aus a = b folgt  b = a (die Rela t ion ist symmetrisch). 

Aus a = b und b = c fo lgt  a--~ e (die Rela t ion ist tra,J~sitiv). 

Sa tz  4. H a t  das geordne te  Somenpaar  a, b ein Produkt ,  so ist dieses ein- 

deut ig  best immt,  d .h .  zwischen zwei Semen, deren jedes, gem~iss le tz ter  Defini- 

t ion,  uls P roduk t  yon a und b be t rach te t  werden kann, gi l t  immer  die Rela t ion 

der Gleichheit .  

A x i o m  20: Fiir jedes geordnete  Somenpaar  a, b gibt  es ein P roduk t  ab. 1 

Defini t ion.  Ein  Soma a + b wird Summe des geordne ten  Somenpaares  a, b 

genannt ,  falls: a) a ~ a +  b; fl) b ~ a §  b; 7) aus a ~ c  und  b ~ c  immer  folgt  

a + b ~ c .  

Satz  5. H a t  ein geordnetes  Somenpaar  eine Summe, so ist diese e indeut ig  

best immt.  

A x i o m  30: Fiir jedes geordne te  Somenpaar  a, b gibt  es eine Summe a +  b. ~ 

t A x i o m  2 0 i s t  u n a b h ~ n g i g  y o n  A x i o m  i ~ B e i s p i e l :  d ie  S e m e n  s i n d  d ie  o f fenen  K r e i s e  de r  

E u k l i d i s c h e n  E b e n e ;  a ~ b  f a l l s  d ie  P u n k t e  y o n  a z u  b g e h S r e n ;  A x i o m  I ~ i s t  e r f i i l l t ,  d a g e g e n  n i c h t  

A x i o m  2 o . 

E i n e  S t r u k t u r  s e i  a u f g e b a u t  a n s  den  r e e l l e n  Z a h l e n  (x) m i t  - -  I ~ x < o u n d  den  d r e i  Z e i c h e n  

a,b,c.  E s  s e i  x 1 ~ x 2  in  den  f o l g e n d e n  F ~ l l e n :  I ~ - - I  ~ x ~ x ~ d o ;  2 0 ) - - I  ~ x  t < o  u n d  x 2 ~ - a  

o d e r  b o d e r  c;  3 e) x l ~ a ,  x 2 ~ a  o d e r  c;  4 e) x ~ b ,  x~-~b o d e r  c;  5 e) x 1 u n d  x2~c .  Z w i s e h e n  a 

u n d  b s e l l  k e i n e  O r d n u n g s r e l a t i o n  b e s t e h e n .  E s  g i b t  f i i r  j e  z w e i  S e m e n  i m m e r  e i n e  S u n ] m e ;  

d a g e g e n  h a b e n  d ie  S e m e n  a u n d  b, d e r e n  S u m m e  c i s t ,  k e i n  P r o d u k t .  D a s  A x i o m  2 0 i s t  s o m i t  

u n a b h ~ n g i g  von  d e n  A x i o m e n  I ~  3 o . D a s s  A x i o m  3 0 n i c h t  von  d e n  A x i o m e n  I ~ 2 0 a b h f i n g t ,  

f o l g t  a u s  e i n e m  B e i s p i e l ,  w e l c h e s  a u s  d e m  v o r i g e n  e i n f a c h  d a d u r c h  h e r v o r g e h t ,  d a s s  m a n  i n  a l i e n  

F~il len l ~  0 d ie  R e l a t i o n  x 2 ~ x  1 z w i s c h e n  x~ u n d  x~, d a n e b e n  w i e d e r  k e i n e  R e l a t i o n  z w i s c h e n  a 

a n d  b a n n i m m t .  
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gekehrt .  
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E r s t e s  Dua l i t a t sp r inz ip .  Zu jedem Theorem P, he rvorgehend  aus den Axi- 

omen I ~ 20 , 30 , g ibt  es ein duales, das man  erhs wenn in dem Theorem P 

iiberall: ~) x < y durch  y < x, und somit:  ~) x y  durch  x + y, und umgekehr t ,  

ersetzt  wird. 

Auch die S~tze 4 und 5 s tehen e inander  dual gegeniiber.  Zwei derar t ig  

zusammenhs  S{itze sind im folgenden durch  dieselbe arabische Ziffer, 

ohne bzw. mi t  Akzent ,  angedeute~. 

(3. Aus a ~ b folgt  immer  ac----be.  

(3'. Aus a = b  folgs immer  a +  c = b + c .  

~l'. (a + b) + c =  a + (b + c). 

8 , 8 ' .  a b - - - - b a ; a + b ~ b + a .  

9 , 9 ' .  a a - ~ a ;  a + a ~ a .  

10. Aus a < b folgt  a b = a, und umgekehr t .  

10'. Aus b < a  folg~ a +  b----a, und  umgekehr~. 

11. Aus a < b fol~t  die Exis tenz  eines a, m i t a  + al b, und urn- 

S a t z  11'. Aus b < a fo lgt  die Exis tenz eines a2 m i t a  a2 ~ b, und umge~ehr t .  

B. Defini t ion.  Eine S t ruk tu r  S besi tzt  ein kleinstes Soma, leeres So,ha 

genann t  und angedeu~e~ durch o, falls o < a ffir jedes Soma a yon S. 

S a t z  12. Gibt  es ein leeres Soma, so ist dieses e indeut ig  best immt.  

1Wehmen wir als Somen alle offenen, ] inearen In terval le  mi t  einem festen 

Mi t te lpunkt  and  be t rach ten  wir  a < b, falls alle P u n k t e  von a auch zu b ge- 

hSren, so sind die Axiome I ~ 2 ~ 30 erfiillt;  es gibt kein kleinstes Soma. 

Dennoch  beweist  man leicht  den 

Satz  13. Enth~l t  eine den Axiomen I ~ 2 ~ 30 gens S t ruk tu r  S k e i n  

kleinstes Soma, so en ts teh t  eine neue, diesen Axiomen geniigende S t ruk tu r  2~, 

falls man  zu den Somen yon S ein einziges Soma o hinzuff igt  und:  c~)ftir 

je zwei Elemente  a, b yon S m i t a  < b diese Rela t ion umges  beibeh~ilt, 

/9) daneben ffir jedes Soma a yon Z o < a annimmt.  In  2 ist dann immer  

a . o - - - - o . a - - - - o  und a + o ~ - o  + a ~ - a ;  fiir .]e zwei zu S gehSrende Somen a, b 

ist das Soma a + b, ebenso wie das Soma a .  b, i n  S und in 2~ dasselbe. 
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A x i o m  40: Es  g ib t  ein kleinstes  (leeres) Soma  o. 

Def in i t i za .  Zwei Semen  a, b heissen einander fremd, fal ls  a b ~-o. 

S a t z  14. I s t  a ~ b  und sind a und b e inander  f remd,  so is t  a : o .  

S a t z  15. I s t  c ~ b  und sind a und b e inander  f remd,  so s i n d a u c h a u n d c  

e inander  f remd.  

Def ini t ion.  Eine S t r u k t u r  S besi tz t  ein grSsstes Soma, angedeu te t  durch I, 

fails  a ~  I fiir jedes Soma a yon S. 

Obiges Beispiel  zeigt  ebenfalls ,  dass eine den Axiomen 1 ~ 2o, 30 geni igende 

S~ruktur  n ich t  i m m e r  ein gr5sstes  Soma en~h~ilt. 

Setzt  m a n  die Semen  o und I e inander  dual  gegeni iber ,  so fo lg t  aus den 

S~tzen I2 und  I3: 

Sa t z  12'. G ib t  es ein grSsstes Soma,  so ist  dieses e indeut ig  bes t immt .  

Sa t z  13'. En th~ l t  eine den Axiomen  1 ~ 2 ~ 3 0 geni igende S t r u k t u r  S k e i n  

grSsstes Soma, so en t s t eh t  eine neue, diesen Axiomen  geni igende S t r u k t u r  ~, 

fal | s  m a n  zu den Somen  von S ein einziges Soma  I hinzuff igt  und :  a) ffir je 

zwei Semen  a, b yon S m i t a  ~ b diese Rela t ion  unge~nder~ beibeh~il~,/1) daneben 

fiir jedes Soma  a von 2 a ~  I ann immt .  I n  ~ ist dann  immer  a 4 - I - - - - - I + a : I  

und a .  I = I �9 a ~ a; fiir je zwei zu S gehSrende Semen  a, b ist das Soma a . b ,  

ebenso wie das Soma a + b, in S und  in 2 dasselbe. 

A x i o m  5~ Es g ib t  ein g'rSsstes Soma i. 

Jedes  der  Axiome z~  ~ ist yon den i ibrigen und Axiom I ~ unabhi~ngig. 

Z w e i t e s  D u a l i t ~ t s p r i n z i p .  Zu jedem Theo rem P, he rvorgehend  aus den 

Ax i om en  I ~  ~ g ib t  es ein duales, das man  erh~tlt, wenn m a n  in dem Theo- 

r em P, neben den schon im ers ten Dual i t~ t spr inz ip  angegebenen  Erse tzungen ,  

die Erse tzung  yon o durch  I, und  umgekehr t ,  i iberall  durchfi ihr t .  

Zwei Semen  a, b heissen einander ergd~zend, falls a + b ~ I .  

I s t  b ~ a und erg~inzen a und b e inander ,  so ist  a - - - - I .  

I s t  b ~ c und  erg~s a und  b einander,  so tun  dies auch 

Def ini t ion.  

Satz 14'. 

Satz 15'. 

a u n d c .  

Def ini t ion.  I s t  a ~ b, so wird komplementSres Soma erster Ar t  g e n a n n t  und 

angedeu~et  durch  b - - a  jedes zu a f r emde  E lemen t  x mi t  

a §  
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Defini t ion.  I s t  b ~ a, so wird komplement&-es Soma zweiter Ar t  t genann t  

und angedeute t  durch b:a  jedes a erg~nzende E lement  y mit  

a y = b .  

W i r  bemerken,  dass die letzte Definit ion sich auch geben l~sst, falls es kein 

leeres Soma gibt; die vorletzte  auch dann, falls es kein grSsstes Soma gibt. 

Sind die Somen einer S t ruk tu r  die Tei lmengen eines abst rakten Raumes,  

die leere ]~enge und den Raum einbegriffen, so exist ieren die komplement~ren 

Somen beider Ar t en  immer  und sind daneben eindeut ig  best immt;  a ~ b  soll 

dabei bedeuten,  dass a eine Tei lmenge yon b ist. 

Sa tz  16, 16'. Jedes  Soma I - - c  ist auch ein Soma o :c ;  und umgekehrt .  

Defini t ion.  Ein Soma I - -  c = o : c  wird Kompleme~t yon c genannt  und 

durch c' angedeutet .  

C. Eine S~ruk~ur, deren Somen die offenen In terval le  eines Eukl idischen 

Raumes sind, die leere Menge und den ganzen Raum einbegriffen, und bei welcher 

a ~ b bedeute t  >>a ist Tei lmenge yon b~, geniigt  den Axiomen 1~ ~ jedoch 

n icht  dem 

A x i o m  6 ~ (a + b)c. ~ ~. ac + bc-= 

Aus den Axiomen I~ ~ 6~ l~isst sich ablei ten 3 die Rela t ion  

(a + + = + 

Umgekehr t  folgt  3 aus dieser Rela t ion und den Axiomen 1~ wieder das 

Axiom 6]. Dadurch  haben wir: 

Das erste Dualith'tsprinzip gilt auch f i ir  alle aus den Axiomen 1~ ~ 6~ ab- 

leitbaren Sdtze, das zweite f i ir  alle aus den Axiomen i~  ~ 6~ ableitbare~ Sdtze. 

Die Si~tze 13, 13' behal ten ihre Giiltigkeit,  wenn man den Axiomen I~  ~ 

das Axiom 6~ hinzufiigt.  

Jedes  der Axiome 4 0 , 5 ~ ist yon dem andern und den Axiomen 1~ 0 , 6~, 

6~, unabhgngig.  

i Dieser  Begriff r i ihr t  yon G. BERGMANN her.  Siehe BERGMANI~, Mona t sh .  ftir Math .  u. 

Phys :  35 (1929) , S. 2 5 9 - - 2 8 4 ;  a u c h  GLIVE~KO , loc. cit. 4 S. 133 , S. I 4 - - I 6 .  
2 A u c h  n i c h t  das  wel te r  u n t e n  folgende A x i o m  6~. Durch  E r w e i t e r u n g  dieses  Beispie ls  erhii l t  

m a n  Beispiele,  welche  aus se r  den A x i o m e n  6a~ 6~ auch  die A x i o m e  4 ~ 50 oder e ines  yon beiden 

n i ch t  erfi i l len, dagegen  wohl  die A x i o m e  I ~  ~ 

Siehe  loc. cir. 4 S. I33 , S. 32. 
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Eine S~ruktur, deren Somen die abgeschlossenen Mengen eines Euklidischen 

l~aumes sind, die leere Menge und den l~aum einbeffriffen, und bei welcher a ~ b 

bedeutet  >>a ist Teilmenge yon b% geniigt den Axiomen I~ ~ 6~ jedoeh nieht  dem 

A x i o m  7~ Zu jedem Soma c gibt es ein Komplement  c ' =  I - - c =  o : c ;  

und auch nicht  dem 

A x i o m  7~,: Zu jedem Paar  yon Somen, a und  b, m i t a  < b, gibt es ein 

komplement~res Soma erster Art, b -  a. 1 

.Das zweite Dualitdtspri~zip gilt f i ir  alle aus den Axiomen I~ ~ 6~ u~d 7~ 

ableitbaren Siitze (d. h. in einer sogenannten Algebra yon Boole). 

$a tz  17, 17'. In  jeder den Axiomen x~ ~ 6~ und 7 ~ geniigenden S t ruk tur  

folgt  aus a < b die Existenz und eindeutige Best immthei t  der komplement~iren 

Somen beider Arten,  und  zwar ist  

b - - a = a ' b  und  a : b = a  + b'. ~ 

Umgekehr~ folgt  aus den Axiomen x~ ~ 6~ und 7~, auch Axiom 7~ man 

nehme nur  in Axiom 7~ a ~ c und b ~ I. 

Die Axiomensysteme I~ ~ 6 ~ 7 ~ und I~ ~ 6 ~ 7~ sind somit 5quivalent. 

Axiom 6~: Aus a lb  = o und a2b : o folgt  (a 1 + a~)b : o. 

Satz  18. In  einer S t ruktur  mi t  den Axiomen I ~  ~ 6~ und 7~ folgt  aus 

c < a + b, und c und  b einander  fremd, dass c ~ a. 8 

Die Axiomensysteme I~  ~ 6~ 7~ und I~  ~ 6~, 7~ sind 5quivaleut," somit 

auch die aus diesen durch Hinzufiiguug yon Axiom 5 ~ entstehe~den Systeme. 

Beweis .  Betrachten wir eine Struktur ,  in welcher die Axiome I~  ~  

7~ gelten. Es ist unmit te lbar  klar, dass dann Axiom 6~ erfiillt ist, sobald dies 

mit  Axiom 6~ der Fall  ist. 

Nehmen wir umgekehrt  an, dass Axiom 6~ erfiillt sei. Fiir die willkfirlich 

gews Somen a, b u n d  c ist dann 

Ein Beispiel yon GL1VENKO, ]oc. cit. S. 4 I53, S. I6, erffillt die Axiome I~ ~ 7 ~  das weiter 

unten folgende Axiom 6~, dagegen nicht die Axiome 6 ~ und 7~. Der projektive Raum (siehe 

GLIVENKO, ]oc. cir., S. 7, I4 u. 33) liefert ein Beispiel einer Struktur, welche die Axiome I~ ~ 
und 7~, dagegen nicht die Axiome 6 ~  6~ erffillt. Jedes der Axiome 50 , 6~, 7~ isr yon den 

andern und den Axiomen I~ ~ unabh~ngig. 
Siehe loc. cit. S. 4 I33, S. 24, 54, 35. Die eindeutige Best immtheit  yon b--a, falls es ein 

derartiges Soma gibt, folgt schon aus den Axiomen I~  ~  6~ 

s Zum Beweise vergleiche man loc. cit. S. 3 133, erstes Zitat, S. 37. 
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a c < a ~ a + b  und b c < b ~ a + b ,  
somit auch 

(,) 
Daneben is~ 

somit auch 

(2) 

Aus (I) und (2) folgt  

(3) 

a c + b c < a + b .  

a c < c  und b c < c ,  

a c + b c ~ c .  

ac + bc < (a + b)c. 
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Nach Axiom 7~ gibt  es Somen a - - a c  und b - - b e ,  und es is~ 

(4) a c +  b e +  ( a - - a c ) + ( b - - b c ) = a +  b. 

a--ac  is~ fremd zu ac, somit  ( a - - a c ) a c = o  oder auch {(a--ac)a} c : ( a - - a c ) c = o .  

Da ebenso ( b -  b c)c = o ist, folgt  mit  Axiom 6~ 

(5) { ( a - - a c )  + ( b - - b c ) } e = o .  

Aus (5) und (a -F b) c < c folgt  nach Satz 15 

(6) { ( .  - a e) + (b - b e)} .  (a + ~) e = o. 

Da ( a +  b) c < a +  b, folgt, nach Satz I8, aus (4) und (6) 

(7) (a + b)e < a e  + be.  

(3) und (7) l iefern die in Axiom 6 ~ enthal tene  Behauptung.  

Satz  18'. In  einer S t ruk tur  mit  deu Axiomen I~ , 60, 70 folg~ aus 

a b  < c, und c und b einander  erg~nzend, dass a < c. 

Satz  19, 10'. In  einer den Axiomen I~ ~ 6 ~ 7 ~ geniigenden S t ruktur  ist 

immer (c')' = e. 

Sa tz  20,  9.0'. In  einer den Axiomen I~ ~ 60, 7 ~ geni~genden S~ruktur 

I~  ~ 60, 70 geniigenden S t ruk tu r  

(a b ) '=  a' + b'. 

folgt  aus a ~ b immer  b' ~ a'. 

Satz  21, 21'. In  einer den Axiomen 

gilt fiir jedes Somenpaar  a, b: 

(a + b)' = a ' b '  und 

Satz  22.  Geniigt eine S t ruk tur  S den Axiomen I~  ~ 6~ (oder 6~ 7~, 

jedoch nicht  den Axiom 5o, 1 so l~sst sich diese S t ruk tur  durch t I inzuff igung 

t Beispiel: Die Struktur ,  deren Somen die leere Menge und die aus endlich vielen Punk ten  

aufgebauten Tei lmengen eines unendlich viele Punk te  enthal tenden,  abstrakten Raumes sind und 
in welcher a ~ b  bedeutet  , ,a ist  Tei lmenge yon be,. 



140 J. Ridder .  

y o n  S o m e n  d e r a r t i g  e r w e i t e r n  zu e i n e r  den  A x i o m e n  I ~  ~ ~o 6.~, 7~, oder ,  was  

a u f  d a s s e l b e  h i n a u s k o m m t ,  den  A x i o m e n  I ~ 1 7 6  5 ~ 6~, 7~ g e n i i g e n d e n  S t r u k t u r  

~,  d a s s  d a b e i  d ie  R e l a t i o n e n  z w i s e h e n  den  u r s p r i i n g l i c h e n  S o m e n  unge~ inde r t  

b l e iben .  

B e w e i s .  J e d e m  S o m a  c yon  S f i ige  m a n  das  neuo  S o m a  ~ h i n z u ;  s t a r t  

s c h r e i b e  m a n  I. Es  sei  a < 6  d a n n  u n d  n u r  d a n n ,  w e n n i n  S a c = o  i s t ;  e s s e i  

6~ ~ 6~ d a n n  u n d  n u r  d a n n ,  w e n n  in  S c~ < c~ g i l t ;  6 < a sol l  n i c h t  v o r k o m m e n .  

I n s b e s o n d e r e  i s t  n u n  o < 6 <  I u n d  o < c ~ I. D a s  A x i o m  I ~ i s t  er f f i l l t~ ;  e b e n s o  

d i e  A x i o m e  4 0 und  5 0 . 

Es  i s t  i m m e r  m S g l i c h  P r o d u k t e  a n d  S u m m e n ,  in  w e l c h e n  d ie  n e u e n  S o m e n  

v o r k o m m e n ,  d e r a r t i g  e i nzu f i i h r e n ,  dass  a u c h  d ie  A x i o m e  2 o u n d  3 o in  ~ e r f i i l l t  

s ind ;  m a n  wi thle :  a b = [J a = a - -  a b; (t [~ -= a + b;  d a n e b e n  a + [~ ~ -  [~ + a = b - - a  b;  

Ff i r  S o m e n  a u n d  b, we l che  zu S g e h S r e n  u n d  m i t a  < b, sei  b - -  a d a s s e l b e  

S o m e  wie  in  d e r  S t r u k t u r  S;  w e i t e r  sei in  :~ t ~ - - a  = a + b ,  fa l l s  a < b, u n d  

- - ~ = a - - b ,  f a l l s  ~ < b ;  ~ < b  k a n n ,  n a c h  A n n a h m e ,  n i c h t  v o r k o m m e n ;  das  

A x i o m  7~, i s t  in  ~ e r f i i l l t .  

S c h l i e s s l i c h  l~ss t  s i ch  d i e  G i i l t i g k e i t  y o n  A x i o m  6~ b e w e i s e n ;  seehs  FKl le  

l a s s e n  s ieh  d a b e i  u n t e r s c h e i d e n ?  N e h m e n  w i r  z . B .  d e n  F a l l :  ~ b = o, a~ b = o. 

D a n n  i s t  

(8 )  (~1 + a~) b = a~ - -  a I a2" b = b - -  b ( a l  - -  a ,  a~) .  

A u s  a l b  = o folg~ b -  a~b = o;  a l so  is~ 

( b - - a l b )  + a l b = b  o d e r  a l b = b  o d e r  b ( a  1 

A u s  a.~ b = o f o l g t  

N a e h  Sa t z  I8 i s t  s o m i t  

b < a ~  

A u s  (8) f o l g t  d a d u r e h  

- ~  a j  a.~ + ( a  1 - -  a I a,,) .  

(al a~) b = o. 

- - a  la~ o d e r  b ( a l - - a l a ~ ) = b .  

(al 4- a ~ ) b ~ - b - - b ~ o .  

z Die Relation a ( b  zwischen zwei Somen yon S bleibe in ~ ungeiindert. 
Fiir zwei Somen a und b yon S sei a + b  dasselbe Soma in ,9 und in ~ ;  das gleiche gelte 

fiir ab.  
s Von diesen fallen die beiden: d ~ b = a ~ b = o  und d tb~5 . . , b~o  fort. Denn dann miisste 

a l + b = o ,  also ein nenes Soma gleich einem Soma yon S sein, was nicht der Fall ist (siehe den 
Anfang des Beweises). 
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w 2 Definition und Eigensehaften des beschr~nkt additiven Masses. 

Wir  be t rach ten  eine S t ruk tur  S, welcbe den Ax iome~ I~  ~ 6~, 7~ geniigt. 

Fiir jedes Soma x yon S sei ei ne (reellwertige) Somenfit~ktio,n m~ definiert.  

Defini t ion.  Ein  Soma a heisse m ~ (x)-messbar oder messbar in bezug a u f  m ~ (x), 

wenn fiir jedes Soma w, mit  m~ endlich 

m ~ (w) = a) +  O(w - w a) 
ist. 

Die Bedingung  impliziert  die Endl ichkei t  yon m ~  und yon m ~  a). 

W~re  immer  m ~ ~ + 0r oder  - -  ~ ,  so folgte  daraus Messbarkeit  eines 

jeden  Somas, ohne dass es m5glich w~ire etwas weiteres zu finden; wir schliessen 

da tum diesen Fall  aus. Ebenso den Fail, in welchem immer  m ~  o w~re; 

auch dann  folgte  die Messbarkei t  eines jeden Somas. Also: 

A x i o m  I ~. Nich t  immer  ist  m ~ (x) = o ; ~icht immer ist  m ~ (x) = + or oder - -  ~ .  

Auch nehmen  wit  an: 

A x i o m  II. Das  leere Soma ist m ~ (x)-messbar. 

Satz  9.3. m ~  

Umgekehr t  fo lg t  das Axiom I I  aus dem pos tu l ie r ten  Satz 23. 

Es liegt auf  der H a n d  zu fordern:  

A x i o m  III. A u s  a ~ b fb lg t  immer  m ~ (a) < m ~ (b). 

Satz  24. Fi ir  jedes Soma a ist  m ~ >= o. 

Es w~tre nun noch mSglich, dass m ~ en tweder  Null  oder + ~r w~ire ohne 

identisch Null  oder  identisch + ~r zu sein; auch dann wfire jedes Soma messbar. 

Um diesen Fal l  auszuschliessen iindern wir das Axiom I a ab und fordern:  

A x i o m  P.  E s  gibt ein Soma w mit  m ~ (w) e~Tdlich umt  ~ o. 

Jedes der Ax iome  I t~. H und  I I I  is t  yon den iibrigen u~abhd'ngig. 

Satz  25. Die m~ Somen ei~er den Ax iomen  I~  ~ 6~, 7~ ge- 

niigenden S t ruk tur  bilden ei~en Ring ,  d .h .  Summe und P r o d u k t  yon je zwei 

m~ Somen sind m~ 

Beweis .  a und b seien m~ Aus der m~ yon a 

folg~ bei willkiirlich gew/ihltem Soma w, mi t  m~ endl ich:  

(9) m ~  b ) } = m  ~ § b) a} + m ~  b ) - - w ( a  + b) a}. 

Da a +  b = a +  {a b + (b --  a b)} 
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ist, l~sst sich schreiben: 

(IO) w ( a + b ) = w a a + w a b + w ( b - - a b ) - ~ w a ( a + b ) + w ( b - - a b ) .  

Daneben  ist 

(Ii) w a ( a + b ) • 2 1 5  

Aus (Io) und  ( i i )  fo lgt  

wodurch  (9) sich ~tndern lgsst in: 

(12) m ~ {w (a + b)} ---~ m ~ + m ~ {w(b --  a b)}. 

Wegen  tier m ~ (x)-3lessbarkeit yon b iS~ 

( I3 )  m~ w~) = m~ w~)b} + m~ w~)-  (w-  wa)b}. 

Es ist 

w b - ~ w a b  + (w- -wa)b  und wab . (w- -wa)b -~ -o ,  

also 
w b - -  wab = (w-- wa)b, 

und  somit auch 
w b - - w a b = ( b - - a b ) w .  

W i r  erhal ten  

(I4) (w --  ~r a) b = (b - -  a b) w. 

Wei t e r  ist 

oder  
w = w ~ + w (b - ~ b) + { w  - w (~ + b)}. 

w a ist f remd zu jeder  der beiden le tz ten Somen, also auch zu ihrer  Summe. 

Dadurch  folgt :  

(I5) w--- wa-=w(b - -  ab) + {w-- w(a + b)}. 

I n  (I5) sind die beiden letzten Somen e inander  fremd,  wodureh  

(~6) 

is~. 

(~7) 

(w - -  w ~) - -  ,~ ( b -  ~ b) = w - -  ,~ (~ + b) 

A u s  ( I 3 ) ,  ( r4 )  u n d  ( I 6 )  fo lgt ;  

~ o  (,~ _ ~,~.)  = ~ o  {,,, (b - - .  ~,)} + ,no {,,~ _ ~ ( .  + b)}. 
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Subst i tu t ion  des aus (I7) fo lgenden Wer tes  yon m ~ { w ( b -  a b)} in (I2) l iefer t  

oder, wegen tier m~ yon a, 

m ~  ~  b)} + m  ~  + b)}. 

Auch a + b ist somit m ~ (x)-messbar. 

Ebenso l~sst sich beweisen, class ab m~ ist. l 

Sa tz  26.  Die m~ Somen einer den Axiomen I~  ~ 6g, 7~ ge- 

niigenden Struktur bilden einen K&Ter; das soll heissen: fiir je zwei m~ - 

baren Somen, a und  b, sind ihre Summe und ihr  P roduk t  m~ und,  

falls a < b oder b ~ a, auch ihre komplement~ren Somen beider Arten.  

Beweis .  Wir  brauchen nur  noch zu zeigen, dass aus a ~ b und der m ~ 

Messbarkeit  yon a und b folgt, dass b - - a  und  a:b  m ~ sin& Es ist 

b - a = b ( ~ - - a )  ~ n a  ~ : b = ( o : b ) + a .  

Somit  wird es geniigen zu zeigen, dass a' = I - -  a -= o : a m ~ (x)-messbar ist. Dazu  

muss fiir jedes w, mi t  m~ endlich, 

m ~ (w) = ~ o  (w ~') + m ~ (w - -  ~ ~') 
oder, in anderer  Fo rm ~, 

~ o  (~) = m o (~  _ w ~) + ~o  (w ~) 

sein; aber  das ist die Bedingung fiir die m~ yon a selbst. 

Ko ro l l a r .  In  einer den Axiomen I~ ~ 6~, 7~ geuiigenden Struktur ist das 

grSsste Soma I m~ 

Denn nach Axiom I I  ist das leere Soma m ~ und es ist o'~-- I. 

Fiir die Gruppe der S~tze, welche sich ausschliesslich aus den Axiomen 

I~  ~ 6~, 7g und  Satz 26 ableiten lassen, grit wieder das zweite Dualit~ts- 

prinzip. 

Sa tz  2~/. ~'iir die Somen einer Struktur S, welche den Axiomen I~  ~ 

6~, 7~ geniigt, sei ei~e Somenfunktion m ~ (x) definiert, welche die Axiome I b, II ,  I l l  

erfidlt. ~Es ist mSglich die Struktur S dutch HinzuJ~igung yon Somen derartig zu 

1 Vergl. loc. cir. I S. I3I , zweites Zitat, S. 248, 249. 
Es ist wa'=w(I--a)=w. I--wa, und w--wa'=w--w(I--a)=w--(w--wa):wa. 
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erweitern zu einer den Axiome~z i~  ~ 6~, 7~ gem;igenden Struktur 2~ und dabei fiir 

die neuen Somen m~ derartig zu definieren, dass: a) die Strukturrelationen 

zwischen den urspriingliche~ Somen ungeh)~dert bleiben, fl) m ~ (x) in 2~ die Axiome 

I ~, II ,  I I [  e~fiillt, und: 7) die zu S geh6renden und in der neuen Slruktur 2~ m~ 

messbaren Somen zusammenfallen mit den zu S gehSrenden und in S m ~ (x)-messbaren 

Some~2. 

Bowels .  Die im Beweise von Satz 22 eingefi ihrte Erwei te rung  :~ yon S 

geniigt  schon der  Bedingung a). W i r  werden zeigen, dass auch g) und  7) erfiillt 

sind, wenn man  ftir jedes Soma c yon S 

m~ = obere Grenze von m ~ fiir alle a E S, m i t a  < ~t 

nimmt.  Ohne Miihe l~sst sich beweisen 2, dass m~ in ~ die Axiome I h, I I ,  I I I  

erfiillt. 

Es sei a s S und a m ~ in S. Dann  wird a auch in Z m ~ 

sein, wenn fiir jedes 5, mi t  m ~ (~) endlich, 

~ o  (~) = .~0 (~ ~) + ~ o  (~ _ ~ ~) 

Bei willkiirlich posi t ivem V gibt es ein wl s  mi t  

w 1 < ~  und o ~ m  ~  ~  

a ist m~ in S; also ist 

,~~ (w,)  = m ~ ( ~ l  a ) ,  ,~o (,~, _ w l  a). 

Wir  finden 
m ~ ( r  - v < mo (w~) _-< mo (~ ~) + ~o (~ _ ~ a) 

oder, da ~ willkiirlich positiv ist, 

(I 9) m ~ (~) ~ m ~ (e a) + m ~ (e -- e a). 

Bei posit ivem V gibt es auch Somen w~, ws E S mit  

Da  e a und e - - e a  e inander  f remd sind, ist aueh 

w~ w S = O, 
Ausserdem gilt  

w~-~ w s < e .  

1 Siehe  die  E i n f i i h r u n g  yon ~ im  Beweise  des  Satzes  22. 

S iehe  dabe i  den  ers ten  A b s a t z  des Beweises  yon Sa tz  22, 
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Da weiter  a in S m ~ (x)-messbar und w~ a < (5 --  ~ a) a ~ (~ - -  ~ a). ~ a = o ist, folgt  

m~ :--- m ~  + ~ ) =  m ~ I(~,~ + ~ ) " }  + ,~o l("'-~ + ~ )  - ( ~  + ~,~) a} 

= ~ o  ( ~  a) + m ~ {(~'~ + ~ )  - ~ a} 

= .~o ( ~ )  + , , o  ( ~ )  

> m ~ (~.) + m ~ (~ - ~ a) --  ~, 
oder, bei ~ -~ o, 

(~o) 

(19) und (20) l iefern (I8). 

Da es sofor~ klar  

,~o (~) _> mo (~ a) + .~o ( ~ _  ~ a). 

ist, dass aus m~ yon a in ~ folgt  m~ - 

Messbarkeit  yon a in S, ist auch die Behaup tung  7) bewiesen. 

Aus den S~tzen 26 und 27 f o l g t  eine Erwei te rung  yon Satz 25: 

Sa tz  28.  _Fiir die Somen einer Struktur S, welche den Axiomen I~  ~ 

6~, 7~ geniigt, sei else Somenfitnktion m ~ (x) definiert, welche die Axiome I b, I f ,  I I I  

erfiillt. Dann bilden die m~ Someu yon S eineu KSrper; das soll 

heissen: ftir je zwei m~ Somen, a und b, sind ihre Summe und  ihr  

P roduk t  m ~ und,  falls a ~ b oder b < a, auch ihr  komplement~ires 

Soma e r s t e r  Art, b - - a  bzw. a - - b .  

w 3- Sa tz  29. S geniige den Axiomen I~  ~ 6~, 7~; die SomenfunktioJ~ m~ 

geniige in S den Axiomen I b, IY, I I I .  Ist damon a ein m~ u~d b ein 

beliebiges Soma, mit m~ endlich, so ge~ffigt m~ der Relation 

.~o (a + b) = ,n ~ (a) + m ~ (b) - -  . ,o  (a ~). 

Der  Beweis verl~uft  wie beim Jordanschen  Mass in einem Euklidischen Raume.  

K o r o l l a r .  S, m~ seien defi~iert wie in Satz 29. Sind a m~d b, mit a < b, 

m~ u~d ist m ~ (b) endlich, so gilt 

m O ( b -  a ) = m  O ( b ) -  YI~ O(a). 1 

In  tier Euklidischen Ebene bilden die beschriinkten Teilmengen (x) eine den Axiomen 
I~  ~ 6~, 7~ geniigende St ruktur  S, falls a~b  bedeutet  ,a ist  Teilmenge yon b,,, Bei willkiir- 
l ich posi t ivem ~ and eiaem Soma x yon S bet rachten  wir eine endliche Anzahl  yon geradlinigen 
Segmenten [Pj, Qj] ~j=I, 2 . . . . .  n), mit  den Endpunk ten  (Pj), (Qj), zu deren jedem eine positive 

Zahl  Oj<e gehSrt, derart,  dass es zu jedem Punkte  R des Somas x ein Segment [PJ(R), Qj(R)] gibt, 

das einen P a n k t  enth~l t  mi t  Abs tand  zu R kleiner  als 0j(R)- Bilden wir dann die Summe 
n 

Z ( P j  Qj+ 2pj), wobei Pj  Qj der Abstand yon Pj and  Qj ist, und nehmen wit bei festem e die 
j = l  

10 
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w 4. Defini t ion.  F~ir jedes Soma a, mit  m~ endlich, zu welehem es ein 

m~ Soma b m i t a  < b und m~ gibt, lege man der zu m~ 

adjungierten Funkt ion "~o(X) den W e r t  

bei. Fiir jedes Soma a mit  m ~  sei auch mo(a ) = + ~ .  

Sa tz  30. Dutch obige Definition ist in einer den Axiomen I~  ~ 6~, 7~ ge- 

~ffigenden Struktur S die zu einer Some,funktion m~ u, elehe die Axiome I b, I f ,  

I I I  e;fiillt, hdjungierte _Funktion n~o(x ) eindeutig bestimmt f i ir  alle Semen, f i ir  die 

sie existiert. 

Beweis .  I s t  mo(a ) endlich und gibt  es mehrere  Semen (b) wie in obiger 

Definition, so muss bewiesen werden, dass (2I) nicht  yon der W ah l  yon b abhfingt. 

Es wird genfigen dies zu tun  fiir zwei derar t ige Semen bl, b~ mit  b~ < be. An- 

wendung  yon Satz 29 und des zugehSrigen Korol lars  l iefer t  

,,,to ([92) _ hie (b$ - -  a) = {~q~o (b] - -  hi) -q- T/~ ~ (bt)} - -  {Tn ~ (b2 - -h i )  ~- ,,~o (b I _ a)}; 

daraus folgt  die Behauptung .  

A x i o m  IV. Z u  jedem Soma a m i t m  ~ (a) endlieh gibt es ein m ~ (x)-messbares 

Soma b m i t  a < b und m~ ebe,falls endlieh. 

Axiom I I  ist eine Folgerung arts den Ax iome,  1 ~ und I V .  Denn  nach Axiom I b 

gibt  es ein Som~ c mit  m ~ endlich und ~ o. Nach  Axiom IV gibt  es somit  

auch ein m~ Soma d mit  m~ endlich. Dadurch  muss 

m o (d) = (d d) + , ,o  (d - -  d d), 
also 

= o 

sein; die leere Menge o ist m~ 

un t e r e  Grenze  g (x; 8) a l ler  de ra r t igen  S u m m e n ,  so definiere der ( immer  ex i s t i e reade )  endl iche  oder  

tmend l i che  Grenzwer t  lira g ( x ;  e) die S o m e n f u n k t i o n  m~ Diese erffi l l t  d a n n  die A x i o m e  I b, I I ,  
e ~ 0  

I I I  u n d  f i ihr t  s o m i t  zu  e i nem K5rper  yon m~ Mengen.  Obgle ich  fiir jedes  S e g m e n t  

[P, Q] m ~  Q]} = P Q  ist,  i s t  s chon  e ine  solche Menge n ich t  m e h r  m~ N i m m t  m a n  
dagegen  die yon  a l l e n  T e i l m e n g e n  der  Ebene  gebi lde te  S t r u k t u r  und  h a t  dabei  a<b die g le iehe  

B e d e u t u n g  wie oben,  so erf i i l l t  d i e s e  S t r u k t u r  die Ax iome  I ~ 20 , 30 , 40 , 50 , 6~, 7~ (siehe w 7). 

) [nder t  m a n  d a n e b e n  die Def in i t ion  yon m~ dadu rch  ab, dass  auch  S u m m e n  E ( P j  Qj+ 2 oj)mit 
(j) 

:~ b z~ih 1 b a r u n e n d 1 i c  h v ie len  Gl iedern  zuge l a s sen  werden,  so erhtt l t  m a n  e inen  a-K5rper  yon 
o m (x)-messharen  Mengen ,  welche  die K las se  der rek t i t i z ie rbaren  J o r d a n - K n r v e n  u m f a s s t ;  die Lfinge 

e iner  de ra r t i gen  K u r v e  ftillt m i t  i h r em m~ z u s a m m e n .  Siehe w 9; m a n  vergle iche  anch  
S. SAKS, T h e o r y  of t he  in tegra l ,  2 e Allfl. (I937) , S. 53 u. 52. 
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Dagegen ist jede8 der Axiome Ib, I I I  m~d I V  yon den iibrigen unabhdngig. 

Die St ruktur  S, deren Somen die Tei lmengen des abgeschlossenen Interval ls  

[o, I] sind, geniigt  den Axiomen I~  ~ 68, 7~. E sei eine Teilmenge yon [o, I], 

nicht  messbar  im Lebesgueschen Sinne. Fiir jede Teilmenge H yon [o, I], welche 

E nicht  ganz umfasst,  sei m~ gleich ihrem iiusseren Lebesgueschen Mass; 

auch m~ sei gleich dem ~iusseren Lebesgueschen Mass von E;  fiir alle iibrigen 

Tei lmengen (X) sei m ~  Dann ist E auch nicht  m~ das 

Axiom IV ist nicht erfiillt (jede E umfassende,  m~ Menge hat  das 

m~ ~r dagegen wohl die Axiome P ,  ([I) und I I I .  

Wir  be t rachten  ein zwei~es Beispiel. rn ~ sei gleich dem iiusseren Lebes- 

gueschen Mass yon X, falls X zum abgeschlossenen Interval l  11 [o =< x =< �89 ge- 

hSrt, und gleich dem entgegengesetzten Wer te  des ~usseren Lebesgueschen Masses 

yon X, fails X zum halboffenen In terval l  T~ [~ < x ~ I], gehSrt;  schliessllch sei 

m ~ (o) : o und sei m ~ (X) gleich m ~  + m ~ (X./2) ,  falls X sowohl mit Ij wie 

mit Ie Punk te  gemein hat. Dann  geniigt m~ den Axiomen I b und IV, jedoch 

nicht  dem Axiom I [ I .  1 

Gibt  man schliesslich m ~ fiir alle Teilmengen yon [o, I] den W e r t  :Null, 

so sind die Axiome l I I  und IV  erfiillt, dagegen nicht das Axiom P .  

Satz  31. S geTdige den Ax~omen i ~  ~ 6~, 7"~, m~ den Axiomen I ~, II1, IV .  

Dann geniigt die zu m~ adjungierte Some~funktio, mo(X ) ebenfalls den Axiomen 

f', l l i  und IV. Jedes m ~ (x)-messbare Soma ist auch m o (x)-messbar, m~d un~gekehrt; 

fib" jedes aerartoe Soma a ist m~ Die zu n,o(x) cuOungierte Fu,ktio~ 

(mo)o(x) fdl t t  mit m ~ (x) z usamme~G wir kSnnen somit sagen: m ~ (x) und ~% (x)sind 

zueinander adjungiert .  

Beweis .  Man zeigt leicht, dass mo(x ) die Axiome P ,  I I  und I I [  erfiillt. 

Is t  a m~ so ist ffir jedes Soma w mit m~ endlich 

( ~ )  . ,o (.,) = mo (w ~) + ~ o  (,~ _ ,~. a).  

a wird mo(x)-messbar sein, falls fiir jedes v mit  mo(V ) endlich 

- ,o  (~) = .~o (~ ~) + "~o (~ - ~ ~) 

folgt  die Existenz eines m ~ Somas u mit  

(23) 

ist. Aus mo(V ) endlich 

v < u, m~ endlich und 

(24)  "~o (v) = ,~o (,)  _ ,~o (u - v). 

1 Siehe auch das in w 5 gegebene BeispieL 
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Es sind auch u a und u -  u a m~ wodurch  

n o  (v a) = m ~ (u a) - -  m ~ (u a - v a) 
und  

mo(v -- va)  = m ~  ua)  - -  m ~ {(u - -  u a) --  ( v - -  va)} 

is~. S ta r t  (23) l~isst sich somi t  schreiben 

~O(u) - ~ 0  (u - v) = ~ o  ( .  ~) _ ~o  (u a - ,  ~)  + m o ( u -  u ~ ) -  mo { ( u -  u a) - ( , -  v a ) }  

oder  auch,  wegen  der  m ~ (x)-])Iessbarkeit yon a und u, 

~ ~  v) - m O { ( ~  _ , ) ~ }  + n o { ( ~  _ v) - (u - v ) ~ } .  

Dies  fo lg t  j edoch  aus (22) m i t  w - ~  u - - v ;  a ist auch mo(x)-messbar. 

I s t  ausse rdem mo(a ) endlich, so l~sst sich in (24) v = u - - a  nehmen ,  und 

m a n  erh~.l~ 

(25 )  mo (~) = ~ o  (~); 

ist no(a) unendlieh,  so gi l t  dasselbe yon m~ und man  ha t  wieder  (25). 

Die zu mo(X ) ad jung ie r t e  F u n k t i o n  (no)o(X) l~isst sich fiir ]edes Soma ein- 

deu t ig  bes t immen.  I s t  mo(c ) endlich fiir das Soma c, so g ib t  es ein m~ - 

bares  Soma d mi t  c < d und m ~ endlich, und  es ist  

"~o (e) - -  , ,o (d) - -  m ~ (d - -  e). 

Aus dem schon Bewiesenen folgt ,  dass d auch m o(x)-messbar ist, mi t  

n o (d) = m ') (d). 

(mo(X) erfiil l t  das Axiom IV). Somi~ l iefert  die Defini t ion der  adjungier~en 

F u n k t i o n  
(,~o)o (~) = ,~o (d) - -  ~ o  (~  - c) 

= ~o  (d) - {~o (~) _ m o  (~)} = .~o (~). 

I s t  mo(C ) ----~, so ist  nach  jener  Defini t ion (mo)o(C)= ~r Auch  m~ gleich or 

und  man  ha t  wieder  

(mo)o (~) = ~ o  (~). 

D a  (mo)o(X) mi t  m~ zusammenfifl l t ,  is t  jedes m o (x)-messbare Soma uuch m~ - 
messbar .  

Das  iiussere ffordansche Mass der Te i lmengen  eines In te rva l les  im Eukl id ischen  

R a u m e  is t  sowohl eine F unk t i on  m~ wie eine ad jung ie r te  Funk t ion  no(X)(des  
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inneren Jo rdanschen  Masses); eine ana loge  B e m e r k n n g  gi l t  fiir das inhere Jor -  

da~sche Mass jener  Mengen.  Setzt  man  fiir die n icht  beschr i inkten Te i lmengen  

eines Eukl id ischen R a u m e s  sowohl iiussers wie inneres  Jo rdansches  Mass gleich 

+ ~ ,  so sind auch die so e rwei te r ten  i~usseren und inne rea  Masse ad jungie r te  

Funk t ionen  voneinander .  

w 5. A x i o m  V. Fib" jedes Soma a mit m~ endlieh ist m ~ (a) gleich der 

untere~ Gre~ze der Werte m~ fiir alle m ~ (x)-messbaren Somen (~.) mit a < ~. 

Da*" Axiom V ist u~abhdlzgig yon den Axiomen I b, I I I  und IV ,  wie aus 

e inem Beispiel  yon Cara th6odory  hervorgeht .  1 

Axiom I V  folgt aus Axiom V. 

Jedes der Axiome I b, I I I  und V ist vo~ den ~Tbrigen unabhdngig, wie aus dem 

ers ten und dem dr i t t en  Beispiel  yon w 4 und fo lgendem Beispiel  folgt .  Ein  

R a u m  entha l te  nu r  zwei P u n k t e  A, B,  und  es sei m ~  m~ oo, 

m ~ ((B)) ~ m ~ ((A + B)) ~ I. I n  diesem Beispiel  sind die Axiome I b und V erfiillt, 

dagegen  n icht  das Axiom I I I .  

Sa t z  32.  In  einer den Axiome~z I ~  ~ 6~, 7~ gem'igenden Struktur S e~'ille 

eine Somenfunktion m ~ (x) die Axiome I b, I I I  und V. Dann ist fiir jedes Soma a, 

mit einem endlichen lVerte der zu m~ adjungierten Funktion mo (x), dieser end- 

lithe Weft  mo (a) gleich der oberen Gre~ze der Werte mo(~ ) f i ir alle mo(x)-mess- 

bare~ Somen (:~) mit 2 < a. 

Bowels .  Aus m o(a) endlich fo lg t  die Exis tenz  eines m ~ Somas b, 

m i t a  < b und m~ endlich; dabei  ist  

(26) m o (a) ~- m ~ (b) - -  m ~ (b - -  a). 

Naeh  Axiom V ist  

m ~  a ) =  untere  Grenze al ler  m~ der jen igen  m~ 

Somen (~), fiir die b - - a  < ~, 

oder  auch, nach Axiom I ] I  und Satz 28, 

= un te re  Grenze aller m~ der jen igen  m~ 

Somen (~), fiir die b - -  a < �9 < b. 

D a r a u s  und  aus Satz  31 und dem Koro l l a r  von w 3 folgt ,  class sich s ta r t  (26) 

schreiben l~tsst 

Siehe loc. cir. I S. 131, zweites Zitat, S. 363, 364; zu jeder Mellge A, mit v~(A) endlicb, 
gibt es eine A umfassende, offene und somit v~-messbare Menge B mit v~(B) endlich. 
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(27) too(a) = obere Grenze yon m 0 ( b -  2) fiir alle n~ o (x)-messbaren 

Somen (2) mit  b - - a ~ 2 ~ b .  

Aus b -- a ~ 2 und (b - -  2 ) .  2 = o folgt,  nach Satz 15, 

(b - a ) .  (b - -  2 ) -  o .  

Dies und b --  2 < b, b -= (b --  a) + a liefern, nach  Sa~z 18, 

b - - ~ < a .  

Dadurch l~sst sich stat~ (27) schreiben: 

too(a) ~-obere Grenze aller m0(~)-Werte derjenigen mo(y)-messbaren 

Somen (9) mit  ~ ~ a. 

w 6. A x i o m  V'. Fit)" jedes Soma a mit m~ endlich ist m~ gleich der 

oberen Grenze der Werte m ~ (~) fiir alle m ~ (x)-messbaren Somen (2) mit ~ ~ a. 

Definit ion.  In  einer den Axiomen I~  ~ 6~, 7~, geniigenden St ruktur  S soll 

eine Somenfunk~ion eine dussere bzw. eine innere Somenfunktion genannt  werden, 

wenn sie die Axiome lib, I I I ,  (IV) und V bzw. die Axiome I b, I I I ,  IV und V' 

erfiillt. 

Satz  33.  In  einer den Axiomcn l~  ~ 6~, 7~ geniigenden Struktur S ist die 

adjungierte Funktion einer dusseren Somenfio~tion eine innere Somenfunktion, uud 

umgekehrt. 

Die erste Hiilffe is~ eine unmit te lbare  Folgerung aus den Siitzen 3/ und 32; 

der Beweis der zweiten H~lf te  ist nun  evident. 

Das Axiom V' ist unabhdngig yon den Axiomen I b, I I I  und IV .  Das zeig~ 

die in Fussn. I S. I49 genannte ,  yon Carath6odory konstruierte  Funk t ion  rs(A ). 

Die zu v.~(A) adjungier te  Funkt ion  erfiillt, nach Satz 3 I, die Axiome P ,  I I I  und 

]~V; sie kann jedoch das Axiom V' nicht  erfiillen, da dann ihre adjungier te  Funk- 

tion, d. h., nach Satz 3I, va(A ) selbst, das Axiom V erfiillen miisste, wie aus 

Satz 33 hervorgeht.  Das ist  dennoch nicht  der Fall. 

Das Axiom I V  ist unabhdngig .yon den Axiomen I ~, I I I  und V'. Ander t  

man das erste Beispiel yon w 4 derart ig ab, dass iiberall ))inneres Lebesguesches 

Mass)) start  ))/iusseres Lebesguesches Mass~) gelesen wird, so sind die Axiome P ,  

I I ,  I I I  und V' erfiillt, dagegen nicht  das Axiom IV. 

Das Axiom I I I  ist unabh(h~gig von den Axiomen I b, I V  und V'. Man erh~ilt 

eln Beispiel, wenn man das Beispiel yon w 5 in folgender Weise ab~indert: 

m ~ (o) = o ,  m ~ ( (a))  = ~ ,  m ~ ((B~) = o ,  m ~  + B) )  - -  ~ .  
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Schliesslich zeigt das dri t te  Beispiel yon w 4, dass das A x i o m  I b u,~abhlisgig 

ist  von den Axiome,z  I I I ,  I V  und  V'.  

Die in w 4 betrachteten,  erwei~erten ~iusseren und inneren Jord~nschen Masse 

sind i~ussere uud innere Somenfunkt ionen,  welche zueinander adjungier~ sind. 

Zu den Eigenschaften der i~usseren Somenfunkt ionen lassen sich Analoga fiir 

die inneren Somenfunkt ionen formulieren (und umgekehrt);  ist ein derartiges 

Analogon ebenfalls beweisbar, so verl~iuf~ sein Beweis analog an dem Beweise 

der urspriinglichen Eigenschaf t  oder es ist mSglich das Analogon in einfacher 

Weise aus der urspriinglichen Eigenschaf t  abzuleiten. 

8a tz  34, 34' .  I,s,t fib" die ffussere Somenfi t~kt iou m ~ (7~) m~ + b) endlich, 

so gi l t  

. t  ~ (a + ~,) --< m ~ (a) + m ~ (t,); 

ist  f ib .  die i , ~ e r e  Some~fu, ,k t ion ~o(X) ,~o(a + b) endlich I u~d ist  a b = o, so gi l t  

.~o (a + ~) >-- mo (a) + "~o (b). 

Beweis .  Is t  , t  ~ + b) endlich, so gibt es, nach den Axiomen I I I  und V 

und Satz 28, Folgeu yon m~ Somen, {xn} und {Yn}, mit  a < x~, 

b < y , ,  m ~ (xn § yn) endlich, m ~ (x,,) -§ m ~ (a) und m ~ (y,,) -~ m ~ (b) f i i r n  --> r162 Aus 

a + b < x,~ + y,~ und m ~ + y~) endlich folff~, nach Axiom I I I  und Satz 29, 

.~o (a + b) <~ m ~ (x,, + .V.) = m ~ (x.) + .~o (g.) _ mo (~.  y .) ,  

und daraus und aus Satz 24 

~o (~ + ~) __< mo (~.) + m o (y.). 

Dies wird fiir n ~ :  
,no (a + ~) -< ~ o  (a) + ~ o  (b). 

Der Beweis der zweiten Behauptung  ergibt sich durch Umbildung des Vorigen. 

Satz  35.  Fi i r  zwe i  zue inander  adju~gierte,  iiussere u nd inhere  Somen]unk- 

tio~e~, m ~ (x) bzw. mo (x), gil t  fib" jedes  Soma a m i t m  ~ (a) - -  ode,', was auf dasselbe 

hinauskommt,  mi t  m o (a) e~tdlieh die Rela t ion  

(2s) ~ o  (a) --<_ ~ o  (~). 

[s t  m o (a) = ~ ode; is t  m ~ (a) = ~ ,  so s ing  beide Some,~fit,&tionen fi'ir a u~endlieh.  

Diese Bedingung darf weggelassen werden. 
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B e w e i s .  Aus  der  E n d l i c h k e i t  yon  m ~ (a) ode r  m o (a) folgt ,  nach  Ax iom IV und  

Sa tz  3I ,  die Ex i s t enz  eines m ~ (x)- u n d  m o (x)-messbaren Somas  w mi t  m ~  mo(W ) 

endlich.  Dabe i  ist  

(g9) m0 (a) = m ~ (w) - -  m ~ (w - -  a). 

D e r  vor ige  Satz  g ib t  

(3o) ,~O(w ) =< ,~o (a) + mO (,~ _ a). 

Aus (29) u n d  (3 o) fo lg t  (28). 

S a t z  36 .  Sind m~ u nd mo(X ) zueinander adjungierte, &~ssere bzw. in~ere 

Some,fu~ktion, so ist notwendig 

oder too(a) endlich, m~ - oder, 

sei, dass 

8e~. 1 

und hinreichend, damit das Soma a, m i t m  ~ (a) 

was au f  dasselbe  h i n a u s k o m m t ,  n~o(X)-messbar 

B e w e i s .  Die  Notwendigke i~  fo lg t  aus Sa tz  3 I. 

Die  B e d i n g u n g  ist  auch  h in re i chend .  N a c h  den  A x i o m e n  I I I ,  V u n d  V' 

g ib t  es m ~ u n d  m o(x)-messbare S o m e n  (at) und  (bk), k = I, 2, . . . ,  d e r a r t  dass 

(3 I) bk ( a ( ak, bk ( bk+l, ak+l ( ak, und  l im mO(ak) : l i r a  m O ( b k ) :  m~ = mo(a ) 

ist;  m~ u n d  m~ d i i r f ea  dabei  fi ir  jedes  k end[ ich  a n g e n o m m e n  werden .  

Bei  wi l lk i i r l ichem w mi t  m~ endl ich  is t  d a n n  ffir  j edes  k: 

(32)  . z ~  = + m ~  - = m ~  + m ~  - 

A u c h  ist, nach  A x i o m  I I I ,  Satz  34 und  dem K o r o l l a r  zu Sa tz  29, fiir  jedes  k: 

(33) o _--< ,~o (,~ ~ )  _ mO (~v bk) =< ,~o {~v (a~ _ b~.)} _--< ,~o (a~ _ b~) = m ~ (a~) - -  ,~~ (t~.). 

Aus (3I) u n d  (33) fo lg t :  

(34) lira m ~ (w at) = l im m ~ (w bk) ---- m ~ (w a), 
k~ao k~oo 

und  dami t  aus  (32) u n d  (3I): 

(35) lira m ~ (w - -  w ak)----- lira m ~ (w - - w  b k ) =  ~o (w - -  w a). 
k~co k ~  

(32), (34) u n d  (35) l i e fe rn  sehl iess l ieh 

I J edes  S o m a  a mi~ m~ i s t  s o m i t  m~ dies b r a u c h t  n i c h t  m e h r  w a h r  zu sein,  
wenn  m~Ix) zwar  die A x i o m e  I b, I I I  u n d  IV, jedoch n ich t  das  A x i o m  V erfiillt .  
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m ~ (~)  = m ~ (w a) + m ~ (,~ - -  ,~, a), 

d. h. die m ~  yon  a. 

W i r  f i i g e n  n o c h  d i e  f o l g e n d e n  Si~tze h inzu~:  

S a t z  37 ,  3 7 ' .  Ist  f i ir  die zuei~mnder adjungierten , ffussere and innere Somen- 

fm~ktionen m ~ (x), m o (x) und f i ir  die einander fi'emden Somen a u~d b m~ + b) 

oder m o (a + b) endlich so gilt: 

,.o (a + b) ~ too(a) + m ~ (b) <= ,,o(a + b). 

S a t z  38 ,  3 8 ' .  Ist  f i ir die zueina,nder adjungierten, dussere and i~mere Somen- 

f ,  nktionen m ~ die Summe a + b vo~t eina~Mer fi'emden Somen a, b m~ - 

and m o (x)-messbar and ist m ~ (a + b) oder m o (a + b) endh'ch, so ist  f i i r  die m ~ (x)- 

und mo(X)-~/Iessbarkeit yon a und b notwendig , o d  hi~reichend, dass ei~w der beiden 

Gleichungen 

~tnd 

e~fiillt sei. 

S a t z  3 9 ,  3 9 ' .  

~ o  (a + ~ ) =  m ~ ( . )  + m ~ (b) 

mo (a + b ) =  mo (a) + mo (b) 

Sind m~ (x), mo (X) zueinander adjungierte, dussere bzw. innere 

Some~funktione~, so ist es zur m ~ (x)- und m o (x)-3lessbarkeit eines Somas a notwendig 

und hinreiche~d, dass entweder ff fr jedes m ~ (x)-messbare Soma w m i t m  ~ (w) 

e~dlich 

(36) m ~ (w) = m ~ (w a) + m ~ (w - -  w a), 

oder fi ir jedes mo (x)-messbare Soma w mit m o (w) endlich 

(37) m o (w) - -  mo (w a) + m o  (w - -  w a) 

sei. ~ 

S a t z  40 .  Jedes nicht m~ und mo(X)-messbare Soma a enthdlt ein Teilsoma 

b mit  m~ (and too(b) ) e n d l i c h ,  das nicht m~ - u n d  mo(x)-messbar ist. 

S a t z  41, 41' .  Sind die Somen bl, b 2 , . . . ,  bn einander fi 'emd and m ~ (x)- 

und m o (x)-messbar, wobei m ~ (x), m o (x) zueinander adjungierte, 5ussere bzw. 

1 Zum Beweise vergleiche man loc. cir. ! S. I3I , zweites Zitat, S. 263--268, 273, 274. 
Man sieht sofort ein, dass (36) und (37) einander aequivalent sind; es geniigt somit den 

Bewei8 fiir eine yon beiden Bedingungen zu liefern. 
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i n n e r e  Some n f i t n k t i o n e n  s ind ,  i s t  w e i t e r  ak < b~: (k = I, 2, . . . ,  ~ )  u n d  i s t  m ~ (b~ + 

+ b,~ + . . .  + bn) oder mo(b~ + b~ + . . .  + b,,) endl ich ,  so g i l t  

m~ ("1 + "2 + ' "  + an) = 'nO (al) + }9~~ ("~_) + " "  + .~0 (an) 

"~0("1 "~- a2 + " ' " -~  "n)-- ~0("1) -~ T~I0(a2) -4- . . . .  ~ ~'0(an) .1 

w 7. Defini t ionen und E igenscha f t en  yon S t r u k t u r e n  (Fortsetzung). 

Definit ion.  Ein Som~ ~ aj wird S~omne der  Some~fo lge  a~, a~, . . . ,  aj . . . .  
j~ l  

2 g e n a n n t ,  fMls: ~) jedes  aj < ~', a~; fl) aus aj < b (j = ~, 2 , . . . )  folgt  aj < b. 
j = l  j = l  

Satz  49.. t f aben  die Somen der Folge a 1, a ~ , . . . ,  a j , . . ,  eine Summe, so 

ist diese eindeutig bestimm~. 

A x i o m  ~o: Zu jedem geordneten Somenpaar gibt es eine Summe; fiir jede 

Folge yon Somen: a~, a ~ , . . . ,  a j , . . ,  gibt es elne Summe Z a J " ~  
(j) 

Die Struktur ,  deren Somen die Elemente des projektiven l~aumes sind, ein 

leeres Element  und  den Raum einbegriffen, und  bei der a < b bedeutet  >>a ist 

in b enthalten,), 3 geniigt den Axiomen I ~ 2 ~ 3 ~ 4 ~ 5 ~ 7~ und 7~, dagegen nicht  

den Axiomen 6~, 6~ und umsomehr  n icht  

und  

: ~  ( . j  t )  = I), ' A x i o m  6~: aj . 
j= l  

Axiom 6~: Aus a / b : o ( j - -  I, 2 . . . .  ) folgt  a~" . b = o .  

1 A u c h  die Theorie  des beschriinkt-  (ebenso wie die des total-) addi t iven Masses, in welcher  
das Mass auch negat ive  Wer t e  haben  kann,  lfisst sich auf  S t ruk tu ren  i ibertragen.  Vergleiche 
J. RIDDER, Fund.  Math.  24(I935) , S. 73--87; die loc. cit. behande l t en  Theorieen lassen sich sogar 
in solcher Weise  f ibertragen,  dass  sie sich in ihrer  neuen  Form den Be t rach tungen  unserer  je tz igen  
Arbe i t  un te rordnen .  

Das A x i o m  ~0 is t  unabh/~ngig yon den Ax iomen  I~  ~ 6~ 7 ~ wie he rvorgeh t  aus e inem 
Beispiel,  das man  erhitlt  durch Erwe i t e rung  gemfiss Satz 22 eines bei  O. HAUPT, Differential- und 
In tegra l rechnung ,  I938 , Band I I I ,  S. 8 betri~chteten MengenkSrpers .  

8 Siehe loc. cir. 4 S. I33 , S. 7, I4 u. 33. 
Es  wird  deut l ich  sein wie man  die  S~tze 13, I3 '  ~bzugndern h a t  bei Be t r ach tung  yon 

--o .. 
St ruk tu ren  nnd  E rwe i t e rungen  dieser  S t ruk turen ,  welche den Axiomen I ~ 2 ~ ~o uud 6a genugen 
bzw. genfigen solIen. 
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Eine Struktur ,  deren Somen die offenen Mengen eines Euklidischen Raumes 

sind, die leere Menge und den Raum einbegriffen, und bei welcher a ~ b bedeutet  

~)a ist Teilmenge yon b)), geniigt den Axiomen i ~ 2 ~ 3 ~ 4 ~ 5 ~ 6~ und 6~, jedoch 

nicht; den Axiomen 7 ~ und 7~. 

Aus einem S~tze yon w I folgt:  

Die Axiomensysteme I ~ 20 , ~o, 40 ' 5o ~ ,  7~ und i ~ 2 ~ ~o, 40 ' 5o,~o 7~sind 

aequivalent. 

Wie ein analoger Satz in w i liisst sich beweisen: 

Die Axiomensysteme I ~ 20 , ~o, 4 o, ~,  7~ und I ~ 20 ' 30, 4 o, ~ ,  7~ sind 

aequivalent; somit auch die aus diese~ dutch Hinzufiigung yon Axiom 5 o entstehen- 

den Systeme. 

Definit ion.  Ein Soma I I a J  wird Pro(b&t der Somenfolge al, a ~ , . . . ,  aj . . . .  
j=l 

genann~, fails: ~) I ~  ~J < ~'~ (~ = ~' 2 . . . .  ); ~) aus b < a j ( j =  I, 2, . . .) folgt  

b < H a j .  
j=l 

Sa tz  43.  Haben  die Somen der Folge a~, a2, . . . ,  aj, . . .  ein Yrodukt,  so 

ist dies eindeutig bestimmt. 

Satz  44.  In  einer den Axiomen I ~ 2 o , 30 40 ' ~ oder 6~, 7~, geniigenden 

St ruktur  ha t  jede Folge yon Somen ein Produkt .  1 

In  einer den Axiomen I ~ 2 ~ 3o, 4 o, 6~, 7~ geniigenden St ruktur  Sat s  45 .  

S gi l t  

IIia  + = II.  + 1, 
j = l  j = l  

Das Axiom 7~ daf t  hier n icht  ohnemehr  fortgelassen werden, wie die oben 

betrachtete  S t ruktur  von offenen Mengen zeigt. Zwar gibt es ftir jede Folge 

{aj} ein Produkt  I I  aj (gleieh dem offenen Kern  der Produktmenge  yon al, a2 . . . .  ); 
(J) 

das Axiom 7g ist jedoeh nicht  erfiillt und die Eigenschaf t  I I  (aj + b ) ~  I I a J + b  
( j )  (J) 

gilt  nicht,  s o g a r  n i c h t  d e r  Spezialfall >>aus aj  + b ~ I ( j  ~ I,  2 , . . . )  folgt 

l I  (at + 
(J) 

Siehe z. B. loc. cir. 3 S. I33, erstes Zitat, S. 40, 4 I. 
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Beweis.  Wir  betrachten erstens den Spezialfall, in welchem fiir jedes 

J a 2 + b = t is~. Beschris wlr uns dann auf diejenigen Somen (c), fiir die 

c < t, und lassen wir die Bedeutung des Zeichens < zwischen zwei dieser Somen 

unge~nder~, so ents teht  eine Tei ls t ruktur  :2 yon S, in welcher die Axlome 

io, 20, ~o, 40 ' 50 (es is~ I = t), ~o, 7~ erfiill~ sind und alle Relationen, die 

zwisehen ihren Somen in der urspriinglichen St ruktur  S gelten, ungeiindert 

erhalten bleiben. Beim Beweise des vorangehenden Satzes wird als allgemein 

geltende Formel gefunden:  

j=x j=l 

Wir  schreiben : 

und  

J 
P.J=Hak' qj=a,-pj (j=I, 2,...); 

~ = 2  p---- I [  aj, q qj. 
j=l j=l 

Nacheinander  liisst sich zeigen, dass in 2~: 

I - -  b < aj, also auch I - -  b < Pi; (I --  b) qj -~- o, also qj < b und q < b ; 

( l - - b )  q ~ o ,  I - - b < a  1 u n d l ) = a l - - q ,  also I - - b < p  und ~ < b  + p .  

Da auch umgekehr t  b + p < I, folgt  

b + / 9 o d e r b  + I- lay-= I. 
j=:l 

In  S ist somit 

Im  allgemeinen Fall sei 

b +  ~ [ a y = t .  
j = l  

t = b +  2 a j ;  
j = l  

wir beschri~nken uns auf  die Somen (c), fiir die 

Tei ls t ruktur  2~ yon 

+ b folgt  

gleicher Art  wie oben erhalten wird. 

HaJ<H@+ 
j=l j-.d 

c < t, wodureh wieder eine 

Aus ] I  aj < aj < aj + 
j = l  
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Aus b ~ aj + b folgt 

b <  H(~o4+ b) 
oq=l 

Somit gilt 

- f i  (39) b + l I  ~ < (~ + t). 
j = l  j = l  

Es ist in 

(40) f i ~  
O4=I 

Da 

j : l  j = l  j : l  

{aj: (a~ + b)} + b = 

ist, folgt aus dem soeben bewiesenen Spezialfall 

somit auch 

(4I) 

Aus (40) folgt 

(42) 

j = l  

.i:1 j=x 

j = l  j = l  j : l  

und, nach Satz I8', aus (4I) und (42) 

(43) f i  (ao4 + b) < b + f i  aj. 
j = l  j = l  

(39) und (43) liefern schliesslich in 2 und dadurch auch in S: 

(~ + ~)= ~ + H a~" 
j = l  j= l  

Aus den S~tzen 44 und 45 und den Definitionen der Summe und des Pro- 

duktes yon abz~ihlbar vielen Somen folgt: 
Das zweite Dualith'tsTrinzip gilt fiYr alle aus den Axiomen I O, 2 0, 3 0, 4 ~ 5 ~ 6~, 

70. ableitbaren S(itze; ~ aj und f i  aj stehen einander dual gegeniiber. 
j = l  j ~ l  
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Sa tz  46.  Geniigt  eine S t ruk tu r  S den Axiomen 10 , 2 o , 3o 4 o ' 6~ (oder 6~ 

7~, .iedoch nicht  dem Axiom 50, I so l~isst sich diese S t ruk tur  durch Hinzuff igung 

yon neuen Somen derar t ig  erwei tern zu einer  den Axiomen I ~ 2 ~ 30, 4 o, 50 

-" (und -~ 6~ 6b), 7~ (und 7~) geni igenden S t ruk tu r  ~, dass dabei die Rela t ionen 

zwischen den urspr i ingl ichen Somen ungei indert  bleiben. 

Beweis .  W i r  fiigen wie im Beweise yon Satz 22 neue Somen (~) zu den 

urspri ingl ichen Somen (c) und nehmen  dabei die gleichen Ordnungsre la t ionen an 

wie dort .  Dann  genfigt  das neue System :~ den Axiomen I ~ 2 ~ 4 ~ 5 ~ 7~ ~ und 7~- 

Dass in ~ endlich viele Somen eine Summe haben,  fo lgt  schon aus dem 

Beweise yon Satz 22. Haben  wir eine Folge al, a2 . . . .  , a,,, . . . ,  so sind zwei 

F~lle m5glich: en tweder  alle Somen gehSren zu S, und es gibt somit eine Summe 

in S, welche zugleich Summe in ~ ist, wie sich leicht  aus den angenommenen  

Ordnungsre la t ionen  ablei ten l~isst, oder: es gibt unter  den Somen der Folge 

mindestens ein neues Soma. W e n n  a~ das am ersten auf t r e t ende  Soma dieser 

Ar t  ist, sind alle Pa r t i a l summen  

u + p  

F, ) 
j --1 

neu hinzugefi igte  Somen:2 

u n d e s  ist  

somi t  
3 

8x ~ 8 x + l  . . �9 ~ 8 x + p  . . . .  

Nach  Satz 44 exist ier t  nun in S und in E 

ISx+p --- 8~ 

p~O 

woraus hervorgeht :  *~ < 8 x + l , ( p  = O, I, 2, . . . ) ,  also g,+,, < g ,  und  dadurch  

a , - < g ( j =  1,2,  . . . ) ;  20 die Annahme  ~>aj< ein neues  Soma b~ ( j =  I, e, ...)>>, 

aus welcher f o l g t  a~+p < b(p = o, I, z, . . . ) ,  und somit  auch b < s.+p, implizier t  

* B e i s p i e l :  D ie  S t r u k t u r ,  d e r e n  S o m e n  d ie  l ee r e  M e n g e  u n d  d i e  a u s  h S c h s t e n s  a b z f i h l b a r  

u n e u d l i c h  v ! e l e u  P u n k t e n  a u f g e b a u t e n  T e i l m e n g e n  e i n e s  u n a b z ~ h l b a r  u n e n d l i c h  v i e l e  P u u k t e  

e u t h a l t e n d e n ,  a b s t r a k t e n  R a u m e s  s i n d  und  in  w e l c h e r  a ~ b  b e d e u t e t  ,,a i s t  T e i l m e n g e  y o n  b.~ 

S i e h e  den  B e w e i s  yon  S a t z  22. 

3 a ~ b i s t  n u r  e i n e  a n d e r e  S c h r e i b w e i s e  yon  b ~ a .  

4 , ,aj  ~ e in  S o m a  c y o n  S ( j  = I ,  2 , . . . ) , ,  i s t  u n m S g l i c h .  S i e h e  loc.  c i t .  2. 
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b < s, also g < ~. Die Defini t ion der Summe  einer  Folge yon Semen  zeig~, 

dass in 

aj exis t ier t  a n d  = g 
j : l  

ist. Das  Axiom 3o ist  in Z erfiillt. 

Es geni igt  nu r  noch zu zeigen, dass die S t r u k t u r  Z auch dem Axiom 

6~ geniigt .  Da  nach Satz 22 das Axiom 6~ schon erfiillt  ist, folgt  aus ajb- :  o 

( j  = I, 2, . . . )  jedenfal ls  

e n b = O  nlit en--- Z aj (n-- I, 2,...). 
j=l 

Drei  Fi~lle sind hier  mSglich:  I ~ alle c~, nebst  b sind Semen  yon S; dann ist  

2 2 C = C j  = aj aueh ein Soma von S, und  c b = o, well das Axiom 6~ s chon in  
j=l j=l 

S gilt;  2 ~ b gehSr t  zu S, f a r  ~ > ein festes  v gehSren die Semen  (c.) nur  zu 

2; es ist s o m i t c , +  v =  d,§ , wobei d,+~, zu S gehSr t  ( p = o ,  I, 2, . . .); d~.+vb 

= o  oder  b - - b d , + , = o  oder  bd~+ l ,=b,  woraus  fo lg t  b ] l  &'+~'=b oder, mi~ 
p=0 

1~[ d,+ v = c, bc = b, somit  b - -  bc = o oder  eb = o. Daneben  ist  2 aj = 
p=0 j--1 

2 cv+p= 2 d~+P= ~ d~+p 1=(~; 3~ gehSrt nur zu ~, also b = f m i t f E S ,  
p--0 p=O p--o 

alle cn gehSren zu S; fiir jedes n ist  c,, f - ~  o oder c n - - c , , f - ~  o, c, f - - C a  oder  

c ~ < f ,  somit  a u c h 2  c , , : c < f  oder  f c = c ,  c - - f c = o  oder c f = o ,  c b ~  o. 

w 8. Die Struktur S ge~ffige de~ Axlomen I ~  o , 6~,, 7~. Fiir  jedes Soma 

a v o n  S sei eine den Axiomen 1 b, I1, I I I  (yon w 2) geniigeJ~de Somenfunktion 

m ~ (x) definiert. 

Defini t ion.  Ffir  die den 

heisse 

ein beschrSnkt additives Mass. 

K5rpe r  K bildenden,  m ~ Semen  (x) 

, (x) = (x) 

Siehe den zweiten Absatz des Beweises. 
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Defini t ion.  Das fiir die Somen des KSrpers K definierte, (beschri~nkt) 

addit ive Mass t*(x) heisse totaladdiliv*, falls aus a~ ~ a, . . . ~ a,, . . ., ~ aj = a, 
j=l 

jedes  a j E K ,  a E K  und t*(a) endlich immer  folgt  

lim # (aj) = # (a). 
j ~  

Satz  4~/. Damit  in einer den Axiomen I ~ 20 , 30 , 40 , 6~, 7~ geniigenden 

Sfruktur S das oben eingefiihrte, beschrdnkt additive 31ass ~ (x) totaladditiv* sei, 

ist nota,endig und him'eichend, dass aus 

(44) 

immer folge 

(45) 

B e w e i s .  Die Bedingung ist hinreichend. 

an . �9 ~ aj-~- a: 
j ~ l  

j=l 
oder 

b~ > b 2 . . . > b~ . . . ,  H b j - -  o, jedes b j E K  und #t(b,) endlich 
j= l  

lira/~ (b~) = o.  
j ~  

Aus (38) folgt  bei a ~ < a ~ . . .  

= - { a  - ( a  - -  

j = l  

H (a - aj) ~- a - -  ~ aj oder = o .  
j = l  j = l  

Nimmt  man a - - a j  = by(j = I, 2 , . . . ) ,  so ist 

b l ~ b ~ . . .  ~ b ,  . . . .  und 1~ b j - - o .  
j=l 

I s t  ausserdem jedes a. js  a E K u n d / ~ ( a )  endlich, so folgt  mit  (45) 

l i ra  ~ ( a  - a j )  = o o d e r  ~ (a) = l i ra  ~ (aj). 
j ~  j~| 

In  analoger  Weise  finder man, dass die Bedingung  notwendig  i s t .  

Satz  48 .  Die Struktur S geniige den Axiomen I~ 2~ 30 , 40 , 6~, 7~; fiir 

einen Teilkb'rper K yon S sei ein totaladditives* Mass t~ (x) definiert. Dam~ ldh'st 

sich K erweitern zu einem a-Kiirper 1(1 (d. h. ein KSrper,  weleher aueh die 

Summe yon je  abzi~hlbar vielen seiner Somen enthiilt) und #(x)  fiir die neu 

hinzugekommenen Somen derartig defiuiere,, dass t~(x) auch i~, K 1 totaladditiv* 
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ist; ~ l egz te res  sol l  h e i s s e n :  I ~ a u s  a, b E K~, tt (a + b) e n d l i c h  f o l g t  i m m e r  

I~(a -I- b) = l ~(a) --b lz(b) - -  ~(ab),  2 0 a u s  a 1 < a~, . . . < a n . . . , Z a j ~ - a ,  j e d e s a j E K 1 ,  
j = l  

/~ (a) e n d l i c h  f o l g t  i m m e r  l i m  # ( a j )= l z  (a). 
j ~  ar 

K A P I T E L  2. 

T h e o r i e  d e s  t o t a l a d d i t i v e n  M a s s e s .  

w 9. W i r  b e t r a c h t e n  i n  d i e s e m  P a r a g r a p h e n  eine Sb 'uktur  S, welche de~ 

Ax iomen I ~ 2 ~ ~0, 4 o ' ~ ,  7~ geniigt. F i i r  j e d e s  S o m a  y o n  S sei eine Somen- 

funk t ion  m ~ (x) d e f i n i e r t ,  w e l c h e  a u s s e r  d e n  A x i o m e n  I b, I I  u n d  I I I  a u c h  d e m  

f o l g e n d e n  A x i o m  ( u  g e n i i g e n  sol l .  

A x i o m  VI .  Die  Summe yon abzdhlbar vielen, m~ Somen ist  

m ~ ( x ) - , , e s s t ,  a r .  

Jedes der Ax iome I b, I I ,  I I I  und V I  ist  yon den iibrigen unabhh'ngig. ~ 

D i e  S~ tze  28 u n d  29 (nebs r  K o r o l l a r )  b l e i b e n  g e l t e n  f i i r  d i e  h i e r  b e t r a c h t e -  

t e n  S t r u k t u r e n  u n d  S o m e n f u n k t i o n e n .  

D e f i n i t i o n .  E i n  K S r p e r  y o n  S o m e n  h e i s s e  a-K6rper, w e n n  d i e  S u m m e  v o n  

abz~th lbar  v i e l e n  s e i n e r  S o m e n  i m m e r  zu i h m  g e h S r t ;  e r  h e i s s e  ~-Kb)Ter, w e n n  

d a s  g l e i c h e  y o n  d e m  P r o d u k t e  v o n  a b z i i h l b a r  v i e l e n  s e i n e r  S o m e n  gr i t .  

A u s  A x i o m  Y I ,  S a t z  28 u n d  F o r m e l  (38) f o l g t :  

S a t z  4 9 .  Fiir  die Somen einer S t ruk tur  S, welche den Axiomen 1 ~ 2 ~ 3 ~ 

4 ~ 6~, 7~ geniigt, sei eine Somenfunktion m ~ (x) definiert, welche die Ax iome 

i Fiir den Beweis vergleiche man HAUPT, 1oc. cir. 2 S. I54 , S. I6 - - I  9, wo ein gleichartiger 
Satz fiir Mengen eines abstrakten Raumes abgeleitet wird. 

Die Teilmengen des abgeschlossenen Intervalls [o, I] bilden eine Struktur, welche die 
- -  - -o  

Axiome 1 ~ 2 ~ 3 ~ 4 ~ 6b, 7~ erfiillt, falls _~ < Q bedeutet ~P ist Teilmenge yon Q,. Definieren 
wit fiir die leere Menge o m ~ = I, daneben m ~ ~ 2 und fiir alle yon der leeren Menge 
und der aus dem festgewithlten Punkt  A aufgebauten Menge (A) verschiedenen Teilmengen ( P )  
yon Io, I ] m  ~ = 3, so sind die Axiome Ib, I I I  und VI erfiillt, dagegen nicht das Axiom II.  
Wird m~ gleich dem ~iussereu Lebesgueschen Mass yon ~ gewiihlt fiir alle Teilmengen yon [o, I] 
mit  Ausnahme der Menge (A), ftir die m ~  I sein soll, so sind die Axiome I b, II  und VI 
erfiillt, dagegen nicht Axiom III.  Nimmt man m ~ = o fiir alle Teilmengen {P) ,  so sind die 
Axiome II,  I I I  und VI erfiillt, nicht das Axiom Ib. Schliesslich liefert das ~ussere Jordansche 
Mass ein Beispiel, in welchem die Axiome I b, I I  und I I I  erfiillt sind, nicht das Axiom VI. 

11 
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I b, I I ,  I I I  und V I  e~fiillt. ~ Dram bilden di;e m ~ (x)-messbaren Somen yon S 

sowohl einen a- wie ei~2en 6-Kb)'per. ~ 

Ebenso wie Satz 27 i~isst sich beweisen s der 

8a tz  50.  T'iir die Some,~ ei~Ter Struktur S, welche den Axion~en I ~ 2 ~ 3, o 

4 ~ 6~, 7~, gem~gt, sei eiJ~e Some~zfm~ktio~, m~ de~ier t ,  welehe die Axiome 

I ~, IT, I I l  und V I  e~fiillt. Es  ist mb'glich die Struktur S dutch Hinzuf~'igun9 

yon Somen zu erweitern zu einer den Axiomen I ~ 2 ~ 3 ~ 40 , 50 , 6~, 7~ geniigen- 

de~ Struktur 2 und dabei m ~ (x) f i i r  die neue~, Somen derartig zu definieren, dass 

m ~ (x) in ~ wieder die Axiome I b, .H, I I I  und V I  ofiill t ,  und dass aueh ~) und 

7) yon Satz  27 sieh dabei w&'tlich iibertragen lassen. 

Fiir die Gruppe yon Siitzen, welche sich ausschliesslich aus den Axiomen 
~0 I ~ 20 , 5 ~ 4 o , 5 ~ 6b, 7~, und Satz 49 ableiten lassen, gilt  wieder das zweite 

Dualit~tsprinzip.  

Da Axiom II ,  nach w 4, eine Folgerung aus den Axiomen I ~ und  IV ist, 

kgnnen w i r e s  fortlassen, wenn Axiom IV neu hinzugefi igt  wird. 

Jedes der Axiome I b, I I I ,  I V  m~d V I  ist yon den andern u~abhS~gig. 4 

D i e  zu m~ adjungier te  Funk t ion  ~n o(x) sei definiert wie in w 4. Fiir sie 

gi l t  Satz 3 o. 

Satz  51. Die Struktur S ge~it'ge den Axiomen ~o, zo, 3o, 4 o, 6~, 7~ und die 

in ihr definierte Somenfunktion m~ den Axiomen I b, I I I ,  I V  u~d VI. Dram 

geniigt die zu m~ adjm~gierte Somenfu~ktion mo(x ) ebenfalls den Axiomen I ~, 

111, I V  und VI.  Jedes m ~ (x)-messbare Soma ist auch m o (x)-messbar, und umge- 

kehrt; f i i r  jedes derartige Soma a ist m ~ (a) = too(a). Die zu m o (x) adjungierte 

Funktion (m0)0 (x) fSl l t  m i t m  ~ (x) zusammen. 

Der Satz folg~ sofort aus Satz 3r. 

Die ~usseren und  inneren Lebesgueschen Masse der Teilmengen eines In- 

Die von CARATHEODOR'r loc. cir. I S. :3 t ,  zweites Zitat, S. 238 u. f. eingel'tihrten ~>Masslnnk- 

tionen,, geh5ren zu den hier  bet rachte ten  Somenfunkt ionen.  Vergl. auch loc. cit. 3 S. I33 ' erstes 

Zitat, S. 48 u. f. 

Limes super ior  und  Limes inferior yon Folgen yon Somen:  al, a ~ , . . . ,  a ~ , . . ,  lassen sich 

einffihren wie bei Folgen yon Punk tmengen ;  es sei lira sup  an = f [  ~ an+k und  l i m i n f  an = 

~ an+k. Aueh diese sind un te r  den Anna hme n  yon Satz 49 m~ -messbar, wenn alle Somen 
n = l  k=0 
der betrachteten Folge es sind. 

3 Siehe auch den Beweis yon Satz 46. 
4 Dies folgt  aus den drei Beispielen yon w 4, erste H~lfte und dem letzten Beispiel von 

Fussn .  2 S: I6I .  
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tervalls im Euklidischen Ruume sind sowohl Funktionen m~ n~o(x); sie 

sind ~djuugierte Funktione~ voneinander. 

w Io. Axiom VII. F~?r jede T'olge yon Some~ a 1 ~ a 2 . . .  ~ a , ~ . . ,  mi t  

a ~ - ~  as und m ~ (a) e~dlich ist 
j~l 

lim m ~ (aj) : ,~o (a). 
j o ~  

oo 

Axiom VII'. Fib" jede Folge yon Somen b I > be . . . > b, . . . .  mi~ b - -  H I~j "~t;~d 
j=l 

mit m~ odes', was auf dasselbe hinaaskommt, lim m ~ (bj) endlich ist 
j~oo 

l i r a  (bj) = m 0 
j ~  

Dass die Axiome V I I  und V I I '  vo~ den Axiomen [b, (II),  I I L  I V  und V I  

unabhSngig sind, zeig~ d~s innere bzw. das i~ussere Lebesguesche Mass der 

Teiimengen eines linearen Intervalls. ~ 

Satz 5I litsst sich erweitern zu: 

Satz 50.. Die Struktur S ge~iige de~ Axio~;~e~ ~o 2 o, 30, 4 o, 6~, 7~ ul~d die 

iu ihr definierte Some,~2ktio.~ m~ de~ Axiomeu 1 b, I I I ,  I V ,  V I  u~d VII .  

DanJ~ geniigt die zu m ~ (x) adju~gierte F~t,k:tion n~ o (x) den Axionwn I b, H I ,  I V ,  

V I  u~d VI I ' .  Dies bIeibt wahr, we~m man V I I  mit  VII"  ve~'ta~tseht. 

I~ beiden I'~Tlen ~:st jedes m~ So,~a aueh n~o(X)~messbar, u~d 

umyekehrt; fib" jedes dera,'tige Soma a ist da~m m ~  die zu mo[X ) 

adju,~gierte Funktion (too) o (x) fSIlt  m i t m  ~ (x) z~,samme~. 

Der Sa~z 52 liefert die MSglichkeit  die wich~igs~en Eigenschaften yon 

Somenfunktionen, welche den Axiomeu P ,  I I I ,  IV, VI und VII '  geniigen, durch 

~bergang zu der ~djungierten Funktion uus analogen Eigenschaften yon Somen- 

funktionen, welche die Axiome P ,  l I I ,  IV, u  und VII  erfiillen, abzuleiten; 

oder umgekehrk 

Satz 53. S geniige den Axiomen I ~ 20 , ~o 40 ' ~ ,  7~, m~ den A xiomen 

I ~,, I I I ,  IV ,  V I  und VII .  Is t  da~m m ~ endlich, a ~ > a , , . . .  >a~ . . . .  mit  

a - ~ - H  a s ~t~d jedes aj m~ so ist 
j 

H m  m o = 

Siehe F. HAUSDOlCFF, Grundziige der Mengenlehre, I914, S. 4~9- 
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B o w e l s .  

Axiom VII'. 

also a u c h  

N a c h  Sa t z  52 erff i l l t  die  zu m~ a d j u n g i e r t e  F u n k t i o n  mo(X ) das  

D a r a u s  f o l g t  

l im mo (aj) = mo (a), 
j 

lira m ~ (aj) -- m~ 
j~oo 

S a t z  5 3 ' .  S geniige den Axiomen i ~ 20 , 30 , 40 , 6g, 7g, m~ den Axiomen 

I b, I I I ,  IV ,  V I u n d  VII ' .  I s t  dann a 1 < a 2  . . . < a n . . .  m i t a = ~ a j u n d m ~  
j = l  

endlich, und ist jedes a j m  ~ (x)-messbar, so ist 

l im  m ~ (aj) = m ~ (a). 
j ~ c  

S a t z  54 ,  5 4 ' .  S geniige den Axiomen I ~ 2 ~ 30, 4 o, 6b, 7g, m~ den Axiomen 

I b, I I I ,  I V ,  V l u n d  V I I o d e r  VI I ' .  Is t  dann a = ~ a j  mit  a i a k = o f i ' i r j # k  
j = l  

und m ~ (a) endlich, und ist jedes aj m~ so ist 

j = l  

H a t  m ~ n  dies  bewie sen  in  dem Fa l l e  dass  A=dom V I I  gi l t ,  so f o l g t  m i t  

Sa t z  52 u n m i t t e l b a r ,  dass  die B e h a u p t u n g  uuch gil t ,  w e n n  m u n  A x i o m  V I I  d u t c h  

A x i o m  V I I '  e rse tz t .  

S a t z  55 ,  5 5 ' .  S geniige den Axiomeu 1 ~ 2 ~ 3 ~ 4 ~ 6~, 7~, m~ den Axiomen 

T ~, I I I ,  I V ,  V] und V I I  oder VI I ' .  Is t  dann a = l im  in f  ak ~ mi t jedem ak m~ - 
k ~  ~o 

messbar u~d m~ endlich, so ist 

(46) m ~ (a) ~ l im  in f  m ~ (ak). 
k ~  av 

Is t  5 = l im sup  ak 2 mit j edem a k m  ~ (x)-messbar und l i ra m ~ (aj + a j + l  -~ ' ' "  -~ a j + k  ~- "'" ) 

endlich, so ist 

(47) m ~ (d) ~ l im sup  m ~ (ak). s 

1 In  d e m  Fal l ,  dass  A x i o m  VII  gi l t ,  da r f  A x i o m  IV auch  fo r tge lassen  werden .  
Siehe die Defini t ion in  F u s s n .  2 S. I62. 

8 I n  d e m  Fal le ,  dass  A x i o m  VII  gi l t ,  b r a u c h t  m a n  fiir (46) u n d  in dem Falle,  dass  A x i o m  

V]I '  gi l t ,  ffir (47) die m~ der  Somen  (ak) n i c h t  zn  fordern .  
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Exist ier t  lim ak=  lira inf a k = l i m  sup ak mit  jedem ak m~ und lira m~ + 
k ~  k ~  k ~  j ~ o  

4-aj+l + . "  4- aj§ 4- ." ") endlich, so ist 

m ~ {lim ak) --  lim m ~ (ak). 

w II.  Das Axiom V ist  yon den Axiomen I b, I I I ,  I V ,  g I  und V I I  u*~ab- 

hdngig, wie aus einem sehon eher zitierten Beispiel von Carath6odory ~ folgt. 

Ebenso isf das Axiom V' yon den Axiomen I ~, I I I ,  I V ,  g I  u~d V I I '  unab- 

hh'ngig, wie aus dem gleiehen Beispiel folgt. Die zu der Funktion ~5(A)des 

Beispiels adjungierte Funktion erffillt, naeh 8atz 52, die Axiome I b, I I I ,  IV, VI 

und VII'; sie kann das Axiom g '  nieht erfiillen, da dann, naeh den 8iitzen 33 

und 52, ~(A) selbst das Axiom V erfiillen mfisste. 

- -  - - o  Definition. In einer den Axiomen I ~ 2 ~ 3 ~ 4 ~ 6b, 7g geniigenden Struktur 

S soil eine Somenfunktion eine reguldre dussere bzw. eine reguldre innere Somen- 

funkt ion genannt werden, wenn sie die Axiome I b, I I I ,  (IV), V, u  und VII  bzw. 

die Axiome P ,  I I I ,  IV, u  VI und VII '  erfiillt. ~ 

Aus den S~tzen 33 und 52 folgt: 

SatT. 50. In einer den Axiomen I ~ 2 ~ 3 ~ 40 5~, 7~ geuiigenden Struktur S 

ist die adjungierte F u ,  ktion ei ,er  regul[h'eu h'~sseren Somenfu,ktion e i ,  e regulih'e 

innere Somenfunktion, und umgekehrt. 

fJber die Beweise der nachfolgenden S~itze l~sst sich eine gleicbartige Be- 

merkung machen wie in w 6 fiber die dort betrachtete Satzgruppe, 

Wie die S~tze 34, 34' beweist man: 

Satz 5~, 5"/'. Is t  f i ir  die regul&'e 5ussere Some~funktion m ~ (x) m ~ (a~ + a~ 

+ ... + a,~ + . . . )  e~dlich, so gilt 

m ~ 4- a~ + . . - 4 -  a,~ 4-. . .)  ~ ~ m ~ 
j ~ l  

ist f i ir  die regul&'e innere Somenfunktion m o (x) m o (a~ + a~ + ... § a,~ 4- . . .)  endlich ~ 

und immer ai a~ = o f i i r  j ~ k, so gilt 

+ + + + ) --> 

j ~ l .  

Siehe die F u s s n o t e  I S. I49. 
W ~ h r e n d  das  A x i o m  IV a u s  A x i o m  V folgt,  i s t  es von  den  s f imt l ichen  A x i o m e n  I b, I I I ,  

V', VI  u n d  VI I '  unabh/~ngig,  wie a u s  e inem in w 6 gegebenen  Beispie l  folgt.  
8 Diese B e d i n g u n g  dar f  auch  for tb le iben .  
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Satz 58, 58'. I s t  f i i r  die reguldre Eussere Somenfunk t ion  m ~ (x) und  das Soma a 

m~ endlich 1, so gibt es ein m~ Soma 5 m i t  a ~ 5 und  

(a)  = mo  

is t  f ~ r  die reguldre innere Somenfunk t ion  m o (x) und  da8 Soma a m o (a) endlich, so 

gibt es ein m o (x)-messbares Soma a nd t  q < a und  

mo (._) = mo (a). 

Beweis. Die Existenz yon 5 bzw. _a folgt mit Hilfe der Axiome II I ,  u und 

der S~ttze 49, 53 bzw. der Axiome i I I ,  u  und der S~tze 49, 53'. 

Natiirlich behalten die S~tze 35 bzw. 41' ihre Giiltigkeit, wenn die ~tusseren 

und inneren Somenfunktionen regular sind. 

Satz 59. E s  sei a~ ~ a~ . . . ~ a~ . . ., a = ] I  ak, jedes  ak = bck, wobei ck f i i r  
k = l  

die reguldre dussere Somenfir m ~ (x) m ~ (x)-messbar und  m ~ (b) endlich sei. D a n n  

ist  lim m ~ (ak) = m ~ (a). ~ 

Satz 59'. _Es sei ~ < 5~ . . . < 5~ . . . .  5 - ~  ~ 5~, j edes  5 k =  bSk, wobei j edes  
k--1  

ek f i i r  die reguldre innere Somenfunk t ion  mo(x  ) m o  (x)-messbar und  m o (b) endlich sei. 

D a n n  ist  lim m o (~k) = m ~ (~). 

Satz 60, 60'. S i n d  die Somen bl, b~, . . ., b,,, . . . e inander  f r e m d  und  s ind  sie 

m ~ (x)- und  m o (x)-messbar, wobei m ~ (x), mo (x) zue inander  adjungierte,  r egu l f re  

dussere und inhere Somenfunk t ionen  sind,  ist welter a ,  ~ b, (n = I, 2, . . . ) ,  und  is t  

m ~ ,~ oder m o bn endlieh, so gi l t  

m 0 a n  = m ~ a n  

\ n = l  / = 

und 

s mo a .  = m o  ( a . ) .  ' 
\ n = l  ] n = l  

I2. Die Axiome, welche der regul~ren ~usseren Somenfunktion (und damit 

auch diejenigen, welche der regulfiren inneren Somenfunktion) auferlegt wurden, 

Gibt  es e in  grSss tes  Soma,  i s t  s o m i t  A x i o m  50 ebenfa l l s  erffillt ,  so dar f  m~ auch  or sein.  

2 Z u m  Beweise  verg le iche  m a n  loc. cir. I S. I3I ,  zwei tes  Z i t a t ,  S. 272, 273, 274. - -  Die  S~tze 
59, 59' h~itten schon  fr i iher  geb rach t  werden  kSnnen  (ffir n i c h t  n o t w e n d i g  r egu l a t e  S o m e n f u n k -  
t ionen),  da  ih r  Beweis  yon  den A x i o m e n  V, V '  unabh~ingig  ist .  
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g a r a n t i e r e n  n o c h  ke ine  vSllige Tot .aladdi t ivi t i i t  fiir  die ldasszah len  der  messba ren  

Somen.  I n  den Sg tzen  54 u n d  54' wurde  End l ichke i{  der  (zugehSrigen)  Mass- 

zahl  der  S o m e n s u m m e  ~ aj a n g e n o m m e n .  Dass  diese A n n a h m e  n i c h t  f o r t ge l a s sen  
j = l  

~ e r d e n  darf ,  ze ig t  fo lgendes  Beispiel. F i i r  die ech ten  T e i l m e n g e n  (x) des of fenen  

I n t e r v a l l s  (o, I), die Ieere Menge  e inbegr i f fen ,  sei m~ gle ich  dem itusseren u n d  

mo(x ) gle ich  dem i n n e r e n  L e b e s g u e s c h e n  Mass  yon  x;  fiir  (o, I) selbst  se ien  beide  

F u n k t i o n e n  gle ich  ~ .  D a n n  s ind  m~ u n d  mo(X ) zue inande r  ad jung i e r t e ,  regu-  

(: :) liire ~ussere u n d  inhere  S o m e n f u n k t i o n e n ;  fi ir  die T e i l m e n g e n  xn = , I -  

is t  l im m ~  mo(Xn)= I, somi t  # m ~  ~)) una # ~0((o, ~)). 

A x i o m  V I I I .  Sind f i i r  eine Somenfunktion m ~ (x) die einander fremden Somen 

at, �9  an . . . .  m ~ (x)-~nessbar und ist m ~ aj ~ ~ ,  so ist auch m ~ (aj) = ~ .  
U=I ] j=l 

Mit  H i l f e  der  Si~tze 5 e u n d  56 f inder  m a n  so fo r t :  

S a t z  61. Die Struktur S ge~gge den Axiomen I ~ 2 ~ 30 , 4 o , 6~, 7~. Die 

adjungierte Funkt ion "~o(X) ei~er in S definierte~, regul&'en dusseren Somenfit!~lc- 

tion m ~ (x), welche Ax iom V I I I  gemigt, ist eine regulig"e inhere Somenfu~2ktio~, welche 

Ax iom V I I I  geniigt, und umgekehrt. Jedes m~ Soma a ist auch mo(X )- 

messbar, mid umgelcehrt; dabei ist dam~ stets  m ~ (a} = mo(a). 

Es ist  we i te r  ein le ichtes  zu zeigen,  dass  in  Sa tz  57 die E n d l i c h k e i t  y o n  

mO(a~ + . . ' +  a n + ' " )  n i c h t  m e h r  a n g e n o m m e n  zu w e r d e n  b rauch t ,  fal ls  m~ 

dem A x i o m  V I I I  geni ig t .  1 

D a m i t  litsst s ich n u n  fo lge rn ,  dass unser Axiome~system I b, I I  his V I I I  in 

einer Struktur, welche die Axiome i ~ 20 , 30 , 40 5 ~ 6~, 7~ erfiiUt, d e m u m  das 

vierte A x i o ~  verringerte Axiomensystem der Carathgodorysehen regul&'e~ h'ussere~ 

Massfm~ktionen 2 vSllig aequivalent ist. Die w e n i g e n  Si~tze u n d  E r w e i t e r u n g e n  yon  

Si~tzen, welche  sich m i t  H i l f e  y o n  A x i o m  V I I I  n o c h  h inzuf i igen  lassen,  k S n n e n  

wir  i ibe rgehen ;  die A b l e i t u n g  ist  wie in dem m e h r m a l s  z i t i e r ten  Buche .  ~ 

x Vergl. ROSEIgTHAL, loe. eit. I S. I32 , w 4. Das im Texte betrachtete Beispiel zeigt, dass 
Axiom VIII beim Beweise nicht entbehrt werden kann. 

Siehe CARATHEODORY 100. cir. I S. 13I , zweites Zitat, S. 238 u. 258. 
Nur wollen wir bemerken, class u. a. die Behauptung yon Satz 58' nicht immer gilt bei 

too(a) unendlich. Dies zeigt z. B. die im Euklidischen Raume zu dem gusseren Lebesgueschen 
Masse adjungierte Funktion, welche stets 00 ist, sobald das ttussere Lebesguesche Mass ~ ist, 
und welche somit nicht mit dem inneren Lebesguesehen Masse .ira iiblichen Sinne identisch ist. 
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w I3. Reduktion der Axiomensysteme und Unabhitngigkeitsbeweise. Der 

in Fussn. I S. I67 zRierte Beweis, der sich auf Somen, welche die im Anfang 

yon w 9 genannten Axiome erfiillen, iibertragen l~isst, benutzt unsere Axiome 

i b, (II), I I I ,  V, VII  uncl VIII ,  jedoeh nicht das Axiom VI. Da dieses sich aus 

Satz 57, erweitert auf den Fall, dass m~ + ... + a, + ...) auch unendlich sein 

darf, und den Axiomen I b, (II), I I I  und V ableiten l~sst 1, ist Axiom V I  ei~e 

Folgerung aus dem Axiome~system I b, II1, V, V I I  u nd VIII .  

Geniigt eine Somenfunktion den Axiomen I b, (II), I I I ,  IV, V', VII ' ,  VIII ,  

so erfiillt die adjungierte Somenfunktion die Axiome P ,  (II), l l I ,  (IV), V, VII  

und VI I I  und dadurch, nach dem soeben Bewiesenen, auch Axiom VI. Die ur- 

spriingliche Somenfunktion erfiillt somit dieses Axiom ebenfalls; Axiom V I  ist 

eine Folgerung aus dem Axiome~system I n, I I I ,  IV ,  V', VII '  u.~d VIII .  

Die beiden Axiomensysteme, welchen die in Satz 6I vorkommenden Somen- 

funktionen geniigen sollten, lassen sich somit reduzieren zu den Axiomensyste~w~ 

P ,  H I ,  Y (welches IV enth~lt), VII,  V I I I  bzw. 1 b, I I I ,  IV ,  V', VII ' ,  VI I I .  Iu 

beiden Systemen ist jedes Axiom von de~z iibrigen und yon de~2 Strukturaxiome~ un- 

abha'ngig; die betrachteten Strukturen sollen dabei imrner die Axiome I ~ 2 ~ ~0, 4 o, 

6~, 7~ e ~  7llen.~ 

Dass in der ersten Gruppe Axiom I b yon den iibrigen Axiomen unabh~ngig 

ist, zeigt das dritte Beispiel yon w 4. Dasselbe fiir das Axiom I I I  folgt aus 

dem in w 5 gegebenen Beispiel eines aus zwei Punkten aufgebauten l~aumes. 

Dass das Axiom V yon den Axiomen P ,  I I [ ,  IV, VII, VI I I  (und den struktur- 

axiomen) unabh~ingig ist, folgt aus dem schon mehrfach zitierten Beispiel yon 

CarathdodoryS; auch aus dem Beispiel eines aus zwei Punkten A, B aufgebauten 

Raumes mit ~n ~ (o) = o, m ~ ((A)) = m ~ ((B)) ~-- I, m ~ ((A + B)) --~ 3. Das innere Lebes- 

guesche Mass der Teilmengen des Intervalls (o, 1) zeigt, dass das Axiom VII  

yon den iibrigen Axiomen der ersten Gruppe unabh~ngig ist. 4 Schliesslich folgt 

das gleiche fiir das Axiom VI I I  aus dem in w 12 gegebenen Beispiel. 

In allen diesen Beispielen, das erste und das zweite ausgenommen, gelten 

die Axiome P ,  I I I  und IV. l~bergang zur adjungierten Funktion fiihrt somit 

zu Beispielen, aus welchen folgt, dass jedes der Axiome V', VII '  und VI I I  

yon den iibrigen Axiomen des zweiten Systems unabh~ingig ist (siehe die S~tze 

1 M a n  v e r g l e i c h e  loc .  c i r .  I S. I 3 I  , z w e i t e s  Z i t a t ,  S. 2 4 9 - - 2 5 1 .  

2 A u e h  A x i o n  5 o i s t  i n  a l l e n  B e i s p i e l e n  e r f f i l l t .  

8 S i e h e  d i e  F u s s n o t e  I S. 149.  

4 S i e h e  d i e  F u s s n o t e  ! S.  163 . 
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3o, 3 I, 33,  6I). Dass das gleiche fiir die Axiome I b und I I I  gilt, folgt  aus dem 

dri t ten Beispiel yon w 4 bzw. dem dr i t ten  Beispiel yon w 6. 

Auch Axiom IV ist yon den iibrigen Axiomen des zweiten Systems unab- 

h~ngig. Das zeigt das innere Lebesguesche Mass der Teilmengen eines Eukli- 

dischen Raumes. Die Axiome I b, I I I ,  V', VI I '  und V I l I  sind erfiillt. Dagegen 

ist fiir eine in einem solchen Raume, yon Carath6odory, konstruierte Menge ~ ,  

deren inneres Mass Null  und 4eren ~usseres Mass ~ ist, das Axiom IV nicht  

erftillt. ~ 

K A P I T E L  3. 

I n t e g r a t i o n  in  S t r u k t u r e n .  

w 14 . Von Carath6odory wurden, loc. cir. 3 S. I33 , erstes Zitat,  S. 61 u. f., 

als Erwei terung der Punkt funkt ionen  in den abs t rakten R~iumen, ffir die Somen 

einer Strulr abstrakte Ortsfunkt ionen eingefiihrt. 

Definition. Die Struktur S geniige den Axiomen i~  ~ 6~, 7~; sie enthal te  

das Soma a ~ o. Dann  wird ei,,e auf  a definierte abstrakte Ort,r f durch 

zwei Somenfunkt ionen  a(x) und fl(x) gegeben, die beide auf  ]edem vom leeren 

Soma verschiedenen Soma x < a  definiert sind und folgende Eigenschaften haben:  

I. es gibt zwei endliche oder unendliche Zahlen )~, )~2, so dass fiir jedes 

Soma x < a  und ~ o  

ist; 
2. a(x) ist monoton abnehmend,  fl(x) monoton zunehmend; 

3. ist )~j < :~2, so gibt es mindestens eine im offenen Interval l  ()~1,)~.~) iiberall 

dicht  liegende Folge yon Z a h l e n  {y~.}, denen die Somen {xk}, mit  jedem xk < a, 

eindeutig zugeordnet  sind, so dass erstens a(x~.)~ y1~ und dass zweitens fl(a--xk) 
G y~ ist. 

Auch fiir die bier betrachteten St rukturen  l~isst sich der Carath6odorysche 

Satz beweisen: 

Sind die Zahlen {yk} in einem offenen Intervall (~, ~2) beliebig gegeben, doch 

so, dass sie in diesem Intervall iiberall dicht h'egen und paarweise vonei,na~Tder 

verschieden sind, und wird jeder dieser Zahlen yk ein Soma xk ~ a eindeutig zuge- 

Siehe loe. cir. I S. I3I , zweites Zitat, S. 352 u. 353. 
~-usseres und  inneres Lebesguesches Mass werden in einem Euklidischen Raume zueinander 

adjungierte,  regul~ire Russere und  inhere Somenfunktionen,  welche das Axiom VIII  erfiillen, dutch 
Ab~inderung des inneren Masses in der a m  Ende v o n w  9 angegebenen Weise. 
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ordnet, so wird hierdurch a u f a  eine abstra~:te Ortsfuuktion f eindeutig bestin~mt, 

we~m nut immer aus y~ < y,~ die Relation x~ ~ xm folgt. 

Defini t ion A. In S sei m~ eine de~ Axiomen I ~, I I  u~d II1 geniige~de 

Some~funktion, ffir die das Soma a ~ o, auf  welchem die O r t s f u n k t i o n f d e f i n i e r t  

sei, m ~ (x)-messbar sei, m i t m  ~ (a) endlich. Daneben sei f a u f a  bescltrh'n]ct, was 

heissen soll, dass die Werte  der zu f gehSrigen Somenfunkt ionen a(x),/~(x) fiir 

die Menge der Somen (x) mit  x ~ a and # o eine beschri~nkte Zablenmenge bil- 

den. Dann is~ das (erste) obere bzw. da~' (erste) u~tere Bie~ann-Sh'eltjes I~#egral 

yon f iiber a i~ bezug auf  m~ gleieh der unteren Grenze uller Summen 

~m~ ~ fi(xj) bzw. gleich der oberen Grenze aller Summen ~m~ , 
j = l  j ~ l  

yon endlich vielen Gliedern, wenn die (xj) einer solchen Summe einander  fremde, 
7~ 

m ~ (x)-messbare Somen m i t a  : ~ xj sind. Gibt es einen gemeinsamen W e r t  yon 
j=~ 

oberem und unterem Integral ,  so ist dieser das (erste) Riemann-Stieltjes Integral, 

f ( R S ) f  dm~ von f iiber a in bezug auf m~ 

Ct 

Satz  62. Zur ~xistenz des in der vo~'igen Definition ei~gefiihrten Integrals 

(R S ) f  d m ~ (x) ist notive~dig uud hinreichend, dass es bei willk~rlich vorgegebe~eu f 
a 

positiven Zahlen e, d eine Zerlegu~g yon a in endlic]~ viele, m~ (ei~ander 

fi'emde) Somen (xj) gebe, bei der fi~r dieje~igen Somen unter de~ (xj), fiir deren 

jeden fl(x) u~d a(x) eine Differenz >e haben, die Sumn~e ihrer m~ <~ sei. 

w 15. Zu einer den Axio~en 1 ~ 2 ~ ~o, 40, ~ ,  7~ geniige~zden Struldur gehSre 

das Soma a, auf  welchem eine abstrakte Ortsfu~ktion f definiert sei. Dann  kann 

man, ~hnlich wie bei Punk t funk t ionen  1, fiir reeUes ~ Teilsomen x ( f ~  ~) and 

x ( f ~  ~) best immen; x ( f ~  ~) ist das (immer existierende) grSsste Teilsoma ~ von 

a mit  a ~ ~, und ebenso x ( f ~  ~) das (immer exist ierende)grSsste Teilsoma ~ yon 

a mit  f l ~ . a  

1 Vergl. loc. cir. I S. I3t , zweites Zitat, S. 372 u . f .  Angenommen wird, dass das leere Soma 

immer  die Ungleichungen ~ [  and  t ~ 2  erffill~. 
Das soll heissen:  alle Somen mit  derselben Eigenschaft  werden von diesem Soma umfass t .  

Fiir das komplementare  Soma a--x( f~)  ist  ~ , ;  ebenso ist  fiir a--x(f<)~)c~>~L 
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Defini t ion B. S, m ~ (x), f ,  a mSgen die gleichen Eigenschafteu haben wie in 

w I4; ausserdem sei f i ir jedes Soma x < a  die zufgehSre#de Some~funktion a ( x ) ~ o ,  

und m~ geniige eberfalls dem Axiom V. Dann ist das (zweite) obere Riema,n- 

Stieltjes I~tegral yon f iiber a in bezug au f  m~ gleieh der unteren Grenze 

aller Summen 

m~ x - 

j ~ l  

n 

bei deren jeder:  I ') ~ x j >  a; 20 ffir jedes j y j 2 ) > ) j l ) i s t ;  3 ~ es eine Zerlegung 
j=l 

von a in endlich viele, einander fremde Semen (~), ]~ = I, 2 . . . .  , m, gibt derart,  

dass die zu einem ~k gehSrenden Semen (xj) mit xj ~ ~ die Eigenschaf t  haben, 

dass die Summe der zugehSrigen, abgeschlossenen Interval le  [yjl), yj~)] das Interval l  

[0, f l(~)] en~h:,tlt. 

Das (zweite) unte~:e Riemann-Stieltjes I~#egral yon f iiber a in bez~g auf  m~ 

ist gleich der oberen Grenze aller Summen 

j= l  

(mo(X) sei die zu m~ adjungierte. Somenfunktion),  bei deren .jeder: ~.o ~-~ ~ j<a,"  

2~ fiir jedes j !)3(. 2) > ~J~) ist; 2~ fiir je zwei Semen ~Z, ~)', mit  s 2j, ~ o die zuge- 

hSrio'en Intervalle  [:;]J~), :~J~)], [~)J.~), ~J~)] keine inneren Punk te  gemein haben; 30 zu 

jedem 2j ein Soma ~j gehSrt  m i t a  ~ ~j ~ 2j und einem derart igen W e r t e  yon 

r dass [/0J I), #J~)] im abgeschlossenen Interval l  [o, a(~j)] liegt. 

- -  - - o  Lemma.  ~ S sei eine Struktur ,  welche die Axiome I ~ 2 ~ 3 ~ 4 ~ 5b, 7~ erfiillt. 

m~ f ,  a sollen die gleichen Eigenschaf ten  wie in Definition B haben. Dalm 

ist das obere RiemanmStielt.~es In tegra l  yon f fiber a in bezug auf  m~ im 

Sinne der Definition B, gleich 

n 

lira ~ m  ~ [a - - x ( f  % yj-,)] X {y.j -- yj-l}, 
5~0  j= l  

w~hrend das untere  Riemann-St iel t jes  In tegra l  yon f iiber a in bezug auf m ~ 

im Sinne derselben Definition, gleieh 

1 Vergl. RIDDER, lOC. cir. I S. I54 , S. 99 (Lemma B). 
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n 

l im ~ mo[x ( f> - -  Yj)I X {yj - - y j - , }  
d~O j - - ,  

is t ;  h i e rbe i  i s t  d das  M a x i m u m  der  D i f f e r enzen  ( y j -  Yi-,), g e h S r e n d  zu e ine r  

Z e r l e g u n g  o = Yo < Y,""  < Y,, = G des I n t e r v a l l e s  [o, G], wobei  die a- u n d  f l -Wer te  

f i ir  alle Te i l so inen  yon  a k l e ine r  als die ( i ibr igens w i l l k i i r l i c h e ) f e s t  gew~ihlte 

K o n s t a n t e  G sind.  

D e f i n i t i o n  C. S sei e ine S t r u k t u r ,  we lche  die A x i o m e  I ~ 2 ~ 3 ~ 4 ~ 6~,, 71~ er- 

fiillt ,  m~ f ,  a so l len  die g l e i chen  E i g e n s c h a f t e n  wie in Def in i t ion  B haben .  

D a n n  he isse  f m ~ a , f  dem Soma a, w e n n  fi ir  alle ree l len  y - W e r t e ,  e ine  

h S c h s t e n s  abz i ih lbar  u n e n d l i c h e  M e n g e  E a u s g e n o m m e n ,  die S o m e n  x(f<= y) und  

x ( f ~  y) m ~ (x) -messbar  sind, u n d  w e n n  d a n e b e n  fi ir  d iese  y - W e r t e  

m ~ { a - -  x ( f ~  y ) } -  m ~ { x ( f ~  y)} 
ist. 1 

S a t z  63 .  ~ Weun S, m~ f ,  a die am A , f a n g  der De.finitio, C angegebe,e, 

Eigenschaften habe,, so ist es zur Exis tenz  des Biema,n-St idt jessehen Integrals 

vou f iiber a i m  S i ,  ne der Definition B u , d  i ,  bezug a~" m~ ~wtwe,dig und 

him'eiche, d, dass f a u f a  m ~ (x)-messbar sei. 

Is t  fib" die Teilsomen x yon a die zu f gehSrige obere Some,funktion fl < G 

u , d  wdhlt man die yj- Werte ( j =  I, 2 , . . . ,  ~ - - I )  dev Zerlegung." O = y o < y ,  <y2 . . . 

< y , ~ =  G immer derartig, dass die zugehSrigen Somen x( f>= yj) bzw. x ( f  <= ?lj) 

m ~ (x)-messbar s i ,d ,  so ldsst sich f i ir  das Riema, , -S t ie l t jessdw 1,tegral schreiben 

n--' 

(48) l im y ,  y.]. m ~ [x(f>~ yj) --  x ( f  >= yj+,)] 
d ' ~  0 

b z w .  
n -1  

l im ~,~i"  mo Ix ( f  <= yj) - -  x ( f  _~ y~-,)] ; 
~ 0  

hierbei ist d das Max imum tier D~ffere,zen (yj - yj-~) der ZeHecm,g yon [o, G]. 

Da ftir jeae  in (48) auftretende Soma gilt 
u n d  f i i r  das  zugeh5 r ige  S o m a  a --  x (f>--_ y,) gi l t  o ~ a ~ fl ~ Yl, l~tsst s ich  aus  den  

Def in i t i onen  A, B u n d  Sa tz  63 l e i ch t  ab l e i t en  de r  

1 Aus der m~ von x(f>=y) far alle y, abziihlbar vide Werte ausgenommen, 
lassen sich die beiden f~brigen, in Definition C enthallenen Bedingungen ableiten. Dazu geniigt eine 
leichte Erweiterung des (.~ngedeuteten) Beweises von Satz 63; man benutze dabei die in Fussn. 3 
S. I7o enthMtene Bemerkung. 

Zum Beweise vergleiche man loc. cit. I S. I54, S. IOI u. Io2. 
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Satz  64. Wemz S, m ~ (x), f ,  a die gleichen Beding~o~ge~ wie in Definition C 

e~fiillen, existiere~ die Biemam~-Stieltjessche~ l~2tegrale vo~2 f iiber a in bezug auf  

m~ im Sim~e der DefinitioJ~e~ A und B immer gleichzeitig, und habe~ soda~m 

de~selben Weft. 

Die Bet rachtungen dieses Parugraphen lassen sieh unsehwer auf den Fall  

fibertragen, dass die unteren und oberen Somenfunkt ionen,  a und fl, yon f zwar 

beschr~LnkL jedoeh nieht  immer _--> o zu sein brauehen. Sehliesslieh ffihrt  das 

bekannte u  yon de la Vall6e Poussin zu (absolut konvergenten)uneigent-  

lichen Riemann-Stiel t jes In tegra len  fiber Somen. 

Die Integrale  besitzen die gewShnliehen elementaren Integraleigensehaften.  

w 16. Forder t  man yon der Somenfunkt ion n~~ dass sie neben den 

Axiomen I b, III,  v auch noeh den Axiomen VI und V i i  geniigt, und liisst man 

den Wor t l au t  der Definitionen A, B und C fibrigens ungeiindert  (nur muss dabei 

natfirlieh angenommen werden, dass die St ruktur  S in allen Definitionen die 

Axiome I ~ 20 , 30 , 4 ~ 6~,, 7~ erfiillt), so bleiben die S~tze 63 und 64 gel tent ;  

die in Definition C zugelassene Ausnahmemenge E wird dann doeh immer leer 

sein. Die so erhal tenen Integra le  haben die Eigensehaf ten yon LebesgueStiel-  

t jessehen In tegra len  und kSnnen durum besser Lebesg,~e-Stieltjessche Integrale iiber 

Some~ genann t  werden. Ihre  Erwei terung auf Ortsfunkt ionen,  deren zugehSrige 

Somenfunkt ionen a und fl n icht  >= o und nicht  beschr~nkt zu sein brauchen, i s t  

evident. ~ 

1 Auch die in Fussn. I, S. 172 gemachte Bemerkung beh/ilt ihre Giiltigkeit. 
g Vergleiche die Einfiihrung des Lebesgue-Stieltjesschen Integrals fiber Somen bei CARATrII~O- 

DORY, 1OC. cir. 3 S. I33, erstes Zitat, S. 63--68.  


