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1 Vgl. auch Teil I dieser Arbeit mit dem gleichen Titel: Annals of Math. 
Die Ergebnisse v0n Teil I, soweit sie fiir das Ve~stfindnis des folgenden von Bedeutung sind, 

haben wir in der Einleitung yon Tell II und Teil III  zusammengestellt derart, dass wit bei den 
weiteren in Teil II und Teil III durchgefiihrten Untersuchungen auf die Ausffihrungen yon Tell I 
nicht mehr Bezug zu nehmen brauchen. 
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Einleitung zu Teil  II  und Teil  III .  

1. I n  der vor l iegenden Arbei t  soll eine yon I t e r r n  Cara theodory  ge~usser te  

V e r m u t u n g  bewiesen werden,  die wir  fo lgendermassen  fo rmul ie ren  wollen: 

Hauptsatz: Eb~e geschlosse~e Fliiche q~ eom Geschlechte o ~ i t  stetiger Ta~- 

ge~ffialebene m~d stetiger Kriimmm~g hat mi~destens ei~e~ Nabelpmd't S. Ist q~ im 

Punkte S ,und seiner Umgebu~g regulffr analytisch, so hat q~ noeh mb~deslens eb~en 

zweiten ron S eerschiedenen Nabelpm~kt. 

2. I m  Teil  I haben  wir  gezeigt  ~, dass schon aus  topo log ischen  Gri inden 

a Vgl. Tell I, Einleitung, Abschnitt 1--4. 
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ers tens  jede gesehlossene FlYehe ~ yore Ge~.chleehte o mit stetiger Ta~ge~tiat- 

ebene und stetiger hS'iimmu~g mindestens einen Nabelpunkt hat, 

z w e i t e n s  die Existenz eines zweite~ Nabelpunktes a,~f einer solehe~ s 

aus der AbseMitzu~g fiir den Index is eines isolierten Nabels: 

( i )  i s  > o 

unmittelbar folgt. 

Hierbei ist der Index is als eine einfache geometrische Eigenschaft des 

Netzes der Kriimmungslinien in der Umgebung des isolierten Nabels S definiert 

worden. Es sei n~mlich ~ ein geschlossener doppelpunktfreier Polygonzug yon 

endlich vielen Seiten, deren ]ede aus einem Kriimmungslinienstfick besteht, und 

der S i m  Inneren enth~lt. Dann sind die Winkel an den Eeken, als Winkel 

zwischen zwei Kriimmungslinien, Rechte. Man bezeichnet ferner eine Ecke als 

ausspringend, wenn die Verl~ngerungen tier beiden sieh in ihr treffenden Seiten 

ins ~ussere des Polygonzuges zeigen, als einspringend, wenn sie ins Innere zeigen. 

Nunmehr wlrd der Index is gleich der Differenz der Anzahl tier aussprin- 

genden Ecken des Polygonzuges 13 vermindert um die Anzahl der einspringenden 

Ecken von ~. Diese Differenz erweist sich als unabh~ngig yon der speziellen 

Wahl  yon 13. 

3. Berei~s in Teil I haben wir die Behauptung (I), das eiffentliche Ziel 

unserer Untersuchungen, unter gewissen speziellen u bewiesen, 

die im Zusammenhang mit der analytischen Darstellung der vorgelegten Fliiche 

in der Umgebung des Nabels formuliert worden sind. 

Es sei n~mlich ~'V(Q,#) eine im Bereich o < e ~ e o ,  -- ~ < ~ <  + ~ deft- 

nierte Funktion, die dort stetige partielle Ableitungen nach r und # bis zur 3. 

Ordnung besitzen mSge. Ausserdem sei 

(2) W ( o ,  o )  = o,  o + 2 = w ( e ,  

Werden jetzt die Koordinaten 

u ~ e c o s # ,  ~ : ~ e s i n 6  L 

eingefiihrt, so lassen sieh e, ~ als Polarkoordinaten in tier u, v-Ebene deuten, in 

weleher die Funktion W mi~ Riieksicht auf ihre Periodizit~itseigensehaft (z) ein- 

deutig bes~imm~ ist. Mi~ Hilfe dieser Funktion W konstruiere man eine Fliiche 

~, indem man 
I2  
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(3) 

x = - e c o s d ~ - - 2  IV 

y , -  Q sin ,$ - -  2 W 

2' ~--= 

W e cos ,~ --  - -  
W ~  o 

sm 

W5 
I "t- W~ q- O. ~ 

We sin # + 
t) 

+ W ~ +  o-~-~ 

2 W  
w~ 

setzt, unter  IVe, We wie iiblieh die purtiellen Ablei tungen I. Orduung yon W 

nuch Q und ~ verstanden. 

In  Tell I, w 5, war bewiesen worden, d~ss sich jede regul~re Fl~che in der 

Umgebung eines konvexen Punktes  in eindeutiger  Weise durch die Formeln (3) 

darstellen l~sst, und wir ha t ten  ferner  die einfache geometrische Bedeutung der 

Funk t ion  W ausein~ndergesetzt  (vgl. Figur  4 des Tells I). 

4. N u n m e h r  setzen wir voraus, dass sieh die Funkt ion  W(Q, ~) in eine fiir 

o < Q ~ Qo und fiir alle reellen Wer~e yon ~ absolut  und gleiehm~issig konver- 

genre Potenzreihe yon Q 
Q2 

(4) W (Q, ,,~) = ~ + Q~ ~ w t, (,9") Q" (m ~ a) ~ 
ttt~0 

entwiekeln li~sst. Hierbei seien die Funkt ionen wt~ (~) si~mtlieh in .]edem reellen 

Punkte  ,~ reguliir analytisch, und ausserdem sei mit  Riieksicht ~uf (2) 

,v,  ( e  + 2 ~) = ,~,~ (a) fii~ ~11e # .  

Endlieh mSge w 0(~) n-ieht identiseh verschwinden. Dann  liisst sieh leicht zeigen, 

d~ss die Flitche (3) im Punkte  u = o, v = o, d .h .  fiir Q = o einen Nabelpunk~ 

h~t, in welchem eine Schmiegungskugel  vom Radius R die Fl~iche (3) yon der 

Ordnung m - -  I beriihrt  (vgl. Teil I, w 7, Absehni t t  25). Umgekehrt  folgt,  dass 

jede Fliiche in der Umgebung eines isolierten Nabels, wenn sie dort  anMytisch 

ist, ~uf eine Funk t ion  IV fiihrt, die sieh in der in Formel (4) angegebenen Weise 

entwiekeln litsst (vgl. Teil I,  w 7, Fussnote ~6). 

i ILl Tell  I i s t  f lbrigens (iber die F n n k t i o n  |V~0, '~) wesent l ich  weniger  vorausgesctz t  worden.  
Vgl. dor t  die E in le i tung  Abschn i t t  7, insbesondere  Formel  (5). 
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5. Der Vorteil der Darstellung (3) fiir die Fl~che ~ besteht darin, dass 

sich aus ihr die Differentialgleichung der Kriimmungslinien in einer besonders 

einfachen Gestalt ergibt (vgl. Tell I, w 6); diese lautet n~mlich 

(5) 

wobei 

(6) 

A ( d r  ~ -  r + 2 . B q d q d & - - o ,  

A == We~~ Wo 0 Om-~ , 

r = o  

Woo W e 
2 B =  r Wee+  e 

zu setzen ist. 

Da naeh Voraussetzung der Punkt  S ein isolierter Nabelpunkt der Fl{iche 

ist, muss ein Bereieh o < Q ~ ~ ~ Qo existieren, in dem A und B an keiner ein- 

zigen Stelle gemeinsam verschwinden. 

6. Nunmehr gelingt es auch einen analytischen Ausdruck fiir den Index i,s. 

zu bestimmen, d e r n u r  yon den Koeffizienten A und B der Differentialgleichung 

(5) abhiingt (vgI. Teil I, w 4)- Es sei ~ = 0r(q) eine reetle LSsung der Gleichung 

(7) A (e, ~)  = o 

und s r der Vielfachheitsgrad dieser LSsung derart, dass 

A (e, ~) = (~ - 0r (e))~r d .  (e, a) 

gesetzt werden kann, wobei 
A r ( 0 , 0 r @ ) 4 o  ftir o < e ~  

ist. Ferner werde das Interwall o < q < ~ so klein gewiihlk dass in ihm zwei 

versehiedene Zweige 0 r (q) und 0 r, (q) ausser fiir q =- o keinen gemeinsamen Sehnitt- 

punkt haben. 

Sind jetzt 

(8) ~ < ~2 < ' < ~v 

t , , d w 0 
s~mtliche reellen Nullstellen der Funktion w 0 ( ~ ) = ~ - i m  Intervall --z_--< ~ < + z 

und damit gleichzeitig alle Stellen, an denen die Fuaktion Wo(~ ) selbst in diesem 

Intervall ein Extremum oder einen Wendepunkt hat, so muss, wie aus der spe- 

ziellen Gestalt (6) des Koeffizienten A folgt, lim 0r(e)gleich einer der Nullstellen 
Q o 0  
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(8) der periodischen analyt ischen Funkt ion  w'0(~ ) werden (vgl. Teil I, @ 8, Ab- 

sehnit t  29), d .h .  man hat  

lira 0" (Q) -+ &, + 2 n z.  
~ 0  

Es sei nun vorfibergehend 

.... W'o ( + ~) 4= o ist. Betraehten 

welehe 

(9) 

der P u n k t  ,9 = o so gew~hlt, dass w 0 ( - - ~ ) - ~  

wir nun  nur  diejenigen Kurven  ~ = 0,(Q), ffir 

l im O, (0) + "% (V = I ,  2 , . . . ,  _~K) 

wird, so werden a11e diese Kurven,  deren Anzahl gleich u sein mSge, im Bereich 

o < Q ~ ~ sich der GrSsse nach ordnen lassen derart,  dass dort  

( IO) --gl~ < O/ ( { ) ) <  O,2(Q)< ' ' "  "~Ot t (Q)~ .Of f+ l (Q)<  "'" < O i t ( ~ ) <  "~Tf; 

wird. 

Dies vorausgeschickt,  wird (vgl. Teil I, w 4, Formel  (I8)) 

- -ED~-  / 
(, ,) i~ = F, s~ 7 ~-(~, $)  I o  = o,< (e). 

G,/e) 

Dabei ist die Summat ion  nur  fiber diejenigeu Funkt ionen  (IO)zu erstreeken, 

welche yon ungeradem Vielfachheitsgrad s~ sind, wi~hrend Kurven 0ff(Q)mit 

geradem Vielfachheitsgrad s~ fortzulassen sind. (In Formel (18) aus Teil I, w 4, 

ist fibrigens der u  der Kurve ~ = Off(q) mit kt~ s ta t t  mi t  s, be- 

zeichnet w o r d e n . )  

7. Wi r  suchen numnehr  den Ausdruek rechter  H a n d  yon (II) als Summe 

yon Teilsummen darzustellen. W e n n  wir unter  i(-%) die Teilsumme aus allen 

denjenigen Gliedern yon (l I) verstehen, bei welehen das zugehSrJge O~,(q) tier 

Beziehung (9) geniigt, so erb~ilt man 
~r 

('~) ;,' -- E i(o,), 

wobei ~ ,  alle in Formel  (8) angegebenen N ~Nullstellen yon W'o(9) im IntervMl 

--  z ~ ,9 ~ + z durehl[tuft. 

Hie rbe i  i s t ,  u n t e r  a e ine  reel le  yon  o ve r sch iedene  Zah l  v e r s t a n d e n ,  s g a = + I  oder  = - - I  

zu  setzen,  je  n a c h d e m  a > o oder  a < o ist.  
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Nun  fiihren aber  e lementare  ~ber ]egungen  (vgl. die Abschni t te  33 und 34 

yon Tell I, w 9) zu dem Ergebnis,  dass 

(I3) i ( ~ , ) - - - +  1, wenn die Funkt ion Wo(~) f i ir  ~ = - ~  entweder ein positives 

M a x i m u m  oder ein negatives 3 l in imum hat, 

(14) i (~%) = o, wenn die Funktion w o (a) f i i r  ,~ = a~ einen Wendepunkt hat und 

gleichzeitig Wo (~,) =4= o ist, 

(I5) i ( ~ 9 , ) > = -  I, wenn die Funkt ion Wo(~9 ) f i ir  , 9=~9 ,  entweder ein negatives 

M a x i m u m  oder ein positives Mi~dmum hat; 

und hieraus wird dann leicht alas t tuup t resu l t a t  von Tell I abgelei tet ,  dass ndm- 

lich is >= o ist, wofern nur w o (~9) ausschliesslich Nullstellen erster oder zweiter Ord- 

hung, aber keine Nullstellen drifter oder hb'herer Ordnung besitzt. 

8. Es bleib~ nur  noch iibrig den Fall zu untersuchen,  dass auch eine Null- 

stelle ~9; yon Wo(,9 ) der Ordnung k + 1 ~ 3 auftr i t t .  Wi r  behaupten  jetzt :  wenn 

wi t  annehmen, dass sich fi~r diesen Fall  

(I6) i ( a ; )  >~ -- 1 

beweisen ldsst, so Idsst sieh aus der Annahrne (16)unmit te lbar  die Absehh'tzung 

is > o folgern. 

Und ill tier Tat :  Da  nach Voraussetzung Wo(,9; ) = o ist, so ist das niiehste 

~gg vorhergghende Ext remum und das ni~chste auf  ,9; folgende Ex t remum yon 

w0(~9) en~weder ein positives Maximum oder ein negat ives Minimum; diese Ex- 

t rema mSgen an den Stellen , 9 -  ,%, bezw. ,9 = ~9,,, angenommen werden. Dann  

fotgt  aus (I3) 
i + 1, i + 

In  der Reihe (8) der N Nulls te l len ~% yon W'o (~9) streiche man jetzt  die- 

jenigen Stellen ~9,, an welchen die Funkt ion  Wo(~ ) einen W e n d e p u n k t  hat, ohne 

selbst zu verschwinden;  a,n solchen S~ellen isb nach Formel  (14) i (~%)= o. Denn  

n immt  die Funk~ion wo(#) in den naeh dieser St re ichung noch iibrig bleibenden 

Stellen ~9,, die wir mit  &'x bezeichnen wolien, offenbar entweder  ein yon o ver- 

schiedenes Ex t remum an, oder aber w0(~9 ) verschwinde~ fiir &=~9'x.  Mi~hin 

erh~lt man anstelle von (I2) 
A 

(17) i s = ~  i ( ~ ) ,  ( ~ = < N ) ,  
) .=1 

da sich die Summe (I7) yon der Summe (12) nu t  durch das For t lassen  solcher 

Glieder unterscheidet ,  welche wegen (I4) gleich o sin& 
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Der Wert  der einzelnen Glieder i(3'a) wird entweder durch Formel (13) be- 

stimmt oder dureh die Formeln (I5) bezw. (16) abgesehiitzt. Sind jetzt die 3'z 

der GrSsse nach geordnet, so kSnnen nach den oben gemachten Bemerkungen 

zwei aufeinanderfolgende Glieder der Summe (I7) i(#'a) und i(3~+1) nicht beide 

gleiehzeitig den Wert  -- I annehmen. Denn d~mit i(3'~.)= -- I ist nach den 

Beziehungen (13), (I4), (15) und (16) notwendig, dass die Funktion Wo(3 ) ffir 

�9 9-~ 3'x entweder ein negatives Maximum oder ein positives Minimum annimmt, 

oder endlich, dass Wo(3'x ) selbs~ verschwindet. Ausserdem kSnnen auch nieht 

i(~'~) und i(3'A)(ers~es und letztes Glied der Summe yon (17)) beide gleich - - I  

sein, da auf Grund der Periodizitiitseigenschaft von wo(3 ) 

3 ' a + ,  = 3 '~ + 2 z ,  i (3 '~+,)  = r (3 ' , )  

ist, 3'~ mithin als die unmittelbar auf 3'A folgende Stelle ~ufgefasst werden kann. 

Aus diesen Bemerkungen folgt aber offenbar, dass die Summe (I7) fiir is 
immer >_--o bleibt. Damit wiire das Ziel unserer Untersuchungen erreicht und 

die Caratheodorysche Yermtitung unter den Voraussetzungen, die wir im Itaupt- 

satz zu Anfang formuliert haben, unter  der Annahme (I6) bewiesen. 

9. Die Behauptung (I) erscheint somit hier als unmittelbare Folgerung aus 

der Abschi~tzung (16). Folglieh haben wir den Beweis der Caratheodoryschen 

Yermutung auf den Beweis der Abschiitzung (I6) zurfickgefiihrt. Und d~her ist 

auch die vorliegende Arbeit der Untersuchung des Index i(#;) gewidmet. 

Der einfachen Bezeichnung halber denken wir uns die mehrfache Wurzel 

3 ;  der Gleiehung w 0 (3)----o an die S~elle 3 - ~  o geriiek~, sodass sieh die be- 

hauptete Abschiitzung (I6) in der Form 

o,, I 
_o2"_ I 

(I8) d(0) = Z r Sg 2B(o,  3) / 3  ~-- 0,(e) 
or (q) 

sehreiben li~sst. Hierbei ist die Summation fiber alle diejenigen LSsungen 3 = 0r(Q) 

der Gleichung (7) zu erstrecken, welche 

erstens von ungeradem Vielfachheitsgrad s~ sind, 

zweitens der Bedingung 

(I 9) lira 0, (Q) -+ o 

geniigen. Ausserdem wird voruusgesetzt, dass wo(~) fiir ,,~ = o yon der Ordnung 
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+ I ~ 3 v e r s c h w i n d e t .  ( F i i r ) ~  + I ---- 2 i s t  d i e  A b s c h t i t z u n g  s c h o n  i ra  T e l l  I ,  

w 9, b e w i e s e n ,  w ~ h r e n d  s ie  f i i r  k + I -  I s i n n l o s  w i r d ,  d a  d a n n  @ ~  o k e i n e  

I q u l l s t e l l e  y o n  w ' 0 ( ~ )  ist .)  ~ 

10. Z u r  U n t e r s u c h u n g  d e r  S u m m e  (I8)  h a t  m a n  d i e  P u i s e u x s c h e n  E n t -  

w i c l d u n g e n  d e r j e n i g e n  L S s u n g e n  ~- - - -0 , (Q)  d e r  G l e i c h u n g  (7) h e r a n z u z i e h e n ,  

w e l c h e  d e r  N e b e n b e d i n g u n g  (I9)  g e n i i g e n .  : N a c h d e m  m a n  in  d e m  K o e f f i z i e n t e n  

A in  b e k a n n t e r  W e i s e  d i e  u n i f o r m i s i e r e n d e  S u b s t i t u t i o n  

ausgefiihrt hat, seien 

( 2 ~  = (o) = r 

die Puiseuxschen Reihen fiir 0r (e). 

Wir  betrachten nun wieder Teilsummen der in Yormel (I8)angegebenen 

Summe. Zu diesem Zwecke fiihren wir den Begriff des Kurvenverbandes ein, 

und verstehen unter einem Kurvenverband der Ordnung o die Gesamtheit der 

i Um die Untersuchungen der vorliegenden Arbeit fibersichtlicher zu gestalten, wird im fol- 
genden ein ffir alle M~l die in Formel (4) eingefiihrte Funktion W(@, ~) als regultir analytisch 
vorausgesetzt. Eine genauere Betrachtung zeigt indessen, dass man in Wahrheit bei den Beweis- 
fiihrungen nur wesentlich allgemeinere Eigenschaften der Funktion W heranzieht. In der Tat 
genfigt es, fiber die Funktion W die hier angegebenen drei Voraussetzungen zu machen: 

I. die Funktion W sei yon der Gestalt 

p2 
w(e, a ) = ~  + e~ (Wo(a) + e F(e, a~) 

wobei m eine Zahl :> 2 ist und die Funktionen wo(~) und F(O, ~) alle stetigen Ableitungen nach 
@ und ~ beliebig hoher Ordnung besitzen mSgen. 

2. Es mSgen nur endlich viele reelle Kurvenziige 

a = 0r(e) 
existieren, fiir die gleich'zeitig 

A( o, 6# ((~)) = o, --7~_-<0r(0)< + ~, o = < e ~  & 

3. Zu jedem /~ mSge elne Zuhl L'~ > o gehSren derart, class 

lira 2B(o'  Or(P)) * ~  4 o. 

Wir fiigen noch die Bemerkung hinzu, dass es fiir unsere Untersuchungen sogar genfigt, die 
Existenz stetiger Ableitungen der Funktionen wo(~) und F(O, ~9) nut bis zu einer gewissen end- 
lichen Ordnung L vorauszusetzen. Diese Zahl L hiingt allerdings yon der Gestalt der vorgelegten 
Fliiche in der Umgebuug des Nabels S, insbesondere yon den in dev u 3. auftre~enden 
Konstanten L '  r ab~ 
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reellen Funk t ionen  O~ (q) aus FormeI (2o), die zum gleiehen Exponenten  2~ gehSren, 

un te r  einem Kurvenverband  der Ordnung  ~t die Gesamthei~ der reel len Funk-  

t ionen (2o),  welche im Exponen~en p,  und den # ersten Koeff izienten der Potenz- 

re ihen s (a), n/~mlich 

Cl~,0~ C ~ , 1 7  . . .~ O f ~ , # - - I  

f ibereinstimmen. Wei te r  vers tehen wir unter  dem Index  eines Kurvenverbandes  

diejenige Tei lsumme der Summe (I8), welehe fiber s:,imtliche Funkt ionen  0,(e ) 

e rs t reckt  ist, die diesem Kurvenve rband  angehSren und yon ungeradem Vielfach- 

hei tsgrad s~ sind. 

11. Nach  einigen e infaehen vorbere i tenden Be t rach tungen  in Kapi te l  i 

werden in Kapi te l  I I  die Indices der Kurvenverb~nde  der Ordnung  o untersucht ,  

und  man gelangt  bereits hier  zu einem Ergebnis  yon a l lgemeinerem Charakter .  

Um dieses Ergebnis  zu formulieren,  bilde man fiir a l l e v  die Entwick lungen  

oo 

2 = 0  

wobei | ein n icht  ident isch verschwindendes Po lynom yon w bezeichnet.  

Dies vorausgeschickt ,  wird in Kupi te l  I I  die Abseh~tzung i ( o ) ~  -- I ffir den 

Full bewiesen, dass die vorgelegte Fl~iche in der Umgebung  ihres isolierten Na- 

bels S auf eine Di i ferent ia lgle ichung (5) ffihr~, deren Koeffizienten A und B den 

Bedingungen 

(22)  lira 2 B (aq, oP~ ~ (a)) ~ C,, =4= o 
a ~ 0 0 L v  

fiir  alle ~ genfigenl ;  hierbei  ist un te r  L ,  der in der Ea twick lung  (2 I ) au f t r e t en d e  

Exponen t  zu verstehen. 

12. I s t  die Bedingung (22) nieht  ffir jedes v erffill~, so fiihrfi die Be t rach tung  

der Kurvenverb~nde  der Ordnung  o allein noeh nieh~ zum Ziele, und man ist 

gezwungen, die Indices der Kurvenverb~nde hSherer  Ordnung  zu untersuehen.  

Das hierbei  auf t re tende  Haup tp rob lem besteh~ darin, eine Aussage fiber das 

Vorzeiehen yon 

t Dariiber hinaus wird in w I I, Kapitel II ein Ausnahmefall betr~chtet, in dem sich der 
Index des Kurvenverbandes der Ordnung o absch/i~zen und damit die Behauptung i (o )>  -- I be- 
weisen l~isst, obgleich 

lim * o. 
a ~ 0  6 L~ 
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(23) 2 B(o , 

ffir solche r zu maehen, ffir welche die Bcziehung (22) nicht gilt. Zu diesem 

Zwecke haben wir den Ausdruck (23) in eine Potenzreihe yon a zu entwickeln 

und ihren ersten yon o verschiedenen Koeffizienten zu bestimmen. Das gelingt 

mit Hilfe eines yon Herrn Enriques angegebenen Algorithmus 1, dessen wichtigste 

Eigenschaften im Kapitel I I I  angegeben werden. In Kapitel IV werden dann 

S~tze fiber die Indices gewisser spezieller Kurvenverb~nde hSherer Ordnung ab- 

geleiflet, die in Kapitel V, zunKchst in w 27, zur Absch~tzung der Indices aller 

Kurvenverb~nde der Ordnung ~ I, dann aber auch, in w 28, zur Absch~tzung 

des Index des allgemeinsten Kurvenverbandes der Ordnung o fiihren. Hieraus 

folgt dann schliesslich die Behauptung i ( o ) ~ -  I flit den allgemeinsten Fall 

einer in der Umgebung des Nabels analytischen Fl~che. 

Wie kompliziert der Sachverhalt in Wahrhei t  ist, erkennt man an einer sich 

bei der Untersuchung ergebenden Eigenschaft: W~hrend n~mlich die Indices der 

Kurvenverb~tnde der Ordnung o sKmtlich ~ -- I sind, gilt fiir die Indices i~ 

yon Kurvenverb~nden der Ordnung # >_ I nur die Absch~tzung i ,  ~ -- 2, wobei 

die untere Grenze - - 2  yon dem Index i,, in speziellen F~llen auch wirklich 

angenommen wird. 

Einen Bericht, der das Ziel der Untersuchungen in den Kapiteln I I I ,  IV 

und V noch pr~ziser formuliert, .findet der Leser im letzten Abschnitt des Kapi- 

tels II, d.i. Abschnitt  66, w I2. 

KAPITEL I. 

Eini~dhrende Betrachtungen ,  B e z e i e h n u n g e n  und Def ini t ionen.  

w i. Das Newtonsehe Polygon der Gleiehung A (Q, 3 ) =  o. 

13. Indem man yon der Potenzreihenentwicklung (4) fiir die in der Ein- 

leitung eingeffihrten Funktion W(Q, 3) ausgeht, erh~lt man 

(24) = y ,  (3) 
Q 

/z=0 

a Eine ausfiihrliche Darstellung dieses Algorithmus findet sich in dem Werke yon F. EN- 
RIQUES--O, CHISINI, Lezioni sulla teorla geometrica de]le equazioni e de]le funzioni algebriche 
(Bologna, 1918 ) Bd. II, S. 459--477. 
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Entwickelt man 

Potenzreihen, 

(25) 

auch die 
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als analy~isch vorausgesetzten Funktionen w'~(~) in 

oo 
r 

so ergibt sich uus den Formeln (6) und (25) 

0 W,~ 0m_2 Z Z ( m _  I nt. ~t)wtt, u~q~u(~u" (26) A - - g O  e = 
/~=0 u~O 

14. Man denke sich jetzt alle Puiseuxschen Entwicklungen (zuniichst ein- 

real die reellen und auch die komplexen) 

p ~, o~ ~_ 

(27) o = or(o) = e v  Y~ ~ r , , ~  
te=O 

aufgestellt, die den beiden Gleichungen 

(~ro 4= o) 

(28) A (0, 0r (O)) = o, lim 0r (0) -~ o 
q~0 

geniigen. Diese Funktionen ~ = 0r (0) mSgen kurz die Nullkurven yon A genannt 

werden. Hierbei seien die positiven gebrochenen rationalen Zahlen p" nicht 
q 

# 

notwendig irreduzibel; vielmehr sei, wenn man unter p~ die irreduzible Form 
q, 

des Bruches p, versteht, q der Hauptnenner (kleinstes gemeinschaftliches Viel- 
q 

fach) der Zahlen qr. 

Die Existenz der Reihen (27) ist durch den oft zitierten Wierstrasschen u 

bereitungssatz gesichert, und zwar kann A auf die Form 

N 
(29) A (~, o) = e~-2 o,.o H (o - o. <r A* (e, o) 

gebracht werden; hierbei bezeichnet A*(Q, ~) eine Funktion, die fiir Q ~ o, ~-=--o 

nicht mehr verschwindet, s~ heisse der u der Nullkurve. 

Unter den N Zahlen p~ mSgen nur T Zahlen untereinander verschieden sein, 

die man der GrSsse nach ordne: 

(30) pl > p~ > ' > pr  > o. (T < N) 
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Man erh~lt die T Zahlen pt  in bekannte r  Weise, indem man das zu der Gleichung 

(28) geh5rige Newton-Polygon  konstruier t ,  yon dem welter  un ten  die Rede sein 

wird. T ist  dann die h n z a h l  der Seiten dieses Polygons.  

15. Um den ersten Koeff iz ienten a~o der Reihen (27) zu best immen,  be- 

t rach te  man alle Funk t ionen  8~(Q), die zu einem und dem gleichen Exponen ten  

p t gehSren, und  fi ihre in der Potenzre ihe  (26) ffir A die Subst i tu t ion  
q 

(3:t) q = a "~, & = oVtto 

aus. Dann  ergibt  sich aus (26) 

o o  ~o  

(3z) a = Z E ( m - ,  + 
# = 0  u~0 

N u n m e h r  sei l t - -  q das Minimum aller Exponen ten  yon a in der Reihe (32), 

d . h .  das Minimum aller  Zahlen 

q ( m - - 2  + t t ) + z p t ,  

die man  erh~lt,  wenn man ffir tt, • alle diejenigen Zahlenpaare  einsetzt,  zu welchen 

ein yon o verschiedener  Koeffizient  wt~ gehSrt.  Fe rne r  bezeichne man mi t  tt~,, zz 

alle solche Zahlenpaare,  fiir die 

e r s f e n s  w ~ ,  *z ~= o 
(33) 

z w e i t e n s  q (m - -  2 + tt~.) + xzpt  : I t  - -  q + ), ()~ ~- o, I, . . .  -+ ~ ) 

wird. Dann  l~sst sieh die Reihe (32 ) auf die F o rm  

cr  

(34) A = a't-'~ ~ Ft,:,. (~o)a ~" 
) ~ 0  

bringen, wobei 

(35) Ft,~ (r = ~ (m - - I  + #~)w,~,  ,~ r 

u2, tt~ 

gesetzt  ist. 

Y o n  0), d a  

Die Funkt ionen  Ft.~((o) aus (35) sind offenbar s:~tmtlich Po lynome 

die Gle ichungen (33) nur  eine endliche Anzabl  posit iver LSsungen 

tt~., zz besitzen. Haben  r und Pt einen yon I verschiedenen gr5ssten gemein- 

samen Teiler  d, so ist d auch Teiler  yon lt, und die Gle ichungen (33) besitzen 

nur  dann LSsungen,  wenn d ausserdem auch Teiler  yon ;~ ist. Der  Koeffizient  



188 

a,, o der 

15. 
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Po tenzre ihe  (27) ergibt  sieh jetz~ offenbar als Nullstel le des Polynoms 

Um die Anzahl  der  yon o verschiedenen Wurze ln  yon Ft.o(eO) zu be- 

st immen, werde in diesem Absehni t t  das zur Gleichung (28) geh5rige Newton- 

Po lygon  kons t ru ier t .  Zu diesem Zwecke ziehe man  in der tt, z-Ebene die T 

Ger~den gt 

(3 6 ) q , f t - I - p t X  = [t - -  q ( t r t  - -  I) (t = I, 2, . . . ,  T) 

dann bi lden diese T Geraden das oben erwiihnte Newton-Polygon.  Dieses ha t  

bekannf l ich  drei Eigenschaf ten,  (lurch die es e indeut ig  fes tgelegt  ist, und die zu 

seiner  Kons t ruk t ion  aueh dann fiihren, wenn die Exponen ten  pt noeh nieht  be- 
q 

kann t  sind. 

I. Alle Punkte mit ga•zzahli.qeu Koordiuaten tt, z, zu denen yon o verschiedene 

Koeffizienten w , , ,  9eh6ren, liegen entweder au f  ei,ner der Geraden gt (das 

sind die Zahlenpaare  t~o, • oder reehts yon sdmtliehen T Geraden gt (das 

sind die Zahlenpaare  #;., z~. mi~ ;~ _-->. I). 

2. Zwei  aufeinander folgende Geraden gt und g,+~ haben einen Sehnittpunkt 

mit  den positiven ganzzahligen Koordi~aten mr, k,,, wobei der zu.qehSrige 

Koeffizient w,~t, h 4 = o ist. Ausserdem sehneidet  die Gemde gr die • 

im Punk te  mi~ den Koord ina ten  tL = o, • = kv, und  zwar ist kT gleieh 

der Ordnung  der Nullstel le ,9 ~ o von W'o(,9). (Diese GrSsse war in der 

Einle i tung,  Absehni t t  8, e infaeh mi t  k bezeiehnet  worden.) Die Gerade 

61 geh~ anderersei ts  durch einen Punk~ mi~ den Koord ina t en  tt ----- too, 

z = ko un te r  k o wieder  den in Formel  (29) auf der reehten  Seite auftre-  

~enden Exponen ten  yon ~9 vers tanden.  

Auf  diese Weise ergib~ sieh 

o _ _ _ < k 0 < k ~ < - . .  < k r  

too> m l : >  "'- > ~ r t r ~ O .  

kt --  kt-~ ist die Anzahl  der Nu l lku rven  ,9 = 0, (e) die zum Exponen ten  ~ 
q 

gehSren, jede en tsprechend ihrem Viel fachhei tsgrad s, gezis und hier- 

aus folgt  schliesslich 
N 

k0 + Z 8, ~ kT. 
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3. Der Streckenzug, den man erhiilt, wenn man die T +  I Punkte  mi t  den 

Koordinaten mr, kt (t = o, I, . . . ,  T ) j e d e n  mit  dem folgenden verbindet, ist 

konvex. (Er ist das eigentliehe Newton-Polygon und besteht aus T Streeken, 

yon denen .~ede auf einer der 7' Geraden St gelegen ist.) 

Man bemerk~ endlieh, dass die Zahlenpaare tto, ~o fiber die bei der Bildung 

des Polynoms Ft, o(~O) summiert wird, der Abschgtzung 

(37) kt-1 ~ • ~-~ kt, mt--1 ~ tto ~ mt 

gentigen. Somit hat  Ft,0(~o) (vgl. Formel (35)) genau kt - - lg t -1  yon Null ver- 

sehiedene Wurzeln. 

w 2. Die  P o t e n z r e i h e n  ~t (a, r und Ot (a, ~o). 

17. Aus (24) und (25), w I, folgt 

(38) W,~ ~ 
e~ - e ' ~ .  2 ~ ~ ,  u,,,, ~ ~ e". 

/,t~O ~ 0  

Fiihrt man aueh in dieser Potenzreihe die Substitution (3  I )  a u s ,  SO ergibt sic]a, 

wenn man ebenso wie in der Reihe (32) nach Potenzen yon a ordnet (vgl. For- 

mel (34)), 

(39) 

wobei  

(40) 

]/~r9 ' m 

2 =0  

/* Z, ~2 

gesetzt ist, und die Summation ebenso wie bei Formel (35) fiber alle diejenigen 

Zahlenpaare tea, xz zu erstrecken ist, welche positive ganzzahlige LSsungen der 

diophantisehen Gleichung (33) liefern. 

Eine leichte Rechnung fiihrt mR Riieksicht auf (33), (35) und (40) zu den 

fiir unsere Zwecke grundlegenden Beziehungen 

(4I) q F,,, (~,) = (1, + z ) A ,  (o,) - p ,  ~ , / ; , ,  (o,), 
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18. Man setze nunmehr  

(43) 99t (a, co) = ~ fi, z (ca) o ~, 
2=0 

(44) q)t (a, ca) = ~.~ Ft, z (ca) ak 
2=0 

Beriieksiehtigt  man  ferner,  dass wegen (3 I) w x. 

0 ~ 0 
(45) O ,~ - -  apt 0 ca 

ist, so ergibt  sieh aus (34) und (39) 

(46) A (0% oP, ca) = d , -~  q)t (o, ca), 

Wa 
(47) e '  - -  ~ ~t (a, to). 

w 3. Die Potenzreihe fur den Koefflzienten B (q, ~). 

19. Die  Gleichung (6) der Einlei tung fiir 213 schreibe man in der Form 

W,%9 
(48) 2 B --  e. a 

o 

Den Ausdruck auf  der rechten Seite fasse man als dreigliedrige Summe a uf  und 

entwiekle, nachdem man die Subst i tu t ion  (3 I) ausgefi ihrt  hat, jedes einzelne der 

drei Glieder in eine Potenzreihe nach a und ca. 

Nunmehr  folgt  aus (43) und (47) @ 2, in Verb indung mils (45) 

(49) Wo,~Q~ -- oh-q-Pt 0 TtO(o,ca ca) -- ~ a=o~'a ~, a (ca) o z. 

20. Die Funkt ion(W-e--Wee) / ,~=_o 

Wir  setzen nach der Subst i tu t ion  Q = a 't 

ist  eine Potenzreihe yon Q Mlein. 

( 5 0 )  - H%,o - -  o ' ,  V(o) = o L ~ ,~,v, 
~ Q  , ~ = o  2=0 
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wobei Vo ~= o ist. Der Exponent  L i s t  eine durch q teilbare Zahl, und vz ist 

hSchstens dann yon o verschieden, wenn Z durch q teilbar ist. 

Ber~icksichtigt man, dass nach Voraussetzung (vgl. Abschni t t  9 der Einleitung) 

w0(o ) ~ o ist, so bemerkt man leicht, dass 

L ~ (m -- I)q. 

Is t  V ( a ) ~  o, so setzen wir L : ~ .  

21. Wenn man yon der Potenzreihe (38 ) w 2, ausgeht, so ffihrt  eine ein- 

faehe Rechnung zu der Entwicklung 

WQ,oo 
folglich 

. . . .  

0 

0 ~ 0  u : O  

- -  - -  W ~ ' x X  -b  I " 
tt~O u~O 

Die Subst i tut ion (3I), w I, ergibt, wenn man  wieder wie in Abschni t t  15, w I, 

nach Potenzen von a ordnet,  mit  Riicksicht auf Formel (34), w I, 

(~I) 

wobei 

(52) 

0 

0 2 ~ 0  

Ojx~+ 1 
gt, 2 (0)) = q2  Z ( ( '~  -~- ~,/,,;t - -  I )  ~' - -  I )  W/z), u,~ ~), + I 

#2, u~ 

~esetzt ist und die Summation fiber die gleichen Zahlenpaare g~, ~ wie in For- 

mel (35), w I, und (4o), w 2, zu erstrecken ist. 

22. Setzt man noeh zur Abki i rzung 

~.=0 

se erh~ilt man wegen (4S), (49), (5 o) und (5 I) 
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23. Zum Schlusse suchen wir noch eine Beziehung zwischen gt.z(~o) und 

j~,z(w) herzustelIen, Zu diesem Zwecke bemerke man, dass aus Forme] (33), w ], 

q ( m - -  I +ttz)~--lt +pt + J~--pt(uz + I) 

und weiter nach einfaeher Rechnnng 

q~((m - ~ + m ) ' -  ~ ) = i f ,  +~ot + z) ~ - q ~  - 2p,(t~ + p ,  + z) (,,~ + i) + ~ (:,~ + ~)~ 

folgr 

(55) 

wobei 

(56) 

gesetz~ ist. 

= (z, + p ,  + z) * -  q * - ( 2 p , ( t ,  + z) + p~)(~z + ~) + pg~z(~z + ~) 

Dies ergibt aber in Verbindung mi~ (52) und  (~o), ~ 2 

{JJ 

0 

cz = (it + pt + z)' - q~, ez, o = zp ,  (l, + z) + p~ 

w 4. Kurvenvcrbiinde und ihre Indices. 

24. Im folgenden betrachten wir (ausgenommen in w I4, Kapitel I i I)  aus- 

schliesslich diejenigen yon den in w I Formel (27) eingefiihrten Kurven ~ ---- 0r (0), 

deren Entwicklungskoeffizienten a~.~ s~mtlich reell sind, und welche daher fiir 

Q :> o nur reelle Wer~e annehmen. Diese Kurven, deren Anzahl K offenbar 

< N + I ist (vgl. Formel (29), w I), denke man sich der GrSsse nach geordnet 

derart, dass nach Wahl einer hinreichend kleinen positiven Gr5sse d 

(57) o~ (e) > o, (e) > ...  > o~.(e) f~ ,  o < e <_- 

isL In der Reihe (57) der reellen Kurven 0~ mSge dabei eine Nullkurve yore 

Vielfachheitsgrad s~ (vgl. Formel (29), w I), auch wenn s~ > I, nut  ein einziges 

Mal auftreten, darunter auch die Gerade ~ = o, wenn ko ~ I ist. 

Ha t  dann die Kurve ~ ~-o  den Index Ko, d.h. ist 

so ist 
= 0~-~ (0) -= o, 

~ ( q ) > O  fiir I ~ •  o -  I ~ und ffir o < Q < ~ .  
O~(@)<o fiir K o +  I ~ z ~ K ]  = 
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w l l  o < ~ ~ 
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k o -~ o, so existiert  offenbar eine Zahl K o derart,  dass im Inter-  

0~(Q)>o fiir I_ - -<z~K0 

0 ~ ( q ) < o  fiir K 0 +  I ~ x ~ K .  

Anstelle der Produktzer legung (z9) aus w I erhi~lt man  nunmehr  

K 

(ST') A a) -- H ( o -  A o), 

wobei die Funkt ion  A(q, ~) in einem hinreichend kleinen Bereich 

nirgends versehwindet,  ausser hSchstens im Punkte  Q = o ,  ~ = o .  

25. Wi r  fi ihren je~zt folgende Definitionen ein: 

Definition I :  Die Gesamtheit der reellen Kurt'e~ ~ = O,(Q) die zum gleiche~ 

Exponenten p t gehSren., und deren Koeffizienten a~,o dasselbe Vorzeichen habeas, 
q 

nennen wi t  einen Kurvent'erba~d (K. V.) o-ter Ordmo~g; abgekiirzt schreiben wir 

K . V .  pt bezw. K . V .  , je nachdem die e~.,0 positives oder negatives Vor- 

zeichen haben. 

Definition I I :  Die Gesan~theit der reellen Kur~:e~ ,~ = O,(e ) (lie zum gleichen 

Expoue~den p t geh6ren u~d ausserdem in den # ersten Koeffizie~#en e,.,o, a,. 1 , . . .  
q 

u~,~_l ihrer J~twicklm~gen (27) iibereinstimmeJ~, ne,Hnen w i t  einen K~tr~'e~werba~d 

lt-ter Ordnung, abgekiirzt einen K . V .  {e,,,-1}. 

Da die Kurven #~-O,.(e  ) d e r  GrSsse nach geordnet  sind (vgl. Formel  (57)), 

so durchlaufen die Indices v der Kurven ,~ =0,.(q) eines bel iebigenK.  V. {a~, ~,_~} 

{§ {;,} der Ordnung tt ~ I, bezw. eines K . V .  pt oder der Ordnung o eine fort- 

laufende Zahlenreihe, etwa v~, v 1 d- I, v~ + 2, . . . ,  ~.~, (v~ < v~). 

Es sei , ,~= 0~(e ) eine Kurve des K . V .  {e~,~,_l} der Ordnung t~. Dann  ist 

{a~.,_~} als Teilmenge in geeignet  gew~hlten Kurvenverb~tnden der Ordnung 

ttt  - -  I ,  # - -  2 ,  . . . ,  I, O enthal ten;  und  zwar sind das die K. V. {%,~,_~}, {%,:,_:~},..., 

{a~,0}, p t ,  wenn %,o ~ o bezw. , wenn e~, 0 < o ist. 

Zieht  mau auch KurvenverbSnde in Betracht,  die sich nur  aus einer ein- 

zigen Kurve zusammensetzen, so Ktsst sich offenbar der K.V.  {%,~,_~} der Ord- 
1 3  
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hung  ~t seinerseits immer  als Summe yon Kurvenverbi inden (ter Ordnung  it + 

darstel len,  da ja  jede Kurve  des K . V .  {a~,~_~} gleichzeitig Kurve  eines gewissen 

in {a#,~_~} en~hal~enen K. V. der Ordnung  # + ~ ist, weleher selbst wieder dm'ch 

den /*:ten Koeffizienten a,,:~ dieser Kurve bestimm{ ist. Mithin liisst jeder  K. V. 

eine Zerlegung in Summanden  zu: 

,v  

{+} {;,} und  da en{sprechendes auch fiir die K . V .  pe bezw. gil~, so hat  man  ebenso 

+ 

= : z  {o,o} {;,} = z ,  

26. Defini t ion I I I :  Die 3fdchtigkeit eines K.  V. ist gleich der A~zahl  der 

in ibm e~thaltenen h~trt'e~ i} = 0,, (#), jede Kurt:e s~-~nal gezdhlt, d.h.  so oft, wie 

ihr Vielfachheitsgrad betrd:qt. 

fnsbesondere ist ein K, urt'ent'erband von gerade~" oder ungerader Mdchtigkeit, 

je nachdem die A~zahl  der in ihm enthalte~m~z Kurven gerade oder ungerade ist. 

Eine s~-fache Kurve  & = 0~ (Q) liisst sich immer  als ein K . V .  der Ordnung # 

yon der Mgcht igkei t  s,. auffassen. Dabei ist die Zahl tt so gross zu w~hlen, 

duss s~tm~liche yon ~ = 0,.((~) verschiedenen Kurven  ~ == 0~.(0) die zum gleichen 

ExponenLen p t wie 0,.(~) gehSren, sich mindestens in einem ihrer  tt ersten Koeffi- 
q 

z ientea  e~.o, a~,~, . . . ,  ~..~,_~ yon den ~t Koeff iz ienten a~,0, a~.,~, . . . ,  c~,.t~-~ un- 

terscheiden.  

Is t  die Z~hl k o > I (vgl. Formel  (z9), w I), so ist auch die Kurve  ,,~ = o als 

ein K. u  der Ordnung  o yon der M~tchtigkeit k o ~ufzufassen. Wi r  bezeichnen 

diesen K . V .  mi~ {Po}. 

{'} {;,} 27. Definit ion IV:  Wir defi~ieren den I~Mex i {a~,,,_l} bezw. i pt oder i 

(59) ~ {~,,} Z' o?.,..__ / sg 

Dabei ist die Summation iiber alle diejenigen lfm'ven a = O,.(q) des K. V. {u#,,,,_~} 
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aber derart, dass jede dieser Kurven nut einrnal (also nieh~ s~-mal)vorkommt. Die 
Kurven mit zugeh6rigen geraden s, siiid hi~gegen bei der Summation fortzulassen; 
(vgl. Formel  ( I 0  und (I8) der  Einleitung). 

Es sei ~ = G'(e) eine Kurve  yon ungeradem Vielfuchhei tsgrad s~, des K. V. 

{%,_ ,}  una ~-=0~,,(e), (v">__v' + i) die auf ~ - = 0 r  unmit te lbar  folgende 

Kurve  von ungeradem Vielfachhei tsgrad sr aus {a~.~_~} derart,  dass 0 r 1 6 2  

> 0~,, (e) und  dass zwisehen ~ = 0r (,o) und ~ = 0 r  (t~) keine weitere Kurve  ~=0~(r 

von ungeradem Vielfachhei tsgrad s, mehr  gelegen ist. Dann  ist 

(60) sg cg~," A (Q, ,<t)/ : - - s g  O"~" A (Q, ,~)/ 
0 O",' O = 0,, (e) 0 ~"," O = 0~,, (e). 

Und in der Tat: Is t  t~o (o < eo < cl) ein fester  Wer~ yon e, so liefern die 

Wer te  ~--=-0~(r mid zugeh5rigem ungeraden & s~mtliehe Nullstellen ungerader  

Ordnung innerhalb eines geeignet  bes t immten  Interval ls  O' > ~ 7> ~ "  der jetzt  

nur  noch in ~ ver~inderlichen Funkt ion  A (eo, ~), d .h .  aber sfimtliche Stellen des 

Zeichenwechsels yon A (eo, ~). 

Nu n  hat  man aber 

o"~ .4 (Qo, a ) /  = + 
sg 0 &~ ,~ = 0~ (qo) 

wenn A (Qo, ~) in der  Umgebung  des Punktes  ~ ~--0~ (Qo) monoton zunimmt, 

o.~ A (Qo, ,~)/  
S~" / -~-- - -  I ,  

o o.,, o = o~ (~o) 

wenn A (Oo, ~) in der Umgebung  des Punktes  # = G(Oo) monoton abnimmt;  und 

hieraus folgt  die behaupte te  Beziehung (6o) unmittelbar ,  die wir im folgenden 

die alter,Merende Gru~deige~schaft der Drfinitionsgleichu,g (59) nennen wollen. 

28. Aus (59) in Yerbindung mit Formel  (58) folgt  unmit te lbar  

hierbei ist ebenso wie in Formel  (58) die Summation fiber alle diejenigen K . u  

der Ordnung tt q- I zu erstrecken, deren Gesamthei t  den K .V .  {a~,~<_l/ ergibt.  

Entspreehend ero'ib~ sich fiir den Index- /{;~} bezw. i{;~} 
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+ 

= y ,  

Ct~, 0 > 0 c~v, 0 <: 0 

Schliesslich erhiilt man, indem man noeh Formel (18) der Einleitung her- 

anzieht, 

(63) 
T 

t = l  

w 5. Kurvenverbilnde erster Art. 

29. Definition V: Wir nennen einen K. V. einen K. V. erster Art, wenn die 

Funktion B (Q, ~) fiir alle Kurven des K. V. das gleiche Vorzeichen hat. 

Aus dieser Definition folgt unmittelbar der 

Satz 1: Ist ein beliebiger K. V. {a~,,} in einem K. V. erster Art  der Ordmo~g 

<= tt enthalten, so ist dieser K. V. selbst yon erster Art. 

30. Welter  behaupten wir: 

Satz 2: Ist ein K. V. erster Art yon gerader 3[dchtigkeit, so ist der zugehSrige 

I~dex i - - o ,  ist er yon ungerader Mdchtigkeit, so gilt f i ir den zugeh6rigen Index i 

eutweder i~-  + I oder i = - -  I. 

Beweis: Aus der Definitionsgleichung (59), w 4, folgt in Verbindung mit der 

in Definition V angegebenen charakteristischen Eigenschaft eines K.V. {%,,_1} 
erster Art 

(64) i{%,~,_~} -~ sg 2B(r 0,~(e)) ~_~' sg --0--~9~ / ,9 = 0,(O), o~ (f) 

wobei v~ den kleinsten der in der Summe (59) auftretenden Indices v bezeichnet. 

Andererseits ergibt sich aus der alternierenden Grundeigenschaft (60)der  

Summenformel (59), w 4, 

(6s) Z' (Q, < /  
o, wenn die Anzahl der Summenglie- 

der gerade, 

1 2 i, wenn die Anzahl der Summenglie- 
der ungerade ist. 

I Ist nun aber der vorgelegte K.V. {FZ~,#__lf u gerader M~ichtigkeit, so ist 

mit R[ieksicht anf die Definition I I I ,  w 4, auch die Anzahl der Summenglieder 

in (65) gerade, daher ergibt sich fSr diesen Fall aus (64) und (65) 

I - - O .  
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I s t  hingegen der K. u {ar yon ungerader  :M~chtigkeit, so ist auch die 

Anzahl der Summengl ieder  in (65) ungerade,  und man erhiilt, wie eine leichte 

Uber legung zeigt, 

_.o,~, / = +  ,. 
(66) i{a~.,,_l} = s g  2B(Q, ,9) ] , 9 = 0 , , ( 0 )  -- 

En~spreehendes gilt  natiirlieh aueh fiir i { ~ }  und i{~} .  Dami t  ist der 

Satz 2 vollsti~ndig bewiesen. 

31. Wi r  fiigen je tz t  noeh eine Bemerkung hinzu, die sieh nur  auf  den 

Index eines K . V .  {a~,,,~_,} erster  Art  der Ordnung  t* ~ I yon ungerader  Miieh- 

t igkei t  bezieht. 

Es sei, anger ~o einen festen W e f t  yon 0 (o < 0o < d) verstanden,  0,,,(O0).> 

> 0,., (Oo), (v'~ < vj) die auf 0,,,(,oo) unmit te lbar  folgende Stelle des Zeichenweehsels 

der nur  noch von ,9 abh~ngigen Funkt ion  A (~o, ,9). Dann  gilt offenbar 

0% A (O,,, ,9 ) /  ~- sg A (Co, e) fib, 0,, (,%) < ,9 < 0,,,, ((~o)- (67) s g  ~ ,~", ,  a = o,,(e) 

Nun folgt  abe t  aus der Eigensehaf t  der Kurve  # = 0,.,(e) die Kurve  mit kleinstem 

Index  v der Summe (65) zu sein, dass 0,q(e) nicht  mehr  in dem K . V .  {a~,s_l} 

enthal ten  ist, d .h .  aber  n a c h  Definition II ,  dass 0,,,(Q) entweder  zu einem anderen 

Exponenten  ~ als 0,.,(Q) gehSrt, oder aber dass unter  den tt ersten Koeffizienten 
q 

a,,,.o, a,,,~, . . . ,  a,,,,.,_~ von 0~,,(0) mindestens einer yon den entsprechenden 

Koeffizienten yon 0,,,(e) verschieden ist. Es liisst sieh mithin  eine hinreichend 

kleine positive GrSsse e best immen, derar t  dass fiir o < ~ ~ 

,',( 
~,', (Q) '~ 0'7 (",,,, if--1 

und mmmehr  ergibt  sich aus (67) 

0~,, A (q, a ) ]  
sg 0 a ~  ,, ] ~  = 0,, (e) = sg A 

+ ~)0"-  + F~ ~,,,:~ < o,,, (o) 

X~0 

In  Verbindung mit  Formel  (66) liisst sich daher  der Satz formulieren:  

Zusatz  zu  S a t z  2: Es sei ei~ K. V. {a~,~,_l} erster Ar t  con ungerader ~ldch- 
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tiglceit vorgelegt, u~d es oei tt ~ ~. Da~n~ ist, u~ter e ei~e hi~reiche~d ]clei~e positice 

Zahl  verstanden, 

(6a) i { % , ~ _ i } = s g ~ B ( ~ , O ~ ( O ) ) . s g A  o, 0~ ( % , ~ - ~ + ~ ) ~  + ~ . , , ~ 0  ~ �9 

w 6. Kurvenverbiinde zweiter Art. 

32. Definition VI: Setzt ma~ i~ den Koeffi~ienten B (Q, ,9)fib' ,9 nachei~Ta~der 

alle Kurven ,9 ~ 0~ (Q) eines vorgelegteJ~ K. V. i~ ihrer natiiHichen Reihenfolge eiu 

(vgl. die Beziehung (57), w 4) und wechselt dabei B(e, O~(e)) nur ei,~ einziges Mal  

sein Vorzeichen, so sagen wit ,  der K.  V. sei yon zweiter Art .  

Aus dieser Definition folgt  unmit te lbur  der 

8atz  3: Ist  ein beliebiger K.  V. {a~,~} i~ ei~em K. V. zweiter A r t  der Oral- 

hung ~ ~ enthalten, so ist dieser K.  V. {a~.~} selbst e~ztweder ~:o~ erster Ar t  oder 

vo~, zweiter Art.  

33. Wei te r  behaupten  wir: 

S&tz 4: Ist  ei~2 K.  V. zweiter Ar t  vo~ ungerader .~ldcMigkeit ~'orgelegt, so ist 

der zugeh6rige bzdex i e~dweder -= + I oder = - I. l~,t abet der ~'orgelegte K.  V. 

zweiter Ar t  yon gerader Mdchtigkeit, so ist der zugeh6rige I~dex i e~,ttceder = + 2 

oder ---- o oder - -  -- 2. 

Beweis: Es sei {a; , ,_l} der  vorgeleg~e K . V .  z~veiter Art,  und es werde sein 

Index i{%,~,_~} dutch  die Summenformel  (59), w 4, best immt.  Es seien v~ der 

kleinste, v~ der  gr6sste der in der Summe (59) auf t re tenden Indices r, webei die 

Vielfachhei tsgrade s,, bezw. s,,~ der Kurven  & = 0,, (Q) bezw. ~ = 0,.~ (e) offenbar 

beide ungerade sind. 

~ u n m e h r  ergibt  sich aus Definition VI  die Existenz einer zwischen v I u n d  v, 

gelegenen Zahl v o derart,  d~ss B(Q, ~) auf  ~llen Kurven ~ t?,.(~) dasselbe Vor- 

zeichen annimmt,  wenn v I ~ v ~vo,  duss B(,o, &) ferner  beim (~bergang yon 

a=o,o(e) zu a=o~o§ sein Vorzeichen wechselt,  und dass endlich B(Q, a) 

wieder auf  Mien Kurven  ~ =- 0,,(e) fiir v o + ~ ~ v =~ v.2 dus gleiche Vorzeichen 

beh~ilt. 

Es bezeichne nunmehr {a~,~_~}' die Teihnenge des K. V. {%, ~__~/, die alle Kur- 

yen &-~ 0,.(q) mi~ v~ <: v ~ v o enthfilt, {a~,,~_~}" die Teilmenge aus allen Kurven  

=- 0,.(Q) m i t r  o + ~ =~ r ~ m. Offenbar l~sst sich uuf jede der beiden Teilmengen 

{%.,~_~}" und {aL,~__~}" einzeln der Satz 2, ~ 5, ~nwenden. 
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I s t  nunmehr  der K. V. {ae,~,_l} von ungerader  Miichtigkeit,  so ist  yon den 

beiden Tei lmengen {%,~-1}' und  {%,v__,}" die eine yon gerader  und die andere 

yon ungerader  Mitchtigkeit.  Somit  folgt  in diesem Falle aus Satz 2 

i {a?,/x__l} = + I oder  - - I .  

Is t  uber der K. V. {c~,,,,,_t} yon gerader  Miiehtigkeit,  so sind die beiden Teil- 

mengen {a,.~_l}' und {a~,~,_i}" 

beide yon ungerader  Miichtigkeit.  

M~chtigkeit ,  so fo lgt  aus Satz 2 

entweder  beide von gerader  Miichtigkeit  oder  

Sind {a,,v_,}' und {a,,~_,}" beide yon gerader  

i { ~ ? , t t _ _ l  } = O,  

sind die Tei lmengen beide yon ungerader  Miichtigkeit,  so ergibt  sich aus Satz 2 

i { ~ , ~ _ 1 } = + 2 ,  oder = o ,  oder = - - 2 . *  

{+} {;,} Das gleiche gilt  offenbar auch fiir die K. u  pt und , wenn sie yon 

zweiter Ar t  sind. Damit  ist der Satz 4 vollstiindig bewiesen. 

34. Ebenso wie die Beziehung (58), w 5, fiir einen K. V. ers ter  Ar t  beweist 

man fiir e inen K. V. zweiter Ar t  den 

Z u s a t z  zu  S a t z  4: Damit  der  Index  eines K. V. zweiter Ar t  von gerader  

Miichtigkeit  gleich - - 2  ist, ist eine notwendige  (aber nicht  hinreichende) Be- 

dingung, dass 

O/:,: A (Q, ,~ ) / o,,~ A ( ~, ~ ) / 

/ sg / = --  2, 
2 ~ (e, a )  ~ = o~, (e) + sg  2 B (Q, a )  a - 0, ,  (o) 

wobei v I den kleinsten und r.~ den gr5ssten der in der Defini t ionsgleichung (59), 

w 4, auf t re tenden  Indices  v der Summengl ieder  bezeichnet.  

o V o v! ' Der Leser iiberzeugt sich leicht davon, dass, wenn die Teilmengen {u,, t~--l} und {av, u--l} 
beide yon ungerader Miichtigkeit sind, nur die beiden Fiille 

i {U;,/~--1} = + Z oder =--  2 

eintreten kSnnen. Da dieser Umstand aber im fclgenden nicht ben5tigt wird, verzichten wir hier 
auf die Ausfiihrung des Beweises. 
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KA PITEL II .  

Die K u r v e n v e r b ~ i n d e  d e r  O r d n u n g  Nul l  u n d  i h r e  Ind ices .  

w 7. Die drei Typen yon Kurvenverbitnden der Ordnung Null. 

{+} 
35. Betrachtet man einen K .V .  Pt bezw. der Ordnung Null, so hat 

man drei F~lle zu unterscheiden, je nachdem 

(I) L < l t - - q - - p t  

(I1) L > It --  q - -p t  

(11I)  L = ~, - q - p ~  

wobei It die in w I Abschnitt  15 (vgl. auch Formel (33)), L die in Formel (5o) 

w 3 eingefiihrte Konstante bezeichnet. Diesen drei Fdllen entsprechend, sagen wS", 

der K.  V. nullter Ordnung sei vom Typus I, yore Typus I I  oder vom Typus I I I .  

36. Es sei jetzt ~ =  G(q) eine beliebige Kurve des vorgelegten K. V. 

{+} {;,} pt bezw. . Man substituiere wieder-q-----aq und setze ausserdem in ~ber- 

einstimmung mit Formel (27) w I 

(69) o, (~)  = ,,,,, sa, (4,  sa,(,,) = ~ . . ,  , # .  

#=0 

Ist  der K. V. vom Typus I, so ergibt sieh aus (5 ~ ) und (54), w 3, 

mithin 

(70) sg 2 B (Q, 0, @) = sg v0 

fiir alle Kurven ~ = 0, (e) des vorgelegten Kurvenverbandes. Nach Definition V, 

5, ist mithin wegen (7o) der K. V. nullter Ordnung yore Typus I immer yon 

erster Art; fiir seinen Index gilt folglich der Satz 2 des w 5. Mit diesem 

Ergebnis fiber den lndex der K. V. nullter Ordnung vom Typus I wollen wir 

uns hier begniigen. Ein abschliessendes Resultat  finder sich in w I2 dieses 

Kapitels. 

2 B (o% opt ~ (a)) 
lim aL ~ Vo, 
a ~ O  
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37. Ist der vorgelegte K.V.  pt bezw. vom Typus II,  so folgt aus 

(49) und (54), w 3, wenn man fiir t2,(a) die Reihe (69) einsetzt, 

(7 I) lira 2 B (oq, ovt t~(a)) -> fi, o(a~,o). 
a ~ 0 ~I~t - -  q --- P t  

Hierbei sind nach den Ausfiihrungen des Abschnitts 15, w I, fiir a,,,o die positiven 

bezw. negativen Wurzeln der Gleichung 

,,o(~) o 

1+} {;,} einzusetzen, je nachdem es sich urn die Kurven des Verbandes pt bezw. 

handelt. 

Wegen Formel (4I), w 2, l~isst sich die Beziehung (7 I) auch in der Form 

(7 2) lim e B (a q, a't ~2~ (a)) -~ It fi, o(a,, o) 
o ~  a (lit  - - q - -  Pt  p t  ~ v ,  0 

schreiben. 

{+} 
Definition VII: Ein  K.  V. p, heisst vom Normaltypus I I ,  wem~ 

e r s t e n s :  L > It --  q ~ pt 

z w e i t e n s :  das Polynom ft,o(w) f i ir  alle positive Wurzeln ~ ,o  der Gleichu~g 

Ft,0 (w)= o yon Null  verschieden ist. 

I s t  hi,ngegen die zweite Bedingung nieht e~fiillt, d. h. versehwindet ft, o(to) f i i r  

mi~deste,s eine der positiven Wurzeln a~,o der Gleichung Ft, o(oJ)= o, so sagen wir  

{§ 
der K.  V. pt sei yore allgemeinen Typus I I ,  we~m L > I t - - q -  pt. 

Entspreehend wlrd der K.V.  {~} vorn NormMtypus II,  beew. yore a l l  

gemeinen Typus I I  definierL 

38. Fiir die Kurven ~ = 8, (Q) -~ apt Y2, (a) eines u nullter Ordnung 

vom Typus I I I  ergibt sich nach (49), (5o) und (54) des w 3 

(73) lim 2 B (o ~, o~t f& (a)) It fi, o(a,,o). 
, , -  o d* - q - pt ~ Vo + A ,  o (~,,, o) = Vo + p t  ,~,,, o 

Ebenso wie in Definition VII formulieren wir  nunmehr 
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{+} 
Definition VIII:  E i n  K. V. pt heisst yore Normal typus  I l i ,  wenn 

e r s t e n s  : L - -  It - -  q - - p t  

z w e i t e n s :  f i i r  alle posi t iven lVurzeln  U~.o der Gleichm~g Ft, o(O~)~ o der Aus-  

+l ,  
druck  v o fi, o(w) yon N u l l  verschieden ist. 

3)t w 

.Erfiillt  hingegen der K .  V. {;t} met  die erste Bedi~Tgm~g L = I t -  q - pt, so sageg~ 

Entsprechendes gilt fiir den K. V. {p t} yore Normaltypus I I I  bezw. yore 

allgemeinen Typus I I I .  

39. Zum Schluss noeh 

eingefiihrten K. V. {Po}, der 

zusammensetz$. 

Es sei Po eine beliebig gewiihlte positive Zahl >Pl .  

1 o derart, dass 

0r , wenn 
(74) l o - - P o - - q = { ( m _ 2  + too) q, 

eine Bemerkung fiber den in Absehnitt 26, w 4, 

sich, wenn ko ~ I, aus der ko-fachen Kurve ,9 = o 

Nunmebr bestimme man 

k o ~  2 

]c o -~- I. 

Dann ergibt sich aus Formel (24) und (25), w I, 

(75) 

l o, wennoo ]c o_>- 2 W~.:~ (o~, ̀ 9)/ 
(y2q ` 9 ~ 0  (1 ? ~ 1 7 6  w~,,i , w e n n  ko-- I t 

f z ~ m o  

andererseits aus der Entwicklung (26), w I, 

O~.o A (o~, `9)/  
(76) ! 0`9 ~o `9 = o 

=. kol lira A (aq, ~)  + ~ol ~ o ~ o  ~'~ - -  ko! aqcm-2 ~ ( m - -  I + ~)w,,koaq('-*"ol.  
$ ~ m  o 

Ist ietzt L < l o - - q - - p o ,  so ist der K. V. {Po} als vom Typus I anzusehen 

und man hat  

(77) lira 2 B(o~,o) 
a ~ o  0 L ~ YO" 
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I s t  aber L > l o - q  --po,  was wegen (74) nur  fiir den Fall k o = I e in t re ten  

kann,  so is~ {Po} als ein K. V. vom Normal typus  I I  aufzufassen, und es fo lgt  

aus Formel  (75) mi t  Riicksicht auf  Formet  (54) w 3 

2B(oa,  o) 
(78) lira d o - q - v o  -" W,,o, 1. 

~ 0  

Is t  endlich L ---- l o --  q --Po,  was nach Fml. (74) auch nur  fiir den Fall  k o = x 

mSglich ist, so sagen wir, der K. V. {Po} se i  yore Typus  I I I .  Dann  ist  

(79) lim 2B(eq' ~ 
a ~  0 (~o--q--Po ~ vO "+ Wmo, 1. 

Is t  ausserdem auch noch Vo + win, 1 =~= ol so soll der K . V .  {Po} vom 2qormal- 

typus  I I I  heissen. 

w 8. Die Verteilung der reellen Yullstellen der Polynome Ft, o(~o) und dS, o(~O). 

40. Man setze zuniichst voraus, class Ft, o(CO) und fi, o(~o) fiir oJ > o nirgends 

gleichzeitig verschwinden. Sind je tz t  o < fl~ < ft.2 < "'" < fl~V die s~mtlichen posi- 

riven Wurze ln  tier Gleichung fi, o(W)--o ,  so folgt  aus Formel  (4I), w 2, dass alle 
+ 

diese N Wurze ln  einfach sind. 

Um welter die positiven 5Tullstellen a,.,o yon F t,o(~O) geeignet  zu ordnen, 

fi ihre man eine neue Ar8 der 2r ffir die a,,o ein, und zwar seien 

+ 

a(') ( x = I , 2 ,  M~; ~ - - o , i , 2 ,  N) 
~ 1 0  1 " �9 , 1  , , - ~  

sis der GrSsse nach geordneten zwischen fir, und fl~+l gelegenen ~Nullstellen 

ungerader  Ordnung~ d. h. Stellen des Zeichenwechsels yon Ft,0(~o), wiihrend die 

Nultstel len gerader  Ordnung yon Ft, o(cO) bei dieser Be t rach tung  zuniichst un- 

beriicksichtig8 bleiben mSgen; insbesondere sei 

~ , 0  " " " )  x , O  1 �9 �9 . 1  �9 

Es ist demnach c~ (~ die kleinste, a (~') 
1 ,  t ,  M _ b ,  0 

ungerader  Ordnung  von 1~),o (~o). 

die grSsste der positiven Nullstel len 
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41. 51unmehr setze man 

(80) f,,,o (to) = ~-~ 2;, o (to) 
p t  to 

Dann bemerkt  man  leicht, dass aus der Gleiehung (4I), w 2, 

(8~) l, q Ft, o(to) 
Pt to 

(I, - p , )  f;*,o (to) - p ,  to f~.'o(to) 

folgt.  Ausserdem haben f~*o(to) und j),0(w) die gleichen positiven Nullstelien. 

Fe rne r  bezeichne man  mit  7~,~, (~ ~ o ,  I, 2 , . . . ,  P,), diejenigen Stellen des 

Interval ls  /~ < to < fl,+x, in welchem If~*,o(to)[ ein relatives Maximum und mit  

7',~, ( ~  I, 2 , . . . ,  P,)  diejenigen Stellen des Interval ls ,  in welchen If~,o(to)l ein 
+ 

relatives Minimum hat.  Offenbar ist fiir I ~< v_--< N - - I  die Anzahl  der Stellen 

7~,~ genau um eins gr5sser als die Anzahl  der Stellen 7",z und man erhiflt 

p p 

a,. <. 7,,o < 7,,~ < 7~,1 < < 7,,,e, < 7~,v, < fl,+~, 

(8~) , t  t 

f t*'o (7,, x) ~- f t, o (7,, '.) -~ o. 

Mithin  sind wegen (81) alle 7~.~ und 7',,a yon sikmtlichen a ('1 verschieden. 
~ , 0  

Im  In te rva l l  f l ~ <  to ist anderersei ts  das letzte relat ive Ex t remum yon ]ft*o] 

ein Minimum to ---- 7~ ; es ist somit  in dieseifi In terval l  die Anzahl  der re la t iven 
~, P +  

N 

Maxima gleich der Anzahl der relat iven Minima und man ha~ 

t 

fl+<7+ <7+ < ~  < ' " < 7 +  <7~ <oo. 
_h'---1 N 

Fiir  das folgende ist es bequem, 7+ ~ oo zu setzen. Enthi~lt zum Beispiel das 
X , P +  

N 

In terval l  fl+ < to i iberhaupt  kein Ext remum,  so wird 7+ -~ 7 + = o~. 
N ' - ~ ; 0  N , P -  I- 

2V 

Im In terval l  o < to < ~1 kann  die Reihe der relat iven Ex t r em a  yon [f;*o(to)] 

sowohl mit  einem Maximum als auch mit  einem Minimum beginnen,  h n  ersten 

Fall numer ie ren  wir  

r t 

(83) o < 7o, o < 70,1 < 7o,1 < "" < 70, vo < 70, vo < $1; 
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dann ist die Anzahl  der Maxima um eins grSsser als die Anzahl der Minima; 

im zweiten Fall  numerieren wir 

r ! 
(84) o <~ 70, 1 < 7o, 1 < ' ' "  < 70, Po < 70, Po < E1 ; 

dann sind die Anzahl  der Maxima und die Anzahl der Minima einander  gleieh. 

42. Nunmehr  folgt  aus (8I) und (82) 

* gf; .o  (ff~+l - -  ~), I sg F,,o (z,,~) = s g / , , 0  (Z~, ~) = sg f*o (~, + , )  - s * 

(85) i s g F , , o ( r ,  ) = s g f ~ , ,  , o (7,. ~,) = sgf;* o (fl, + ~) = sgf~,o (fl,+l --  e) 

+ 
fiir o < v -< N, wobei flo ----- o, fl:r+l ~ gesetzt ist. 

Ferner  ist wegen (81) 

(86) sg Ft,o ( f l , ) = -  sgfT,~ ( f l , ) = - -  sgfT, o (fir + e ) = - -  s * gf; ,o (fl.+l -- ~) 
+ 

fiir I =< ~ =< N 

und wegen (35), (37) {} I, (40) w 2 

(87) sgF,,o( )=sgF, 
\ 1 5" \ 5"1 

(88)  s g  F t ,  o (O 2 V ~ ) =  S g  I~rnt__l, kt__ 1 = 8g f ;* ,0  (O -1- $). 

Ftir die Nullstellen a ('/ yon Ft o(eo) ergibt sieh endlieh wegen (81) 

S * * '  (89) g f t ,  o (a(~:) o) = sg f , .  o (a(%). 

Diese letzte Beziehung gilt  offenbar auch fiir positive Nullstellen gerader Ordnung 

yon Ft, o(e)), die wir mi t  a* bezeiehnen wollen, ohne ihre genaue Lage hither ?~,0 

zu fixieren. Ihre  Anzahl sei gleich M. 

43. Aus (89) folgt  nun  abet  unmittelbar ,  dass sowohl die Nullstellen 

a(~) o als auch die a,,o nur  in den IntervalIen 

§ 
f l v <  r < 7", 0, (V = I ,  2,  . . . ,  N ) ,  O < OJ < 70, 0 im Falle (83) 

+ 
t 7,,~<~o<7,,~., (v=o,  1 , 2  . . . .  , 2 Y ;  ) ~ = I , 2 , . . . ,  P , , ) ,  

aber nicht  in den Interval len 
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+ 
7 , , , p , , ~ .  (.0 " ( ~ , , + 1 ,  (f----=-O, 1 , 2 , . . . , - Y - -  I )  

+ 
7~,a<co<7:,~.+1, (v-=o, 1 , 2 , . . . ,  N; 5~=o, I, g , . . . . P , - - I ) ,  

gelegen sein kSnnen. 

r 
o < co < 70, 1 im Falle (84) 

Genauer ergib~ sich welter, dass in den Intervallen 

+ 

f l ~ < o J < 7 ~ , o  , ( ~ = -  I ,  2 ,  . . ., N )  

wegen (85) und (86) eine ungerade Anzahl yon Nullstellen ungerader Ordnung 

a(*>; in den Intervallen 
g, 0 

q- 

7"~" < ~~ < 7*'x' - -  I ,  2 ,  ., P ~  

wegen (85) und (87) und, im Falle (83) , auch im Intervall 

wegen (85) und (88)indessen eine gerade Anzahl yon Nullstellen a(;)o bezw. gar 

keine Nullstellen gelegen sind. 

Darius  folgt zusammenfassend: 
+ 

Die Anzahl 3I, der Nullstellen u (~) ist immer ungerade fib" ~ = I 2, N;  

hingegen ist die Anzahl Mo eine gerade Zahl. 

44. Es seien unter den positiven Nullstellen ft, yon ft*,o(co) jetzt auch Null- 

stellen hSherer Ordnung vorhanden, welche dann wegen (81)auch gleiehzeitig 

Ft, o(to) zum verschwinden bringen, a (*) mSgen wie in Abschnitt 40. die yon den 
~ , 0  

fl, verschiedenen positiven Nullstellen ungerader Ordnung yon Ft, o(w)bezeiehnen, 

fiir die somit ft ,o( ) nieht versehwinde$, und die 7,,z bezw. 7,,z wieder die rela- 

riven Maxima bezw. Minima yon {f,*o(oJ){, soweit sie yon den fl~ verschieden sin& 

Aueh unter den neuen Voraussetzungen bleiben die Beziehungen (82), (85), (87), 

(88) und (89) bestehen. 

Nut  anstelle yon (86) ergibt sich nach einer einfaehen tJberlegung mit Riick- 

sicht auf Formel (4I) und (42) w 2 

(90) sg.Ft, o(fl, + *)=- - sg f ,*o ( /L  + ~), sgFt, o ( f l , - - e ) - = s g f ~ o ( f l , - - e ) ,  
+ 

(~ = I ,  2 ,  . . . ,  ~ )  

eine Beziehung, welche indessen genau das gleiehe leistet, wie die Beziehung (86). 
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D a m i t  ist  abe r  gezeigt ,  dass die im A b s c h n i t t  43. a n g e g e b e n e n  Sgtze fiber 

die Lage  der  Nul l s te l l en  u n g e r a d e r  O r d n u n g  a(') yon ft*o(W) i nne rha lb  der  In t e r -  
~,  0 

valle  fl, < to < fl,+~ auch  d a n n  noch  gi i l t ig  bleiben,  wenn  ft*,o(to) Nul l s t e l l en  fl, 

yon  hShe re r  O r d n u n g  besi tzt ;  d e n n  diese Sgtze wurden  do r t  aus den  Bez i ehungen  

(85), (86), (87) , ( 8 8 ) u n d  (89) gesehlosseu,  die j e t z t  genau  so gel ten,  n u r  dass 

ans te l le  von (86) die mi t  i h r  i iquivalente  B e z i e h u n g  (9o) t r i t t .  

45. W i r  beschre iben  noch  kurz  die A n o r d n u n g  der  nega t i ven  Nul l s te l l en  

yon  Ft, o (to). Es seien 

o 

$ �9 die sgmt l iehen  n e g a t i v e n  Nul l s t e l l en  yon f t ,  o(to), wir  lasseu dabei  yon  v o r n h e r e i n  

auch  Nul l s te l l en  h 6 h e r e r  O r d n u n g  zu. F e r u e r  seien 

o > ~(o).> 6(0) > . . . >  ~(o) -- -- 
1,,, ~,o ~,,o > fl~," fl~ > ~(') > a(~) > " > ~('') > fl~+~, �9 �9 ' 1 ,  0 2 ,  0 M % 0  " " 

fl~ > ~(~3 > a(~) > . . .  > a(3) > _  1,0 2,0 3I.y,O 

s~mtl iche  n e g a t i v e n  l~ul ls te l len u n g e r a d e r  O r d n u n g  yon  Ft, o(to) u n d  ~,,z bezw. 

2',,~. die r e l a t i ven  Max ima  bezw. Min ima  yon  [ft*o(to)[ derar t ,  dass 

- -  _p  _ e  

[~v > ~'% 0 > y % l > ~,v, 1 > " " " > 7.v, p.v > ? ,,, p.v .'~ l~ v + l , (~2--" I, 2 , . . . ,  . N - -  I),  

> 7~,o 

und  endl ich  

(91) 

oder  

(92) 

O > 7 o ,  o > ) % ~  >);o, 1 > ' " > 7 o , ~ , ,  >*o ,po  

_ v  _ f  ~ .  

O > 70,1 > g0,1 > ' ' "  > 70, Po 90, po > fll 

wird,  je n a c h d e m  das dem N u l l p u n k t  am n~tchsten ge legene  re la t ive  E x t r e m u m  

von  ]f~,o(co)[ ffir  co < o ein M a x i m u m  (im Fal le  ( 9 I ) ) o d e r  ein Min imum (im Fal le  

(92))  i s t .  

N u n m e h r  erhi i l t  man  aus (8I) ans te l le  yon (85), (9o), (87), (88), ( 8 9 ) d i e  

B e z i e h u n g e n  

(93) 
{sg'Fco(P,,,~.) -- sgfto(p,.,~.) - -  sg f t ,  o(fl~. - -  e) * - = - -  * = - s g , f , , o  ( f l ,+,  + d ,  

_ v  $ - P  * * 

sg'/;'t, o (7,, a) - -  - -  sg ft, o (2% x) = - -  sg f , ,o  (~  - -  e) = - -  sg f t ,  o (fl,.+l + ~'), 
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[sg" Ft, o (j~ - -  s) = - -  sgft: 'o (p?, - -  e) = sgf~.o (~, - -  ~), 

(94) / sg Ft, o (~, + ~) = --  s g f t ,  o*' (~, + ~) - - -  sgf t ,  o o  * (fl, + ~), 

( 9 5 )  = s g  - ( -  i )",  s g  ,t = 

= sg'J), o (?x, >~) = --  sgf~, o (25; >~-) = - -  sgjT, o (fl.V --  ~), 

(96) sg Ft, o (o --  s) = (--  I)a't-* sg w,,t_,. ~'t-x = sg fi, o (o --  ~) = --  sgf,* o (o - -  ~), 

(97) sg f~, o (a)i) o) . . . .  sg f t ' o  (a~,)o), 

u n d  diese f i ihren  n u n  zu en t sp rechenden  Anordnungssi~tzen fiir  die negat iven,  
- _(~) 

yon  fl~ versch iedenen  Nul l s te l len  unge rade r  O r d n u n g  a=,o yon Ft, o (to): 

I n  den In t e rva l l en  

? , . , a>  w>?'~.,a+l, ( v = o ,  I , . . . ,  i f ;  5~=o ,  I , . . . ,  P , . - - I ) ,  o > o a > 2 ~ , ~  im Fal le  (9 z) 

2,. , ,  

l iegen t ibe rhaup t  keine Nul ls te l len  ~/,.) (wegen (97)). 
~r 0 

I n  den In t e rva l l en  

2 ' ~ , z > w > 7 , , ; . ,  ( ~ = o , I , . - . ,  N;  ~ =  I, 2, . . . ,  -P,.), o > a J : > f o ,  o im Fal le  (9 I) 

l iegen eine gerade  Anzah l  yon Nul ls te l len  ~(') oder  gar  keine (wegen (93), (95) 
x,  0 

und  (96)), wghrend  in den In t e rva l l en  

/ %  0 �9 �9 .~ 

eine u n g e r a d e  Anzah l  von Nul ls te l len  ~(~']0 o, elegen ist  (wegen (93) und  (94)). 

Duraus  folg~ wieder  zus~mmenfassend :  

Die A~tzahl .M~ yon Nullstellen u~gerader Ordnm~g (~(") ist im~wr u~gerade ~, 0 

.flit v ~- ~, 2 , . . . ,  N;  hingegen ist die A~eahl M o ei~e gerade Zahl. 

w 9. Der Kurvenverband der 0rdnung Null yore Typus II und sein Index. 

{+} 
46. Es sei ein K . V .  pt yore Typus  l I  vorgelegt .  W i r  f r agen  zun:,tchst 

naeh  den in pt en tha l t enen  K. V. der  O r d n u n g  Eins,  welehe uns dureh  die 

Ges~mthe i t  der  posi t iven Wurze ln  der  G le i ehung  ~ ) ,o ( w) ~  o gel iefer t  werden.  
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Dazu gehSren zuniichst die in w 8 mit a(~')~, o bezw. mit a~,*o bezelchneten positiven 

Nullstellen ungerader bezw. gerader Ordnung von Ft, o(w), fiir welche f~,o (w) nicht 
+ 

verschwindet. Sind ferner wie in w 8 die fl~ (v = I, 2, . .. ,  5r), s~tmtliche positiven 

Nullstellen yon f~,o(o~), so bestimmt fl~ nur dann einen K. u erster Ordnung, 

wenn fl~ gleichzeitig Wurzel der Gleichung F~,o(w)= o ist, d. h. wegen Formel 

(80 ~ 8, wenn t~ eine Nullstelle der 0rdnung ~ 2 yon f~,o(oJ) ist. 

Um Formeln zu erhalten, die sich bequem handhaben lassen, ist es niitzlich 

die GrSsse i {~} aneh fiir den Fall zu definieren, dass fir eine Wurzel erster 

Ordnung der Gleiehung fi, o(w)--=-o ist, dass somit gar kein K. V. {~,} existiert, 

und zwar setze man in diesem Falle 

(98 ) i {~v}=o .  

Dies vorausgesehiekt, ergibt sich aus Formel (62) ~ 4 

+ + 
, 4 " 1  N M ' v  M N 

i t  (99) i l.~t - ~  ~ i'a(*) } ,  ~,o + ~ i{ ,~,o} + ~ i{fl,,}. 
�9 = 0  •=1 [*=1 v = l  

47. Mi~ unseren bisherigen Hilfsmi~teln wird es uns leicht gelingen, die 
+ 

M N My 

beiden Summen ~,i{a;,o} und Z ~i{a~:)o} zu berectmen, wghrend die Summe 
+ / ~ 1  ~ = 0  u = l  

X 

~_a i {/~,} fiir den allgemeinsten Fall erst in Kapitel V der Untersuchung zugiing- 

lieh werden wird. 

Ist  ,9=02(e  ) bezw. ~9=0~,(r eine Kurve des K. V. {a(~[)o} bezw. { ~,o}, so 

ergibt sieh arts der Beziehung (72) w 7 

( , o o )  s g  2 B (~,  e~ (el) = ~ * = * * S~,Jt, o(a (*') ~ sg 2 B(q, Oz,@) sgft,o(a~,o). 

Hier~us folgt aber, dass mit Riieksicht auf die Definition V, w 5, s~tmtliche 

K. V. {a~*)o } nnd {a~,o} von erster Art sind. Ausserdem sind (vgl. Definition I I I ,  

w 4) nach bekannten Eigenschaften tier die Gleichung A (Q, ,9)== o aufl5senden 

Puiseuxschen Entwieklungen die K. V. {a~)o} yon ungerader M~chtigkeit, die 

K. V. {a~,o} yon gerader Mi~chtigkeit. 

Man erhiflt mithin nach Satz 2 w 5 

( ,o~)  i {~;,0} = o 

14 
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und nach dem Zusatz zu Satz 2 Formel  (68) w 5 in Verb indung mit Formel  (IOO) 

i {C/o}  = s g  

P t  

A (e, O g (~(') + ~'~) ~t, 0 

f,*o (<:)o) 

Da aber nach der Entwicklung (34) w I 

so ergibt  sich schliesslich 

Wir  suchen je tzt  

i {<:)o} = sg 
F t o  (a") + t) , \ X, 0 

* ',pl 
f,, o (% o) 

+ 
M, M, Ft, o(a(~[) o +  e) fiir v = o ,  I , . . . ,  N 

(102)  Z i {g(x: )0} --- Z Sg 
x = l  x = l  ft*,o (a("),,, o ) 

zu berechnen,  und bemerken zungchst,  dass (vgl. Formel  (85) und (87) w 8) 

sgF , ,  o (a(')~, o + ~ ) =  sgF,,o(7.,vJ = sgf~, o (7., PJ  = sg fi,* o ca(') ~,.o) 

ist, wenn, wie in w 8, a('~)[,o die letzte S id le  des Zeichenweehsels des Polynoms 
+ 

Ft, o(~O) im Interval l  ~ < o~ < fl~+l (v = o, I, . . .  N) und 7,,P, das letzte Muximum 

der Funkt ion  If~*o(~o)] im gleichen ln terval l  bezeichnet. 

Hieraus  folgt  aber unmit te lbar  

Ft, o (a(') + ~) ~ ~i~,, o 
(,03) sg .. << = + 1. 

/ , ,o  (%~, o) 

Anderersei ts  hat, da das Polynom Ft o(~O)nur in den Stellen ~o = a (*) im ' ~, 0 

Interval1 fl~ < w < ,~'+1 sein Vorzeiehen wechselt,  die Summe (IO2) rechter  Hand  

die gleiche al ternierende Grundeigenschaf t  (vgl. Formel  (6o), w 4) wie die Summe 

(59) w 4, und man erhglt 

(1o4) s g  F t  - (a(-)  + ~) = - -  s g  Fto (a(') + t). , 9 \  x - - l , 0  , ~,0 

Ausserdem ist 

(i o5) sgf~,o (a~)o) == sg.f~, o (fly + ~). 
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Beriieksichtigt  man noch, dass, wie im Abschni t t  43 w 8 gezeigt wurde, M 0 
+ 

eine gerade Zahl oder o, aber M ,  eine ungerade  Zahl fiir v -~ I, 2 . . . .  , N ist, 

so ergibt  sieh schliesslich aus (Io3) , ( Io4) 'und  (Io5) 

(,o6) 

J ~  to~a (~ + ,) 

~g f~,o(.~)o) - o 

M~ 
~ t ,  0 ~  u, 0 ~ -  

* (,,) ~ � 9  sg ft,] o ~:a, o') I ftir v I 2, . . N. 

Setzt  man die Ergebnisse aus den Gleichungen (IOI) und (IC5) mit  Riicksicht 

auf  (lO2) in die Beziehung (99) ein, so erhi~lt man 

Satz  5. Es sei pt ein K. V. vom Typus H und 

4~ -" * seien sffmtliehe positiven Nullstellen der ~u~krzon f~,o(CO). Dann ist 

+ 

0o7) i p~ = N +  i{fl,}. 

Entsprechend beweist  man 

w e n n  ein K. V. vom Typus I I  ist und die fl~, ( v - - I ,  z , . . . ,  /V), siimtliche 

negutiven Nullstel len der Funkt ion  f~*,o(~O) bezeichnen. 

{§  * 
48. I s t  pt ein K. V. vom 2qormultypus II ,  so miissen ulle N positiven 

Nullstel len ~o--fir yon ft*o(CO) einfache !qullstellen sein, da nuch Definition V I I  

w 7 ft*,o(w) und /~'t,o(o) keine gemeinsamen Nullstel len haben,  und es folg~ uus 

(9 8) und (Io7) der 

I + } Satz 6. Ist pt ein K. V. vom Normaltypus II ,  so ist 

+ 

+ 

.~ter N die A~zahl der t)ositive~ Nullstellen t,on f t*,o (w) versta~den. 



212 

Ebenso beweist man 

Hans Ludwig Hamburger. 

{;} i = N ~ o ,  

{;,} w e n n  ein K. V. vom Normaltypus I I  ist, und N die Anzahl der negativen 

* OJ Nulls~ellen yon f t, o( ) bezeiehnet. 

49. Wir  fiigen hier eine Bemerkung fiber den K. V. {Po} vom Normaltypus 

I I  hinzu, der in Abschnitt 39, w 7, definiert worden ist. Da in diesem Fall 

k o - - I  ist, so ergibt sich aus den Beziehungen (76) und (78), w 7, 

(I 08) i {po} = sg ~ ~ r  = o 

w IO. D e r  K u r v e n v e r b a n d  d e r  0rdnung  Null vom Normal typus  l l I  u n d  

s e i n  I n d e x .  

{+} 
50. Es sei p t ,  (t >= I), ein K .V .  vom Normaltypus I I I  (vgl. Definition 

VIII ,  w 7). Indem wir die Beziehungen der w167 8 und 9 beibehalten, finden wir, 

{*} 
dass aueh in diesem Falle der Index i /)t dureh den Ausdruek (99), w 9, dar- 

gestellt wird. IIierbei sind die in (99) auftretenden K. V. erster Ordnung, die 

{a(~,/o}, die {a~*,0}, die {~}, s~mtlieh yon erster Art; denn, wenn man beriiek- 

{+} 
siehtigt, dass pt als ein K. V. yore Normaltypus I I I  vorausgesetzt wurde und 

somit naeh Definition "VIII, w 7, die Funktion v o + ft*,o(w) fiir jede positive 

Wurzel der Gleiehung Ft, o(~o)= o yon Null versehieden isL so ergibt sieh aus 

Formel (73), w 7, 

(lO9) sg 2 B (e, O~ (q)) = sg (vo + r*- (a (~') ~ 

fiir jede Kurve a = 0x (e) des K. V. {a~,/o}, 

(~ ~o) * 5"  sg 2 B (6 0.(e)) = sg (Vo + f,,o ( . ,o) )  

ffir jede Kurve ~ = 0),(r des K. V. {a~*.o}, 

(~)  sg 2 B (6 0~ (e)) ----- sg vo 

ffir jede Kurve ~ = 0~(Q) des K. V. {~,.}. 
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Man lusse jetzt  in der Summe (99), w 9, diejenigen Glieder fort,  die naeh 

Satz 2, w 5, gleich Null sind, d. h. die indices der K. V. yon gerader M~ichtigkeit. 

Auf  diese Weise erh~lt man anstelle yon (99) 

§ 

~=o ~=1 fl~ 

wobei die zweite Summe nur  fiber diejenigen fl~ zu erstrecken ist, welehe 57ull- 

stellen gerader Ordnung yon f~,0(w), d. h. wegen Formel (8I), w 8, Nulistellen 

ungerader  Ordnung yon T't.o(co) sin& 

Wendet  man jetzt  ebenso wie in Abschnit t  47, w 9, den Zusatz zu Satz 2, 

w 5, an, so ergibt sich schliesslich aus (i12) in u  mit  (,09) und ( , I , )  

entsprechend Formel  (,o2), w 9, 

+ 

(*,3) i ~o, = 2~ Y ~ g  �9 
, fl~ V0 

51. Nunmehr  haben wir zwei Fiille zu unterscheiden. 

1. Fall .  Es ist 

(1I 4) sg (% + f~,o (a~)o)) -- sg Vo, sg (% + ft,o (av,o,,) = sg v o 

fli t  ~lle positiven Wurzeln a(21) o und %,o von Ft, o(w). 

2. Fall .  Die Beziehung (I I4) ist nicht  fiir alle positiven a~i) o und a* ~, o erffillt. 

Im I. Fall ist der If. V. pt naeh (*o9), (I io) und ( , , , )  in Verbindung mit  

( ,I4) offenbar yon erster Art. Mithin ergibt sieh aus Satz 2, w 5, in diesem 

Fall  Bin befriedigendes Ergebnis fiir den Index i pt �9 

Im 2. Pa, ll lgsst sieh offenbar eine GrSsse v~ bestimmen derart,  dass gleieh- 

zeitig 

C +) * a ( , ,  ) �9 . . ,  , 
(,,5) sg~::=~gVo, Iv : l>  [f,,o( ~,o)1, o, ,,2, N 

= : I, 2, ,, M, 

]ft~,o(Ct~,,o], (~--~- I, 2, . . . ,  M ) .  
Dann ergibt sich 

(, ,6) 
l 

= sgv* = sgvo. 
sg (v* + ft*o (a~, o)) 
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o Mit Hi l fe  yon Vo konstruiere  man nunmehr  eine Funkt ion  B*, indem man in 

der  Dars te l lung (54), w 3, fiir B den Koeffizienten % der Entwicklung (50), w 3, 

'* abis und  setze entspreehend Formel  (59), w 4, fiir V(a) in vo 

A (Q, / 

o~ (0) 

{+} 
wobei die Summation fiber alle diejenigen Kurven  ~ = 0a (q) des K . V .  pt zu 

ers~reeken ist, welehe yon ungeradem Vielfaehhei tsgrad s~ sind. 

{+} {+} 
Mit anderen  Wor ten :  i* pt ist der Index des K. u  pt . bezogen auf eine 

Differen~ialgleichung der Gestalt  (5) mi~ den beiden Koeffizienten A und 2B*. 

{§ 
Somit~ ergibt  sieh leleht fiir i* Pt der der Beziehung (II3) entspreehende Aus- 

druek 
+ 

[ +]  2v ~1~ Ft, o (a (~) + ,) 
( I I 8 )  i * l l O t f  = Z Z  s g  , x,O " ' -~t,O(~, + *) 

�9 =o ~=, Vo + ft*o (a(~[) 0) + ~ sg v: 
, fl~ 

Andererseits  ergibt  sich aus den Beziehungen (I I6) 

sg 2 B* (q, 8~ (q)) = sg Vo 

1+} {+} fiir sEmtliche Kurven  ~ = 0~(e) des K . V .  p~ . Mithin  ist der  K. V. pl bezogen 

auf  die Differentialgleichungskoeffizienten A und 2.B* yon erster  Art,  und es 
, -[ ~+  

l~sst sich auch auf  Index i [Pd der Satz 2, w 5, anwenden.  

52. Wi r  behaup ten  jetzL in diesen Fi~llen gilt der 

{+} 
Satz 7: Der K.  V. p t ,  (t>~ I), sei yore Normaltypus I I I ,  d. h. es sei 

L -= h --  q - -p t ,  und es sei Vo +f~,o(CO) f l i t  alle positiven Wurzeln der Gleichung 

Ft, o(co) = o yon Null  versehieden. Dann ist 

{+} 
(i~9) i pt >= pt ; 

hierbei ist i* {;t} der dutch die Gleichung (I18) definierte Index eines K.  V., de,', 

au f  die Koeffizienten A und 2 B* bezogen, vou erster A r t  ist. 

Eine entsprechende Abschdtzung durch den Index eines K.  V. erster Ar t  gilt  

auch f i ir  i { ; t l ,  (t ~ I), wenn de," K.  V. yore Normaltypns 111 ist. 
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53. Beweis :  U m  einen bes t immten Fall  ins Auge zu fassen, setzen wir 

voraus, es sei 

12o) S g V o = S g V o ~ +  I. 

Wi r  bemerken ,  dass die beiden Summen fiber /3~ auf  den rechten Seiten der 

Gleichungen (113) und (I18) f ibereinst immen.  Es genfigt somit, die erste Summe 

in (I13) , d. i. die Doppelsumme,  zu untersuchen.  

Zuniichst be t rachte  man eiu einzelnes Glied dieser Doppelsumme 

Et, o (a(') + ~) " Xj 0 
sg 

Vo + f t*o (a~l o) 

dann erhi~lt man mit  RfiCksicht auf  (12o) im Falle v o > - - f* . - ( a ( ' )~  

F ,o  c.(.) + ~) F,,o (~(') + ~) 
( i 2 i )  sg  - sg  

Vo + ft* o (a( ' J )  Vo ~, 0 
= s g  Ft, o (a(') "+ ~), X, 0 

* (~l,,) ~ <:  O) im Falle v o <--~,o,f*-(a('),,, ~,, o~ ~ (wobei offenbar ft, o,_ ,o~ 

( 1 2 2 )  s g  : S g  
~o + f,*o ("~:>o) <*. i~(,) ~ 

= -  ~g ~o(.(;)o + *)- 

Hieraus  folgt, dass sieh der Ausdruck rechter  H a n d  yon (113) auch in der  

Form schreiben l~sst: 

{ + } F,o, (~2)o + *) ~'~,o (.(-).,o + *) + Z '  F,,o (a. + .) 
(1~3) i p, = ~ ,  ~g * + ~ ~g f,*,o(.~)o) v :  ' (a(~) ~ vo (aC,) ~ , ~,, 

\ u, 0 / I  \ x, 0 ] i i  

wobei die Summe ~,  fiber alle diejenigen, a(')~, o zu erstrecken is~, ffir welche 
(a(~) 

x, O/I 

Vo > - -  f t*o (a(~]) o) (vgl. Formel  (I 2 I)), 

die Summe ~ fiber alle diejenigen a~':)0, fiir welche 
(a (~) 

~r 0 ] I I  

(I24) v o < - -  f*~la( ' )  ~ (vgl. Formel  (t22)), J ~ ,  e k ~, 0 ! 
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Da  naeh Formel  (I20) und (I22) 

(a(') + ~) F~, o (~(')~, o + ~ )  ~ k o ,  ~,o 
.. (~) = -- ~, sg . 

F, sg ]t, oCa~,o) V o 
(a(~) ~ Ca(~) "~ 

~, O/ii k x, O/ii 

ist, so ergibt  sieh aus (I23) in Verbindung mit (II6) und (II8) 

i p, = p, sg f . o ( . 2 o  ) 
a(,) 
u, 0]ii 

Mithin haben wir zum Beweise yon Behaup~anff (II9) nur noeh zu zeigen, 

dass 
Ft o (a (~) + ~) , \ ~, 0 

(,25) ~ sg . > o. 
f t ,  o (a~) o) = 

x ,  O ] I i  

54. Nunmehr  mSgen a (') diejenigen Nullstellen x), 0 

Ft, o(w) bezeichnen, welche 

e r x t e n s  der Bedingung (I22) geniigen, 

z w e i t e D s  im Innern  des In~ervalls 

ungerader  Ordnung von 

+ 

(I26) fl~<a(*)~,,o <7~,o,  bezw. 7~,).< a(') <7~,~. = o ,  I, . . . ,  

gelegen sind. (Vgl. die Bezeichnungen aus Abschni t t  41, w 8, und die S~tze 

fiber die Lage der Nullstel len aus den Abschni t ten 43 und 44, w 8). 

Insbesondere  sei %')~., o diejenigen unter  den Nullstellen a (*1~, o, welche 7~. ~ am 

n~chsten gelegen sind. Dann  l~sst sieh ~ in (I25) in der Form 
(a(~) 

~r 0]Ii 

P~ F t o  (a(,/ + ~) , - x~, 0 
( I2y )  Z == Z Z Z S~ 

ax,,0)ii Z, 

schreiben. Hierbei  ist offensichtlich die Summ~tsion nut  fiber solche v und X zu 

erstreeken, zu denen cc([)o gehSren, welche den beiden Bedingungen (I22) und 

(I26) geniigem Nun ist uber (vgl. Formel  (85), w 8) 

�9 (a(, ,)  
(a I~l + ~ ) =  sgFt,  o(7~,,a)= sgf~,o(7~,~.)= sgf t ,  o, ~'~.,o,, sg Ft, o, ~b,,o 
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mithin 
, f (,.) t ' t ,  o ta~':., o 4- e) 

s g  ~ , ,  c /,,) ~ = + i ,  
Jr. 0 kctx'b oJ 

und hieraus schliesst man in Verbindung mit ( I O 4 )  and (IO5), w 9, class s~imt- 

liche Teilsummen 

F t  o t % ,  o + 

/*,o(,:;!,o) ' : ~ 1 7 6 1 7 6  + ,  (Z :o , , , . . .P , )  
~). -<- x '  2 

sind, je nachdem die Anzahl der Glieder dieser Teilsumme ger~de oder ungerade 

ist. Hier~us folgt uber die behauptete Absch~tzung ( I25) in  Verbindung mit 

(I27) unter der u (12o) sg v o ~ 4- I.  

Ist  sg c o ~ -  I, so fiihren die gleichen fJberlegungen zum Beweis der Ab- 

schEtzung ( I25)  und der mit ihr ~quivalenten Behauptung (119). 

Offenbur l~sst sich fiir einen K.V.  {pt} vom Normultypus I I [  eine (I19) 

entsprechende Abschiitzung i{pt} ~ i ~ {pt} ubleiten. Damit ist Satz 7 vollst~ndig 

bewiesen. 

55. Zum Schluss bemerken wir noch, duss die Absch~tzung (II9) auch ffir 

den K.V.  {Po} gilt, unter der Voraussetzung, dass {Po} yon Normaltypus I I I  ist. 

Denn in diesem Falle ist wegen Formel (76) und (79), w 7, und wegen k o --~ I 

A o  (q, _-- sg Wmo. X O.o + Wmo, ~ 4: o). ( 1 2 8 )  i{po} 
= s g  2 B~(~, a = o  ~'o + w,,o,~ 

Ist nun ausserdem 

8 g  ?~'0 ~ S g  ~lUmo" 1 

so folgt fiir jedes beliebige v* yon gleichem Vorzeichen wie vo 

mithin 

Ist hingegen 

S g  ~/~mo, 1 _ _  ~Cm o, 1 

Wmo, 1 4- Vo Sg  , ,  - -  q- I ,  ~ o "~- ~tUmo, 1 

{po} = i* {po}. 

Sg' V 0 ~ - -  S g  Wmo, 1, 

so wghle man Vo derart, dass gleichzeitig 

sg I ,o I > I , , ' .o . , I  
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Dann wird 

mit;hin 

(t29) 

S g  (Vo $ At- ~mo ' 1) = Sg  V 0 = - -  S g  Wmo , 1, 

Wmo, 1 
i * { p o } = s g  .. -- I ~i{po}  wegen (I28). 

Z'o + Wmo, 1 

Dami~ ist die Behauptung (II9) yon Satz 7 aueh fiir den K.V.  {Po} vom 

Normaltypus I I I  bewiesen. 

w i i .  Der Kurvenverband der Ordnung Null voln al lgemeinen 

Typus III  und sein Index.  

{+} 
56. Es sei der vorgelegte K.V.  pt (t ~ I) vom Typus I I I  wie im vorigen 

Paragraphen, aber nicht mehr yore Normaltypus I I I ;  d.h.  es sei zwar L = I t -  
- - q -  pt, aber es verschwinde Vo +ft:o(W) fiir mindestens eine der Nullstellen 

ungerader 0rdnung a(') oder gerader Ordnug a~,o yon Ft, o(w). Wir werden in 
X. 0 

diesem Paragraphen zeigen, dass sich aueh unter diesen allgemeineren Voraus- 

setzungen die Absch~tzung (II9) , w Io, beweisen l~sst. 

Man bezeichne etwa mit ~ eine Nullstelle gerader oder ungerader Ordnung 

yon Ft, o (~o), fiir welche gleiehzeitig 

(I 3 o) Vo + f~,o (a) ~- o. 

Wir bemerken zun~chst, 

{+} 
den Index i pt 

dureh 

wenn man die Definitionsgleichung (59), w 4, fiir 

betrachtet, dass sich auf der rechten Seite yon (59) 2B(Q, ~) 

2 B (Q, ~) = 2 B (Q, ~) + 
q A (~, ,~) 
pt 

ersetzen l~sst., da wegen A (Q, 0r (Q))----o 

is~. 

Nunmehr untersuehen wir zun~ehst den Index 

( I 3 3 )  

o,, A (~, ~) / 
/ 

r (~} = y ;  ~g ~ B (e, ,~) l a  = o~ (e)' G} 
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wobei die Summation fiber alle diejenigen Kurven & = 0,(q) des K.V.  {3} erster 

Ordnung zu erstrecken ist, welche yon ungeradem Vielfachheitsgrad s~ sind (vgl. 

Definition 1V, w 4), und behaupten:  der K.V.  {~} erster Ordnung ist yon zweiter 

Art  (ira Sinne der Definition u  w 6). 

57. Um diese Behauptung zu beweisen, haben wir nach Definition VI, w 6, 

nur  zu zeigen, dass 2B(Q, &) und damit wegen (I32) aueh 2 B ( o  , &) genau ein 

einziges ]~Ial das Vorzeichen wechseR, wenn ~ = 0,(Q) alle Kurven des K. V. {5} 

durchl~iuft. 

Nach der Substi tution 

0 : o ~ ,  &:oPto~ 

ergibt sieh offenbar aus Formel (I3I) (vgl. aueh Formel (34), w I, und (49), (50), 

(54), w 3) 

lim 2/? (o a, aPt w) + , q Ft. o (w) 
~ o c , ' t -q-pt  -" Vo f l ,  o (~)  + l) t  0 ,  

(I34) 
* O) -----Vo + f t ,  o( ) (wegen (4 I) w 2 und (80) w 8). 

Andererseits ist aber nach Formel (I3o) 

(I35) 

d. h aber, dass 

lira z B (o a, ovt 3) 
o~o ~ _ ~ _ , ~  -~ ~,o + f~*,o(~) = o 

f : , o  (~) = - ~'o =~ o,  

und damit wegen (8I), w 8, und wegen Ft, o ( a )=  o aueh 

f~,'o (~) h - p ,  .~. 
pt a 

ist. 
Jetzt  l~sst sich aber mit  Riicksicht auf den Fundamentalsatz fiber die Exi- 

stenz und Eindeutigkeit  impliziter Funkt ionen leicht zeigen, dass eine und nur  

eine Funkt ion ~ (a) existiert derart, dass gleichzeitig 

/~ (o a, apt ~ (a)) = o, lira $ (o) -§ ~; 
f f ~  0 

denn es ist mi t  Riicksicht auf (I34) 

l i m  o 2 ~ (o~, o~ ~)  ~ A o*' (-)~ + o .  
a ~  0 0 69 O l t - -q - - -P t  

(o ~ o; 
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Das bedeutet  aber, dass naeh Wahl  eines hinreiehend kleinen positiven e das 

;Reeh~eck t) -- e ~ co =< ~ + e, o ~ a ~< c~ tier a, ~o-Ebene dureh die Kurce  co ~ r5 (a) 

in zwei Teilgebiete zerlegt wird, wobei in jedem dieser Teilgebiete die Funkt ion  

/}(a~, aPt w) yon einerlei Vorzeichen is~, andererseits ihr Vorzeiehen nur  beim 

tJbersehreiten der Kurve w = ~5 (o) weehselt. 

Es seien jetz~ 

die si~mtliehen Kurven des K .V .  {~} erster Ordnung der GrSsse naeh geordnet, 

so wie es in Absehni~t 2i  Formel (57), w 4, besehrieben is& D~nn exisgiert 

offenbar ein zwisehen v x und v~ gelegener Index %, derart  class naeh Wah l  eines 

hinreiehend kleinen d 

> ; far < ] 
= o < a < d .  / *Qv(q) < ; ( g )  f i i r  y ~ v 0 -1- 1 

Berfieksiehtigt man ausserdem noeh die Sittze fiber die Lage der Nullstelle 

;~ yon Ft, o(co) aus Absehni~t 43, w 8, so ergibt sich aus der soeben bewiesenen 

Eigenschaft  der Funk t ion  (5(a) (vgl. auch Formel (I3o) und (I35)) 

(I36) sg 21)(o q, aPtg2,.(a))= 

_ [ sg (% + ft*,0 (5 + e)) = sg.D~.0 (8) fiir v~ ~ v =< % 

-tsg( 'o "* = = +/t,o,cc -- s),) = sg ro = --  sg ft*,o (5) fiir % + I < v < v~. 

Die Beziehung (i36) liisst aber unmit te lbar  erkennen, dass der K .V .  {~}, wie 

oben behaupteD, von zweiter ArD ist, und es folgt  ferner  aus (I33) und (I36) 

, / o  (I37) i{5} = Z ' s g  ~,. ,~,r*0(~' ~0~"~ ~ ~ 0 " ( O ) +  ~ so. 
F o 

hierbei ist die Smnmation ebenso wie in (I33) nur  fiber diejenigen Kurven 

= 0,, (~o) zu erstreeken, welehe zu einem u~gerade~ Vielfaehheitsgrad s, gehSren. 

58. Nunmehr  w:,ihle man, unter  e eine positive kleine Zahl verstanden, 

v . 2 ~ v l +  ~ Z~hlen ~,, v l=<v=<v2, die Mle im Interval l  ; ~ + ~ > ~ , ~ > c } - - ~  gele- 

gen sind, derart  dass 

(138) k + ~ > & , > ~ , . , + l > . . . > ~ , . o > ~ > 5 , . o + l >  - ' > & . > 5 - e  
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and  bestimme 

dingungen 

(~39) 

P t  ^ 

zu diesen Zahlen ~ Kurven O = 0~ ( e ) =  a;[ Y2, (a) welehe den Be- 

lim ~2~(a) -+ ix,., ] ~ ( a ) -  t2~.(a)] < e 

[ ~,Qv,--1 (0) > he, (0") > ~r~,,,+l (0) ~> ' '"  > ~'o (0) > r (if) > b,o+l ({~) > " ' '  
> h~, (~) > a, ,+ ,  (o) 

geniigen. Ferner  konstrniere man eine Funkt ion A(Q, ,,~) indem man in der 

Produktdars te l lung (57'), w 4, des Koeffizienten A(Q,;~) die Funkt ionen  0,.(Q) 

fiir vt G v G ~.~ dureh die entsprechenden 0(Q) ersetzt. 

Indem man die al ternierende Grundeigenschaf t  (6o), w 4, der Summen (I33) 

heranzieht,  iiberzeugt man sich leicht davon, dass 

(I 4 0 )  s g  0 &'% e = 0~ (e) =-- Sg 0 O's~ ~ = 0 ,  (0) = = - 

Endlich setze man entsprechend Formel  (I33) 

/ 
(141) ~{&} = Z'sg O ' ~ " " Z /  

. , ~ .  2B(e, a)/a=~.(e) 

Da ausserdem nach Formel  (I34) in Verbindung mit  (138) und (I39) 

(I4 2 ) 
* o 

_ [ ~ A o  (~) far  ~, _-< ~ ; ~o 

- i ~ g  ~'o = - s g  f ; : o  (~) f a r  ~'o + ~ <= ~' < ~'~ 

ist, so folgt mit  Riicksicht auf (I37), indem man in Formel  (14 I) fiir 

bezw. sg z B(~, ~@) ihre Werte ~us (I4O) und (~42) ei~set~t 
^ 

(I43) i{a} = / { a } .  

59. Es seien jetzt  &(~) ( z -  I, z, . . . ,  %) alle positiven Nullstellen yon 2~), o(~o), 

fiir die 
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Vo + ft*,o (a (~)) ---- o 

ist u n d e s  bezeichne ferner A (Q, ~) die Funktion, die man erh~lt, wenn man in 

der Produktd~rstellung (57'), ~ 4, alle diejenigen Funktionen 8~(Q), ffir welehe 

Pt 

lira e-- q 0~ (•) -~ ~(~) (• = I, 2, . . . ,  Zo) 
Q~0 

durch geeignet gew~ihlte Funktionen ~(Q) mit den in Abschnitt 58 Formel (138) 

and (I39) geschilderten Eigenschaften ersetzt. 

Nunmehr sei i pt der Index des K. u t bezogen auf eine Differential- 

gleichung der Formel (5), bei der an die Stelle der Koeffizienten A und B die 

Funktionen A und B treten. Dann ergibt sich wegen (143) 

(144) i , = i  ~t -- i{a (~)} + ~ i{a (X)} = i  pt �9 
;~=1 xml 

{§ 
Nun hat aber der auf ~i und B bezogene K.V.  pt die gleiehen Eigen- 

sehaften, wie der in w IO behandelte K.V. der Ordnung Null yore Normaltypus 

III .  Denn, ist wieder v~ die Konstante, die den Bedingungen (I IS) , ~ IO, geniigt 

und B* die mit Hilfe yon v~ abgeiinderte Funktion B des Absehnitts 51, w lO, 

so ergibt sieh aus der in den Absehnitten 52, 53 und 54 entwiekelten Sehluss- 

kette, entspreehend der Absehiitzung (II9) , w IO, 

(I45) i{p,} >= + 
^,  -}- I 1 

wobei i lPtf den Index des auf die Differentialgleiehungskoeffizienten 

k und z a *  = 2B*(Q, 0 ~) + q- A (e,~) (vgl. Formel (131)) 
pt ,9" 

bezogenen K.V.  pt bezeiehnet. 

Wenn men jetzt mit der in Formel (138) und (139) auftretenden GrSsse e 

{§ {+} 
zur Grenze e-~ o iibergeht, so bemerkt man leieh{,, dass dabei ~* pt in i* pt 

iibergeht, unter i ' { ; t }  den Ausdruck (IIT)i l l  w I0  vers tandeYl .  D a a b e r  ~*{p,} 

bei abnehmendem e unver~tndert bleibt, so ist 

^, + + 



Mit den Beziehungen (I44), (I45) und (I46) haben wir nun aber ein Gegen- 

stiick zu Satz 7, w IO, bewiesen, n~imlich den 

{ + } 
S a t z  7 a :  Der K. V. pt (t ~ 1) sei yore allgemei)wn Typus I I I ,  d. h. es werde 

m~r L = It - q - - p t  vorausgesetzt. 

Dan~ ist 

(I47) i pt ~ pt ; 

{+1 hierbei ist i ~ Pt der Index ei~es in Absehnitt 51, w IO, definierten K.  V. der 

Ordnung Null  von erster Art .  

E ine  entspreehe~de Abschdtzu~g dutch den Index eines K.  V. yon erster Ar t  

gilt fiTr i{pt},- - wenn der K.  V. {pt} vom T ,~us  I I I  ist, d.h.  wenn fiir den K.V.  

60. Um endlich zu zeigen, dass die Abschgtzung (I47) auch fiir den 

K.V.  {Po} gil~, wenn {Po} vom allgemeinen Typus I I I  ist, beriicksichtigen 

wir, dass (147) in Abschnitt 55, w IO, im Falle des Normaltypus I I I ,  d.h. wenn 

Vo + W~o,~ # o, bereits bewiesen wurde. Is t  nun andererseits 

VO -~ Wmo, 1 ~ O, 
so folgt 

S g  v o z  - -  S g  Wmo, l. 

Bestimmt man nunmehr eine GrSsse ~o,,* die den Bedingungen (I IS) , w Io, 

geniigt, so hat man wieder 

.$ sg (v* + W~o, ,) = s g  v~ = - s g  W.,o, 1 
und mithin 

Wmo, 1 __  I .  (~4s) i* {po} = sg , .  
Z, ~ 2ff ?Z!.~0, 1 

Andererseits ist aber, wegen ko----I 

A., (Q, a )  / _> - ~, 
(I49)  i {/90} --- sg  ~-B~o,  ~ i / , . 9  : o - 

und dami~ ist die Absch~tzung (I47) des Satzes 7 a auch fiir den K. V. {Po} vom 

allgemeinen Typus I I I  bewiesen. 



224 Hans Ludwig Hamburger.  

w ~2. Der Index der Gesamthet aller K u r v e n v e r b a n d e  de r  Ordnung Null 

yore  Typus I und vom Typus III. 

61. Den  Be t r ach tungen  dieses P a r a g r a p h e n  schieken wh- den Beweis eines 

e infachen  Hi l fssa tzes  vor~us. 

Hilfssatz 1: H a b e n  die Zahlen lt, kt~ m~, p~ und q die in w I ause inandergese tz te  

Bedeutung,  so ist immer  
lt--i  - - p t - - 1  > tt ~ 19t 

ausgenommen,  wenn  ]ct--i~ I;  d a n n i s t  

I t - i  - -  j0t--~ : It - -  pt. 

Bewei.q: I n d e m  man beri icksichtigt ,  dass die in Gleichung (36), w I, einge- 

f i ihrte  Gerade  der z, ~-Ebene dureh die beiden P u n k t e  z = kt, # = ,tt und z : kt-1, 

kt = m t - i  geht ,  erh~lt  man  fiir It die beiden Ausdri icke 

es ist  folglich 

(I5o) 

q ( ~  - -  I + m r - l )  + pt  k t - 1 ;  

[ l t - -1--_~) t - -1  = q  ( ? ~ -  I Jr D~t--1)'~ ~)t--1 ( ] Q - - 1 -  I), 

und hleraus  ergibt  sich durch  Sub~raktion 

(lt--1 - -  _])t--l) --- ({t - -  ~)t) = (Pt--I  - -  ~)t) (]Q--1 - - I ) .  

Mithin  ist, da nach  Forme l  (30), w I, l~t-a > pt 

[t-1 - -  l~t-1 ~ h - -  lot, 

wobei das Gleichhei tszeichen nu r  gilt, wenn kt-1 = I, was zu beweisen war. 

62. N u n m e h r  sind zwei F~lle zu unterscheiden:  

1. Fal l .  Stimtliche K . V .  der Ordnung  2~ull sind vom Typus  I I .  D tmn fo lg t  

aus Satz 6, w 9, berei ts  die B e h a u p t u n g  (~8) der E in le i tung  i ( o ) ~  - -  I, wenn 

ausserdem noch jeder  K . V .  vom Norm~l typus  ist. 

Is~ h ingegen  einer der uuf t re tenden  K . V .  vom a l lgemeinen  Typus  I I ,  d .h .  

h~t  auch nu r  eins der Po lynome  fi, 0(w) fiir I =< t ~ T mindes tens  eine yon ~ u l l  

verschiedene reelle Nulls tel le  der  O r d n u n g  ~ 2, so l~sst sicli m i t  unseren  his- 

her igen  Hi l f smi t t e ln  fiber i(o) noeh nichts  uussagen. 
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2. Fal l .  Nicht  alle K .V .  der Ordnung Null  sind yore Typus II .  

existiert  nach Hilfssa~z I eine Zahl t o ~ T, derar t  dass 

( I S I ) ~ It - -  q - -  pt ~ L, fiir o ~ t <= t o 

[ l t - - q - - p t < L  fiir t o +  I ~ t ~ T ,  

225 

[OaIln 

{+} {;,} die pt und vom Typus I I ,  wenn t ~ Q + I, hingegen 

i {to} ~ o, u, enn kto gerade 

Wmto" ~'to (I53) i{to} >= + I we~m kto ungerade u , d  sg --  + I. 
1'0 

63. Beweis:  Nach Hilfssatz i sind h5chstens die K . V .  pro , o und 

lP*~-l}, / ; t~ - l /  vom Typus I I I ,  w~hrend alle anderen vom Typus I sind. Man 

bestimme nunmehr  ffir die K. u sowei t  diese yore Typus I I1  sind, die Kons tan te  

vo*, die den Bedingungen (II5) , w Io genfigt, und konstruiere ebenso wie in Ab- 

schai t t  51, w Io, mit  dieser Kons tan ten  Vo* die Funkt ion  B*(e, ~). Aus den 

Beziehungen (7o), (73), w 7, und  (II6), w Io, folgert  man leicht, dass 

~Umto, kt o - -  
sg . . . .  

V0 

(~54) 

ist, und  zwar ffir 

{Po}, {;t},  {~} fiir 

yore Typus I sein. 
15 

sg  2 B ~ (q, 0, @) ~ sg  Vo 

alle Kurven &-~ 0~(Q), die zu einem der betrachteten K . V .  

I ~ t ~ t o gehSren, mSgen -diese vom Typus I I I  oder aber 

(I 52) kto ungerade, 

oder auders formuliert: es ist 

d.h .  aber es sind 

vom Typus I oder vom Typus I I [ ,  wenn t ~< t o. Wir  behaupten nunmehr :  es ist 

'~ ({§ 
i / p o } + E  i p, + i  _ > - - ,  

oder in Worten,  wenn wir abkiirzend mit  {to} die Gesamthei t  der K .V.  {Po}, 

1+} {;,} Pt , fiir I ~ t =< t o bezeichnen. 

Satz 8. Der I~dex i {to} der Gesamtheit aller K.  V. der Ordnung Null,  welche 

entweder yore Typus I oder yore Typus I I I  sind, ist >~ - -  I. Dabei ist eine not- 

wendige (aber nicht hi ,reiche,de) Bedingung dafiir, dass dieser I~dex seine, .MiM- 

malwert - -  I amdmmt  : 
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,+} {;,} Bezeiehnen wir mit  {to} die Gesamthei t  der  K. V. {Po}, ]pt , fiir I < t < t o 

und mit i* {to} den auf die Differentialgleichung (5) mit  den Koeffizienten A 

und B* bezogenen Index des K . V .  {to}, so ergibt  sich nach Satz 2, w 5, 

i* {to} = -  I, oder o, oder + I, 

da wegen (154) der auf  die Koeffizienten A und B* bezogene K . V .  {to} yon 

erster  Art  ist. 

64. Nunmehr  suehen wir, indem wir die Ausfi ihrungen des Abschnit ts  31, 

w 5, heranziehen, die genauen Bedingungen anzugeben, unter  denen i* {to} = -  I 

ist. Es babe, wie in dem zitierten Abschnit t ,  die Kurve  6~----0,,,((~) yon ungera- 

dem Vielfuchheitsgrad s,, die Eigenschaft ,  dass im Interval l  o < 0 < d 

(i55) 0,,@ > 0,(Q) 

ist, fiir alle yon 0,.~(Q) verschiedenen Kurven  0.~(0) yon ungeradem Vielfaehheits- 

grad s, des K . V .  {to}; ausserdem sei ~ -~ 0r > 0,.,(Q) (v', > vl) die auf  ~=O~,(q) 

unmit te lbar  folgende Stelle des Zeiehenwechsels der Funkt ion  A(Q, ,~), wobei 

wegen (I55) b~=0,.',(r dem K .V .  {to} nicht  mehr  angehSrt.  Endlich bemerkt  

man leicht, dass der K . V .  {to} dann und nur dann yon ungerader  Miichtigkeit  

ist, wenn kto ungerade ist. 

Jeiz~ ergibt  sieh fiir ungerades  kt~ unmit te lbar  aus den Beziehungen (66) 
und (67) , w 5, 

A (O, a) 
(I 56) i* {to} = sg B* (Q, O,, (q))' wobei 0,., (Q) < ,9 < 0~,, (Q). 

Igun ist aber offenbar mit  Riicksicht auf  Formel  (34), (35) und (37), w I', 

(I57) sg A (O, O) = sg Ft~ (0r ---- sg . '%, ~t., 

und hieraus folgt  weiter, indem man die Wer te  aus (I54) und (I57) in (156) 

einsetzt: 

{ i* {to} = o fiir gerades kt~ 

~l~mt~, kto (i58) i*{to} sg Vo ffir ungerades kto. 

Diese Beziehung gilt, wie man leicht einsieht, auch dann, wenn sich {to} 

nur  aus dem einzigen K. V. {Po} zusammensetzt .  
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55. Zerlegt man  endlich wieder die Gesamthei~ {to} in die einzelnen K . V .  

{+} {;,} {Po}, pt , , so ha t  man  

to �9 + 

t= l  

hndererse i ts  is~ nach Satz 7 a 

1+} 1+} 1;,} {;,} (159) i* Pt <=i Pt , i* ~ i  , 

{;} wenn die K .V.  t und vom Typus I I I  sind; ausserdem ist 

+ + 
( I 6 0 )  i*{pt}'= i { ~ t } ,  i*{pt} ~- i{~}, 

t + } wenn die K . V .  pt und  yore Typus I sind, da in diesem Falle offenbar 

wegen (154) und wegen (70), w 7, 

sg 2 B" (0, 0~(Q)) = sg 2 B(•, 0,(o)) = sg v 0 

ist. Ebenso erhi~lt man aus (129), w IO, (148) und (I49) , w I1, 

(160 i* {~o} ~ i {po}. 

Aus den Absehiitzungen (I59), (16o) und (161) ergibt sich nun  abet  

"({§ 
i { t o } = i i p o } + ~  i p ,  + i  >-- {to/, 

t~ l  

und damig ist mig Riicksicht auf  die Gleichung (158) fiir i ~ {to} der Satz 8 volL 

sti~ndig bewiesen, 

66. Zusammenfassend bemerken wir, dass aus Satz 6, w 9, und Sagz 8, w 12, 

das Ziel unserer Untersuehung,  n~mlieh der Beweis der Absehiitzung i ( o ) ~  -- I, 

unter  der Voraussetzung folgt,  dass siimtliehe auf t re tenden K .V .  der Ordnung 

Null  entweder vom Typus I oder yore Typus I I I  oder vom l~ormaltypus I I  sind. 

Treten aber unter  den K .V .  der Ordnung Null auch solche yore al lgemeinen 

Typus I I  auf, so s teht  uns zur Absch~itzung ihres Index nur  Satz 5, w 9, zur 

Verfiigung, nach dem 
+ 
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+ 

Hierbei sind die N Gr5ssen fl~ s~mtliehe positiven Nullstellen des dem K.V.  
[ ] + 

lp,  zu eordneten Polynoms 
+ 
N 

Die Untersuehung yon ~ i {fir} ist die einzige Aufgabe, die in den folgenden 

drei Kapiteln des Tells I I I  noeh zu 15sen ist. Dieses Problem ist abet schwierig. 

Naehdem in Kapitel I I I  mit Hilfe einer Enriquesschen Methode ein Algorithmus 

entwickelt ist, der einen rechnerisehen Zugang zu den K.V.  hSherer Ordnung 

erSffnet, wird in Kapitel IV zun~chst eine Reihe yon Siitzen fiber den Index 

gewisser K .V.  hSherer Ordnung mit speziellen Eigenschaften bewiesen. Dabei 

tri t t  ein ersehwerender Umstand auf. W~ihrend wir bisher fiir die K. u  tier 

{+1 Ordnung Null immer i pt ~> -- I zeigen konnten, gilt fiir die K. V. der Ordnung 

~, >_-- I n u r i  {a,, 4-i} ~ - -  2; und zwar sind leieht Beispiele zu konstruieren derart, 

dass der Index i{a,,).-1} seinen Minimalwert - - 2  wirklieh annimt. 

Der Naehweis der Abseh~tzung i pt ~ -- I aueh ffir solehe K.V.  der Ord- 

nung o, die vom allgemeinen Typus I I  sind, gelingt dann sehliesslieh im Kapitel V, 

w 28, auf Grund zweier Eigensehaften der K . u  erster Ordnung {fl~,}, die in 

Satz 7 bezw. Satz I8, Kapitel V, w 27, bewiesen werden: 

erste Eigenschas Es is~ immer i {fl~} ~> - - z .  

zwei te  Eigenschaft:  Es seien fl., und ~,, zwei unmittelbar aufeinan- 

derfolgende positive Nullstellen ungerader Ordnung yon f ,o  (w) derart, dass 

im Intervall ft.. < ~o < fie, hSchstens Nullstellen gerader Ordnung, aber keine 

_Nullstelle ungerader Ordnung yon J),o(W) gelegen sind; dann kSnnen die 

beiden Beziehungen 

i = - 2 ,  i - -  - 2 

nicht gleichzeitig bes~ehen. 
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t Vgl. auch Teil I u n d  Tell II dieser Arbeit mit dem gleichen Titel: Annals of Math. 
Wiihrend wit uns in dem vorliegenden Teil ]II auf den Teil I nicht mehr berufen, enth~ilt 

die Einleitung zu Tell II und der letzte Abschnitt in Kapitel II yon Tell II, d.i. Abschnitt 66, 
eine l)bersicht fiber die in Teil III  behandelten Probleme. 

Da der Teil III  sich unmittelbar an den Tell II anschliesst, sind die Kapitel, 1)aragraphen 
und Abschnitte, ferner die Siitze, Hilfss~.tze und Definitionen in Teil II  und Tell III  durchgehend 
numeriert, sodass bei den Zitierungen aus Tell II nut der Paragraph angegeben wird, ohne dass 
ausdrficklich die Bemerkung ~)aus Teil II) hinzugefiigt wird. 
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Typus III. 

Beweis des Hauptsatzes. 

Vorbereitende Bemerkungen iiber Kurvenverb~inde der Ordnung ~ i 
vom allgemeinen Typus II. 
Beweis eines Hilfssatzes. 
Der Index eines Kurvenverbandes der Ordnung ~ ~ vom allgemeinen 

Typus II. 
Die Kurvenverb~inde tier Ordnung o vom allgemeinen Typus II  und ihre 
Indices. 

K A P I T E L  I I [ .  

Einfiihrung des Enriquesschen Differentialoperators. 

w I3. Die G r u n d f o r m e l n  fiir den E n r i q u e s s e h e n  Operator .  1 

57. Es sei q)(o, ~o) eine analytische Funk t ion  der beiden Ver~inderlichen a 

und r Subst i tuier t  man  fiir w eine analytische Funl~ ion  co (a) und bezeichnet 

mit  ~o(~)(a), wie iiblich, die #-re Able i tung  von ~o(o), so ist offenbar 

d a~(o, co(o)) O a) ,O O o,' 
d o  - -  Oa  + oJ ~ : r ~(o), (o)), 

d ~ q) (a, ~o (o)) 
- -  ~ n  (G; O) (G), (0 '  (G) . . . .  , r (n) (G)), 

d G n 

unter  q>, einen passend konstruier ten Ausdruck  verstanden, und es ergibt sich 

welter 

(i) d n+l q) (a, eo (0)) __ 00r~  
d o  n+ l O G 

Man setze nunmehr  

+ ~ w(.+l), , 0 q)n (m o ~  = ~ , + 1  (o; o / o ) ,  ~ ( ~ ) , . . . ,  ~<,+1)(o)). 
qv=0 

(2) ~0 = ~ (o), ~ ,  - , !  

und fiihre die folgende Reihe yon Differentialoperatoren ein: 

1 Dieser Paragraph enthiilt einen Bericht fiber den Inhalt yon Band II, S. 459--469 des 
Werkes yon F. ENRIQUES--O. CHISlNI, Lezioni sulla teoria geometriea delle equazioni e del]e 
funzioni algebriche. 
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(3) 

0 ~0=~ ,  
0 O , O _ O  + w _ _  

d x = O a + w  0co Oa Oco' 

�9 �9 ~ . . . . . . . . . . .  

0 " ~  0 0 " 0 
p 

0 60 ( 'v- l)  0 ff 0 f~'~--I Z J f g :  ~ + ~=1 0)(*') + V=IZ ~' O)r~ , 

d a n n  erh~il~ m a n  m i t  R i i c k s i c h t  a u f  d ie  R e k u r s i o n s f o r m e l  (I)  

d ~ m (a, ~ (r  

d a ~ 
- -  - -  d ~  d , - x  . . .  d i  �9 (a, ~o (a)). 

(4) 

M a n  i i b e r z e u g t  s ieh  l e i eh t ,  da s s  s ieh  d i e s e r  A u s d r u c k  aueh  in  d e r  F o r m  

d '  m (,,, co (~)) 
d a  ~ - -  ~." 0 ( 0 ,  o(~))  

s c h r e i b e n  l~ss~; d e n n  is~ tt e i ne  g a n z e  Z a h l  < ~, u n d  ~-i e in  A u s d r u c k ,  d e r  

n u r  you  a; ~o o, ~o~ . . . . .  co,-1, a b e r  n i c h t  m e h r  yon  oJ~, ~ot,+l, . . . ,  co,-x abh~ing~, so 

i s t  o f f e n b a r  m i t  R i i c k s i c h t  a u f  d ie  D e f i n i t i o n s g l e i c h u n g e n  (3) 

~ n  {~/z--1 (0"; (-00, fD 1 . . . .  , fD/.r = ,d. {~,(t--i (0"; O)0, s . . . ,  fD,e--1 ), 

A u s  d i e s e r  F o r m e l  f o l g t  a u c h  u n m i t t e l b a r  

(5) ,d~ �9 = d,"~, @ f i i r  n =>/~. 

E n d l i e h  se tze  m a n  n o c h  

x,~ m = ~ o  m = m (a, ~ (a)) 

(6) o~ ,~ (,,, ~,)/ 

68. W i r  s t e l l en  j e t z t  d i e  w i c h t i g s t e n  F o r m e l n  z u s a m m e n ,  d ie  H e r r  E n r i q u e s  

1. c. e n t w i c k e l t  ha t ,  u m  m i t  d e m  D i f f e r e n t i a l o p e r a t o r  . 4 ,  b e q u e m  r e c h n e n  zu kSn-  

nen .  S ie  w e r d e n  f i i r  u n s e r e  w e i t e r e n  U n t e r s u c h u n g e n  yon  g r u n d l e g e n d e r  Be- 

d e u t u n g  se in .  

D u r c h  Sch lu s s  yon  Z a u f  Z + I b e w e i s t  m a n  l e i c h t  1, da s s  

1 1. c. Fussnote S. 230, S. 462--463 . Der Unterschied zwischen Formel (7) unseres Textes und der 
EYRIqVEsschen Formel (III) auf S. 463 erkl~rt sich daraus, (lass nach Formel (2) unseres Textes 

Y~ d~- Y gesetzt wird. r ~ ist, wenn wie bei ENRIQUES y , ,  ~ d x  ~' 
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A . _  x 0 @ 
0 A ~ @  ~ Oco t t 

(7) o ~ n t (~. - z)! (n >= ~ => z), 

u n d  h ie raus  fo lg t ,  i n d e m  m a n  F o r m e l  (7) x-mal  h i n t e r e i n a n d e r  a n w e n d e t ,  

z/n--~ ~ ,.~ 
/z __ 

(8) o .,~ ,~! - ~ - - ~ .  V),. f ~ r  , ,  - ~ z __> o 

o f i ir  n - -  ;( I < o.  

N a c h  e in igen  w e i t e r e n  R e c h n u n g e n  ~ e rg ib t  s ich fi ir  o ~ 1 ~ / ~  - -  : die f u n d a -  

m e n t a l e  E n t w i c k l u n g s f o r m e l  

[0~+ 2 

n! = ~ '  O o  I h! ~:! z~! (9) 
~e 

Y*~--I ! 

H i e r b e i  is~ gese t z t  

( IO) X = x~ + ~ + ..- + ~,_x, h ~ n - -  (x~ + 2 z~ + . . .  + (/~ - -  s 

a u s s e r d e m  is t  die S u m m a t i o n  au f  de r  r e c h t e n  Sei te  yon  (9) f iber  al le  d i e j en igen  

W e r t e s y s t e m e  x,, z~ . . . .  , z ,_z  zu e r s t r ecken ,  f i i r  die  h ~ o wird.  

Speziel l  f o lg t  aus  (9), i n d e m  m a n  1 ~ / ~ -  : se tz t  ~, 

A~ ~ ~ as A . . . .  q) co 

~=o , - 1  - x ) !  ~! 

u n d  h i e r a u s  e rg ib t  s ich wel te r ,  i n d e m  m a n  t-real n a c h  w~ differen%iiert ,  

( :2) O' J "  cP ~ O ~ # ' - ~  ~ ~o~-~ 
0 ~ ;  ,~, 0 ~ ( n -  ~), (~ - ~1, 

�9 x ~ e  , u - - 1  " " 

Setz~ m a n  a n d e r e r s e i t s  in (9) 2---~ o u n d  ber i icks icht ig~ die Def in i t ionsg le i -  

c h u n g e n  (6), so e rh~ l t  m a n  3 

1 1. e. F u s s n o t e  S. 230 , S. 464- -468 ,  vgl. i n sbe sonde re  Fo rme l  Vl ,  S. 468. 
1. c. F o r m e l  V, S. 455. 

8 I .c .  F o r m e l  VII ,  S. 469. E ine  (I3) seh r  i ihnl iche Fo rme l  i s t  be re i t s  angegeben  bei  S. F. 

LACROIX, Tra i td  du  calcul  diff4rentiel  et  du  calcul  in tdgral .  2. Aufl.  (I8:O), B& I, S. 315- -326 ,  

Bd. I I I ,  S. 629. E ine  besonder s  du rchs i ch t i ge  A b l e i t u n g  der  I, AcRoIxschen  Fo rme l  f inder s ich in  
e iner  Arbe i t  yon  U. AI~ALDI, Forme  i sobar iche  e c a m b i a m e n t i  di var iabi le .  Giorn.  di Mat .  di 
Ba t t ag l in i  3 a serie, Bd. 56 (I918), S. I - - 4 I .  Siehe i n sbesonde re  S. I 2 - - I  4. Vgl.  auch  dor t  die 
aus f i ih r l i chen  L i t t e r a t u r a n g a b e n  S. I3, F u s s n o t e  17, 
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u2 tox/~ ,~n~,do__ ~ __I 0 h+~do eo~'__ __~~ 2 ... ~* , 

wobei wieder z und h du tch  die Gleichungen (io) bes t immt sind. 

933 

w 14. Der  En r iques sehe  Opera tor  und die Koeff iz ienten der  

P u i s e u x s c h e n  Entwiek lungen .  ~ 

69. Die Funkt ion  do(a, to) mSge sich als ein Produk t  yon der Gestal t  

k 

(i4) do to) - -  l I  (to - .e.~,~l) �9 do* (,~, to) 

darstellen lassen. Hierbei  seien die t~  (a) beliebige, in einem gewissen Bereich 

o _--__Is I =< g konvergente  Potenzreihen mit reelten oder komplexen Koeffizienten: 

ao 

/*=O 

und @*(a, to) sei eine im Bereich o < la l  < 6, IoJI < ~ regul~re analytische 

Funkt ion  derarL dass O*(o, to) fiir keinen yon Null  verschiedenen reellen oder 

komplexen Wer t  yon w verschwindet.  Die Produktdars te l lung  (I4) far  do(a, ~)  

besagt  aber niehts anderes, als dass die zur Gleiehung do(a, co)~ o gehSrigen 

Puiseuxschen Entwicklungen gewShnliche Potenzreihen sin& Man bemerkt  leicht, 

class die in 1%rmel (44) und (46), w 2, eingeft ihrten Funkt ionen  dot(a, to) die yon 

do (a, to) ver langten Zerlegungseigenschaften haben. 

Unte r  den Kurven  to = ~ (a) greifen wir eine best immte Kurve  co = s 

heraus. Dann  verstehen wit  in diesem Paragraphen  unter  dem K . V .  [a~,,,] die 

Gesamthei~ der jenigen (reellen oder komplexen) Kurven  co = ~L(a), welche mit 

~ ;  (a) in den tt + I ersten Koeffizienten a;,o,  a~,,~, . . . ,  a~ , ,  i ibereinstimmen; die 

M~chtigkeit  des K . V .  [a;,,], d . i .  die Anzahl der in [a;,,] enthal tenen Kurven,  

jede ihrem u  entspreehend gez~hlt, werde gleich r s gesetzt. Often- 

bar ist dann ro > r~ > ..- > r ,  > . . ' .  Zum Untersehied yon den in den Defini- 

t ionen I I  und I I I  des w 4 auf t re tenden K .V .  {a;,,} werden somi~ hier aueh die 

komplexen Potenzreihen mit  beriieksiehtigt.  

i Dieser  P a r a g r a p h  enthf i l t  e inen  Ber ieh t  yon  ENRIQUES, 1. c., S. 469 - -474 .  
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70. Es gel ingt  nun t t e r r n  Enriques 1. c. mit  t I i l fe  des im vorigen Para-  

g raphen  eingefi ihr ten Different ia loperators  J ~  alle Gleichungen aufzustellen,  

welchen die Koeffizien~en a , , ,  der  Potenzre ihen  (I5) geniigen miissen. 

Wi r  formul ie ren  den Satz yon Enriques  zuniichst fiir /~ = o}  

I s t  der K .  V. [a;, o] yon der Mdchtiglceit  ro, so is t  a;, o eine W u r z e l  der Ord 

hung ro ~ n einer j eden  der ro Gleichungen in  co 

 L=o a- - -  ~-~-O f i i r  n ~ O ~  I~ . . . ,  r o -  I. 
0 a ~ ~=o 

E s  is t  m i th in  

O~+'~(a ,  ~o) / 
(16) ~-~a,~-:~- .o=o : o f i i r n  + z <= ro - -  I. 

fJ) ] t o - - g o  
Y,O 

Hingegen  is t  immer  

I 
q : O  69 eoro ~ =e~,o 

Aus (13) w 13 folgt  in Verb indung mit  Formel  (I6), wenn man beriicksich- 

dass dor t  wegen (Io), w I3, immer  h +  z ~ n  ist, fiir o ~ n ~ r o - -  I und tig~, 

fiir beliebiges /~ 

L/~ $/~=o --  o ident iseh in col, w~ . . . .  , o)~. 
! tO ~ a ~ ,  0 

71. Um den Enr iquesschen Satz fiir al lgemeine Koeffizienten a~,, 

lieren, setzen wir  

(I7) "0 = O, ~1 = 9"0, "# = Z r2 
/ t=0  

zu formu- 

un te r  r~ wieder  wie in Abschni t t  69. die M/ichtigkei~ des K. V. [a;. ~] verstanden. 

Ausserdem benutzen wit  im folgenden durcbgehend eine weitere abkiirzende 

Bezeichnungsweise:  

E s  sei F---- F ( a ;  r o, oJj, . . . ,  eat) eine F u n k t i o n  von ~ + 2 Verdnderl ichen.  D a n n  

schreibe man  k u r z  

(I8) [ F ] ,  f a r  F ( o ;  a,,o, (~,,1 . . . .  , " , , / ~ ) ,  

ferner ,  wenn 0 <= ), < I1. 

(19) [F],,Z(r w~+~, . . . ,  w~) oder auch e infach [/?'],.x 

f i i r  F ( o ;  a,,o, a , , 1 , . . . ,  a,,a, w~.+l, w~+2,. . . ,  w~). 

Vgl. ENRIqUES, 1. C., S. 470. 



72. 

8 a t z  y o n  ~ . n r i q u e s .  ~ 

der r~, Gleichungen in oJ/* 

(20)  [ J  nt* + x 
I- t* 

oder anders formuliert." Es  
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Dies vorausgeschickt, lautet der 

yEs ist a~,, eine Wurzel der Or dnung r~ --  z einer jeden 

ist 

H. n.@] ---~o fiir n +z< :n /*+1- -  
l 

und zwar gilt Gleichung (2I), 

mehr als die Gleichungen (20). 

Andererseits ist immer 

( 2 2 )  

auch wenn n < - - n , -  I ist, sie besagt mithin noch 

[ 0~" J " " O ]  4 =o. 

Suchen wir jetzt z/" �9 als Funk~ion yon 01/,+1, 01/*+2, 01/~+~. zu bestimmen, ~+X " " "~ 

wiihrend a = o ,  01o= a;,0, 0 1 ~ - ~ a ; , v . . . ,  01,= a;,v gesetzt isL so ergibt sich aus 

(9) and  (IO), w 13, 

~ *1 01; +1 01.+, 
�9 , ~  Xl, u 2 . . . .  ,X). k /~ 

Is t  jetzt  n ~ n / * + l -  I ,  80 f o o t  aus (2I), d~ andererseits wegen (IO), w I3, 
h+x_--<n_--<n~+~--I ist, 

( 2 3 )  [ z / ~ +  x (O]~. .-----  o identisch in ~0.+1,  01/,+2, . . . ,  01/ ,+,  fi~," 0 __--< n __--< ~/*+1 - -  I .  

73. 

druck L[z/'~,/* (D];,/*_ 1 an, den 

versuchen. 

Es ist 

( 2 4 )  [ ~ : ~ -  ). (~ ]V, /* - -  1 
n/*{ -- ~ '  

Wir wenden nunmehr  die Formel (9), w I3, noch einmal auf den Aus- 

wir als Funkt ion  yon w/*, 01/*+1, �9 .., 01/*+, darzustellen 

.]  o;, o +1 o;,++: 
O~ 1 h! P t /*-- ;X~! X~. XX+ll 

' Ygl .  ENRIqUZS,  1. c., S. 4 7 3 - - 4 7 4 .  
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Nun  folgt aber aus (IO), w 13 

(25) h + x < n~ 

andererseits ist wegen (2I) 

_ _ _ _  j h  
(~ r ~ Iz--1 

- -  (Z. 2 -~  X 3 ~-  "'" -~- Z ) . + I ) ;  

1 
O |  = -o  ffir h + z ~ n ~ - -  I t  

J 

Ausserdem versehwinden aber die Ausdriieke [z/~_~ O]~,,_~ fiir o < n ~ n~<_~-- I 

mi t  Riieksicht auf (23) identiseh in ~o,_~, und somit verschwinden die Glieder 

der Summe rechter  H a n d  yon (26) fiir n~ -- x < n~-~ --  I, d .h .  wegen (17) fiir 

X ~ V/x--1 + I .  

Mithin  erh~l~ man sehliesslich aus (26) die Beziehung 

~ = 0  - - I  

ident iseh in oJ., oJ#+l, . . . ,  Oil,+2. ]). h. abel-: 08 wird [~t2't~_ z ~ ] ~ , . - t  gleich einem 

Polynom in ~ vom Grade r~-l,  und h~ng~ gar  nieht  mehr yon w~,+l, oJ~<+2 . . . .  

~t~+z ab. 

Der Koeffizien~ des Gliedes vom heehsten Grade rv-x is~ hierbei wegen (22) 

gleieh 
I [ 0r~_l J'~,"-~ ~0] 

.._1, t0 . o  

Sind a~,o, a~.v "" ", ~  bereits bekannt,  so liisst sieh der Koeffizienta *',t* einer 

beliebigen Potenzreihe t2~(a), die zum K.V.  [ar geh6rL bestimmen, indem 

man den Ausdruek (27) gleieh Null setzt. 

[ J ' g  [ 
(26) L ~+~ ~]~,~--1 "~* 

X=0 

iden~iseh in %,, ~o~+i . . . .  , %~+~.. 

0) • X[ , < - z  ( , , .  - x)!J 

mi~hin sind in tier Summe rech~er Hand  yon (24) weffen (25) nur  alle diejenJgen 

Glieder y o n  Null  verschieden, deren Exponenten x~, x3 . . . .  , x~+z siim~lich ver-  

schwinden, und es erffibt sich aus (24) in Yerbindung mi~ Formel 0o), @ I3, 
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w i5. B e z i e h u n g e n  zwi sehen  den Ausdrt icken d '~ O, und d~99t. /* 

74. Es seien Ot(a, w) und 9t(a, r die in w 2 Formel (44) und (43) einge- 

ffihrten Potenzreihen. Ausserdem setze man ein f f r  alle Mal zur Abkiirzung 

(28) 9~; ~ cz~(a' w) ; f "  c9 eo ' 9D71 = ~,  (a, w) d w, fT-'t, o (w) = f t ,  o (oJ) d w. 

0 0 

Man substituiere jetzt in Ot (a, o~) und ~t (a, w) 

(~9) ,o = , , ( o ) = ~ ,  ,,,,o,~. 
#~0 

wobei die co~ zunEchs~ unbest immte Koeffizien~en sind. Dann wird 

#l 1o=0 w~. 

l:Iilfssat~. 2. F i i r  o = o ist  iden t i sch  in  Wo, w~, . . . ,  oh, 

(30) q ~ y  (z, + ,,) . ~ (1)~ + z) ~o~ o ~,~ ,,! 

Beweis:  Fiir /z ~ o fiihrt die Behauptung (30) auf die Gleichungen (40, w 2; 

denn nach den Definitionsgleichungen (6), w I3, ist 

/t'o ~ O&=o ~t~ ~ G = o  _ f~. ,  (O,o). 

Nunmehr  nehmen wir an, dass die Relation (3 o) bereits fiir ein festes /z 

bewiesen sei. Um unter  dieser Armahme Gleichung (3 o) such fiir # + I zu be- 

weisen, gehen wir von der Darstellung (II), w 13, aus: 

d "  OJo= o ~ O" d ,'-'~ OJ,,= o ~o" 
( 3 I )  q t t t + l  - -  ~t _ u + l  

~! - -  q 0r ( n - -  x)! z! 
x=O b ~ 

~ ~Ft/o=O #+1 

2=0 
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~ ( (  COg Og COg Og CO" Og 
,+1 (pt + g) z g+l ( 3 1 )  = It "~ ") ~ 1  Oft} ~ X X] OCO g ~! OCO g 

g=O ~ g g 

COgg-I-1 s --0 g+l_ _ ~ d"--gbe ~0//r =o 

, : , - g  COUg+I 0 g d ~  ~t/(~=o g--1 ,It n--g COg + 1 

: (lt + n) ~o0-~ ~1, - -  X)[ 7s - -  (~gt 27 ~ + I)O)g+l Z OCOg ( .  - -  Z)[ (Z-- 1)[ 

. o +  og : - g   ,t=o co" 

Beriicksichtigt man noch, dass nach Formel (I2), w I3, 

0 d : + l  ~t - -  ~ Og dn--x/~ ~0 t COx--lg+I 
oco,+l ,! / '  oco.(, ~)! (~-1)! u=l t t 

is$, so folgt  aus (3I) in Verbindung mit (II), w 13 

q g + l  - -  (lt  + n)  tt+l 0 g+l 
n! n! ~ (pt + ~)co~Oco2 n! 

2=0 

Damit ist die Behaupt~ung (30) vollst~ndig bewiesen. 

75. Die Beziehung (3 o) formen wir urn, indem wir auf 0 d~'qDt Formel  Oco~ n! (7) 
aus w 13 anwenden, und erhalten so schliesslich (vgl. auch die abkiirzende Be- 
zeichnung (28)) 

n d n  ~t/a=o g n--.~ ' 
(32) qs176 g.! ~ (p~+~)~ ( . ~ ) !  

2=0 

iden~isch in COo, to t . . . .  , cog. 

Endlich ergibt sich nach leichter Rechnung aus (3 2) fiir alle x > I 

0g ~A a~L=o (33) qb~ .! 
/x 

" ; "   L=o 
- (it + .  - ~ (p~ + #)) o , : - '  (n - t~)! 

Ix 

c9 x n--~ ' ~t/~=o 
- F ,  (pt  + X) o . 2 ~  (n - ~)! 

2=0 
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76. Dureh  wiederhol te  Anwendung  von (32) gelungen wir zu einer  neuen  

Relat ion,  die fiir die Un te r suchungen  des fo lgenden Kap i te l s  yon g rund legender  

Bedeu tung  ist. 

H i l f s sa tz  3: D u t c h  ein Sy s t em  yon .Rekursionsjbrmeln f i i h re n  w i r  ein Sy s t em  

ra t ionaler  F u n k t i o n e n  der Verdnderl iehen too, w ,  . . . ,  %, ein, indem w i r  setzen 

( 3 4 )  a '~ = 

(Pt + x) oJx ./Q;ir I ~ x =< ,u 
pt  r 

(pt + ~)oJ~ 

o fi '/r z > ~ t +  I. 

D u t c h  diese Bez i ehungen  s ind  die F u n k t i o n e n  a .~ fiir alle tz > :, x > I, Z > o 

bestimmt.  Wei te re  E igenschaf t en  dieser F u n k t i o n e n  werden in Hi l f s sa tz  4 dieses 

P a r a g r a p h e n  zusammenges te l l t .  

F e r n e r  setze man  

(36) ~ o lt + n ~ . _ lt + n - -  z 
�9 pt Wo ' " pt  Wo a ~ - l ,  1" 

D a n n  ist ,  wenn  man  wieder  f i T r  oJ die 1)otenzreihe (29) subst i tu ier t ,  ident i sch  in  

o% ~ol, . . . ,  %, f i i r  o <= Z <= n 

~tlo=o + q i ~, . ~___t /a=o|  
(37) nl Pt'~o ~ n i  + ~/ ' a : _ , , ,  ( " -  ] 

"~-~ Wtl~=o'~ / ~' A'-~'-~ 9;/,,=0 

Hierbe i  ist  A ~-~-~ ' !?t = o zu setzen, wenn n - -  ~ - -  z < o wird. 

Mi th in  erh~lt  m a n  aus (37) fiir ~ = n 

p 

~ ~ ~ t ' t l ~ = O  (38) + + <_ , ,  , . - - o | =  ( . _  :,), �9 
~Ots 0 ~ T~! X=I 1 ( 9 2 -  X)! / ~=0 ' " 

I n  dieser Beziehung kann  bei dem Opera to r  J ' - *  nach  Forme l  (5), w 13, /x / z  

durch n -  z ersetzt  werden,  wenn  n - - z  < / x  ist. 
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Beweis: Ftir ~ = o s t immt die Behauptung (37) mit  Gleiehung (32) wegen 

(34) und (36) iiberein. Unter  der Annahme,  dass Forme] (37) fiir ein festes ), 

bereits bewiesen ist, addieren wir zu (37) die aus (32) folgende Gleichung 

H._z_1 ~ / 
~;-~'-~ aV~176 = ---a~:'~ (lt + ,, -- ~ --  I) '~ ,,~=o 

q a~.,, ( ~ t - - X - -  I ) !  ~)tto 0 ( . - - X - -  I ) !  a "Dr too 

zJn--),--1-- x ~ ' /  \ 

Hn--~'--lt~ 9Dt/~ = o ,~ 
~ bn~ ~.+ 1 ( , , - x -  i)! a,..1 i1! 

"~- i ).+1, X - -  - -  ~ - -  I Z)! 

wegen (35) und (36). Naeh Ausffihrung der Addi t ion erkennt  man unmit telbar ,  

dass die Gleichung (37) auch fiir s + I r ichtig ist, und dami~ ist ttilfssa~z 3 

vollstRndig bewiesen. 

77. lffilf.qsatz 4: D a s  d u t c h  die  Gle ichm~gen (34), (35) u n d  (36) def in ier te  

S y s t e m  der  F u ~ k t i o n e n  a~, ~ u n d  b~, ~ ha t  die  beide~ E igenseha f t en . "  

I. L~t 2 + z <=tt, so hdng t  a~, ,  n u t  vo~ too, t o , , . . ,  to*+~, ab, u~d  es i s t  f i i r  

j edes  t t  >= z + )~ 

(39) 

2. E s  i s t  

(40) 

a] ~, = a ~+~ ide~ t i s ch  i n  too, to J, w~+a. 

(pt-Jr- ~)Ca)/, -t- [too, t o 1 , " ' - ,  to/z--l] 
aT" ~--~ - -  .Pt too 

( 4 i )  - -  + , , -  + ,~ - -  - -  p~ tog to~ + [too, tol, . . . ,  to~--l] f i ' i r  I <= z < tt 

u n t e r  [too, to,, . . . ,  to~--l] e inen  A u s d r u c k  ver s tanden ,  der  n u r  yon too, to1, . . . ,  to~-~, 

abe t  n i c h t  m e h r  yon to~ abhh'ngt.  

Beweis der Eigenschaft 1. Die Richt igkei t  der Behauptung  folgt  unmittel- 

bar aus (34) fiir J, = o, I ~ z N re. Unter  der Annahme,  class die Eigenschaft  1. 

fiir ein festes ,~ und I ~ x = < r e -  ~ bereits bewiesen ist, schliesst man aus 

der Rekursionsformel (35), dass diese Eigenschaft  auch der Funkt ion  a[+l,~_ 1 

(I =< z =<- # -- ~) zukommt. 
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Beweis der  E igenschaf t  2. Nach (34) ist  die Behauptung  (40) fiir x = o  

sicher richtig. I s t  (40) bereits fiir ein festes • bewiesen, so folgt aus der Re- 

kursionsformel (35) die Richt igkei t  von (40) auch fiir z + I wenn x + I ~ / x -  I 

ist. Damit  ist Formel (40) bewiesen. 

Andererseits  ist nach der Definit ionsgleichung (36) 

l t + n - - z  l t + n - - z  
b ~ -- a~ -- a~ 

n, x p t  030 x- - l ,  1 pt 030 x-- l ,  i 
fiir z < ~t wegen (39) 

und nunmehr  folgt  die Behauptung (4~) aus (40). Dami t  ist Hilfssatz 4 voll- 

stgndig bewiesen. 

w ~6. Beziehung zwischen den Ausdriicken A ~ t  und A "~ % 

78. Es sei tpt(a, 03) die in Formel  (53), w 3, eingefiihrte Potenzreihe. Um 

die Beziehungen zwischen den Ausdriicken d ~  t u n d  ~ "  9~t aufs~ellen zu kSnnen, 

f i ihren wir ein System yon Kons tan ten  ein. Wir  setzen 

(42) e. = (lt + pt + n) z --  q2 

(43) e,,.~ = 2 (pt  + tt) (lt + n - -re)  + (Pt + tt) ~ 

(vgl. die Formeln (56), w 3, wo bereits en und e,,0" definiert wurden). Offenbar 

ist e,~ > o ffir jedes ~, d~ bereits die Zahl l t - - q  nach ihrer Definition in Ab- 

sehnit~ 15, w I, immer  positiv ist. 

Zwischen diesen Kons tan ten  bestehen leieht zu verifizierende I~tentit~ten, die 

wir im folgenden heranziehen werden. Es ist niimlich 

(44) c , ~ - h - - h c , ~ - h , , ~ + h ( h - - I ) ( p t + t t ) ~ ' = c , ~ - - h c ' ~ , t ~ + l + h ( h - - I ) ( P  t + l t +  I)2, 

(45) C,,--h, ~ - -  2 h (Pt + ~ ) (p t  + z) = on, ~, - -  2 h (pt + tt + I)(pt + x). 

79. Indem wir die abkiirzenden Bezeichnungen aus Formel  (28); w 15, be- 

nutzen, formulieren wir den 

Hilfssatz 5: Se t z t  m a n  in ~t((l, 03) u~d qgtl(a., to)die GrSsse to gle ich der  

Po tenz re ihe  (29), w I5, so ist  f i i r  a = 0 ident i sch  in  03o, 03~ , . . . ,  03~ 

, , !  - ( p , +  03.03 .. e03.003~ .!  
x ~ 0  x = 0  ,~=0 

16 
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Beweis: Fiir t t - ~ o  laute t  die Behauptung (46) wegen der Definitions- 

gleichungen (6), w 13 

to 

~7 ~J-~'~lo~o- c ~ - c , ~ , o ~ , ~  + p ~ b ~  .7o~ ~(~,~)/o.=o~, 
0 

d . h .  aber mi t  Riicksicht auf  Formel (43), w 2, und (53), w 3 

g~. ~ (o,) = c~ A ,  (~,) d o~ - c,~.o.,A ,, (~') + ~ ~' A ~ (~'), 

0 

und diese Formel  s t immt  mib der bereits bewiesenen Gleichung (55)aus  w 3 

iiberein. 

Da somit die Behauptung (46) fiir t~ := o r ichtig ist, ha t  man diese Ident i t~ t  

nur  noch fiir tt + I unter  der Annahme zu beweisen, dass sie fiir ein festes 

t~ gilt. 

Wir  setzen vorfibergehend zur Abktirzung den Different ialoperator  

x = 0  x=O A=0 

Dann wird nach Formel (II), w I3, 

d '~ ~Pt/,~=o O h A '~-h ~Pt/~=o r 
(48) .+1 __ ~ ,  

n n--h  ~ t l / ~ = 0  {Dh 
- ~ - Z  D~J~n~ ~'+~ (hath ro rme l  (46 )und  (47)). 

h=o --  h)! h! 

Nun formen wit  zunSchst den Ausdruck (47) fiir Dh urn, und zwar ergibt  

sich 

O h ~ 0h+l ~ ~ 0~+2 

t~ u~O /.e z=-O J.~O 

Oh ~ 0h+l 

# x~O 

O h 

+ h ( h - -  ~)(vt + ~)~ o~,h 
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~ h  

= ( c , - -  hc , ,~+l  + h ( h -  I)(pt + tt + I) ~) 0eoa 
t~ 

(vgl. Formel  (44)) 

--  Z (e , , . . - -  2 h ( p t  + tt + I)(pt  § z))eo~ a~o~o~o~ 
u=O /.t 

(vgl. Formel  (45) 

, ah+2 

+ ~ F, (p~ + ~) (p~ + ~) ~. ~ o ~ o ~ o ~ 
~=0  3.=0 

Subst, i tuiert  man diesen Ausdruck fiir den 0peru tor  Dh in (48), so erh$1t man  

d" ~Pt/,~=o lzq-1 

n! 

( ~ ~ ~ '~ 0 3 ) 
0 mz 

x = 0  u = 0  ).=0 

(49) 

/z _ # + 1  

0~o h ( n - - h ) !  h! 
h = 0  

n--h --1 0 h , d  ~t /.=o ~~ �9 /~+I  

~=i o~o~ ( n - h ) !  (h-~)!  

+ (~, + t, + ~) ~#+1 Z= ~ (,~- h)! (h-~)!  

Beriicksiehtigt; man noch, dass nach Formel  ( I i ) u n d  (I2), w I3 

~.] Oh d.--h wh-~ O~ A~ _ - I  g. C P t  1 /~+1 __ /z +1  (~t 

h = t  O0. )h  ( n - - h ) !  ( h - - t ) [  O(d)~._{. 1 72! 
t : O~ ] ,  2~ . . . )  

ist, so wird aus (49) 

/I,+1 - -  (~ 0 
n[  n - -  Z On, x (..Ou b ~ u  - -  C n , , a + l  ~0!~+1 a (.O/z+1 

x=O 

u = 0  ) .~0  

+ 

~, 03 

u ~ 0  
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2 ' .+1  971 /a=0  

t*+l 0 .+1  ~+1 02 ) , i n  

= ~ , ~ - ~ , , , . ~ +  F, ~ (p ,+ ,~ l (p ,+z )~ ,~o~,~o~ ~ '~+~ 
u =O u= 02=0 

n! 

D. h. aber, dass Formel (46) auch fiir g -1- I richtig ist, und damit ist der Hilfs- 

satz 5 vollstindig bewiesen. 

80. Nunmehr formen wir die Gleichung (46) urn, indem wir auf 

, i n  ----1 02 , i n  ----1 
O ~ ~ t  u n d  l, ~vt . 

OoJ,, n!  O o~,, 0 eo.~ n !  

die Formel (7), w 13, anwenden, und erhalten so fiir e = o  identisch in ~o, 

0/1~ . . . ,  fO r 

, i n  94o'=0 ~ ~)t'-l/o=O " z ~  - u  ~gt/o'=O 
(50) /~ . !  - -  Cn * t  Z r O)z ( n - - x ) t  

t* ,1n--~--,Z ,.~'/ 
tz T t l a = O  

u=0 2=0 

Bilden wir endlich die Summe 

4" *t/,,=o " ,1 . . . .  r 
( .  - ~)! 

so ergibt sich, wenn man beriieksichtigt, dass nach Formel (32), w 15, 

, t"-" Ot/,,=o " "~"-~' 9t/o=o 
- . ( n - z ) !  

~ 0  X=0 

- E (p, + ~) (p, + z) ,o~ o~ ( .  _ . -  i)! 
u~0 ~.~0 

ist, aus (50) 
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(5 I ) z:~7 * ID4a=O It ,ffn--z (Dt/a= 0 
n! + q Z (Pt + X) ~~ ~n--x)!  

wobei 

~-- Cn 
, g, 

n!  E C,,,,OJx (n - -~ ) !  ' 
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~,~ = e . , . - -  (p ,  + ~)(t ,  + .  - ~) 

= ( p t + x ) ( l t + n - - •  ~ wegen (43) 

= (.p, + ~,)(z, + p,  + .) 

gesetzt is~. Ausserdem kann in (51) ebenso wie in der /dentifiit  (38), w 15, bei 

dem Operator J~-~ naeh Formel (5), w 13, t: dureh n - - x  ersetzt werden, wenn tt 

n - -  • ~ /~  ist. 

81. 

(vgl. auch Formel (69), w 7) 

w I7. Hi l fsbet rachtungen.  

Wir fassen eine bestimmte der in w I Formel (27) eingefiihrten Kurven 

o o  

(s~)  ~ = 0r (e) = o . ,  o .  (o) = . , ,  E . . , .  o .  (e = o~) 
/J.=O 

ins Auge. Da nach Formel (28), w ~, und (46), w 2, q)t(a, ~ ( a ) ) ~  o isg, so ist 

#--1 

2=0 

Nunmehr bride man nacheinander die Ausdriicke 

�9 . ,  ' �9 ' ~ , o - - = ~  1 : : ~  = (r , ,o  - , ) ~  A ~ , o - , ( ~ , , o )  

ferner setze man entsprechend Formel (I7), w 14, 

(53) n , , o = O , - , , l = r , , o ,  , , , ~  

auf die Koeffizienten a,,p. der Potenzreihe (52) der Satz von Enriques des w I4 

anwendbar. Somit geh5rt zu jedem der Koeffizienten a,,v eine Zahl r,.~, die 

die Miichtigkeit des in Abschnitt 69, w 14, eingefiihrten K.V.  [a,,~] angibt; 



246 

al lgemein 

Hans Ludwig Hamburger. 

1 ~ , ,  ~ 9~,1,, [ z ~ , ,  +,  q~,],, . . . ,  I~,~,  1+', ,  1-1 ~ , l , ,  

wobel das Zeiehen [ ], wieder die 

deu tung  hat. 

Es bezeichne ferner  l', diejenige 

durch die beiden Eigenschaf ten  

/ ' e r s t e n $  [H~ q~t]~ + o, 

(54) 
z w e i t e n s  [d~.' ~t]~ = o, 

definiert is~. e indeut ig  

schiitzung 

(55) 

[L/~*,z+~q~t], fiir o = < •  z - -  I, 

in Formel  (I8), ~ I4, angegebene Be- 

der Reihe (52) zugeordnete  Zahl, welche 

fiir o =< , --< l: --  I 

Hierbei  ist der  zu l', geh5rige Index  # du tch  die Ab- 

n,, ~ <= l', <=- n,, t~ + l - -  I, 

der zu n gehSrige Index ~ dureh die Abschfitzung 

( 5 6 )  .~,~. =< n =< .~, ~+~ - -  I 

bes t immt .  

Die zur Kurve ~ ----- 8, (q) gehSrige Z a h l  l: ist somit  gleich einer ganzen 

Zahl zwischen o und 00, und zwar ist l: ---- o, wenn 9~t (o, a,,0) ~-j~,0 (a,,o) =~ o; 
l: = = oo wenn [d~ q~t], o fiir a l l e n .  

82. Wi r  suchen jetzt  in diesem und dem folgenden Paragraphen  eine 

Reihe yon Hilfss{itzen zu beweisen, die das Ziel haben,  aufzuweisen 

r. in welchen F~llen man aus den Voraussetzungen (54) auf  das Ver- 

schwinden des Ausdruekes  [H~'q~|, schliessen kann, 

2. in welchen F~illen sich unter  den Vorausseizungen ( 5 4 ) d e r  Index  

in den Ausdri icken [H n 9~]~, [d~ qgl],, [d~ q~t~], verkleinern l{isst. 

Hifssat~ 6: Unter den Voraussetzungen (54) sei 

t 

l:>~ I, O - - < n ~ < / , - -  I. 

Bes t immt  man den n zugehb'rigen I n d e x  ~ vermittels der Abschgtzung (56), 

so ist  

] t~ t (57) Z zq~t = O  fiir n + x ' < n ~ , ~ + l - -  I .  
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B e d i e n t  man  sich f e r n e r  der i n  Gleichung (I9) , w I4, definierten Schreibweise,  

so ist  ausserdem f i i r  n ~ n,, ~+1 -- I und  f i i r  j ede  positive ganze Z a h l  t 

r j . .  ' 1  _ _  ^ (58) [d~+,~0~]~, ~. ~ t ~ q~tj,--,-, identiseh in  coa+l, oJz+2, . . . ,  o~+,. 

Beweis :  F i i r n  = o lauten die Behnuptungen (57) und (58), dn naeh For- 

me1 (56) aueh Z gleiehzeitig rail n verschwindeL 

d ~ 
(59) d~,~Ao(OJ)/m=C%,o---~--o f ~ r  O__---< g__--< 7~,~,,1 - I ,  

(6o) A~ ~o~/:=o -----[ago~;],----ft, o(a,,o) = o ident isch in w,, ~%, . . . ,  we. 
O)0~g~j 0 

(59) folgt  abe t  aus Formel  (42), ~ 2, wenn mart beriieksiehtigt,  dass naeh 

dem Satze yon Enriques  w 14, Abschnit~ 70. (vergl. Formel  (I6), w 14, und For- 

me~ (44), w 2) 
F (*1 (ct , ,o)~O ffir o < x < r ,  o - -  I, 

wobei nach Formel  ( 5 3 ) r , , o = n , , ~  isL. Wel t e r  folgt  dann Formel  (6o) aus der 

I)efini~ionsgleichung (6), w I3. 

UnLer der /knnahme, dass die Formeln  (57) und (58) berei~s fiir alle o < n  <;~,. 

unLer ~ eine feste Zahl < l ~ - - 2  verstanden,  bewiesen sind, suchen wit  zu zei- 

gen, dass (57) und (58 ) auch fiir n =  ~ + I rich~ig sind. W i t  unterscheiden 

zwei Fglle, je n~chdem ~ + ~ = n , , z  oder n,,~ + I ~ + z < n , , a + x - -  ~ ist. 

83. z. Fall: ~ - - - - n , , z - -  z, ~ +  ~ = n , , z _ - - < l ' - -  I, jL__> 1. 

Es ist nach Formel  (32) und (33), w 15, 

(6~) q~ , a),] ,  ,rua+,, ' 
(~ + I)! p, ~o (~ + 1)! 

und fiir z ~  I 

(62) q 0to I ~ - +  ]~. 

- ~ (P' + ~) ~ (~ + i - ~) 

= (t, + ~ + i - ,: (~,, + z))LO 0,~_ 1 (~, u ~ - - ~ i ]  - 
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Nach dem Satz yon Enriques Formel (2~), w ~4, is~ nun  aber wegen 

(63) o 

ferner  is~ nach Vorausse~zung (54) 

fiir ~ + ~ + x ~n,,~,+~ ~ 1; 

(64) [d~ ~vt], = o fiir alle n ~ h + I. 

Endl ich folgt  aus der Annahme,  dass (58) bereits f i i r n  ~ ~ bewiesen ist, 

(65) ~ ' " ' [J~ .  ~0t]% k--1 ~ [H~__ 1 99t], ~ -  O identisch in fox fiir a l l e n  ~ ~,, x --  I. 

Da somit hier [J~ ~] , ,  ),-1 gar nicht  mehr yon wx abh~tng~, so is~ auch fiir 

alle x ~ o 

(66) l Oh~,~ d~ ~9~1 ~ o identisch in cox f f i r n  =< n,,~ -- I. 
J * ,  k - - 1  

Setzt man die Ergebnisse aus (63), (64) und (66) in die Gleiehungen (6I) 

und  (62) ein, so folgt  wegen ~'~ + I = ,~, x 

_ _  i n +  1 (67) [ O ~  ~ 9v~ , = ~  fiir ~ +  I + x = < n , , a + ~ - - I ,  

und  damit  ist die Behauptung (57) fiir n ~ ~ + I bewiesen. 

Um jetzt  zweitens, entsprechend der Behauptung  (58), die ldent i t i i t  

(6s) D k :  ,=- [ " i  +' = o 

zu beweisen, gehen wir yon der Entwicklungsformel  (9), w I3, aus und  erhalten 

[ J ~ - b l  ~ 9 t ] , ,  ~. . .  - -  

x>--_l 

wobei h und x durch die Gleichungen 

(zo) 

best immt sin& Mithin  ist in der Summe reehter  I{and 

h ~ = ~ , ~ - -  ~ wegen x~> I 
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und hieraus folgt  mit  Riicksicht auf (66), dass ss Glieder der Summe 

rechter  H a n d  yon (69) verschwinden,  und damit  ist Formel  (68) bewiesen. 

84. 2. Fal l .  

~,,>,H;~Hn,.),+~--2, 4>_--0. 

Um auch in diesem Fall die Gleichungen (67) zu beweisen, gehen wir wieder 

yon den Beziehungen (6t) und (62) aus und bemerken unmittelbar ,  dass die 

Formeln (63), (64) und (65) auch jetzt  gelten. Ferner  folgt  aus der Annahme, 

dass die Behaup tung  (57) fiir o H n ~ ~ bereits  bewiesen ist: 

(7i) ~/ +i-,~; ~o fiir 
;~ + I + X - -  ~ <: n , ,  i - F 1 - -  I .  

Is t  aber  6 + I --  e H n,. ~ --  I, so folgt  (71) bereits aus (65). 

S e t z t  m a n  die  Ergebnisse aus (63), (64) und (7 I) in (61) uud  (62) ein, so 

ergibt  sich unmit te lbar  die Richt igkei t  der behaupte ten  Gleichungen (67). 
Auch im 2. Fall  folgt  die Iden t i t~ t  (68) unmit te lbar  aus der Entwicklung 

fd$+~ _,] . (69) fiir [ z+~ ~U~.~' denn es is~ wieder in der Summe rechter  :Hand 

(72) 

und zwar ergibt  

Riicksicht  auf  (7 o) 

A ~ 9  - ~ o  fiir • I, 

sieh fiir n,,x ~'h--<__ ~ + I die Gleichung (7 2 ) aus (7I), da mit  

h + x ~_~ ?~ + I H n , , , 2 + l - -  I 

ist, wiihrend fiir h H m, z -  I die Beziehung (72) ~us (65) folgt. 

Dami t  ist fiir jedes ~ der Schluss yon ~ auf ;~ + I fiir die beiden B6- 

haup tungen  (57) und (58) durchgefiihrt ,  und mithin der Hilfssatz 6 vollstfindig 

bewiesen. 

w ~8. F o r t s e t z u n g  der Hilfsbetrachtungen. 

85. Wi r  leiten jetzt  zunitchst zwei It i lfsss ab, die dazu dienen, den 

Index  ~ in [z/~ q~t]~ zu verkleinern, wenn Z der zu n gehSrige durch die Beziehung 

(56), w ~7, definierte Index ist. 
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Hilfssatz 7. Es sei 

(73) 

wobei l'~ die dutch die 

Hans Ludwig Hamburger. 

n<=l:+t* ,  

Bedingungen (54), w 17, definierte, einer Kurve a = O,(q) 

zugeordnete Z a h l  bezeichnet, wdhrend  ~ dutch die Bez iehung  (55), w I7, festge- 

legt sei. 

N u n m e h r  bestimme man  zur  Zah l  n ausser dem I n d e x  ~ einen zwei ten I n d e x  

it' dutch  die Bez iehung  

(74) n,, ~, + it' =< n ~ n,, x'+l + ).'. 

D a n n  ist  f i ir  alle ~ ~ I 

[J~',+, ~/'t],,, ~.,m [,d~', 9t]- identisch in wx'+l, ~oz,+=, . . . ,  w~.'+,. 

Beweis: Aus Formel  (9), w 13, ergibt sich in Yerb indung mit  Formel  

(7), w ~3, 

u~ O) U + [ . < . %  _ I-o ',,?,+,. " 
(75) n! - . !  + ~ LOo,~_ ~ (h - -  it)! j .  ~,! x,! ,~,! 

u>=l 

identisch in w~'+i, wx'+2 . . . .  , w~,+,. 

Da die GrSssen h and x wieder durch die Gleichung (Io), ~ I3, definiert 

sind, so folgt  in Verbindung i - i t  der  Abschit tzung (74) 

(76 ) h - - l t ' + x - -  I ~ n - - i t ' - - x _ - - < n , , r + t - - I .  

kndere rse i t s  ist auch 

(77) h - -  it" ~ l: - -  i, 

denn wegen x ~  I i s t  fiir o ~ ' ~ # - - I  

h - i t ' - < n - - x - - i t ' < n - - i t ' - -  I _--<: n , , v + l - -  I _--< n,,~,-- I _-<l ' --  I 

wegen (55), ~ I7, und flit Z' = p  ist mit  Riicksicht auf  die Voraussetzung (73) 

h - -  it' < n - -  x - -  ~t <-- l'~-- I. 

Mithin gilt fiir jedes Glied der Summe reehter  H a n d  yon (75) 

[ 0 ~ 1  _~-z, ,1 
0 f.O~71 #:::/)" {jOt] , : O,  
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da alle Voraussetzungen der Behauptung (57) des Hilfssatzes 6, w 17, wegen 

(76) und (77) erfiill~ sind. Damit ist aber der Hilfssatz 7 vollst~ndig bewiesen. 

86. Bestimmt man zur Zahl l', einen Index g', derart dass 

(78) n.,  ~, + tz' < 15 _--< n . , / + ~  + ~ ' ,  

so ist offenbar f f ' < f f ,  unter /~ wieder den in Formel (55), w I7, definierten 

Index verstanden. Ferner folgt aus Itilfssatz 7 

r [ i f ' .  1 (79) [ . ~ t ] . . /  t . ' ~oq. identiseh in oJ/+,, o~/+2,., o~.. 

Aus der Beziehung (32), w I5, ergib~ sich somi~ fiirn---- l ' wegen (79) 

L /~ ~,! - (z, + ~',,) t . ,  ~,J, 
z;! ( p '  + z ) . , , ,  (1; - ~)! 

~Tun ist aber 

[4" = o naeh dem Satz von Enriques w I4 

q~tJ, = o fiir ;~ >= I nach Hilfssatz 6, Behauptung (58); 

folglieh erh~,lt man aus (80) 

[Y", 
(8I)  t . 

1" ! 
_ It + l :  [~;  ~t], 

.pt a.,o l',,! 

87. Wir  beweisen jetzt als eine Art Erg~tnzung zu Bilfssatz 7 den 

Hilfssatz 8: E s  ist f i i r  alle t ~ I 

[g',+~+~ ] [ j , + ~ + l  

( r  + ff + ~)! - (1" + # + 9 !  

_ + 1 , +  1; 

(l" + # + I)! pt + a.,o l; I 

identisch in oJ~+l, r eo~+,. 

Beweis: Zum Beweise gehen wir yon einer der Formel (75) entsprechenden 

En~;wicklung yon t ~+, ~t],,,t~ aus, wobei aber die Glieder der Summe, bei 



252 Hans Ludwig Hamburger. 

denen • = I ist, gesondert  aufgeschrieben sein mSgen. So ergibt sich aus 

Gleichung (7), (9) und (~o), w x3, 

[zjYv +/z +1 ,~',v 4-ff 1-1 ~ [ j l ' ~ ,  + 1--)~ ,1 
,~+, ~t],,,t ~ _ [  ~ ~Pt], + [ ~ ~tJ, ~%+z 

(83) ( l ' + f f +  ')! -- (~" ,+ff+ ' ) !  7 +  : - -Z) !  

Nun ist aber 

( 8 4 )  

E Lo :. (h-.),]. ,,,, 

[zf z'~+l--~9~]~----O fiir )~ > 2 naeh Hilfssatz 6, Behauptung (57), w (I7). # = 

Ausserdem ist mit  Riieksieht auf die Gleiehungen (IO), w 13, fiir h und x 

h - - f f < = l ' , + f t +  I - - Z - - # ~ / ' , - -  I wegen x ~ 2 ,  

h - - i f + z - - 1  ~ l : ~ n , , , + ~ - - I  wegen (55), w I7. 

Daraus folgt aber 

( 8 5 )  0w-~ -1 (h-- f ){J  -~ o ffir x a 2, 

da ja die Voraussetzung des Hilfssatzes 6, w I7, erfiill~ sin& 

Wegen (84) und (85) ergibt sich aus (83) 

z ~ / ' * +  ff + 1 t 
- J ~ t  ~to 

p 
+ l, I~ - -  ~+l 

und hieraus folgk in Verbindung mi~ Formel (8I), die Behauptung (82)yon 

Hilfssatz 8 unmittelbar. 

88. Mit der Verkleinerung des Index Z in [L/~9~-1], besch~ftigt sich 

Hilfssatz 9: 

(86) 

A usserdem sei 

(87) 

Es seien zwei Zahlen n und 2" gegeben derart, dass 

n ~<~ n . , X " + l  -[" 2 ) f t  -~- I .  

n <= l'~ + X". 
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D a n n  is t  fi'ir alle t >--_ I 

(88) IJ,,,+~ ~, L, ~ - ,  ~,,.~ , , ,  

ident isch in 

Bemerkung. 
Index, so kann 

Beziehung (86) wegen (74) sicherlieh erffillt ist. 
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OJa"+l~ 0 ) 2 J ' + 2 ) . . . ~  r 

Ist Z' der zu n gehSrige durch die Beziehung (74) definierte 

man in der Identitgt (88) 2 " - = 2 '  setzen, da fiir 2 " = 2 '  die 

n I u! + Y '  (~ - 2 " - ~ 1 !  ~'~"+" 
~ i  

+ 
0a__  2 , J h - - 2  Z" -- '  1 xl ~ x~ _ _  _ F '  tpt / O)2" + 1 fBZ" + 2 CO~,, + ,r., 

[ h - - 2 2  ] ! J ,  x,! x,! z~! 
~r X 2 , . .  - ,  x b 

x > 2  

A_us (87) folgt 

d. h. aber, es ist wegen (54), w 17, 

[J"  7- z"-  { -e]~ = 2' ~ .  = o  fiir I < . ~ t .  

Andererseits folgt aus (Io), w 13, in Verbindung mit (86) und (87) fiir x ~ 2  

h - -  2 2 "  < n - - z  <--_%l~ 2 - -  , = - -  2 2 "  ' - -  g "  

h - - 2 2 "  + x - - 2 < = n - - 2 2 " - - 2 < = m , z , + l - -  I. 

Mithin ist nach Hilfssatz 6, w 17, 

[ 0~-2 ] _ _ _  z / / ~ - -  2 ~ "  
O ~o[,7 -2 z' 9~ ~= o. 

Numnehr folgt die Behaup{ung (88) unmittelbar aus (89). Was zu be- 

weisen war. 

(89) 

Beweis: Aus der Beziehung (9), w I3, ergibt sich in Verbindung mit Formel 

(7), w I3, entsprechend der Entwicklung (83) 
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89. Zum Schluss formul ieren  wir noch einen etwas anders gear te ten  

Hi l fssa tz  10: Es sei m,x<:l',, ~ ~. D an n  gilt  idenfisch in eo~, wa+~,...,o)a+~ 

(90) 

[zj n~ 2 +~. 1 

- -  (n,,~ + ,~)! + pta , ,o  n,,~! 
oJ~ 

q f [J~"~ a)']"x-l(e~ deox 
~ t  a~,, o ~ , ,  Z ! " 

B e w e i s :  Wir  beweisen zun~ichst den ersten Teil  der Behaup tung  (9o), das is~ 

die Iden t i tg t  

(9o ") ~ + ~  q~tl,, ~--1 (coa) 

indem wir uns ebenso wie beim Beweis der Hilfsiitze 7. und 9. auf  d i e  Formeln 

(7) und (9), w I3 stii~zen. Aus diesen Formeln  ergibt  sich n~imlich die Ent-  

wicklung 

~ / t +  L ~ a, - -  1 

+ z)! + z)! 

I0~-I 
+ Z ~i ~,, ~ ..... ~, [0 eo z 

~a. + _  ~ . . ,  + ~ _ _  ~t / "~+~ teaA - 

Nun  ist  abet  nach (m), w I3, und  wegen x ~ i 

f o l g l i c h  

h--~+•  

h - - ~ m , ~ - - u < l ' , - -  I. 

Mithin l~isst sich auf  die einzelnen Glieder  der Summe Hilfs~tz 6, w I7, an- 

wenden, und man erhgl~ 

0~--1 dh--• ,1 
~ t |  > 
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da nach Formel (58), w I7, der Ansdruck [zJ~--l~l~;]%l--1 gar  nicht  mehr yon w2 

abhgngt. Dami t  is~ die Iden~itgt (9 o~) bewiesen. 

Um nunmehr  die Behauptung (9o) in vollem Umfange zu beweisen, gehen 

wir yon der Bemerkung aus, dass (9o) offenbar fiir toa = a,,a r ichtig ist. Der 

Beweis yon (9 o) is~ somi~ erbrach~, wenn je~z~ noch die nach w2 differenzier~e 

Gleichung (9 o) verifizier~ wird. Die Differentiat ion yon (9 o) naeh ~oa ergibt nun  

aber mit  Riicksicht auf  Formel  (7), w ~3, 

(9 I) 
x ' [ / /%  a Tt], q [a:-. ~,]., ,_, (o,,) l,+ ..,,.~._~ 

re, a! p ta , ,o  n,,,a! pta , ,o  m,,;,! 

Um nunmehr  (9 I) zu beweisen, gehe man yon der aus der Iden$itiit (32), 

w 15, abgeleiteten Beziehung 

(9~) q - -  , = 
~ , ,  a �9 ~ , ,  ~t ! 

p 2--1 r .,,~ a - ,  ,1 , , 
_ L/a2 ' qa]., 2-1 ~oa) 

[ a ; " * - ~ ' ] " ' - * ( ~  Z i p ,  + ~)~.,~ (,,.,~_ ~)! (p, + 
~) o,, ("., a - -  * ) !  . = o  

aus. Nun is~ aber nach tIi lfssatz 6, w I7, Behaup~ung (58) wegen der goraus-  
p 

setzung ~,, ~ ~ I~ 

(93) [R','-'q,q,,,_,(.,)=-[4':,/-'~;].-o fe.r , <=,<~; 

ferner  ist nach Hilfssatz 7, da wegen (74) fiir n = ~7,,a offenbar ;~'=< J~--I ist, 

(94) [ ~ : " '  ~ , ] . . , - .  (~) -- t 2 : ,  ~ u , ,  

wobei iibrigens nach den Definit ionsgleichungen (54), w I7, t a-~lgt], ~ ~  nu t  

ffir n~, a-~ l',, (aber nicht  fiir ~ ,  x < l',) ist. Se~z~ man die Ergebnisse aus (93) 

und (94) in (92) ein, so folgt die behauptete Beziehung (9 I) unmittelbar.  Dami t  

ist aber Hilfssatz IO vollstiindig bewiesen. 



256 Hans Ludwig Hamburger. 

KAPIT E L  IV. 

Die  K u r v e n v e r b ~ i n d e  h S h e r e r  Ordnung und i h r e  Ind ices .  

w 19. Die Funktion /)~ und ihre Entwicklungskoeffizienten. 

90. Um brauehbure Siitze fiber die Indices der K. u hSherer Ordnung 

abzuleiten, suchen wir zuniichst, gestfitzt auf die im Kapitel I I I  getroffenen 

u die Funktion 2 B (o q, a~'t .Q~ (a)) rail Hilfe des Enriquesschen 

Differentialoperators in eine Potenzreihe nach a zu entwickeln und einen brauch- 

b~ren Ausdruck fiir den ersten, van Null verschiedenen Koeffizienten dieser 

Potenzreihe zu bestimmen. 

Um die hierzu erforderlichen Rechnuugen zu vereinfachen, fiihre man die 

Funktion 

(95) 2 ~ .  (oq, apt co (a)) = 2 B (0% apt to Co)) 

+qA(o .q ,  aVtto(a))(a --p, " aX ~'-2P*pt+ z ) 
\ pt too P~ too 

x ~ l  X=O 

ein, unter to(a) die Potenzreihe (29), w 15, und unter a z die in tIilfssatz 3, x, t 

Formel (34) und (35), w I5 eingefiihrten Funktionen verstanden. 

Es werde ferner 

(96) Lt  = L --  (It - -  q - -p t )  

gesetzt, wobei L die Kons~ante aus Formel (50), w 3, bezeichnet. 

Es sei jetzt 

(97) Lt  ~ I, 

denn die Fi~lle L t N  o, die auf K. V. der Ordnung o yam Typus I oder I I I  

fiihren (vgl. w 7), sind bereits in Kapitel II,  w i2, erschSpfend behundelt warden. 

D~nn wird naeh Formel (46), w 2 und (54), w 3, uus (95) 

(12 Pt , 
2 B~ = d t  9 - ~ - , ,  ;(o, to(a)) ~ **~a, to(a:>) + a~, v(o) 

I + - - - ' ~ - - ' 2 - a z - -  Z ]) t  X O ) ~ f ~ •  t 
(98) + q ~t  (a, to (a) pt to~o pt ~o 

X~0 
00 

ffl~O 
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abkiirzende Schreibweise ankniipft,  
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Es sei, indem man wiederum an die in Gleichung (I8), w ~4, definierte, 

wobei t~  (a) die Potenzreihe (52) aus w 17 bezeichnet, und ausserdem auf der 

rechten Seite yon (95) bezw. (98) sSmtliche GrSssen w ~ -  a~,~ gesetz~ sind. 

Entsprechende Bedeutung mSgen die Symbole [B],, [A], haben. Nunmehr  ist 

offenbar fiir jedes 

(99) [2/~]~ ------ [2 B]~ identisch in a, 

wobei [2 B]~ in die Potenzreihe 

oo 

n = O  

entwickelbar  sei ; 

reihe ~ ( a ) i s t  mit  Riicksicht auf  Formel  (28), w I, und (45), w z, 

denn nach der Definit ionsgleichung (52), w I7, ffir die Potenz- 

[A]~ = d t - q  [(/)t], --~ o. 

S~att der Potenzreihe [2 B]~ kSnnen wir somit die Potenzreihe [2/~] ,  untersuchen,  

was erhebliche Vereinfachungen in den Rechnungen  gestat tet .  

Wi r  suchen zun~tchst den n re" Koeffizienten /~*~ der Potenzreihe (98) fiir )~=: n 

zu berechnen. Dann ist nuch Formel  (4) und (5), w I3, 

Bn = ~7~. d a  n o~t-  q - P t l ~ = o - -  n~. n o t t -  q - p t [ ~ =  ~ 

v n _  7, t 4- n ! + pt  Wo n ! + Z a~ 
- -   -1,1 ( n -  / 

q2 \ (n - -  2 pt) ! 

,~--2 Pt z~cn--2 Pt - -  u ~ ) t / r  
~ - ~ - ~  | 

+ q F, + 
~ 0  

1 Wir  weisen  ausdr i ickl ich  da r au f  h in ,  dass  bei  den in w I4 e ingef i ih r ten  Symbo len  n 

O~ n 0 w ;  3~  ~ ~, a u s s e r d e m  aueh  noeh  ~ = o  gese tz t  ist ,  w~hrend  die h ier  a u f t r e t e n d e n  Symbole  

[BI!~, [AI~, [B].~ wei ter  yon  6 abh~ngen .  

17 
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oder aber, indem man Hilfssutz 3, w I5, Formel (38) und die Identit/~t (5I), w I6 

her~nzieht, 

n n - - •  ~ t / ~ = O  (~o~1 i~ = v~_~ + ~,~ ~ = ~  
~ 0  

A"-~pt  9~tl/.=o ',-~pt I ~ n  - -  2 Pt P 

q~ C,~--2pt ( n - -  2~t) I - -  y '  Cn--2Pt,~ ~ 

j n - - 2 p  t - - u  / 
n - - 2 P t  - - u t f f t l  a=O . 

(~ - z p~ - ~)  ! ] ' 

dabei is~ zu se~zen: 

(Io2) 
"Vn--Lt ~ 0 fiir n - -  L t  < o,  

z:~n - -  2 Pt --1 
n - - f p  t ~ t  ~ o f i ir  ~ - -  2~0t < O. 

92. Nunmehr  subs~ituiere man in 2 / ~  fiir 09 (a) die Potenzreihe 

av 

x = 0  x : ) . +  1 

und bezeichne, ~hnlich wie in den Definitionsgleiehungen (I9), w I4, mit  [2/~n]~,x 

die Funkt ion 2 / ~ ( o  ~, art ~2~,x(a)), wobei ausserdem uueh ulle fibrigen uuf der 

reehten Seite yon (98) auftretenden Gr5ssen w~ fiir o ~ z =< ~ gleich ~ ,~  gesetzt 

werden mSgen)  

Entsprechend erh~lt man den n t~ Koeffizienten [B,]~,~ der Entwicklung fiir 

[21~']~, x, indem man in / ~  die GrSssen w~ fiir o ~ z ~ ~ durch a,,~ ersetzt. 

Star t  [/~]~, x sehreiben wit  aueh mi tunter  ausfiihrlicher [/~]~, ~. (w~+~, ~o~.+2, . . . ,  oJx+~), 

um anzudeuten,  dass dieser Ausdruck yon cox+l, o~+~, . . . ,  r uber nicht  mehr 

yon co~.+~+~ abh~,ngt. 

93. Unter  den in w I eingefiihrten Kurven 

= 0r (~) = ~'t a~ (~) 

fassen wit  je tzt  eine feste, reelle Kurve & = 0; (0) ins Ange, u n d e s  sei l~ die in 

w 17 Formel (54) eingefiihrte, der Kurve ,,~ = 0~ (Q) zugeordnete Konstante ,  tt tier 

zu l~ gehSrige dutch  die Beziehung (55), w I7, definierte Index. 

Vgl. die  Fussno te  S. 257. 
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# 
Fe rne r  sei n e i n e  Zahl =< l; + tt, und ~' der zu n gehSrige Index,  der durch 

die Beziehung (74), w I8, e indeut ig  fes tgelegt  ,st. W i r  suehen n u n m eh r  auf  

Grund  der Beziehung (IoI)  e inen Ausdruek fiir [/~n];,z, zu best, tureen. 

Nun  ,st  aber  nach  Hilfssatz  7 bezw. Hil fssatz  9, w 18, 

- o -<_ _<_ n ,  

--1 
k ~ , ~  " "r t j ,  L ~--2 Pt 

ident isch in oJz,+l, o~z,+2 . . . .  , o~_, ,  bezw. COn--2Pt. 

Da ausserdem nach Formel  (54), w 17, 

[ J ~ - ~ t ] ; = o  fiir n - - x ~ l ~ - - I ,  

so ergibt  sich aus (IO,) (man beachte  Formel  (I02)[)  

Dn (,03) [ 

[ z j ' _  9 Pt m--l l  o Cn~2Pt t ;t :rt Jv 

q'~ (n - -  2 pt) [ 
fiir o < n < l ~ - -  I. 

Fiir l~ _--<_ n < l~ + / ,  ha t  man  mi t  Riieksieht auf  (5S), w 17, und (74), w 18, 

' - -  < Z ' ,  wenn ~ L ' < ~ t - - , ,  n - -  l~ =< n~, z+ t + 2/ n~, ~ = = 

p 

n - - 1 ; = < t , ,  wenn )~'----g. 

Daraus  folgt  aber  in u  mi t  Hilfssatz  4 Formel  (4'), w '5 ,  dass b '~ 
# 

fiir o < x ~ n - -  l; nu r  yon COo, co~, . . . ,  coz,, aber  n icht  mehr  yon coz+~, w~,+2, . . . ,  

u. s. w. abh~ngt.  
t t Mithin  ergibt  sieh aus (,o1) fiir  l~ ~ n =< l~ + / z  

n - - I t  o 

V z ~  -x t 
(Io4) [B,,]v.z' = V n - L  t + ~_j L ,~, ,~1~, (n  - -  z ) !  

[ r d? -~  pt -110 ,~-2 pt- t ' ;  

q~ 1 ~'n-~pt ( n - - 2 p t ) !  - -  ' ~  
~ = 0  

[ j n - - 2  Pt--~ 1 o 
, [ :~' r  

Die Pormeln  (Io3) und (IO4) lassen unmi t te lbar  erkennen,  dass die rechten  

Sei ten der be,den Gle ichungen gar  n icht  mehr  yon ~o~,+1, coz'+2,. . . ,  u. s. w. 
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abhiingen. Daraus  folgt  aber in Verbindung mit  

Koeff izienten B~.,, der  Entwicklung (IOO) 

- 
( l O S )  - - -  

der Identit~i~ (99) fiir den 

Diese Ta~sache f i ihr t  zur Formul ie rung  yon 

Hil fssatz  11: ]:;s sei gleichzeitig 

t 

n=<l~ + i f ,  " ; , z  + )~' ~ n = < n ~ , * ' + ~ + ; ~ ' "  

Da~m ist 

wobei [ ,]~,x, ei~e GrSsse ist, die dutch die Werte ~ ,o ,  a ~ , l , ' " ,  a~,x' vollsffindig 

be~timmt ist, und nieM mehr vo~ den Verii~derliche~ ~oz+~, ~oz+~,.. . ,  u. s. w. 

abhdngt. 

94. Wir  kommen je tz t  noch einmal auf  den Fall 

n = n ~ ,  z + 2', I ~ ' ~ #  

rj~'q o zurfick und suchen aus ( Io I )  einen Ausdruck f t i r  L ,,jr,*'--1 abzuleiten. 

Aus n - - x ~ , ~ , +  ~ ' - -  1 f i i r  x ~  I ,  fo lg t  nach Hi l fssatz 7, w I8, bezw. 

Hilfssa tz  9, w I8 
rdn--x 1 

(I06) [J:'~----: ~0t]', ~'--1 ~---{ ; ;d--1 ~d '  

(IO7) 

ffir I ~ < x < n - - l ~  

ffir x > = n - - l ~ +  I, 

ident isch in coi,, ~oi'+l, . . . ,  o~,_~ bzw. O)n--2pt. 
r 

W i r  setzen je tz t  ausserdem noch  n < 1;, + tt voraus. Dann  ist tier Fall  

i '  = tt nur  mSglich, wenn ~;,/~ ~ l~. Man erh~lt somit  

n l~ ~ ,  ~, + ~' ' - -  + ~' ~ ~' ~' 

t ! 

Mithin  h~ingt in dem sich aus ( io i )  e rgebenden Ausdruck  fiir  [ /~3 ; , z -~  die 

GrSsse b ~ fiir  o=<•  < n - - 1 ; < i ~ '  ,,~ = ' = - - I  nach Hil fssatz  4 Formel  (4I), w I5, 

hSchstens yon a;,0, a~,l, ..., a~,;, 1 aber  n ich t  mehr  yon coz, r . . . ,  u. s. w. 
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ab. 

zienten b ~ fiir 

(36) w ~5) 

Da ausserdem nach Formel  (IO6) diejenigen Glieder, welche den Koeffi- 
p 

• ~ n ~ l; + ~ enthalten,  verschwinden, so ist (vergl. Formel 

rdn+  1 + ,~' [ d  ";'1'§ ] 
b~ t , , ~ P t l ; , i ,  1 _ _  It "~- n ~ ,  1, [ n~,) ,  ' + 1 " ~ t  y , ) . ' - - i  

n,O n [  ~gt C~, 0 (~?/3, Z' + ~")[ 

F / ~ ' q .  das einzige Glied in dem Ausdruck fiir L .Jr. I ' - -1 ,  das yon o1, abh~ngt,  und  

man erh~ilt nach Hilfssa, tz ,o  Formel (9o), w ,8, mit  Riicksicht darauf ,  dass 

Hzf'~ ~t ; = o wegen m;,2, < I~ 

(,o+) r+'+,-q = . ,~. , + v . +  (+I , )  
k ~, i '  L Y, i J 'P,  i ' - - 1  

o k , 

q (l~ +v~'~'4,i'o + z) f [~,;i, 
i 

r + t P , t  

1' (I)t]~ ' 1 ' - -  1 

nc, z t  
d oJi' + [a;, o' a;, 1 . . . . .  fl~) 1'] 

unter  [a;.o, a~. 1, " " ,  a;. i'], wie in Hilfssatz 4 Formel (4o) w !5, einen Ausdruek 

verstanden, der dureh die Z ' +  , Kons tan ten  a;,.o, a;,.v " ' ' ,  a~,.x, best immt ist, 

aber nieht  mehr yon der Veriinderliehen co2, abhiing~. 

Der bequemeren Schreibweise halber setzen wir jetzt  zur Abkiirzung 

~o I , 

f no , (,09) ~ ~,(~,:) q(l+ + .~, ,  + z) [ a / , l  ~o,]~ i,_1(~i,) 
�9 " = p~ a~ ,  o n~ ,  I' ! d coi,. 

no 
~', 2' 

Um endlich auch noch den Ausdruck [a;,0, a ; , t , . .  ", ar explizi~ anzuge- 

ben, gehe man yon der Tatsache aus, dass nach Formel  (99) 

[ ~ n 7  ~ n o 

is~, und  so erh~lt man  schliesslich aus Formel  (,o8) 

n~ + V ' -  ( ~ ' * ' ) = B ; , ~ , ~ , + ~ ' - -  ~,~'(~'*'), 
~, ~,' i V ,  1'--1 
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wobei Br ,~ + ~, je 
V, ~.' 

oder Formel (IO3) vollst~ndig bestimmt ist. 

Unsere Ergebnisse fassen wir zusammen in 

Hilfssatz 12: Es sei 
t n = n ~ , z  + ~' < l~  +/~. 

Hans Ludwig Hamburger. 

p t 

nachdem n~,x, + )J ~ l~ oder ~ l~ -- I dureh Formel (Io4) 

Dann hiingt der Koeffizient [ ,,~,z+~,j~,z_l nur yon coz, abet nicht mehr yon 

coa,+l, coa,+~, . . . ,  u. s. w. ab und wird dm'eh Formel (IIO) dargestelIL 

x=O 

eine beliebige Kurve des K. V. {a;,z,_~}, d. h. ist a v , , = - a ; , , f i i r  o_--<z~Z ' -  I, 

so wird offenbar 

(~ , )  B~,~~ ~, ~, + B~.' +~,j~,~,_~(~, ~,). 

Formel (III)  liefer~ somi~ den n ~ . z + ) J  ten Koeffizienten yon 2B(aq,~) ,  

wenn man in diese Funktion fiir # eine beliebige Kurve des K.V.  {a~,z,_l} 

einsetzt. Hierbei is* nach dem Satz yon Enriqu.es, w ~4, die GrSsse av,~" eine 

Wurzel der Gleichung yore Grade r;,~,_l 

deren explizite Gestalt in Formel (27), w I4 angegeben ist. 

Gleichung (II2) nach Formel (Io9) mit der Gleichung 

(~ ~ 3 )  ~,~, ~, (o,~,) = o 

~quivalent. 

95. Es sei jetzt  

V m  

zuleiten, 

Ausserdem ist die 

t 

einen expliziten Ausdruek fiir -"~ [B,]v,,,-~ aus der Beziehung (IOI) ab- 

bemerken wir zuni~ehsL d~ss auch in diesem Fall die Identi~/tten (to6) 
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und (IO7) fiir ;L '= ! gelten. Ferner  folgt  nach Hil fssatz  4 Formel  (4]), w ~5, 

dass b'~n,, fiir o = < •  ] nur  yon a;,0, a;,~, . . . ,  a~,~_ 1 abhfingt, w~ihrend 

(I I4) b n ~- - -  

(lt q- n -  f f ) ( P t  + if) 
, '~ ~ ,  + [~;~, o, o:~,, ~, . . . ,  at,  ' ~,_~] 

p t  a~, o 

(lt + "t , ,  ~)(pt + i )  
((.Off - -  ~f~ .a) -{- [a'~' o, (z~,, 1' " * ' '  ~ .  / * I i '  (~Y ,t,] 

wird. Ausserdem verschwinden wegen n --  l~ ~-- g nach Formel  (Io6) alle Glieder 

mit  einem Koeffizienten b n wenn x ~ #  + I ist. n ~  

Mithin h~ngen in dem sich aus (,oi) ergebenden Ausdruck f i i r / s  
L ~,S~J~,~-I 

nur  die beiden Glieder 

[z~(jOt]~, #--1 (O)ff) 5n  ['s 
b~'~ n! und ,,,, ( n - - i f ) !  

yon ~o~ ab. 

Zieh~ man noch Hilfssatz IO, w I8, heran, so erh~lt man schliesslich in 

Verbindung mit Formel  (36), w I5, und Formel  (I4) 

--, ,~ §176 (~op 

(z, + .,,~..)(1, + ,,~.. - p , )  [~n~,.._, ~,]~ 

unter  W~,~(co~) den in Gleichung (Io9) definierten Ausdruck fiir Z'-~ # verstan- 

den. Schliesslich l~sst sich der Ausdruck [a;,0, a;,1, " ' ' ,  a;,~] leichfl explizit 

best immen, wenn man beriicksichtigt,  dass wegen (99) 

wird und der W e r t  fiir B~,n;, +~ durch Formel  (IO4) gegeben isfl. 

W i r  fassen das Ergebnis  dieses Abschni t ts  zusammen in 
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, 

Hilfssatz 13. yes sei l~ = n;,t`. Dam~ h d ,  g t  de; Koef f iz ient  [ n~, + , j~ ,~ ,_  1 

nur  yon eat, , aber nicht  mehr  yon e%+~, wt`+2, . . . ,  u. s. w. ab, und  es ist 

( I I 5 )  [ j ~ ,  #+t~] = B ~  % 
L ~, t`+~J~, t`-- 1 ' ,~+t` 

+ 
(lt + n~, ~,) (1~ + ~ ,  

Y,O 

- -  1~) [ff'~"" ~t];, 

n~, t! 

Is t  ,9 = Ov (e) (vgl. tIilfssatz 12) eine beliebige K u r v e  des K .  V. {a},~_~}, so 

w i rd  offenbar wieder  wie in Hilfssatz I2 Formel (~II) 

(ii6) B~ . ~ , ~ + t ` =  ~,t` J~.s-~ , ! ,,. 

Hierbe i  ist  ebenso wie in Hilfssatz 12 die Gr&se  av, ~ eine lYurzel  der Gleicbung 

' ( )  W~,~ oJ~ -~0. 

[ ~I'~lq'-f't+l] 
96. Zum Schluss suchen wir den Koeffizienten [Bt,~+t`+lj~,~ mit Hilfe 

yon (1oi) zu bestimmen. 
r r Aus l~ +re + I - - x = < l ;  + t t ~ n ; , t , + l - - 1  + #  fiir z_>--- I (vgl. Formel (55), 

w 17) folgt mit Riicksicht auf Hilfssatz 7. bezw. 9, w 18, 

r I io + re+ 1--z 1 
J V  t 

[ l',3+t`+l--" ~ J~,  t, ~ {  [H~6+'~+l-~gt];o fiir I ~ X < ~ u +  I , f i i r  x > g + 2 ,  

[ l'~+fz+l--2Pt -! ~[LJlV+t*+I--2Pt --1 

identisch in e%+a, w~+z, . . . ,  u. s. w. 
l'~ +# + 1 

Berticksichtigt man, dass nach Hilfssatz 4, w 15, die GrSssen b,, +~+1,= fiir 

o_~x-</ ,  nur yon a;,0, a~.~, . . . ,a ; ,~,  abet nicht yon %,+~, c%+e,..., u . s .w.  

abhgngen, wi~hrend nach Formel (4I), w I5, 

(II7) bt'v+~+, ~*+* = _  .~ 
" ' p~ a~, o a,~+x + [a;, o, a~,~, . . . ,  ~ ,~]  
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wird, so erhElt man als einzige Glieder des Ausdruckes fiir [Br ;+~+~jK , welche 

yon w~+~ abh~ngen:  

[ ~';+~+1 1 

l'/3+/z+l'O (l~ q'- /Z -{- I)! b/'; +tz+l,/z+l 1;[ 

Zieht man noeh zur Berechnung yon br~+~+l.o bezw. yon dz, +~,+1 q~t Formel  

(36), w I5, besw. Hilfssatz 8, w I8, heran, so ergibg sich schliesslich aus (lOl) 

in Verbindung rnig Formel  (I~7) 

(~is) [ ~/'~+tt+l 1 ~/'~-ktt+l 1 

t 0~, 0 ~o~+~ + [u;, o, a ; , 1 , . . . ,  ~; ,~],  

wobei # '=< # durch die Bedingung (78), w I8, bes t immt  ist. 

Da  wegen (99) 

[ ,r~+ ~+11 [ _ ~'; + . + 1 1  
"/3/'; +'+l Jr, tz (a~,/z+l ) ~- I_B/, +#+!1~ = B#, t'~+,+l 

ist, so lt~sst sich die Beziehung (I18) auch in der Fo rm 

(~ i9) (z, + z~)(t, + 1~ - p~) 
pt ~ ,  o 

t 

schreiben. 

[ ~/'~+/z+l 1 
B r ; + , + ~ ] ;  ' ~ = B; ,  z~+,+, + 

Unser Ergebnis fassen wir zusammen in 

(o~.+1 - - ; ,  ~ +1) 

[ ~/'}+/*+1] 
.. hffngt n u t  yon w~+l, abe," nicht  Hilfssatz  14: Der  Koef f i z ien t  B r ; + , + 1  ; , ,  

mehr  yon tot,+2 , w,+a, . . . ,  u. s. w. ab und  w i r d  du tch  die Formel  (I i9) dargestellt.  

I s t  ,~ = Ov (•) eine beliebige K u r v e  des K .  V. {a;, ,},  so ist, entsprechend 

Hilfssatz 12 Formel  (I I x) 

[ _,,~+~+1] 
(I~o) By, ,~+,+1 : LB,,~ +~+q~,,  (% ,+1)' 
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Hierbei ist nach dem Satz yon Enriques, w I4, in Verbindung mit Formel (zoo) 

die Gr6sse ~,~,+~ eine Wurzel  der Gleichung 

= o .  

w 2o. Die vier Typen der Kurvenverb~nde hSherer Ordnung. 

97. Im Kapitel I I  hat  sich bereits fiir die Indices fast aller K. V. der 

Ordnung o eine Abschi~zung beweisen lassen, aus welcher die Behauptung 

i(o) ~ -- I, das eigentliche Ziel unserer Untersuchung (vergl. die Ausfiihrungen 

der Abschnitte 8. und 9. der Einleitung), leicht abzuleiten war; ausgenommen 

{+} 
war jedoch dor~ der Fall, dass der zu untersuchende K.V.  Pc bezw. t yore 

allgemeinen Typus II, d .h .  nicht yore Normaltypus I I ,  ist. In  dem folgenden 

Paragraphen dieses Kapitels haben wir uns ausschliesslich mit diesem Fall zu 

besch~ftigen. 

Nach Definition VII, w 7, existiert dann eine Wurzel a;, 0 der Gleichung 

~ ,o  (w) ---- o, derart  dass gleichzeitig J~.o (a;,,o) = o ist. Ist jetzt ~ --- t?~ ((~) eine 

Kurve des K.V.  {a;,o} so is~ nach den Definitionsgleichungen (54), w 17, die 

dieser Kurve zugeordnete Zahl l~ ~ I wegen 

[~0~t];----fi,0(a;,0)= o (vgl. Formel (6), w x3). 

Ferner ergibt sich mit Riicksicht auf die Beziehung (72), w 7, fiir den ersten 

Koeffizienten B;, 0 der Entwieklung (1oo), w I9, 

[2 B] It 
(12I) B ;o  --~lim oq, q_p, --, j~,o (a; o )=  o. 

' ~ - - o  p t  a ~ ,  o ' 

98. Ausser der in w ~7 Formel (S4) und (SS) eingefiihrten Zahl l~ ordne 

man jetzt der Kurve ~ ~ O; (e) eine zweite Zahl l~' zu, die dutch die Gleichungen 

(I22) B~ ~ = o fiir o --_< n ~  l~' - -  I, _B~ l': =~= O 

definiert wird. 

In dem hier betrachteten Falle ist immer l~ ~ I wegen (I2I). Ausserdem 

ist 1~ eine endliche Zahl; denn aus l ~ =  ~o wiirde B(r 0~(r folgen und 

somit jeder Punkt  der Kurve ~-----O~ (r ein Nabel sein, im Widerspruch mit 

tier Voraussetzung, class tier Punkt  r ein isolierter Nabelpunkt is~. 
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Endlich werde durch die Abschiitzung 

(I23) 

ein zu l~ 

99. 

~67 

p t  

~;,, + �9 =< 1; _--< n;.,+ 1 + 

gehSriger Index �9 eindeutig festgelegt. 

Die K.V.  {a;,a} der Ordnung Z + 1, deren Index wir im folgenden 

zu untersuchen haben, mSgen so, wie sie in der Definition 1I, w 4, eingefiihrt 

wurden, wieder nur  reelle Kurven ,9 = By(Q) enthalten, zum Unterschied yon 

den in w 14 betraehteten K. V. [a~,a]. Der K. V. {a~,a} setzt sich somit uus der 

Gesamtheit der in [a;,~] enthaltenen reellen Kurven zusammen. Bezeichnet wie- 

der, wie in w I4 und w I7, r;, 2 die Mi~chtigkeit yon [a;,~], r* die Miichtigkeit 

yon {a;.~}, so ist offenbar r~,~ _--< r~,~, und ausserdem sind r;, x und r$,x beide ent- 

weder gleiehzeitig gerade oder gleichzeitig ungerade. Wir erinnern endlich daran, 

dass nach dem Satz yon Enriques, w 14, r;, x ausserdem gleich der Ordnung der 

Wurzel a~,x der Gleichung 

ist. 

= o 

100. Dies vorausgeschickt, gehen wir dazu fiber, gewisse Typen yon Yer- 

b~nden hSherer Ordnung zu charakterisieren. 

Definition IX: E i n  K. V. {a~,a_l} heisst, f i i r  ~ >= 1, K. V. vom Typus I, 

wenn er im Sinne der Definition V, ~ 5, von erster Ar t  ist. 

Definition X: Der K. V. {a;,~_l} heisst, f i i r  2 ~ I, K. V. vom Typus I I ,  wenn 

e r s t e n s  B ~ , , = o  f i ir  o ~ n <= n;,~ + Z - -  I 

z w e i t e n s  fit)" alle Kurven ,9 = 0 v (e) des K.  V. {a;,~_l} 

tiierbei bezeiehnet T;,x(eox ) die in Formel (Io9), w 19, definierte Funktion und 

C eine GrSsse, die durch die Werte a;,o, a;,,, . . . ,  a;, z bes~immt ist, aber nieht 

yon a,,z abhgngt (d.h. sieh beziiglich a,,a wie eine Konstante verhiilt), a,,z 

selbst ist offenbar eine beliebige Wurzel der Gleiehung 

(I25) T';.x(eoa)~--o (vergl. Gleiehung (II2) und (I13), w 19). 
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Definition XI:  De r  K.  V .  {~,)__1 } heisst fi'ir ~ > I K.  V. yore Typus  I I I ,  wenn 

e r s t e n s  B~, n = o f i i r  o <= n <= n~, z + ~ - -  I 

z w e i t e n s  f i i r  alle Kurven  &==0r(q) des K .  V. {a~,~._l } 

Hierbei bezeichnen C, und C, GrSssen, die (ebenso wle die Gr5sse C in Defini- 

tion X) sich beziiglich a~,z wie eine Konstante verhalten, a,,~. selbst ist eine 

beliebige Wurzel der Gleichung (125). 

Definition XII:  D e r  K.  V. {a;,#} heisst fi'ir ~ ~ o K .  V. yore Typus  I V ,  wenn 

e r s t e n s  B"  -~- = = ' v,~ o f l i t  o < n < l~ + t: 

z w e i t e n s  f S r  alle K u r v e n  e = Or(O) des K .  V. {u;,~} 

(127) B ' - -  

wobei unter C I uncl C~ GrSssen derselben Ar~ wie in Definition XI zu verstehen 

sind. a,,,~+l selbst ist eine beliebige Wurzel der Gleiehung 

( 1 2 8 )  = o .  V,~+l  

Die drei Typen I, II,  I I I  yon K. V einer Ordnung --> I erweisen sieh als 

sinngemiisse Verallgemeinerungen der in Kapitel II ,  w 7, eingefiihrten drei Ty- 

pen der K.V. der Ordnung Null. Der in De'finition XI [  formulierte Typus IV 

hat  bei den K.V. der Ordnung Null kein genaues AnMogon. 

101. Die Hilfssiitze des w I9 reichen bereits aus, um alle diejenigen fiir 

unsere Unfiersuchung wiehtigen FSlle zu charakterisieren, in welchen die oben 

definierten vier Typen auftre~en. 

Um die Tabelle der Typen aufzustellen, haben wir, indem wir an die Ab- 

sehiitzung (55), w 17, erimlern, die beiden F~tlle zu unterscheiden, class 
t t (I29) e r s t e n s  n;,t~ -~- I ~ l~ ~ ~ , / t + l  - -  I (tt  ~ o) a b e r  l:~ = o o ,  

(130) z w e i t e n s  l'~ = ,?~,# (l~ >~ i) wird. 

ZunEchst behandeln wir den durch die Beziehung (.129)eharakterisierten 

F~ll. Ausserdem geniige die zu Beginn dieses Paragraphen in Formel (I22) 

definierte imrner endliche GrSsse 1 'f der Abschittzung 

tt t 



sodass ffir 

ist. 

Dann sind alle K . u  
+ 

hSrige K. V.  {pt} bezw. {pt} 
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den zu l~' gehSrigen, durch die Beziehung (I23) best immten Index 

{~,~_~} fiir o - - < 2 - -  I_--<~-- :  und auch der zuge- 

vom Typus I I .  Dies folgt  fiir den K . V .  der Ord- 

hung  :Null aus der Bemerkung zu Beginn dieses Paragraphen  in Abschni t t  97; 

fiir die K .V.  der Ordnung  _-> I gilt, wie in Definition X gefordert  wird, 
t r  

B ~ , , ~ = o  fiir ~lle n < ~ , ~ + ~ - - I = < n ~ , ~ + ~ - - :  < l ~ - - I .  

Ferner  liisst sich nach Hilfssatz I2' in Verbindung mit  Formel (I:O) und  ( : : I ) ,  

w I9, der Koeffizient Bv,,r fiir I < ~ < ~ auf  die Gestalt  (I24) bringen. 

Anderersei ts  ist der K . V .  {a~,,~} vom Typns I. DeLn B.v,l~ der nach der 

Definit ionsgleichung (I22) erste yon Null verschiedene Koeffizient der Potenzreihe 

[2B]~, = 2B(a~, aPt ~;, (a)), ist wegen (I23) nach Hilfssatz : I  in Verbindung mit  

der Beziehung [I s] durch die Zahlen a;,0, a; , : ,  . . . ,  a;, ~ bereits bes t immt und h~s 

n icht  mehr yon a;.~+ 1 ab, Es ist somit fiir jede Kurve ~----0~(0 ) des K .V.  
/-;, 

sg 2 B (e, 0v @) = sg B .  ,, 
V ,  /~  

d.h .  der K .V .  {a~,~} ist nach Definition V, w 5, yon erster Art,  oder aber nach 

Definition X vom Typus I, was zu beweisen war. 

102. Es sei je tzt  wieder die Beziehung (I29) erfiillt, aber es sei ausserdem 
tp r 

Dann iiberzeugt man sich ebenso wie im Falle [I ~] davon, dass alle K.V.  
{+} 

{a~,~_:} fiir o ~ s  I < ~t-- I nebst  dem dazugehSrigen K . V .  pt bezw. 

vom Typus I I  sind. 

Der K . V .  {a;,,} ist mm aber vom Typus IV. Denn wegen [I~] ist erstens 
t B~, ~ = o fiir o _--< n < l~ + ~t, zweitens folgt  aus Hilfssatz I4 in u  mit  

Pormel (II9) und (I2o), dass der Koeffizient B , von der Gestal t  (127) 

ist. Mithin sind die beiden Bedingungen der Definition X I I  ffir den Typus IV 

erfiillt. 

t03. Nunmehr  sei zweitens 
t 

l~----n~,u, ~ :, 
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ausserdem sei 

[2~] 

sodass der zu 

Absch~tzung 

geniigt.  

Hans Ludwig Hamburger. 

PP ! I <~l~ <=l~ + ~ - -  I =n~,~,  + ~* - -  I, 

l~ gehSrige, durch die Beziehung (123) best immte Index . der 

O ~  

D a n n  zeigt man  ebenso wie im Falle [I"], dass die K . V .  {a;,~_l} fiir 

fiir o ~ - - I  ~ - - I  nebst {;t} bezw. {~} yore Typus I I  und der K . V .  {~;,~} 

vom Typus I i s t .  

104. Es sei jetz~ wieder die Beziehung (I3o) erfiillt, es sei aber ausserdem 

tP  ! 

Dann sind die K.V.  {a;,~_l} fiir O ~ 2 - - T < / ~ - - 2  nebst  {;t} bezw. {pt} 

yore Typus II ,  wie m~n ebenso wie in den vorherigen F~llen erkennt .  Der  K. V. 

{a;,~_l} ist aber jetz~ yore Typus I I I .  Denn  es ist e r s t e n s  B ~ , ~ = o  fiir 

o ~ n  ~ n~,,  + / ~ - - I  wegen [2~], z w e l t e ~ s  fo]g~ aus t t i lfssatz 13 Formel  (II5) 

und (II6), dass der Koeffizien~ By,, ; ,  + ,  yon der Gestalt  (I2g) ist, mi thin  sind 

die beiden Bedingungen der Definition X I  erfiillt. 

Ha t  man ar, stelle yon [2~] die sch~rfere Abschfitzung 

+ + i ,  

so liisst sich ausserdem noch ebenso wie im Falle lift] zeigen, dass der  K. V. 

{a~,~} yore Typus IV ist; doch werden wir im folgenden yon dieser Tatsache 

keinen Gebraueh machen.  

105. Zum Schluss fassen wir die Ergebnisse der  Abschni t te  101, 102, 103 

und  104 der besseren i~bersicht halber in einer Tabelle zusammen: 

1. n~,~,+ I < l '  < --  = l~ = ~ = n ; , ~ + ~  I, / ~ > o  oder ' ---~ ~ .  

PP t 

i ~ l ; - < l ;  + iz, 

o = < ~ # ;  

p 

l ~ > = l ; + ~ +  

~ >=lz; 

l {(~, :~__1 } VOlIl Typus I I  ffir o =< 2 --  1 =< ~ - -  I, 

{a~,~} yore Typus I ;  

{ {a~, ~.-1} yore Typus I I  fiir o =< ~ --  I =</~ - -  i, 

{a~,~} yore Typus IV. 
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p t  

I __--_~ /~ ~ n~,t, "-b # - -  I , 

~:~; 

l'~,>no + g  + ~. 
~ , , / ~  9 
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{ {a~,it_l} vom Typus 1I fiir o < Z - -  I _--<.-- x, 

{a;,.} vom Typus 1; 

{ {a;,it_~} vom Typus I I  fiir o < ~ - -  I ~ ~ - -  2, 

{a;,.__l} YOre Typus I I I .  

{a;,.] yore Typus IV. 

2I .  

106. 

Der I n d e x  eines K u r v e n v e r b a n d e s  hi~herer Ordnung yore Typus  I I .  

Es sei {a;, it--l} e i n  K . V .  der Ordnung ;~ ~ I, und es sei gleiehzeitig 

r pp  

n~,2 + '~ < l ~  4- /~; n~,z + ~ ~ l ~ ;  

dann folgt aus der Tabelle am Sehluss yon w 2o, dass der K . V .  {a~,2__l} vom 

Typus 11 isk d .h . ,  unter  ~ - ~ O . ( r  beliebige Kurve des K . V .  

{a~,it_l} verstanden, es genfigen die Koeffizienten der Entwicklung 

[2 B]v = 2 B (o "q, opt ~~v ((~)) = o Jt-q-pt Z By,  n O n 
~t~O 

nach Definition X, w 20, den Gleichungen 

(13I) 
B v n=B~,  . = o  fiir O_--__n--~n~,it + , ~ - -  I 

B[ 2+ it '= c -  it). J , 

Hierbei ist naoh Formel  (113) und (Io9) , w I9, av,z eine reelle Wurzel  der Gleiehung 

+ . ; i t  + . .  

= ~ ~ - ' -  - LAJ" ~ r t] ;, 2 1 (oJit) = o (132) W~, it (r 
.Pt aC,,on~,,it ! 

ferner  ergibt sieh mit  Riieksicht auf (IIO) aus  Hilfssatz I2 Formel  (III) ,  w 19, 

(I33) C -  B~ n 2+it" 

Um nunmehr  den Index i {a~, it-i} zu berechnen, gehen wit yon der Beziehung 

(6I) des w 4 
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(t34) 

aus, wobei die Summation 

Hans Ludwig Hamburger. 

Y 

auf der rechten Seite von (I34) fiber alle reellen 

Wurzeln av,~ der Gleiehung (i32) zu erstreeken sind. 

107. Wir untersuchen hier zuniicbst den Fall: 

Bv,  ,~r x -=- B;,, , ; ,a+ 2 - -  Tr  # o. 

Dann wird offenbar, wenn ,9 = 0,(0 ) eine beliebige Kurve des K.V.  {av, a} ist, 

wegen (13I) und (I33) 

3 s )  - 

hieraus folgt abet" in Verbindung mit Definition V, w 5, dass der K.V.  {av,~} 

yon erster Art ist. 

Da T~,~(%) ffir %----%,~. versehwindet, so hat die Funktion 

(136) B~, % ~ + a -  ~? ;.(%) 

fiir wx-~ av,a entweder ein Extremum oder einen Wendepnnkt, je nachdem die 

Orclnunff rv, ~ der Nullstelle cry, ~ yon T~,~ (%.) ungerade ocler gerade ist. Nach 

einer Bemerkung aus Abschnitt 99, w 20, ist nun abet auch der K.V.  {av,~} 

yon gerader oder ungerader M~chtigkeit, je nachdem die Ordnung rv.~. gerade 

oder ungerade ist. Mithin ist nach Satz 2, w 5, 

i {~,~} = o, 

wenn av,~ ein Wendepunkt der Funk~ion (I36), 

wenn av,~ ein Extremum der Funktion (I36) ist. 

108. Um im Falle i {av ,~}  ~ +__ i auch noch das Vorzeichen eindeutig zu 

bestimmen, ziehe man den Zusatz zu Safz 2, Formel (68), @ 5, heran. Danach 

hat  man sg A (o ~, o pt o)) fiir w = (av, ~ + e)o ~ + ~ ct; . .o" zu untersuchen. Nun is~ 
X ~ 0  

abet 
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/ 2--1 = Sg ['d~ ;)2 (~)t]~,),--1 (g,,,2 q- ~) sg A(a q, aPtog) t~ ~2+ Y, a~ o ~ 

(I37) = sg ( ~ , 2 ( a v , 2  + ~)) wegen (~o9), w I9; 

denn entwiekel~ mnn mit Riieksieht  auf Formel  (46), w 2, die Funk~ion 

A aq; a~r c~, 2 + ~)a2 + ~, a~ ,o~  in eine Potenzreihe  naeh a, so bemerk t  man, 
~ X~0 

dass naeh dem Sa~z yon Enriques  i%rmel (~3), w I4, 

Nunmehr  ergib~ sieh aus Formel  (68), w 5, in Verbindung mi~ den Glei--  

ehungen (I35) und (I37) 

= 2 _ ,e .2 ( . . , 2 ) ,  

wofern die Funk t ion  (I36) fiir co2----av,2 ein Ext remum besitzt. Anderersei ts  ist 

offenbar ~ ,2 ( a~ ,2  + ~) > o, wenn die Funkt ion  (i36) fiir co 2 ~-- av,~. ein Maximum, 

T'~,2(a~,,2 + ~ ) <  o wenn die Funkt ion  (I36) ffir cox-~ a~, z ein Minimum h~t. 

Und somit erh~lt man aus (I38) den 

Satz 9. Es sei {ct~, ~-1} ein K.  V. der Ordnung ), >= I vom Typus I I ,  und es 

sei {%,~} ei~ in {a~,2_~} enthaltener K. V. derart, dass die Funktion (~36) f i ir  

wz - -av ,  ~ nicht verschwindet. 

Dann ist 

i {av, a} = o, wen~ die Funktion (136) f i ir  oJz--a~.,2 einen We~depunkt, 

i{av,2} = + I, wenn die Fu~ktion (I36) fiir oJ2= av,2 e~#weder ein positives ~[axi- 

mum oder ein negatives Minimum, 

i {av,2} = -  i, wenn die Funktiou ( I36 ) f i i r  co2 =av,2 entweder ein negatives Maxi- 

mum oder ein positives )~linimum hat. 

109. Wi r  suchen jetzt  ein Gegenstiiek zu Satz 5, w 9, zu beweisen, d. h. wir 

suehen einen Ausdruek fiir den Index eines K . V .  hSherer Ordnung vom ullge- 

Ineinsten Typus I I  zu bestimmen, weleher der Formel  (Io7) , w 9, entsprieht.  

Es seien 
#, < # ~  < . . .  < # ~ ,  

18 
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sitmtliche reellen Nullstellen der Funktion (I36). Ist  w~. ~ ~ eine Nullstelle der 

Ordnung ~ 2, so ist fl~ gleichzeitig eine Nullstelle yon ~v~, z (w),). Mithin gehSrt 

zu diesem ~, ein K.V.  {~} und ein Index i{fl,}, ls~ aber fl~ eine Nullstelle 

erster ordnung der Yunktion (I36), so existiert offenbar kein K.V. {ft,}. In 

diesem Falle setzen wit der bequemeren Formulierung halber entsprechend For- 

reel (98), ~ 9, 

(~39) i {fl~} ---- o. 

Um nun den Beitrag zu berechnen, den die im Intervall /~, < cox < #,+! ge- 

legenen Nullstellen av, z von W~, z(a~z) zu dem Index i {a~,~_l} (Z ~ I) mit Riick- 

sieht auf Satz 9 liefern, ziehen wit eine einfache Bemerkung tiber reelle stetige 

Funktionen heran. 

Es sei f ( x )  eine reelle s~etige Funktion, die im Intervall xl ~ x ~ x 2 defin-iert 

sei und dort nur endlieh viele (relative) Extrema haben m6ge. Ausserdem sei 

f(xl) ~ f(x.~)= o, hingegen sei f ( x )  fiir innere Punkte des Intervalls yon Null 

verschieden. 

Ist  jetzt fiir x~ < x < x~ die Funktion f ( x )  > o, so ist die hnzahl  der im 

Innern dieses Intervalls gelegenen Maxima um elms grSsser als die Anzahl der 

dort gelegenen Minima. Ist  hingegen fiir xl < x < x~ die Funktion f ( x )  < o, so 

ist die Anzahl der dort gelegenen Minima um eins grSsser als die Anzahl der 

Maxima. 

Hieraus folgt aber in Yerbindung mit Satz 9, dass jedes der 3"--  I offenen 

Intervalle ~. < wz<fl.+~ zmn Index i{a~,z_~} den Beitrag + I liefert. Ent- 

sprechend zeig~ man, class .iedes yon den beiden offenen Intervallen 

zu dem Index i {a~, z-l} den Beitrag o liefert. 

Fassen wit die Ergebnisse dieses Abschnibtes zusammen, so gelangen wir zur 

Formulierung yon 

Satz 10. Es sei {c9,~._1} ein K.  V. der Ordnung Z ~ I yore Typus 1 I  und 

es seien fl, f i ir  x-= I, 2 . . . .  , N siimtliche reellen Wu:~veln der Gleichun9 

( I4o)  

Da~o~ ist der Index 

B ~  ~+ ~. - -  ~I~, ~ (%)  ---- o,  
, ?ll~, 
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(14I) i {g}, 2--1} = "~ - -  I Jr- ~ i {~}. 
x=l 

110. Wir wollen jetzt entspreehend der Definition VII,  w 7, einen beson- 

ders einfaehen Spezialfall des Typus II  betrachten: 

Definition XlII :  Der K. V. {u;,~_l} (X -->__ i) yore Typus I I  heisst yore 3~ormal - 

typus II ,  wenn die beiden ~m~ktionen 

+ 

keine gemei,samen reellen lVurzeln haben. 

Ein K. V. vom Typus II ,  der diese Bedingu,g nicht e~fiilll, heisst vom all- 

gemeinen Typus II .  

Nach dieser Definition sind somit, wenn der K.V.  {a~,x_l} vom Normal- 

typus I I  ist, sgmtliche reellen Wurzeln fl~ der Gleichung (I4O) von der ersten 

Ordnung; es ist somit nach Formel (I39) i{fl~} = o fiir alle z. 

Mithin ergibt sich aus Formel (141) des Satzes IO der 

Satz 11. Es sei der K. V. {a;, ).--1} tier Ordnung X >= I yore Normaltypus I L  

Dam, ist i {a;, a-l} gleich der Anzahl N der reellen Nulh.tellen der in Satz zo auf- 

tretenden Gleichung (I4O) vermindert um I; d. h. es ist 

i {a;,  ~-l} --- 3 = -  I > - -  I. 

Zusatz zu Satz 11. Unter den Voraussetzungen von Satz zz  iiber deu 

K. V. {u;,~._l} ist nach Satz z, ~ 5, jeder in {a~,a_i} enthaltene K. V. {uv, a+~} 

(• I, 2 , . . . )  von erster Art, mithin nach Definition I X ,  ~ 2o vom Ty2)us I. 

w 22. Die Indices yon Kurvenverbiinden h6herer 0rdnung yore Typus I und 

vom Typus IV. 

111. Es mSgen jetzt die der Kurve ~ = 0 ; ( Q )  in Formel (54), (55), w I7, 

und Formel (I22), (I23) , w 20, zugeordneten Zahlen/v und l v auf einen der beiden 

in der Tabelle am Schluss v o n w  2o mit [I ~] oder [2 ~] bezeichneten Fiille fiihren. 

Dann ist, in beiden Fiillen der K. u {a~.~_l} vom Typus I I  und der K. V. {a;,~} 

vom Typus I, 4. h. er ist nach Definition IX, w 20, yon erster Art. 
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Ist l~ = n~,~ + 3, so ist B;,,~, + ~ o ,  und es li~sst sieh der Wert  yon i {a~,~} 

t p  

mit Hilfe yon Satz 9, w 21, angeben. Ist  aber ~ , ~ + z +  I ~ l ~ n ~ , ~ + l  + 3 ,  

so ist B~,~, +~ : o, und der K. V. {aL ~_1} ist naeh Definition XII[ ,  w 21, jeden- 

falls nieht mehr yore Normaltypus II. 

Zur Bestimmung yon i{a~,~} stiitzen wir uns jetzt auf Satz 2, w 5, und 

erinnern an die in Abschnitt 107, w 21, gemachte Bemerkung, dass der K. V. 

{a;,,} yon gerader oder ungerader M/~chtigkeit ist, je nachdem die Funktion 

B;  ,~ +~--kv~ ~(co~) fiir ~o~=a~,~ einen Wendepunkt oder ein Extremum hat. 

Da diese Funktion offenbar an den gleichen Stellen Wendepunkte bezw. 

Extrema hat  wie die Funktion h~;,,(r so ergibt sich der 

Satz 12. Es sei der K. IT. {a~, ~-1} yore Typus 11 und der K. V. {a;,~} vom 

Typus I. ~ Dann ist 

i { % , }  = o, 

wenn die Funktion T;,~(co~) f i ir  w ~ =  a~,~ einen Wendepunkt, 

i {~,~} =_+ ~, 

wenn die gleiche zWunktion f i ir  o~ = a~,~ ein Extremum hat. 

112. Nunmehr sei ~ = 0 ;  (0) eine Kurve, deren zugeordnete Zahlen l~ und l~ 

auf den in der Tabelle w 2o mit [I~] bezeichneten Fall fiihren mSgen, d. h. es sei 

�9 pp t 

Dann ist der K. V. {a~,~_~} (bezw. im Falle /~--~o, der K. V. {p+} oder { ~ } )  

vom Typus l I  und der K. V. {a;.v} vom Typus IV. 

Man hat  somit naeh Definition XII ,  w 2o, 

/ B ~ , , , = o  fiir o<=n<=l'; ,+, , ,  

An die Stelle der engeren Voraussetzung yon Satz 9, dass 

sein m6ge, tritt jetzt die allgemeinere Voraussetzung, tier K. V. {~,~} sei vom Typus I. 
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t t i e rbe i  ist av. ,+l  eine beliebige reelle Wurzel  der Gleichung (1~8), w 2o, fe rner  

ist naeh Hilfssatz 14 in Verb indung mit  Formel  (I I9) und (1~o), w 19 

+ + - 

(I43) C~-- pt~a~,o " - - l~ !  ~ o  wegen (~4) w I7, 

C~ = B~,r~ + . + ~ - -  C~a;,,,+~. 

113. Wir  behaupten  zun~chst, der  K . V .  {a;,,t~} sei entweder  yon ers ter  Ar t  

oder  im Sinne der  Defini t ion VI, w 6, yon zweiter  Art.  

Die Behaup tung  l~i.sst sich Ms eine unmit te lbare  Folge der Gle ichungen (I42) 

einsehen, wenn man  noch voraussetzt ,  dass die l ineare Funk t ion  C~ + C201~41 
aus Formel  (142) ffir keine reelle Wurze l  w~+l = av,~+l der  Gle ichung (I28), w 2o, 

versehwindet ;  denn dann  ist sg [2B]~-~ sg B~,t'~ +~ + ~ =  sg(C~ + C2ar,~+l). Wi r  

wollen aber den Beweis auch fiir den Fall  fiihren, dass fiir ein gewisses v = v' 

der  Ausdruck C1 + C~m,',t~+l-----o ist. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass nach t I i l fssatz  I4 Formel  (119), w 19, 

(144) [ ~';+/~+1 ; . ,  

ist, und  dass fe rner  die GrSsse (I44) als ers ter  yon Null  verschiedener  Koeff izient  

der  En twick lung  der in Formel  (98), w I9, e ingef i ihr ten Funk t ion  1 

(I4S) 

d t - q - ~ ' t  Bt' + , + 1  ~;. 

aufgefass t  werden kann;  denn die zu einem Exponen ten  n _---- l~ + tt gehSrigen 

Koeff izienten dieser En twick lung  h~ngen nach Hilfssatz I I, ~ 19, nu r  yon 

a;,0, a;,1, . . . ,  a ; ,~,  aber n icht  mehr  yon ~o~+1 ab und  verschwinden wegen der 

Gle ichung (I 42). 

1 Den Zusammenhang zwischen Formel (98), w I9, und Formel (I45) stellt mau her, indem 
man in Formel (98) wx = ~.~ fiir o ~ ;r -_< re, co x = o fiir x > tt + 2 setzt, wRhrend wtt+l veri~nder- 
lich bleibt. 
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114. Nunmehr suchen wir eine Funktion ~.o/~+1-----Z,~+I ((~) ZU bestimmen, die 

der Gleichung 

(~46) 

genfig~. 

Setz~ man 

so folgt aus 

die Gleichung 

g~O 

lim Z~+l (o) = r  
o ' ~ 0  

den Beziehungen (I44), (I45) und (I46), erstens, dass ~,+1 durch 

eindeutig bestimmt ist, 

(I43) und ('44) 

C 1 + C~d~,+l = o, (C~ ~ o wegen ('43)) 

zweitens, dass nach Formel (I45) in Verbindung mit 

0 2/~*'; +"+~ 
lim ~ C~ ~ o 
a ~ o  ~gOtt+l  ( / t - - q - - P t + l ' ~  +t~+1 

o 
tO#+ l  ~ to/~ + 1  

ist. Mithin ist auf Grund des Fundamentalsatzes fiber implizite Funktionen die 

Funktion oJ,+l = Z,,~+l(a) durch die Gleichung (I46) eindeutig bestimm~, und hat 

die Eigenschaft, den Streifen o < a ~  ~ der a,w~+~-Ebene in zwei Gebiete zu 

teiten derart, class der Ausdruck (I45), als Funkgion yon a und wl~§ betrachtet, 

in jedem der beiden Teilgebiete yon konstantem Vorzeichen is~ und nur beim 

~berschreiten der Kurve w~+l = ~e+l(a) das u wechselt. 

Andererseits ist nach Formel (99), w 19, 

(~47) 

Folglich kann die Funktion 

O48) \ 

unmSglich gleich einer der Funktionen 

) a~ +1 + ~a; , ,a*  
x~O 

des K. V. {a;,~,} seln, da dann wegen (~46) 2 B  und A f i irO=aPtz(a ) gleichzei~ig 

verschwinden wiirden, im Widerspruch mit der Voraussetzung, dass die vorgelegte 
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Fl~che fiir e ~ o einen isolierten Nabel  hat. Somit kann man die Kurven  

-~ 0" (~)-~ a't ~ (a) des K. V. {a~,~} in zwei Klassen einteilen, je nachdem im 

Bereiche o ~ a ~ 3 die Funkt ion  ~2~ (a) > Z (a) oder ~2~ (~) < Z (a) ist. 

Es mSgen je~zt die Funkt ionen  ~ ~ ~ (~), wenn ~ das Interval l  v~ ~ ~ ~ ~ 

durchl~uf~, s~mtliche Kurven  yon u n g e r a d e m  Vielfachhei tsgrad sv des K. V. 

{a~,~} der  GrSsse nach geordnet  dars~ellen (vgl. Formel  (57), w 4), w~hrend die 

Kur~en aus {a$,~} yon geradem Vielfachhei tsgrad mit Riicksicht auf  die Defini- 

t ionsgleichung (59), w 4 fortgelassen sind. (Die Nummer ie rung  der Kurven  

-----0v (~) ist somit  hier vori ibergehend gegeniiber der  in w 4 Formel  (57) ein- 

gefiihrten Nummer ie rung  abge~ndert).  Dann  existiert  eine ganze Zahl ~0, derar t  

dass ~ - -  ~ ~ % ~ v~, und dass im Bereich o < 6 ~ 

(~49) ~ ( a ) > g ( a )  fiir r , ~ v ~ % ,  ~ , ( a ) < z ( a )  fiir ~o+ I ~ v ~ .  

Nunmehr  folgt  aus der oben bewiesenen Eigenschaf t  der Funkt ion  o)~t§ 

=g,~+~(a) in Verbindung mit  den Beziehungen (I46), (I47) und (I48), dass, wenn 

die ganzen Zahlen des In terval ls  ~i ~ ~ ~ v-, durchl~uft,  der Ausdruck [2 B]v 

hSchstens einmal, n~imlich beim ~ b e r g a n g  yon % zu ~ o §  sein Vorzeichen 

wechselt. Dami t  ist bewiesen, dass der K. V. {u;.~} vom Typus IV yon zweiter 

Art  ist, ausgenommen in den beiden Greuzf~llen Vo~-~r~--I und %----v2. In  

diesen beiden F~llen ist der K. u  {a;,~} sogar yon erster  Art, denn dann gelten 

im Fatle % =  v~ -- I fiir alle ~ (a) des K. V. {a~, t~} die Absch~tzungen ~2~(a) < Z (a), 

im F a l l e v  o ~ ~ die Absch~tzungen ~2~ ( a ) >  Z (a). 

115. Nach Satz 4, w 6, ist 

i {~;,,~} =+_ 2, 

wenn der K. V. {a~,~} yon ungerader  M~ichtigkeit ist, d. h. bei ungeradem 

r; ,~;  dana  hat  nach einer Bemerkung  aus Abschni t t  107, w 2I, die Funkt ion  

B ; ,  n~ + ~ - -  T; , ,  ~ (~o~), und damit  auch die Funkt ion  T; ,  ~ (~o,) selbst, fiir co:~ : a ; , ,  
V,/z 

ein Extremum. 

Andererselts  ist 

i { a ~ , ~ } = +  2, oder -~o ,  oder : - -  2, 

wenn der K. V. {a~,~} yon gerader  M~chtigkeit ,  d. h. wenn r ; .~ gerade is~, die 

Funkt ion  ~ ,  ~, (w~,) somi~ fiir w~ ~ a~,~ einen Wendepunk t  hat. 
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Aus dem Zusatz zu Satz 4, w 6, leiten wir jetzt eine notwendige Bedingung 

fiir das Eintreten des ungiinstigsten FaDes i { a ; , ~ } - = - - 2  ab, indem wir die dort 

angegebene Bedingung 

/ 
- / = - ,  

(~ 5o) sg ,_ B (e, a)  I ~ =  o,, I~) 

in geeigneter Weise umformen. 

Da nach unserer Festsetzung ~,,(a) unter allen Funktionen ~?~ (a), bei denen 

v~ < v ~ v~, die grSsste Funktion ist, so ist offenbar mit Riicksicht auf (I43), 

(144) und (I47) 

(ISl) 

ausser im FaUe Vo-----~--I, d. h. im Falle ~ ,  ( a )<  Z (a) fiir a l l ev  des Intervalls 

~1----< v ~ v~; doch dann isg der K. V. {a;, ~} von erster Ar~ und der Fall i {a;, ~} = - - 2  
kann nach Satz 2, ~ 5, gewiss nicht eintreten. 

o~,, A (o, ~)] 
Um sg 0,~% ,o=o,,(e) zu berechnen, gehen wit yon der Formel (67), w 5, 

aus, und folgern 

0 ~  ~,, ~=%(o/-=-sgA O;(a , , , ,+t  + h) aPt+~+l+ ~, a; , ,aPt+~.,  
X~0 

unter h e i n e  positive (beliebig grosse) Zahl verstanden. 

Nun ergibt abet die Entwicklung yon A nach Formel (46), w z, 

( ) (I53) A Q; ({~,,/~+1 -~ h) ff p t + ~ + l  ~- Z ~,,x (TPt+u 

~l t--q e- ~l~,~ +1 [ 
Gn~,~ + 1 + / 

da nach dem Satz yon Enriques, w I4, die Entwicklungskoeffizienten aller 

Glieder yon (153), welche zu einem Exponenten n ~ n ; , ,  + I-- I geh5ren, nur yon 

a;,o, a;,x, . . . ,  a~,,, aber nicht mehr yon a , , , ,+ t  + h abhiingen (vergl. insbeson- 

dere Formel (23) , w I4) und somit verschwinden. 
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Anderersei ts  erhiilt man aber, indem man die Entwicklung (27), w I4, yon 

[j "#,,+ x @ ]. ,+1 w ' , ,  (~ beriicksichtigt,  

sg ,[ J;,,'+',,+, ,. (%.+ ,  + h) = ,g [ '  ] O v, , A/ ,~  ' , q)t fiir alle h > o .  

Mithin ergibt sich in Verbindung mit (152) und (I53) 

(I54) sg = sg - -  
aa,~, ~=o~, ( ,o )  LO~,. A~'"a~* ;" 

116. Setzen wir das Ergebnis  aus (151) und (154) in Formel  (15o) ein, so 

gelangen wir zur Formul ie rung  yon 

S&tz 13. Is t  der K . V .  {a~,~} vom Typus I V ,  so is t immeri{a;,~}>----_--2 

Damit  der dusserste Fall  i {a;, ~} = - 2 eintritt, muss der K. V. {a;, ~} yon gerader 

Mdchtigkeit  sein, d .h .  r;,~ muss gerade sein und somit die ,Funktion T;,~,(a~ ) 

an der Stelle ~ = a~,~ einen Wendepunkt haben. Ausserdem muss die notwen- 

dige (aber nicht hinreichende) Bedingung 

e ~ l l t  sein. 

Da wie in Abschni t t  114 gezeigt wurde, der K . V .  {a;,~} vom Typus IV 

immer erster  oder zweiter Ar t  ist, so folgt  aus Satz I, w 5, und Satz 3, w 6, der 

Zusatz zu Satz 13. I s t  der K. V. {a;,~} vom Typus I V ,  so ist der Index  

eines jeden in {aL .  } enthaltenen K.  V. {av,~+~} 

i {O:v, tz+x} ~ - -  2 (X---~ I, 2, . . . ) .  

Dass der Grenzfall  i {a;.~} = --  2 wirklich eintreten kann, erkennt  der Leser  
p t t  

leicht, indem er sich einen K . V .  {a;,,} vom Typus IV fiir if----o, l;-----I, l; = 2 

konstruier~, d e r n u r  zwei reelle Kurven  enth~lt  und der Bedingung (I55) geniigt. 
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w 23. Der Index eines Kurvenverbandes h~herer Ordnung vom 
Normaitypus I lL  

117. Die der Kurve ~---= 0~ (6~) zugeordneten beiden Zahlen l~ und l~ mSgen 

den Bedingungen 
] p t  

genfigen. Dann is~ der K.V. {a;,,_l} nach der am Schluss yon w 2o in Ab- 

schnitt 105 angegebenen Tabelle vom Typus I I I ,  d.h.,  unter  ~ = 0v(e) eine be- 

liebige Kurve des K. V. {aL~_l } verstanden, class die Koeffizienten der En twickhng  

[2 B], = oh-q-Pt ~ B),, ,, a" 

nach Definition XI, w 20, durch die Gleiehungen 

{B~, ,, = B;  ,, = o ffir o < n < n;, +/~ - -  I 
( 1 5 6 )  ' = = " ' 

bes~immt sin& ~aeh  Hilfssatz 13 in Verbindung mit Formel (115) und (II6), 

w 19, ist dana ausserdem av,~ eine beliebige reelle Wurzel der Gleiehung 

(157) ~ , ~ . ( ~ ) = 0 ,  

ferner ist naeh Formel (II5), w I9, 

I C": ( l t  + n~'~)(lt +n~'~'--l)t)['d:~l~99t]~ ,.@o, wegen n~, =l~,. 
( 1 5 8 )  ~o~ aS. o n; .~ ,  ! " ' 

/ 
Ebenso wie in w 2I stfitzen wit uns bei der Bestimmung des Index i {a;,~_x} 

auf die Beziehung (61) des w 4: 

(~ s g )  i 1,~,~ ._,} = 2 ]  r {",.,,.}, 

wobei die Summat.ion reehter Hand fiber alle reellen Wurzeln der Gleiehung 

(157) zu ers~recken is~. 
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des Falles 

(I60) 
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In  diesem Paragraphen beschr~nken wir uns auf die Untersuchung 

2ffan bemerkt ebenso wie in w 21, dass der K.V.  {av,,} unter der Voraussetzung 

(I60) yon erster Art ist, und dass mit Riicksicht auf Satz 2, w 5, 

(161) i{av,~} -=o, 

wenn die Funktion W~, ~ (w)  fiir w = ev, ~ einen Wendepunkt,  

(162) i {c~v. ~} ---= ~- I, 

wenn die Funk~ion T;, ~(w,) fiir w -  av, ~ ein Extremum hat. 

In  diesem letzteren Falle fiihrt eine Untersuchung, die der des Abschnitts 

108, w 2I, nachgebildet isL schliesslich zu der Formel (I38), w 21, entsprechen- 

den Gleichung: 

(i63) i { % . }  = s~ c ,  + c ~ , .  - ~..(~,.) '  

welche das Vorzeichen in (162) eindeutig bestimm~. 

Um sich yon der Beziehung (I63) ein anschauliches Bild zu machen, be- 

trachte man in der co, y-Ebene die beiden Kurven 

(x64) v = c ,  + c~ %, v = ~ . .  (%). 

Dann iiberzeugt man sich, indem man die Ergebnisse dieses Abschnitts zusam- 

menfasst, insbesondere in Hinblick auf die Beziehung (I61) und (I63), unmittel- 

bar yon der Richtlgkeit yon 

Satz 14: Es  sei {a;,~_l} ein K.  V. der Ordnung t~ ~ I vom Typus I I I  und 

es sei {av,,} ein in {a;,#_l} enthaltener K.  V. derart, dass die Veraussetzung (I6o) 

erfiillt ist. 

Dann  ist 

i {av, ~} = o, wenn die Funkt ion  T~, ~ ( w )  fiir oJ = av. ~ einen Wendepunkt hat; 

i {av . , }  = + I, wenn f i ir  oJ,-=av. ~ die Kurve y =  T; . , (oJ  ) entu, eder ein oberhalb 

tier Geraden y -=  C, + C, o~ gelegenes Max imum,  oder ein unter- 

halb dieser Geraden gelegenes Minimum,  
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i {%. ~} = ~ 1, wenn f i ir  eo = %, ~ die Kurve y = q~;,, ~ (o~) entweder ein unter- 

halb der Geraden y = Ca + C~ %, gelegenes Maximum oder ein ober- 

halb dieser Geraden gelegenes Minimum besitzt. 

119. Entsprechend der Definition X I I [  des w 2I formulieren wir jetzt 

Definition XIV: Der K.  V. {a~,,~_l} yore Typus I I I  heisst yore Normaltypus 

I I [ ,  wenn die Funktion C1 + ~ w ~ -  T; ,  ~ ( co ) f i i r  alle reellen Wurzeln co : %, 

der Gleichung T ~ , ,  (w ) =  o von Null  verschieden ist. 

E in  K. V. vom Typus I I I ,  der diese l~edingung nicht e~fiillt, heisst yore all- 

gemeinen Typus l I I .  

Ist  jetzt der K.V. {a~,v_~} yore 2qormaltypus In,  ~o fo]gt aus ([59), ([61) 

und (16 3) 

(165) i { ~ , ~ _ ~ }  = ~ , '~g  c~ + c ,~ , , ,  - ~ ;  .(~., .) '  

dabei ist die Summation rechter Hand fiber alle diejenigen Stellen w~ ~-av,~ zu 

erstrecken, ffir welche die Funktion hu;,~(w) ein Extremum hat, d. h. fiir welche 

die Gleichung hu~, .~(w)-~ o Nullstellen ungerader Ordnung besitzK 

120. Um je~zt fiir den Fall des Normaltypus I I I  eine Abschgtzung des 

Index i {a;,~_a} zu bestimmen, schicken wir eine einfache Betrachtung vorans. 

Die beiden in Formel ([64) angegebenen Kurven mSgen sich in den zu den 

reellen Abscissen 

~ , , = & ( : ~ = [ , z , . . . , N ) ,  f l ~ < ~ , < ' " < t ~  

gehSrigen Punkten schneiden oder beriihren. Dann sind nach Definition XIV 

sgmtliche reellen Wurzeln a~,~ der Gleichung (157) yon jedem der N Werte fl, 

verschieden. 

Ist  jetzt im offenen IntervaU fix < w~ < fl~+~ 

~; , ,  (%) > cl + G %, 

so ist entweder die Anzabl der Maxima yon T;,~(~%) in diesem Intervall  um 

eins grSsser als die Anzahl der l~Iinima, oder aber die beiden Anzahlen der 

Maxima und Minima sind einander gleieh; ist hingegen im offenen Intervall 

fix < W. <~ fix-i-1 
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~; .~ (%) < cl  + c ,  %, 

so ist en tweder  die Anzahl  der Minima yon T ; , , ( o )  in diesem In te rva l l  um 

eins grSsser als die Anzahl  der Maxima,  oder  abet  die beiden Anzahlen der 

Maxima und Minima sind e inander  gleich. 

Folgl ich ist aber  nach Satz 14 

(i66) Z i { a v , ~ } = o  oder  , ,  

flu < aY, /~ < flu+l 

wobei die Summe fiber alle reellen Wurze ln  a~, ,  der Gleichung (I57) des Inter-  

valls ft, < w, < fl,+l zu ers t recken ist. 

Zum Schluss be t rachte  man  noch T ; , , ( e o )  in den beiden In terva l len  

fl~ < oJ, < + oo und --  ~ < co, < ill. Wie  man leicht  einsieht, gilt dann der Satz: 

Is~ ffir f l ~ <  w, < + or 

~,lff~, /~ (0)#) > C 1 "~- C 20)/z , 

so sind entweder  die beiden Anzahlen der Maxima und Minima yon hv;,~(oJ ) 

im angegebenen In te rva l l  e inander  gleich, oder  aber es ist die Anzahl  der Mi- 

nima um eins grSsser als die Anzahl  der Maxima. Der  letztere Fall  kann  abet  

nur  e intreten,  wenn die notwendige  (aber n icht  hinreichende) Bedingung  

[_ (~ Y, #--1 LjCn~,/*--1 (~t 
(i67) ,~ c,  = - s~ ~ ; . ,  ( ~ ) =  - ,g [0~ :~ , , - ,  ~.-1 ; 

(vgl. Formel  (22), (27) , w I4, und (IO9), w 19) erffillt ist. 

I s t  h ingegen fiir fl~ < w, < + oo 

~ ; , ,  (%) < c~ + c~ %. 

so sind entweder  die beiden Anzahlen der Maxima und Minima yon T ; , , ( r a  ) 

im angegebenen In te rva l l  e inander  glelch, oder  aber es ist  die Anzahl  der Maxima 

um eins gr5sser als die Anzahl der Minima, doch kann auch hier  wieder dieser 

letztere Fall  hSchstens dann eintreten,  wenn die Bedingung (167) erffillt ist. 

Mithin ffihrt  der Satz 14 auf die Beziehung 

(I68) ~ i {a~,~} = o oder ----- - -  I, 

av, I* > @N 
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wobei die Summe den Wer t  - - I  nur annehmen kann, wenn die notwendige 

(aber nieht hinreiehende) Bedingung (168) erfiillt ist. 

Durch eine entsprechende ftir das Intervall - - ~  < co, <f i t  ausgefiihr~e 

tSberlegung erhalten wir ebenso 

(i69) F, .: {-.,.} = o o d ~  = - 1, 
av , / ,  < (3, 

wobei der Fall ~ = -- i nur eintreten kann, wenn die notwendige (aber nicht 
c~V,/z< ~1 

hinreichende) Bedingung 

(i7o) ~ g q  ~ g ~ , . ( - ~ )  ( - 1 ) ~ , .  - '+~ [ ~  "" ] = = Sg  - r 7 "~/~V--1/~--1 (~t 
L 0 f.O S_~.' l/t--1 J 

erfiillt ist. Offenbar lassen sieh die beiden Bedingungen (I67) und (17o) nur fiir 

gerades r;,~_ 1 (~ber nieht fiir ungerades r;,~_l) gleiehzeitig erftillen. 

121. Setzt m~n nunmehr fiir Ce seinen Wer t  aus Gleichung (I58) in die 

beiden Beziehungen (I67) und (I7o) ein, so fiihren in Verbindung mit Formel 

(I59) die drei Beziehungen (I66), (I68) und (I69) zu dem 

8atz 15: Es sei der K. V. {a$,~_x} yore Normaltypus I I I .  Dann ist immer 

i { a ; , ~ - l }  ->- - 2, 

und zwar kann der dusserste Fall i{a~,~_l} = - - 2  hSchstens dann eintreten, wenn 

ers tens  der K . V .  {a~,.~_l} yon gerader Mdchtigkeit ist und wenn z w e i t e n s  

r ~  . ] 
L t*--I ~0t v = - -  sg 

Zusatz zu Satz 15: Der Inhalt von Satz 15 ldsst andererseits auch die Auf- 

fassm~g zu, dass er eine Absehh'tzung fiir den dutch Formel (I65) best immten Aus- 

druck liefert. Hierbei wird yon T~,~(o~ ) nur benutzt, dass es eine reelle ste~ig 

differentiierbare Funktion yon co~ mit endlieh vielen Maxima und Minima ist 

und sieh fiir Wer~e yon w~ yon grossem absoluten Betrag'e wie ein Polynom 

verhglt, dessen Glied h5ehsten Grades bis auf einen positiven Zahlenfaktor 
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ist. 

w 2 4. Der Index eines Kurvenverbandes h~herer 0rdnung vom 

allgemeinen Typus III. 

122. Es sei der K.V.  {a~,~_l} zwar vom Typus I I I ,  aber nicht mehr yore 

Normaltypus I l I ;  d.h.  es gelten zwar noch die Beziehungen (i56), (I57) und 

(I58) des w 23, aber die Gleichung W ; , ~ ( w ) =  o mSge mindestens eine reelle 

Wurzel w~ = ~ haben, derart dass gleichzeitig 

(I7I) C, + C 2 % - -  T ~ , ~ ( ~ ) =  o 

ist. 

Wir wollen jetzt zeigen, dass auch unter diesen allgemeineren Vorausset- 

zungen ffir den K. u {a~,~_l} die Aussagen des Satzes 15 ihre Giiltigkei~ in 

vollem Umfange behalten. Zun~chst suchen wir aber mit der in den Abschnit- 

ten 113 und 114 des w 22 entwickelten Methode zu beweisen, dass der K.V. 

{~} immer yon erster Art oder zweiter Art ist. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass nach Hilfssatz 13 Formel (II5) , w 19, 

/,e 
(172) B,,;: +~_]; , ,_,  (~o) = C~ + C, ~o --  ff";., (%,) 

ist, und class diese Gr5sse als erster yon Null verschiedener Koeffizient der Ent- 

wicklung der in Formel (98), w I9, eingefiihrten Funktion 1 

2 B ~" ~+~ ~q, ~pt % ~ + ~ ~,, ~ ~ 

/ r  ~~o + ~ 1  \ 
f f ~ . - - q - - P t  | |  1 o  v ,  ~.~ I / . ", n o  

= ~  ~ [~ ,~ ,  + ~ j ~ , ~ _ i t ~ ) a v , ~  + ... ! 

aufgefasst werden kann; denn die zu einem Exponenten n < ~ , ~  + ~t-- I ge- 

hSrigen Koeffizienten dieser Entwicklunff h~ngen nach Hilfssatz I i, w I9, nur 

yon a~,0, a~. 1 . . . .  , a~,~_ 1 ~ber nieht mehr von w~ ab und verschwinden nach 

Gleichung (I56), w 23. 

1 vg l .  F u s s n o t e  S. 277, w 22. 
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:Nunmehr suehen wir mit Riieksicht auf die Beziehungen (I7I), (172) und 

(t73) eine Funktion eo~-~Z,(a ) zu bestimmen, die der Gleichung 

( .(  )) (I74) 2 f f  ~'~+~ q, cr~t oil(r, ~ + E a~..a" = o  

und der Nebenbedingung 

(I75) lira w~ -+ ar 
c r y 0  

genfigt. 

Andererseits folgt aber ~us den Beziehungen (I72) und (I73) 

lira -+ C~- -T"  (~ , )=  C a + o  ~-.o 8 %, dt-q--~+n;. ,+.~ v , ,  

wegen (I58), w 23, und well nach u 5, eine Wurzel der Gleichung 

T'* (or) = o ist. Mithin ist auf Grund des Fundamentaisatzes fiber implizite 

Funktionen, die Funktion c % = Z , ( a  ) durch die Gleichungen (I74) und (I75) 

eindeutig bestimmt und hat die Eigenschaft, das Rechteck o < o ~ ~, 

~ , - -  e ~ w, =~ 6, + e der a; w~-Ebene, wenn e > o hinreichend klein gew~hlt wird, 

in zwei Gebiete zu teilen, derart dass der Ausdruck (I73), als Funktion yon a 

und w, betrachtet, in jedem der beiden Teilgebiete yon konstantem u 

ist und nur beim •berschreiten der Kurve w, -~  Z,(a) sein Vorzeichen wechselt. 

Ferner ist nach Formel (99), w 19, 

(I 76) [2 B]v --- 2 f fq"  t~+" ( oa, oVt Dv (a)). 

Folglieh kann die Funktion 

( (I77) ovtZ(a ) -~ art Z~,(a)r + ~ a~,,,a 
x = 0  / 

unmSglieh gleieh einer der Kurven , 9 -  Ov (Q) ----- oVt Dv (a) des K. V. {%} sein, da 

clann wegen (I74) und (I76) 2 B  und A ffir ~ =  oPtz(a ) gleiehzeitig versehwin- 

den wfirden, im Widerspruch mit der Voraussetzung, dass die vorgelegte Fl~ehe 

fiir Q = o einen isolierten lqabel hat. 

Es mSgen jetzt ebenso wie in Abschnitt  114, w 22, die Punktionen .9 = Or(Q) 
fiir vl < v ~ vs s~mtliche Kurven yon ungeradem Vielfachheitsgrad s v des K. V. 
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{~,} der GrSsse nach  geordnet  darstel len (vgl. Formel  (57), w 4), w~hrend die 

Kurven  des K . V .  {~} yon geradem Vielfachhei tsgrad mi t  Riicksicht auf die 

Defini t ionsgleichung (59), w 4, for tgelassen sind. (Die Numer ie rung  der Kurven  

= Ov (Q) ist somit  auch hier  ebenso wie in Abschni t t  114, w 22, vori ibergehend 

geffeniiber der von Formel  (57), w 4, abge~indert). I ) ann  exist ier t  ein Index  vo, 

derar t  dass v 1 -  I =<v o ~ v  2 und dass ffir o < a ~  

(178) t ] v ( a ) > Z ( a )  fiir v j=<V<Vo,  t ~ v ( a ) < Z ( a )  fiir v o +  I < v ~ v  2. 

Nunmehr  folgt  aus tier oben bewiesenen Eigenschaf t  tier Funk t ion  ~% = Z~(a) 

in Verb indung  mi t  den Beziehungen (I74), (~76) und (I77), class, wenn v die 

ganzen Zahlen des Interval ls  v 1 < v =< v.~ durehlauf t ,  der Ausdruck [2 B]v hSch- 

stens einmal, n~mlieh beim Ubergang  yon Vo zu v o + I, sein Vorzeiehen weeh- 

seR. Dami t  ist bewiesen, class tier K. V. {3,} un te r  tier Voraussetzung (I7 I) 

yon zweiter Ar t  ist, ausgenommen in den beiden Grenzfiillen Vo = v l - - I  und 

Vo=V2. In  diesen beiden F~llen ist der K . V .  {3~} sogar yon ers ter  Art, da 

dann entweder  .Qv (a) < Z (a) ffir a l l e v  x < v < v~, oder aber  t~v (a) > % (a) fiir alle 

v i < v ~ v ~  ist. 

123. Mit  Riieksicht auf die Vorausse tzung (I7I)  haben die beiden in For- 

mel (I64) , w 23, angegebenen Kurven  einen Schn i t tpunk t  mit  tier Abseisse 

~o, = ~,. Man w~hle nunmehr  das In terval l  c~, --  ~ < a ,  < % + ~ klein genug,  

class in ihm die beiden Kurv en  der Formel  (I64) sich einzig fiir a ,  = ~, sehnei- 

den mSgen und dor t  ausser ~, auch keine weitere Wurze l  tier Gleichung 

~; , , (o~,)  = o enthal ten  ist. Fe rne r  best imme man eine Folge yon v , - -v~  + I 

Zahlen ~v,,  (vi < v =< v.~) derar t ,  class 

endlieh ~ndere man  die Kurve  y = Tov,,(w,) derar t  ab, dass die neue Kurve,  

die wir mi t  y = T ~ , ,  (w,) bezeiehnen wollen, im In te rva l l  ~, + e > ~% > ~t~ --  

e r s t e = s  iiberall s tet ige Tangen ten  hat,  insbesondere auch in den Naht-  

punkten  fiir ~o~ = d ,  + ~ nnd w, = ~, - ~, 

z w e i t e n s  mit der Geraden y = C~ + C~ w, nur  einen einzigen Schn i t tpunk t  

fiir o~ = &~ hat,  

d r l t t e n s  fiir alle r = ~v,,  (vi < v < v-z) und nur  an diesen Punk ten  Ex t rema  

hat,  
19 
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w~hrend 

fibereinstimmen mSge. 

Setzt man jetz~ 

(179) ~{~} = ~, sg 
~=~a c ,+ c~a~.~- @~,.(~..)' 

wobei e ' >  o so klein gew~hl~ ist, dass 

~v,~ + e' < ~v-~,~, 

so behaupten wlr, es is~ 

(i8o) ~ 1 ~ 1  = i 1~.}. 

Hans Ludwig Hamburger. 

fur ~o~ >_ ~. + ~ und %~ =< ~ - -  e die Funktion W~, ~ (w,) mi~ ~;,  ~ (o~) 

124. Zum Beweise von (I8O) gehen wir yon der Definitionsgleichung (59) 

des w 4 aus 
a.~ A(e, o) / 

/ ( isl)  i{5~} = ~ sg 2 B ( e , a )  :~-o~(~) "1 

D~nn folgt einerseits aus den Beziehungen (172), (173), (174) und (176) 

[ _,. ] [ sg  (C~+ C~ (h~ + ~)-- * ~  (3~ + ~) for ~ ~ < ~0 
sg [z  B ] ~  = s g  t 2 B  ~" ~+~J = t " �9 = 

" ( s g ( C , + c ~ ( ; , ~ , - ~ ) - % . . @ , - ~ l )  f~,: ,,o+~ < ~ < ~ . , . ,  

und welter mit Riicksich~ ~uf die Eigenschaften I. und 2. der Kurve y = W~,~(~0~) 

(I82) s g [ 2 B ] v = s g ( C ~ +  C25~,,~--W~,t~(~tv,~) ) fiir ~lle v ~ v = < ~  2. 

Andererseits ist 

sg o",A (o, a ) [  = sg A (,~',, o., (~ ,~ + ~ (o))); 
0 0 "sn #*~=o n (e) 

und hieraus ergibt sich, wenn man A (aq, a pt (g a ,'~ + Y2~(a))) in eine Potenzreihe 

naeh a entwickelt, nach dem Satz yon E~lriques, w 14, in Verbindung mit For- 

mel (46), w 2, und Formel (io9) , w i9, (vgl. den entsprechenden Schluss in For- 
me1 (~S~), w zz) 

1 M an  beachte ,  dass  nach  der in  A b s c h n i t t  123 v o r g e n o m m e n e n  N u m e r i e r u n g  die K u r v e n  
& = 0~ (~) ffir ~1 -< v ~ v2 s~mt l i ch  yon u n g e r a d e m  Viel fachhei tsgra ,  d s~ s ind.  
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(I83) 
o',, A (e, a i /  

0 ~% ~ =%, {e) 

Ausserdem gelten infolge der al ternierenden Grundeigensehaf t  (60), w 4, 

der Definit ionsgleichung (59), w 4, fiir die Glieder der Summe ( , 8 I ) d i e  Be- 

ziehungen 

/ 5 (I84) sg 0~ A (Q, ~) --  sg fiir ~ ~ ~ _--< ~2 - -  I. 
0 ~ s ,  #=o~ (0) 0 t,%s,'+i #=o~,+i (0) 

A u s  

unmRtelbar  

At i 

(~85) @" (a~ , ,  + ~') 
Sg r, 

den Eigensehaften I. und 3. der Kurve y - =  T;,~(~%) folgt nun  aber 

= ~g ~ ; ;  ~ (a ,  + ~), 

= --- s g  @:  (aV+l,/* -1- ~'); ~',/x 

uncl somit schliess~ man aus (I83) , (,84) und  (,85) 

(I86)  
O"A(e,,~)/ _ % ~(&.+  ,). 

sg - -- - -  sg 
0 O A' a=o,, (r ' 

Mit  den Beziehungen (I82) und (I86) ,st  aber die Behauptung  ( i 8 o ) m i t  

Riieksieht auf (179) und (I 8,) bewiesen. 

125. Es seien jetzt  5 ~ ) ( ~ -  I, 2, . . . ,  so) alle gemeinsamen reellen Wurzeln  

der be 'den Gleichungen 

(I87) t/z~, ~ (co.) = O, C 1 + C 2 eot~ --  t/z;,~ (wt.) = O. 

und es werde e so klein gewghlt, dass in den • In terval len  

( ,88)  a(~/, - ~ < 0,~ < a(f  + ~ (~ = , ,  2 , . . . ,  '~o) 

ausser der Stelle w~ = a(.~) keine weRere Wnrzel  yon einer der be,den Gleichungen 

(I87) gelegen sin& 

Nunmehr  konstruiere man eine Funkt ion  W;,e(w~)mi~ stet iger Tangente  

derart,  dass uusserhalb der Interval le  (I88) 

(,  89) @ ~ , ,  (0,~) = % ,  ~ (0,,), 



292 Hans Ludwig Hamburger. 

w~hrend im Innern der Intervalle (I88) ~;,~,(~o,) nach den Angaben aus Ab- 

sehnitt 123 bestimmt werde. 

Die Stellen %~, an denen die Funktion T~,~(~%) einen Extremalwert 

annimmt und die wir einheitlich mit ~v,~ bezeiehnen wollen, setzen sieh somit 

zusammen 

ers tens  aus den Stellen e % =  av,~, an denen die Kurve y = T~,~ ein 

Extremum hat, ohne die Gerade y-= C~ + C~eo. zu schneiden, 

z w e i t e n s  aus den Steilen, welche durch die Konstruktion der Funktion 

T~,~(o.) im Inuern der Intervalle (i88) hinzukommen. 

Aus den Gleichungen (I59) und (I63), w 23, (I79) und (I8O), w 24, ergibt 

sich schliesslich die Relation 

(I90) i{av, u--1} = Z Sg 
^ 

~;,/~(&,, + ~') 

wobei die Summation reehter Hand fiber si~mtliehe Stellen w, = 5v.~ zu er- 

strecken ist, an welchen @;,~(%~) ein Extremum hat. 

126. Da nach Gleichung (I89) sich die Funktion @;.~(~%) fiir Wer~e c% 

yon hinreichend grossem absoluten Betrage wie das Polynom T;,  ~(~%) verhiilt, 

Formel (I9o) nach dem Zusatz zu Satz I5 am Schluss yon w 23 so fiihrt die 

auf den 

Satz 15": 

ist immer 

Es sei der K. V. {a~,~__l} vom allgemeinen Typus IH .  ))ann 

und zwar kann der 5usserste Fall i {a~,~_l} = -  2 h6chstens damon eintreten, wenn 

ers tens  der K. V. {a~,~_l} yon gerader MSchtigkeit ist, und wenn z w e i t e n s  

[ ]i " " ] "no 0 V, t~--I , ~  21~  - -  1 (l)t 
sg A~ v '~t  ------sg 0r  

Da wie in Absehnitt  122 gezeig~ wurde, alle im K. u {a~,z_l} yore all- 

gemeinen Typus I I I  en~hal~enen K. V. {a~,,} entweder yon erster oder zweiter 

Art sind, so fotg~ aus Satz I, @ 5, und Satz 3, w 6 der 
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Zusatz zu Satz 15": .[st der K. V. {~;,~-1} yore allgemeinen Typus I I I ,  so 

ist der Index eines jeden in {a;.,_,} enthaltenen K. V. {av,,+,} 

i{gv,r215 ~ - -  2 (X = O, I ,  2, . . . ) .  

KAPITEL V. 

25. 

B e w e i s  d e s  H a u p t s a t z e s .  

Yorberei tende Bemerkungen  fiber Kurvenverb~nde der  0 rdnung  ~ 

vom al lgemeinen Typus II .  

127. In w 17 Formel (55) haben wir tier ~ur Kurve ,9 = 8;(q) gehSrigen 

Zahl l~ einen Index /, durch die Beziehung 

( I 9 1 )  "~., ~. l ;  = ~*+1 

zugeordnet. Ftir das folgende ist es vorteilhaft, diese Definition des Index /~ 

abzui~ndern, indem man (IOI) durch die Beziehung 

! 

(I92) n~,~ + I _--< l~ ~ n;,~+l, /~ _----- o 

ersetzt. 

Es ergibt sich gegeniiber dem bisherigen ein Unterschied in der Beziehung 

nur beim huf t re ten  yon K.V.  des Typus I I I ,  indem in diesem Falle bisher 
p f l~-----n~,~ gesetzt wurde, jetzt aber l; = n;,~+ 1 zu setzen ist. 

Ausser /* werden der Zahl l~ noch zwei weitere Indices /~' und #" zugeord- 

net, welche durch die beiden Beziehungen (vgl. Formel (78) und (86), w 18) 

t I 

(193) n~,# + /z '  ~< l~ ~ n; , , ,+l  + ~', /z _--> o, 

t 

(I94) n~,,~,,+ 2#" + 2pt<: l~,~n~,,#,+l + 2#" + I -}-2pt, # " ~  o 

definiert seien. 

128. Dies vorausgeschickt, lassen sich nunmehr  die Aussagen yon Satz I3, 

w 22, Satz 15, w 23, Satz i5 ~, w 24, und yon den ihnen angehi~ngten Zus~tze 

zusammenfassen in 
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Satz 16: Es seien l: ~ und l~ die beiden der Kurve ,7 = O~ (Q) durch die For- 

raeln (54), w 17, und (i22), w 20, zugeordneten Zahlen, und es sei 

f t  t 

(~95) l~ > 1~ + t* + ~, 

unter tt den in Formel (I92) definierten Index verstanden. 

Dann ist immer 

(I96) i { a;,,} _--> -- 2. 

Ferner ist 

i { ~ , . + , }  >__ - 2 

f i ir  jeden in {a~, ~} enthaltenen K. V. {a~, ,+,}.  

Damit  der 5usserste Fall  i {a;, ~} -~ - -  2 eintritt, rn#ssen die beiden notwendigen 

(aber nich~ hinreichenden) Bedingungen erfiTllt sein: 

e r s t ens :  der K. V. {a;,,} ist yon gerader Mh'chtigkeit, 

z w e i t e n s :  es ist 

Sg a~, 0 Vl'~--L t q2 (l~ - -  2pt)[ ~ Sg[ 0 eor~,t~ t~ ~" 
/ z  

Hierbei ist re" gleich der in Formel (I94) definierten GrSsse. Ferner ist (vgl. 
Formet (lo2), w I9) zu setzen: 

(I97) { vl'; -- Lt ----- o fiir t~ -- Lt < o 

~ ' ~ - ~ p t  _~ ~ . "  ~t ~- o fSr t; - -  2~Ot < O. 

Beweis: Aus Formel (99) und (to4), w I9, ergibt sich in Verbindung mit 

Formel (36), w I5, Hilfssatz 9, w I8, und Formel (I94) 

[4 
(I98) , . B~, ~,~, pta~, o 1~! 

Cl'~ - -  2 Pt 
[ f f ' ; - 2 p t  q~t i] ~rr 

q~ (l'~ - -  2 pt) ! 
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ttierbei bezeichnet /,' den in Formel (193) definierten Index, und man hat  offenbar 

y"  --< y'  =< y. _&us der Voraussetzung (I95) folg~ aber andererseits B~, v. = o, 
Y 

mithin ist nach Formel (I98) 

/ / 
(I 99) sg ~a;, 0 ~Vl';--Lt 

1st jetzt 

[~/~';-2pt .o-1]  \ \  
L J i l l  

t n~,~ + I ~ l~ ~ n ~ , v +  1 -  I, 

so ist nach der Tabelle am Schluss yon w 20 der K. V. {a;,v} vom Typus IV, 

und Satz 16 folgt aus Satz 13, w 22, in Verbindung mit Formel (I99). Is~ aber 

l~ := n;,~+ 1, so ist der K. V. {a;,v} vom allgemeinen Typus I I I ,  und Satz 16 

folgt aus Satz I5 ~, w 24, in Verbindung mit Formel (I99). Somit ist Satz "I6 

vollsti~ndig bewiesen. 

129. &Is n~chstes Ziel unserer Betrachtung suchen wir eine Absch~tzung 

fiir den Index solcher K. V. abzuleiten, die zwar vom Typus II, aber nicht mehr 

vom Normaltypus sind. So werden wir schliesslich zu der Beziehung 

(200)  i {gv, 2--1} ~ - -  2 

gefiihrt werden, wobei unter {a~,2-1} ein beliebiger K. V. der Ordnung ~>_--I 

vom allgemeinen Typus II  zu verstehen ist. 

Der Beweis der Abschiitzung (200), der im w 27 durchgeffihrt wird, stiitzt 

sich auf eine. Reihe yon Hilfssi~tzen, die uns zuniichst beschi~ftigen werden. 

Hilfssatz 15: Es sei der K. V. {a,,2-i} der Ordnung Z :> I yore allgemeinen 

Typus II ,  und es gelte f i ir jeden K. V. {av,2} der im K. V. {a;, 2-1} enthalten ist, 

die Abschdtzung 

(2oi )  i {~ ,  2} >= - I. 

Dann ist auch 

(202) i {~ ,  2-~} >-- - 1. 
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Beweis: Da die Voraussetzungen des Satzes Io, w 2I, erfiillt sind, ist nach 

Formel  (14I), w 22, 
N 

i1%~_,} = N -  ~ + y, i l~},  

wobei N, 3~ und i{fl~} (vgl. die Ausf i ihrungen aus Abschni t t  109., w 2I, ins- 

besondere F o r m e l  (139), w 21) die gleiche Bedeutung wie in Satz IO haben. Da 

a~er auch fiir die K. V. {ft,}, die ja in {a;,x_~} enthal ten sind, die Voraussetzung 

(2Ol) gilt, so ergibt sich 

i {a~3, Z_l} -->__N-- I -- N, 

und  damit~ ist die Behauptung  (202) bewiesen. 

130. Hilfssatz 16: Es sei der K. V. {g~,~__l } der Ordnung ~ ~ I vom all- 

gemeinen Typus I[, und es gelte f i ir jeden K. V. {a,. ~}, der im K. V. {a;, x-x} ent- 

halten ist, die Abschdtzung 

(203) 

Es seien jetzt 

i { . , ,~}  >= - 2. 

Y~ < Y ,  < . . .  < Y~ 

sdmtliche reellen Wurzeln ungerader  Ordnu~g der Gleichung 

(2o4) B~, ";, z + ~ - -  T#, ~ (~o~) = o. 

Nunmehr mSgen n i rgends  zwei aufeinandofolgende Wurzeln ~ ,  fl'.+l existieren 

derart, dass ers te~s  beide vonder  Ordnung ~ 3 sind, und dass z w e i t e n s  gleich- 

zeitig 

i {~"x } -= - -2 ,  i { f l ' x+ i }=- -  2. 

Dann ist auch 

(205) i {% ~_,} ~ -  2, 

und zwar kann unter diesen Voraussetzungen der Fall i {a~,~_l}-~--2 hb'chstens 

dann eintreten, wenn 

er s t ens  die Anzahl U der Wurzeln ~ ungerade ist, 

z w e i t e ~ s  die Wurze~n fl'~ f i ir  ungerades  x sdmtlich yon der Ordnu~g ~ 3 

und die Indices 
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i {~r - - - - -  2 

sind fiir jedes ungerade x. 

[nsbesondere ist somit 

(206) r {s = r { ~ }  = -  2. 

297 

Beweis: Neben den Wurzeln ungerader 0rdnung der Gleichung (204)haben 

wir auch die reellen Wurzeln gerader Ordnung yon (204) zu betrachten, die wir 

mit /~'~ (z----I, 2 . . . .  , G) bezeichnen wollen. 

Jetzt folgt aus Satz I0, w 21, indem man beriicksichSigt, dass N = G  + U ist, 

U G 

(2o7) r {~ ,  ~-1} - ~; + G - ~  + ~ i I/s} + Y, i /~;}.  
~ = 1  x = l  

Andererseits sind offenbar alle K. V. {fl'~} yon gerader Miichtigkeit, alle {•,'} 

yon ungerader Mi~chtigkeit; mithin ergibt sich aus der Voraussetzung (2o3) 

r { s  ->_ - 2, r {~r;} ___ - ~. 

Substituiert man ferner diese Abschittzung fiir i{~'} in Formel (2o7), so 

erhiflt man zuni/ehst 
U 

(208) r { ~ , _ ~ }  >= u -  ~ + ~r  

Nun lassen sich aber die Voraussetzungen, die fiber zwei aufeinanderfolgende 

Wurzeln ungerader Ordnung ~', und /3',+~ yon (204) in Hilfssatz 16 gemacht sind, 

auch folgendermassen formulieren; es mSgen jedes Mal aus i{/3',} = -  2 die 

Abschiitzung i {,8',+1} >= o folgen. Denn da {/~',+1} yon gerader Miichtigkeit isL 

folgt aus i {~',+1} > -- 2 genauer i {fl',+l} ~ o. 

Mithin ergibt sich 

v [ - - U f f i r  gerades U, 

*=~ U - -  I ffir ungerades U; 

und hieraus folgt in Verbindung mit der Abschittzung (208) 

i {a;. ~.-1} ~ / -- I fiir gerades U, 

t 2 fiir ungerades U. 
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Endlich zeigt eine leichte t3berlegung, dass der iiusserste Fall 

U 

( o9) = - v - i  

h5chs~ens dann eintreten kann, wenn die beiden am Ende yon ttilfssatz 16 an- 

gegebenen Bedingungen erfiillt sind. 

Igach der Beziehung (2o8) kann nun aber andererseits der Index i {a;, ~.-1} 

seinen l~[inimalwert - - 2  nur dann annehmen, wenn gleichzeiflig die Gleichung 

(209) besteht. Damit is{ der ttilfssatz 16 vollstgndig bewiesen. 

w 26. Beweis eines l i i l fssatzes.  

131, Wi t  gehen nunmehr yon einem K. V. {a~,J (4 o ~ o) aus, dessen Index 

i{~;,~o} =< -- 2 sei. Es sei ferner ~ ~0~(Q) eine beliebige Kurve des K. V. {a;,~o} 

und die dieser Kurve zugeordnete Zahl l', geniige zuniichst der Bedingung 

d. h. es sei nach Formel (192), w 25, 4o-~-ft. Dann ist nach ttilfssatz 7, w I8, 

in Verbindung mit den Definitionsgleichungen (54), w I7, die Zahl l: bereits 

durch die 4 o + I Konstan~en a;,o, a;, 1 . . . .  , a;,Zo eindeutig bestimmt; sie bleibt 

somit fiir jede beliebige Kurve des K. V. {a;,~o} die gleiche. Wir  kSnnen daher 

~- setzen. 

Aus i { a ~ , J ~ - - 2  folgt ferner l~ '~l~ + 4  o +  I, da anderenfalls der K .V.  

{a~,J vom Typus I w~re (vgl. die Tabelle am Sehluss yon w 20). Mithin erh~It 

man aus Formel (I96), Sa~z 16, w 25, fiir den Index i {a~,~o } seinen genauen Wer t  

i {~;,~o} ~ - - -  2. 

Ist  hingegen l~ > n;, ~o + ~, d. h. hat man 

wobei die Ausdrficke (21o) naeh tiilfssatz 7, w I8. wieder nur hSehstens yon den 

a;,o, a;, 1 . . . .  , a;,Zo abhi~ngen, so muss damit i{a;,ao } 5 - -  2 wird, der K. V. {a;,~o} 

yore allgemeinen Typus I I  sein. Daun ergibt sich aber aus ttilfssatz I5, w 25, 
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die Existenz einer endlichen Folge yon K. u  {a;,x} ( ~ > ~ ) d e r a r L  dass jeder 

K. u {a;,x} in dem vorhergehenden K. u {a;,x_l} der Folge enthal~en ist, und 

dass 

(2I  1) i _-<_ - 2.  

Diese Folge yon K. V. {a;,~}, die zun~Lchst gleichfaUs ~.lle vom allgemeinen 

Typus I [  sind, lEsst sich solange fortsetzen, bis man schliesslieh auf einen 

K. V. {a;. ~} gefiihrt wird, der entweder yore Typus I I I  oder yore Typus IV is~. 

Dann ist l~ durch die Reihe der Koeffizienten a;, o, a;,~ . . . .  , a;,~ bereits bestimmt 

und es ist offenbar 

n~, ~ + ~ <: l~ < n~,~+ x , 

ferner is~ wieder, d~ die Beziehung (2I 1) fiir Z o < Z < / ~  gelten soU, die Zahl 

l~ ~ / ~  + V + I, sodass aus Formel (i96), Satz I6, w 25 in Verbindung mi~ (211) 

i {a;,,} --~ -- 2 folgt. 

Auf solehe Folgen ineinander geschachteiter K. V. {a;,~}, deren Index 

i{a~,x} =<--2 ist, bezieht sich der Hilfssatz dieses Paragraphen,  welcher gleich- 

zeitig als ers~er Sehrit t  zum Beweise der behaupteten Absch~tzung (2oo), w 25, 

anzusehen ist. 

132. Hilf~satz 17: Es seie~z l'~ und l~ die beiden el.her Kurve ~9-~9;(e) z~- 
t r ap t  

geordneten Zahlen, und es werden drei zu l~ gehSrigen Indices "~," ~ , dutch die 

Abschdtzungen (I92), (193) und (I94), ~ 25, bestimmt. Ausserdem werde 

(zI2) i{a; ,z}~<--2 fiir ~ " < Z ~ < / i  

vorausgesetzt. 

Dann gilt 

(213) i {av,Z}~ > --  2 (z >__ #") 

f i ir jeden K. V. {av,~}, der im K. V. {a~,#,,} enthalten ist. 

i { a ~ , x } - ~ - - - 2  f i ir  ~ * " ~ < ~ < : h ,  

Insbesondere ist 

und ausserdem e~fiilltjeder in {a~,~,,} enthaltene K. V. {av,~}, dessen Index i {av,~} - - - - 2  

ist, die beiden 1)edingungen: 
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er s t ens :  der K. V. {a,, ~} ist von gerader Mdchtigkeit, 

z w e i t e n s :  es ist 

(214) Sg(Ct~,o(Vl,;_Lt 

*t t  Zusatz  zu  Hi f s sa t z  17: Ist ,u 
2 = o, und man kann 

(215) 

setzen. 

Und in der 

[ JLo ] 
Sg l ~ ~  Ot ~ 

= o, so gilt  die Beziehung (214) auch fi~r 

f~r~ ~ , o + ~) = - -  sg  a;, o (u;,o) 

Tat folgt zun~chst aus der Definitionsgleichung (6), w I3, in 

Verbindung mit  Formel (44), w 2, 

(~6) 
or;, o ] 
- ~ o -  t,O ~ V, | o  ~o ~, o z~176 ~'  ~ = F(~;' o)a. o). 

Da aber ausserdem wegen (212 ) l~ :> i  und somit auch J) ,0(a~,0)=o is~, so 

folgt (215) aus (216), wenn man ausser der Tatsache F(*)(a; o)=  o fiir o < z < 
t ,  0 , ~ 

r;. o--  I noch die Identit~Lten (4I) und (42) aus w 2 beriicksichtigt. 

H a t  man 

w ~5) 
( ~of_~ ) - 

(217) sg V2pt_L t q~t,O(a;,O) = -- sgf t ( : .  ~ ~)(a;. o)" 

o f v  t 
ausser te ~ -o  auch l; = 2pt, so wird aus (214) (vgl. Formel (28), 

133. Beweis: Aus der Voraussetzung i {a;.~} = < -  2 folg~ unmittelbar  

pt t (2~8)  ~,~ ~ l~ + ~ + ~, 

da anderenf~lls der K. V. {~,~} yore Typus I wiire. 

~u betrachten je~zt alle Kurven ~-~0~(Q) des K. V. {aL~,, }. Jeder  dieser 

Kurven sind zwei Zahlen l~ und l~ zugeordnet, ferner seien #v, #~ bezw. ~v die 

zu den Zahlen l~ und l~' gehSrigen Indices, die dutch die Formeln (192), (I93), 
w 25, bezw. (I23) , w 20, definiert sind. 
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I s t  je tz t  

(219) 1~ ~ l; -4- # ; ,  

so wird , ,  ~ t t~ ,  ferner  ist aus der Tabelle am Schluss des w 20 zu ersehen, 

dass der K . V .  {a,,,,.} yore Typus I ist. Um so mehr  sind nach S~tz I, w 5 

auch alle in {a,,**} enthal tenen K. V. {a~,2} yon erster  Art. Mithin  erhiilt man 

nach Satz 2, w 5 fiir den Fall  (219), sogar 

i{ce,, a} > - -  I ffir Z ~ * * .  

# # # 

Die Bedingung (219) ist gewiss erfiillt, wenn l~, 4 = 1;. Denn ist~ lv < 1;, so 

ergibt  sich aus Formel  (I98), w 25 

[4: ] V:]  ClP'~ - 2  2 P l  - -  I p 
Pt ~~ ~, 11 + lv  t/~ ~ t  v 

( 2 2 0 )  B ' = v '  + , 
~', 1,, l ~ - - L  t q~ (l'v - -  2pt)! p t  a~, o lv ! 

# 

# 

pt  a;, o lv ! 
O, 

da wegen 1; < l~ < l~ (vgl. Formel  (218)) nach Formel  (lO3), w 19, 

[gi-2Pt_-,1 c '  ,, ~vt J; 1~,--2 Pt  
' ~ Vl' L ~ 0 B;,l~ ~-- "t q~ (1; - -  2pt)l 

# 
ist. Aus (220) folgt  aber 1~'= 1;, und damit  ist im Falle 1; < 1; die Beziehung 

(219) bewiesen. 

I s t  aber l~ > l~, so hat  man nach Formel  (Io3), w 19, 

# 

, rJ 7-, - , - i  cl;-~pt [ j 9e J ; .  
# 

B ,  { ~-  v~ ; -  h q~ , . 
' v (1r - -  2 p t )  i 

Anderersei ts  ist aber wegen 1~ > l~ nach Formel  (I98), w 25, 

[': ] 
lt + l'~ z i~  q~t ~, 

B ;  5 ~ B~, i; + , = o, 
�9 v ' v . p t  a ; ,  o 1;  ! 
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[,:] mithin Bv, z:v # o wegen J;,~0tv ~ # o, d .h .  aber, 

mit giR aueh im Fall l~ > 1~ die Beziehung (219). 

Es sei somit nunmehr 

6 " ' = , l v > l v  + [ ~ - ~  I. 

es isis z;  6 ' --~ < l und so- 

Dann folgen die Behauptnngen unseres Hilfssatzes I7 fiir den K .V.  {av, vv} 

und fiir jeden in {av, t,~} enthaltenen K. V. {avz, v+~}(• > I) aus Satz I6, w 25. 

134. Dies vorausgesehick~, stii~zen wir uns nunmehr beim Beweise yon 

Hilfssatz I7 auf das Verfahren der vollstiindigen Induktion, d. h. wir gehen 

yon der Annahme aus, dass, unter s eine feste Zahl verstanden derarL dass 

(22I) h"  + I ~ ~0 ~_~ ~, 

die Behauptungen yon ttilfssatz I7 fiir alle in dem K.V.  {a;.~o_l} enthaltenen 

K . V .  {av, x} (~-o ~ ~ ~ pv) bereits als richtig erkannt sind, und suchen nunmehr 

diese Behauptungen fiir den K. u {a~,~o_l} selbst zu beweisen. Diese Annahme 

wird dadurch ermSglicht, dass nach den Darlegungen des Abschnitts 133 der 

Hilfssatz 17 fiir die K. u {av,~,v} bereits bewiesen ist, wenn der Index v zu 

einer beliebigen im K.V.  {a;,~o_~} en~hal~enen Kurve ~9=Ov(Q) gehSrt. 

Nach der Tabelle am Schluss yon w 2o ist mi~ Riicksicht auf Formel (212) 

und (221) der K. V. {a;,ao_~} vom allgemeinen Typus II .  Um zuni~ehst 

( 2 2 2 )  i {% = - 2 

zu beweisen, haben wir nach Hilfssat.z 16, w 25 nur zu zeigen, dass nicht zwei 

aufeinander folgende reeIle Wurzeln ungerader Ordnung w~0--~,  w~ 0 = fi'~+ 1 der 

Gleichung 

(223) Be, n~,~.o+ n o -  ~V,~o (e~ = 0 

existieren derart dass erstens die Ordnungszahl dieser beiden Wurzeln ~_ 3 is~, 

und dass zweitens gleichzeitig 

Denn aus der Behauptung (2o5) des tiilfssatzes I6 folgt die Gleichung (222) 

unmi~telbar mi~ Riicksicht auf die u (212). 
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Demzufolge setzen wir jetzt  voraus, es seien fl'~ und ]~+~ zwei unmit te lbar  

aufeinanderfolgende reelle Wurze ln  ungerader  Ordnung >= 3 der Gleichung (223) , 

sodass nach den Ausfi ihrungen des Abschni t ts  109, w 2I, zu diesen beiden Wur-  

zeln K . V .  {~} und {/~+1} der Ordnung ;t o + I yon gerader  MiichtigkeR gehSren, 

und es sei ausserdem 

(224) i {~,} = - -  2; 

dann behaupten  wir, es ist 

(225)  i {tr~+~} >_- o .  

Offenbar sind /~', und /~',+1 die Koeffizienten der Potenz  a ao zweier Potenz- 

reihen ~2,, (a) und ~q,,, (a) derart ,  dass die beiden Kurven  

= 0, ,  (~) = o ~  ~ , ,  (~), ~ = 0,, ,  (~) = ~ ~,,, (~) 

beide im K. u  {a;, ~-l} enthal ten sind; wir kSnnen daher, indem wir unsere  

bisherige Bezeichnungsweise wieder aufnehmen 

(226) /~', = " l / ,  ao, ~7 'x+ l  = a~,,,. ~o 

setzen. Ausserdem haben wir zufolge unserer Annahme die Behauptungen  des 

t i i l fssatzes  17 fiir die beiden K . V .  {~} = {a,, io} und {~'~+1} = {a~",ao} als be- 

reits bewiesen anzusehen. MRhin folgt  aus der Voraussetzung (224) mR Riick- 

sicht auf  (214) und (226) 

c~'~-2~t t ~ " - - - - - j ~ - / / =  #~r ~o co t 
(227~ ~ % 0  v,,~_~, 7r (1~ - 2p,)! s I ~ g / o ~ T ' . ~ .  ~~ ' 

L ~o j r '  

wobei wegen Formel  (53), w 17, 

(228) n, ' ,  20 = ~ ,  ~o 

iSt;. 

Da nun aber nach u  W~o = av,, Zo uncl r = av,,,ao zwel unmi~- 

telbar  aufeinander  folgende Nulls tel len ungerader  Ordnung  yon (223) sind, und 

nach Formel  (IO9), w 19, und Formel  (228) 

# ** 

is~, so hat  man 
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, [ a~,',~o ] 
- - -  Z/:%" ~*~ GOt sg T L ~ (a,, ~o + ~') = s g / ~  ,,,"v, ~o ~o 

L ~  ~ 2 0  '~' 

, [ 0~,"~ ~_o 
= - s~ ~ ,  20 (~", 20 + ~) = - s~ L o ~:" ,  ~o 

und das ergib~ in Verbindung mit  Formel  (227) 

l~--2p~ - - 1  

c ~  - ~ ~ z /  ,, q~, ~/ 
sg a~, o V/r q~ ~ ~ p ~ ) ~ .  / = --  sg 

-1 
z/n,,,. 20 l:jgtJ 

20 J 'p'~' 

3%". ~o z/n,,, ' ~o ] . . . . .  q)t �9 
[ 0  ~ : " ,  ~ ~o ~,, 

Es ist somit  ftir den K . V .  {a~,, Xo} die Bedingung (214) nicht erfiillt, und 

daher  muss i {a,,,, ~o} ~ - -  z sein. Da  der K. V'. {a,,,, 2o} = {fl'~+~} aber nach Vor- 

aussetzung yon gerader  M~ichtigkeit ist, ist damit  sogar die Abschiitzung (225) 

bewiesen, aus der, wie wir oben gezeigt haben,  die Behauptung  (222) nnmittel- 

bar  folgt. 

135. Es bleibt uns nur  noch iibrig zu beweisen, dass aus (222) die Be- 

ziehung (214) fiir Z ~ t  o -  x folgt. Zu diesem Zwecke be t rachten  wir, wie 

in Hilfssatz I6, w 25, die Folge aller reellen Nullstellen ungerader  Ordnung  

W Z o : ~ ( x - ~  I, 2, . . . ,  U) der Gleichung (223) und schliessen aus Hilfssatz I6, 

w 25, insbesondere Formel  (2o6), dass ers~ens U ungerade is~, dass zweitens 

fl'u eine Wurze l  tier Gleiehung (223) von der Ordnung  > 3 ist, mit  einem zu- 

gehSrigen Index  

Sei ,~ = ~(q)  eine Kurve  des K. u  {fl~} der Ordnung Zo + I, dann ist 

fl'u gleich dem Koeffizienten des Gliedes m i t a  ~o in der Potenzreihe ~2; (a), und 

indem wit  zu unserer bisherigen Bezeichnungsweise zuriickkehren, setzen wir 

Da  nun aber nach unserer  Annahme unser Hilfssatz  I7 ftir den K. V. 

{fiG} ~ {a~, ~o} als bereits bewiesen anzusehen ist, so folgt  aus (214) 

z/ v - I  [ O~ L ~ ~ ~o c,'~ [ ~,, 9~, ]~ 
(229) sg a~,o ~','~--L, q~ (Z~ --  2p,)! ] ]  sg [0,,,~" ~Z/2o" ~ A" 
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Nun ist aber mit Riicksicht  darauf,  dass COCo = a~,~. ~ die grSsste Wurzel  un- 

gerader  Ordnung der Gleichung (223) ist, 

69 v, ).o . ^ 
(230) sg ~ ~0 

Anderersei ts  ergibt  sieh aus Formel  (Io9), w 19, in Verbindung mig Formel  

(2z), w i4, 

] 

[0 r~' ~~ _ _  z~CnV,~o--10t] 
�9 = sg l o w  ~''~o-1 ~o_~ 

l_ ~o-1 ;" 

Mithin folgt  aus (229), (23o) und (23I) 

cl'~--2pt I d  v - - -1 .  
k h" ~Pt J~ --- sg 0";. ~.o.1 #'~,  ~o- 1 Ot 

sg a~, o v t , ; - L  t q~ (l~ - -  2 p t ) !  / o d ; , , ~ _  1 ~o-1 
L ~o--1 

d. h. dass die behaupte te  Beziehung (214) auch fiir den K . V .  {a;,~.o_l} besteht.  

Damit  ist Hilfssatz i 7 vollst~tndig bewiesen. 

136. Da im t t i l fssatz  17 ~ " ~  o vorausgesetzt  wurde, so ist mit  Riicksicht 

auf die Beziehung (194), w 25 der Hilfssatz 17 nu t  anwendbar ,  wenn l~ ~ 2Pt 

ist. Wi r  formulieren je tzt  die Abt~nderungen, die Hilfssatz  I7 erf~hrt, wenn 

I <= l'~ <~ 2 p t -  I is~. 

Hilfssatz 18: ~ s  sei l'; die einer Kurve ,9-~ O~ (O) zugeord~ete Zahl, u,nd es 

sei I <= l~ <= 2 pt -- I. 

Ausserdem werde 

i{a~,~} ~ -- 2 fiir 0~_---</~ 

vorausgesetzt, unter ~ den dutch Formel (i92), w 25, definierten Index verstanden. 

Dann ist 

i { a , , ~ } > - - 2  

f i i r  jeden K. V. {a~,~} (g ~ o), der im K. V. {a;,o} enthalten ist, insbesondere ist 

2o 
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i { a ~ , x } = - - 2  fiir o ~ Z ~ / J ,  

und ausserdem erfiillt jeder in {a;,o} enthaltene K.  V. { a,, ~ } dessert Index  i{a,., ~} = 

= -  2 ist, die beiden Bedingungen 

e r s t e n s :  der I~. V. {a~, ~} is t  you gerader Mffchtigkeit  
f 

z w e i t e n s :  es ist  l~ - L t  = o, m~d ausserdem ist  

(232) sg a;,oVo = sg [Ow~ "'~' v = 

Fiir ~ = o  

Form 

(233) 

n immt naeh Formel  (215) die Bedingung  (232)d ie  einfaehere 

f t!r:, o + 1 )  sg Vo = - -  sg (a~, o) 

an. 

Wi r  verzichten hier auf die ausfiihrliehe Dars te l lung  des Beweises von 

Hilfssatz I8, da er sich yon dem oben angegebenen Beweise des t t i l fssatzes  17 
t o _ _  

nur  dadurch unterscheidet ,  dass in allen Formeln  das Glied mit ~/zi~,, ~ptq~ -1 # 
wegen l~ - - 2 p t  < o fortzulassen ist (vgl. Formel  (I97), w 25). 

r p t  f Die Behauptung  l; - -  Lt  = o folgt  daraus, dass mit Riicksicht auf l~ _--> l; + I 

nach Formel  (Io3), w I9, Formel  (I98), w 25 

B ~ , , n = v , ~ _ ~ t = o  fiir o = < n ~ l ~ - - I ,  

/ 

~t-l- ~ L ,a' Jv 
t B L /  = vz~-L t + , - - o ,  

v Pt a~, o l~, ! 

mithin V/--L t # O ist. 

w 27. Der  I n d e x  eines K u r v e n v e r b a n d e s  der  Ordnung  ~ i yore a l l geme inen  

T y p u s  I I .  

137. Es sei {aLe_l} ( ~  i) ein K . V .  vom allgemeinen Typus I I  und 

{a;,~} ein in {a;,2__1} enthal tener  K. V. derart ,  dass 

(234) i{a;,~} = -- 2. 

Dann_ isg (vgl. die Tabelle am Sehluss yon w 2o), wenn ~ = 0 ~ ( 0 )  eine Kurve  

des K . V .  {c9,~} bezeichnet,  



(235) 

und hieraus 

(~I) und (~3), w 19, 
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r tr 1;_-->.n;, 2 +  I, 1 ; ~ n ; , 2  + 2 + ~, 

folgt weiter mit  Riicksicht auf Definition X, w 2o, Formel (IIO), 

B~ n~ 2+2~-O, t �9 

(236) (%) Is  2 + 2 - -1  : - -  " ( f 0 2 ) '  

By, ,,o + ~ = -- W~ z (%, a), 
V, 2 

under %,~ eine beliebige reelle Nullstelle des Polynoms W~,~(%.)verstanden. 

Ausserdem ist wegen (234) a;, 2 selbst eine Nullstelle gerader Ordnung yon 

T~,~(%) und wegen (236) eine Nullstelle ungerader Ordnung ~ 3 yon W;,z (%) .  

Dies vorausgeschickt, formulieren wir den 

S&tz 17, Teil I:  Ist {a~,2-1} ein beliebiger If. IT. tier Ordnung ~ >= I, so ist 

(237) i {f fP ,  2 - -1}  ~ - -  2 .  

Zusammen mit  dieser Behauptung beweisen vdr 

S~.t~. 17, Teil I I :  Es sei {a~,2_1} (~ >_-- i) ein K. V. yore allgemei, en Typus I I ,  

{a;,x} ein in {aL~_a} enthaltener K. V. mit dem Index 

i { ~ ,  2} = - -  2. 

> a~, 2 eine Wurzel ungerader Ordnung der Gleichung 

T~,, ~ (~2) = o 

Ferner sei %',2 

(238) 

derart, dass im Intervall 

(239) a~,  2 < ~o < av , ,~  " 

keine weitere Wurzel ungerader Ordnuug der Gleichung (238) gelegen ist. 

Dann ist entweder av,,2 eiue Wurzel erster Ordnung yon (238), oder abet man 

hat, wenn die Wurzel av,,x von der Ordnung >: 3 ist, 
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138. Vorbemerkungen zum Beweise: Fiir K.V.  vom Typus I, I I I ,  IV und 

vom Normaltypus I I  und ffir solche K.V.,  welche in derartigen K.V.  enthalten 

sind, ist die Behauptung yon Satz I7, Tell I, bereits in Kapitel IV bewiesen 

worden. Es gentigt somit, wenn wir uns bei den folgenden Untersuchungen auf 

K.V.  der Ordnung _>--- I vom allgemeinen Typus I I  beschriinken. 

Wie beim Beweise des Hilfssatzes 17 (vgl. Abschnitt 134, w 26) stiitzen wir 

uns auch hier auf das Verfahren der vollstiindigen Induktion, d.h. wir gehen 

yon der Annahme aus, dass, unter )'o eine feste Zahl >_ I verstanden, die Be- 

hauptung (237) yon Satz I7, Teil I, fiir a]le K. V. {av,~} (Z => Zo) bereits als riehtig 

erkannt ist. Diese Annahme wird dadurch ermSglicht, dass sich nach Hilfssatz 

I7, Formel (213), w 26, zu jeder festen Kurve ,9 = 0v (#) eine hinreichend grosse 

Zahl #~' bestimmen l~sst derart, dass 

i {~, ~} _>-- -- 2 (Z -->_ ~;). 

Genfig~ nun der Index aller in einem K, V. {a~,ao_l} yore allgemeinen Ty- 

pus I I  enthaltenen K. u {a;.zo } d e r  schi~rferen Beziehung 

/ { ~ , ~ }  > - I, 

so folgt die Behauptung (237) yon Satz I7, Teil I, "fiir Z = Zo, v = 

(240) i {% ~0_,} -_> - 2 

unmit~elbar aus Hilfssatz I5, w 25. 

Wir kSnnen uns daher hier auf die Betrachtung des Falls beschritnken, dass 

{a;.~o_l} einen K.V.  {a~,z} mit dem Index 

(24I) i {a~,~o } ---~ -- 2 

enghiil*. 

Unter der Voraussetzung (24i) und der oben auseinandergesetzten Annahme 

(242) i {c~v,~} ~ ~ 2 fiir alle Z _--__ ~o 

suehen wir nunmehr fiir den K.V.  {a;,~.o_l} zunis Satz 17. Teil I I ,  d.h.  

(243) i {av',~,} > o 

zu beweisen. Hieraus folg~ dann die Behauptung (240) unmittelbar aus Hilfs- 

satz I6, w 25, da die Voraussetzungen dieses Hilfssatzes mit Rficksicht auf die 
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Annahme (242) erfiillt sind. Mit dem Beweis der beiden Beziehungen (240)und 

(243) ist dann aber der Induktionsschluss durchgefiihrt und beide Teile des 

Satzes ]7 vollst~Lndig bewiesen. 

139. Beweis der Behauptung (243): Unter der Voraussetzung (24I) sei 

= 0~ (~) eine Kurve des K.V. {a~,~.o }, die naeh den Vorschriften des Abschnitts 

131, w 26, konstruiert sei; 1~ und l~ seien die dieser Kurve zugeordneten beiden 

Zahlen, sie geniigen den Absch~Ltzungen (235). Ausserdem setze man zur Ab- 

kiirzung 

(244) N~o = l~,ko + 2 ~0 -[- 2~9t" 

Nunmehr hal man drei F:~flle zu unterscheiden: 

(24s) , .  F . ~  ~g < ~5o, 2 F.~g zg > ~5o, 3. F , ~  l~ = %0 

Im I. Fall ist der in Hilfssatz I7, ~ 26, eingeffihrte Index ~"=< k o -  I 

(vergl. auch Formel (I94), w 25). Mithin ist dieser Fall bereits im Hilfssatz 17 

behandelt worden, und die Behauptung (243) stimmt, da (24I)und die Gleichung 

(224), w 26, wegen (226), w 26, miteinander identisch sind, mit den in Abschnitt 

134, w 26, bewiesenen Behauptungen iiberein. 

140. Bevor wir in unserem Gedankengang fortfahren und die F~ille 2 und 

3 angreifen, suchen wir einen Ausdruck zu bestimmen, der die beiden Gr5ssen 

,,o +9. 2o 1 A'n1~ (/)~_. 1] T, ' zJ 'P,2o ,,,~--1|o und [ ~o, ;'o+2x~ ,to :vt JV 

miteinander verkniipft. Zu diesem Zweeke gehen wir v o n d e r  Integralformel 

I_~'~o ''~ ~ ~ ' = ~  ~o ~, ]~o+ (~46) 

4- 

~o ~ t  x ~. 

(n~, ~,o + 2 ko) ! 

(•o) 
2o--1 

V, ~I o 

d 0)2 o 

aus. Nun ist aber nach Formel (7), w I3, einerseits 
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~ .  . + 2 2 o  . ~'di;,2o + 2 ~  

20 99t 
(247) 

Andererseits folgt, da im 2. und 3- Fall nach Formel (244)und (245)l~ 

--> N2o > n~, zo + )~o und somit 

[,d~ q~t]; = o fiir o ~ n _--< n;, 2o + )~o 

is~, aus Hilfssatz IO Formel (9o), w 18, in Verbindung mit Formel (lO9), w 19, 

(248) 

~o~ o 
nv. 2~ + ~ 1 f [ d ' ~  zr 

_ k 20' [ ~o' ~,1 +, ~o-~ (~ q 
(n~, 20 + ]b)  ! Pt  ar o ] nr ~ ! 

o )  

Pt a~, o 

~-- - -  1 t + nr ~o + 20 T~, ao (Wao) . 

Mithin ergibt sich aus (246), (247) und (248) 

(249) 

n o  
--1 ],,, [ ; ~ ,  2. +~ ~~ ~-1].  

__ L~2o ~t  3v 

( '~ ,  20 + 2 40) ! ("~,~o + 2 Zo)! 

aV ', 20 [ .  
Pt ~ ,  

/ ~ '  a~ (%0) d ~%. 
o 

I t + n~,, 20 + ~o 
. . , , I  

~ ,  

141. Es sei jetzt zweitens N2o < l~, dann ist mit Riicksicht auf Formel (218), 

w 26, und Formel (244) 

(25o) 
o I , *  �9 

2o-'</~'~/z, l ; > = l ; + ~ o +  I > N ~ o +  I. 

Somit ist in Verbindung mit Formel (I03) , ~ I9, und Hilfssatz 9, w i8, 

r -a* . +2,to - -11 
c,%2o+2~ [,_4ff,"o ~t J,~ 

( 2 5 I )  B v ,  N2o= VN2o--L t q2 (~7~,2 ~ "}- 2 Z 0 )  [ = O. 

Wir suchen jetzt den Beweis der Behauptung (243) indirekt zu fiihren, d. h. 

wir gehen yon der Annahme aus, es sei 

(252) i{'~,,'.~o} = - 2. 
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Dann fi ihren die Vorsehrif ten des Abschnit ts  131, w 26, zur Kons t rukt ion  einer 

Kurve ~ = 0 v ,  (Q) des K .V .  {av',~0} derart ,  dass die beiden dieser Kurve zugeord- 

neten Zahlen l'v, und lv, den Beziehungen 

t 

(253) lv, >_-- n;,ao + I, 

geniigen. 

Nunme hr  behaupten wir, es ist 

, t  

l~, _--__ I'~, + Xo + 1 

(254) 

Und in der Tat:  

"~ ~7;,2o + 2 ) ~ o -  I, 

satz 9, w I8, 

( 2 5 5 )  

B p ! 

V', 1 v, ~ Vlv,--L t 

angenommen es were l~, < N~. o, d .h .  wegen (244) l ' v , -  2p t  _<- 

so wiirde aus Formel  (I98), w 25, in Verb indung  mit  Hilfs- 

C" r l' v , - 2 p t  [ l 'v' 

# o  
Pt a~, o l~' ! 

folgen, da wegen 1;, < 5720 < l~ < l~ (vergl. Formel  (250)) 

[ JZ'v ' - -2 Cl' v , - 2  Pt L 2o--1 Pt 9 t "  1]~ 
, , ,  = (z ; ,  - 2 

~ 0 .  

Bv',~v, 4 = o wiirde aber 1;;, < l~, bedeuten im Widersprueh zur Beziehung (253). 

Anderersei ts  wiirde sich aus lv, > 572~ in Verbindung mit  den Formeln (lO3), 

w 19, (249) und  (251) 

J ;  97-I]v, C1~v,2o+2~ [ 20 ' 2~ 20 

By,, ~'~o -~ v~a~r t  q~ (n~, 20 + 2 ~o) ! 

O;p,, 20 

q~ 1 t + n~,, 20 + go .0 " c~176 
V, 20 

(256) 

ergeben. Da aber nach den Voraussetzungen fiber die beiden Wurzeln a;,2o 

and  %,,~o der Gleichung (238) die Funkt ion  W~,~(eo~)im Interval l  (239) das 
t t  

u nicht  weehseln kann,  so wiirde aus (256) By', ~.0 4 = o, d. h. l v, ~ s < l~, 
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folgen, im Widerspruch mit  der Beziehung (253). Damit  ist die Behauptung 

(254) bewiesen. 
Wegen (244) und (254) wird aber ffir den K.V.  {av',~.o} der zu l~, geh5rige 

und in Formel (I94), w 25, definierte Index tt~', ~'~o, und es l~tsst sich daher auf 

{av'.zo} mit Riicksieht auf die Annahme (252) der Hilfssatz I7, w 26, anwenden, 

aus dem (vgl. Formel (214)) 

(2 5 7) sg ";.o v~'~.o~, q~ ( %  ~o + 2 Zo)! / /  [0,or~ ',2o ~' 

folgt. 

Andererseits ergibt sich abet aus (249) und (251) 

VN2~'L t 

r n~ 2 +2  20 _ 

c,t. 2o+~.o [,~/~ , o ~,, ~]~, c,,~ 2o+~o 
~), _ _  , 

q~ (n L ~o + 2 )'o) ! q~ 

mithin 

(258) sg(ct~,,~o(V~o--Lt 

~ V  t ,  2 0 

Pt ar o ] W;, (%) d 
I t + n;,, ~o + ~o , ao %o, 

J 

wobei r eine beliebige Stelle des Intervalls (239) ist, an der das Polynom 

W;, 2o (%o) nicht versehwindet. 

Nun ist aber offenbar nach Formel (1o9), w I9, fiir jedes solches W~.o 

[ 0r~, ao ~r ~, ao ~t sg T~, ~o (%~) = -- sg ---77--, r 

und somit zeigt diese Beziehung, dass die beiden Relationen (257)und (258) 

miteinander in Wiedersprueh stehen. Damit  ist die Annahme (252) widerlegt, 

und die Behauptung (243) fiir den 2. Fall  l~ > N~o bewiesen. 

142. Im 3. Fall 1~ = Nao wird wegen (244) der in Formel (I94), w 25, deft- 

nierte Index t~" =Xo- Daher lgsst sich mit  Riicksicht auf die Voraussetzung 

(241) der Hilfssatz I7, w 26, auf den K.V.  {aL~.o} anwenden und es ergibt sich 

in Verbindung mit  Formel (259) 
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(260) 

= ~g 's'~. ~o (<%) ,  

uniter co~ eine beliebige Stelle des Intervalls (239) verstanden, fiir die T~, Xo (%o) # o ist. 

Ferner ergibt~ sich aus Formel (249) 

(261) 
V-~a~-L e 

c,,;, ~.o+~o [~a~,~+~" ~~ ,, % .~o+~ ~o [d'2.~-o+~ ~~ ~r ' ]~  

a ,p  ~, ~-o 

c,;. ~+~. a~ Pt a;. o / 
+ q" l e + n;,, ~o + ,~o ] ~Vr ~0 (%0)d ~ .  

a 

Zieht man jetzg Formel (260) herun, so bemerkt man, dass der Ausdruck (26I) 

gewiss yon Null verschieden ist, ja, dass sogar genauer 

(262) sg (a;, o (viVao- ~* cn.~,~o+9_ Xo [ ao ~t j ~, T,; ao t J%ao ~ 
= 

is~, unter w~ o eine beliebige S~elle des Intervalls (239) verstanden, fiir die 

T~, ao (OJXo) 4= o ist. 
Nunmehr fiihren wir den Beweis der Behauptung (243) wie im Abschnitt 

141 indirekt und gehen wieder yon der Annahme aus, es sei 

(263) i {a, , ,  ~}  -~ - -  2. 

Unter dieser Annahme fiihren die Vorschriften des Abschnitts I31, w 26, 

zur Konstruktion einer Kurve ~9 = Ov'(q) des K. V. {av', ao} derart, dass die beiden 

dieser Kurve zugeordneten Zahlen l'v, und l~, den Bezlehungen 

(264) l~, ~ ~/~,~o + I, Ii p' >-~ ~v' + ~0 + I 

geniigen. 

Ausserdem behaupten wir genauer, es ist wieder 

�9 # 
(265) /v, = N~o = /~ .  
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Zun~chst wider!egt man die Annahme 1~,< ivy.0 ebenso wie in Abschnitt 141 

fiir den Fall t~ < N4, (vgl. Formel (255)). 

Andererseits wiirde aus der Annahme l~, > _Arao in Verbindung mit Formel 

(to3) , w 19, Formel (26I) und (262) 

r ,1~o _ +2). 0 --1] 

By', ~3.o = v~V~o- L t q~ (n~, 4 + 2 )~o) ! # O 

folgen, alas besagt aber l~;, ~ N~o < l;,, im Widerspruch zu Beziehung (264). Damit 

ist die Behauptung (265) bewiesen. 

Aus (265) folg~ nun aber ebenso wie in Abschnitt 141, dass sich auf den 

K. V. {av', ao} der Hilfssatz I7, w 26, anwenden l~sst, es ergibt sich somit auf 

Grund der Annahme (263) aus Formel (214), w 26, 

| J  V'~0 ~19;'-1] [ 0 r~')'O no 

Sg a~, 0 V_Vio--L t q2 (~,~.o + 2),o)! LOoj]oVo,~o v '  

Diese Beziehung steht aber mit Riicksicht auf (259) im Widerspruch zu der 

Beziehung (262). Mithin ist die Annahme (263) widerlegt und die Behauptung 

(243) bewiesen. Nach den in Abschnitt 138 auseinandergesetzten Vorbemerkungen 

ist damit aber tier volist~ndige Beweis beider Teile des Satzes 17 erbracht. 

143. Ffir die En~wicklungen im folgenden Paragraphen is~ von entscbeidender 

Bedeutung, dass sich die Behauptungen des Tells 2 yon Satz 17 auch auf K. u 

der Ordnung Null vom allgemeinen Typus II  iibertragen lassen. So werden wir 

gefiihrt zu 

{1 Satz 18: ~Es sei pt ei~ K. V. der Ordnung Null yore allgemeinen Typus I I ,  

{+} 
{a;,0} ein in pt enthaltener K. V. mit dem Index 

(266/ i {a~,o} = -- 2. 

Dann ist (vgl. Abschnitt 46, w 9) a;,o eine Wurzel ungerader Ordnung >= 3 

der GIeichung 

(267) A o (,o) = o. 
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Es sei ferner av',o > a;, o eine zweite positive Wurzel  ungerader Ordnung der 

Gleichung (257) derart, dass im Intervall 

(268)  (z~, o < w < av',o 

keine weitere Wurzel  ungerader Ordnung yon (267) mehr gdegen ist. 

Dann ist entweder av',o eine Wurzel  erster Ordnung yon (267) oder aber, man 

hat, wenn die Wurzel  av',o yon der Ordnung >~ 3 ist, 

(269) i {av',o} > o. 

Eine entspreehe,~de Behauptu ,g  gilt f i ir  einen K.  V. {pt} vom allgemeinen 

Typus I I ,  weun a~, o und av',o zwei negative successive Wurzeln ungerader Ordnung 

yon (257) sin& 

144 .  B e w e i a :  Es sei ~ = 0; ((~) die nach den Vorschrif ten des Abschnit ts  

131, w 26, konstruier te  Kurve des K. u  {a;,0} und l~ und l~ die dieser Kurve 

zugeordaeten beiden Zahlen; d~nn ist offenbar wegen der Voraussetzung (265) 
t p t  P (270) l~ ~ I, l~ ~>~ l~ -~- I. 

Wie beim Beweise yon Satz I7 gehen wir yon der Annahme  aus, es sei im 

Widerspruch  zur Behauptung  (269) 

(z7~) i {~ ' ,0} = - 2 

d~nn liisst sich eine Kurve &--Ov' (e)  des K. V. {av',o} konstruieren derarL dass 

die ihr zugeordneten Zahlen Iv' und  l'~, gleichfMls den Bedingungen (270) geniigen. 

145. Nunmehr  huben wir, wie in Abschni t t  139 drei Fiille zu unterseheiden:  

P p ! 

(272) z. Fall  l~ < 2pt 2. Fall  l~ > 2pt 3. Fal l  l~ =- 2p,. 

Im  ersten Fall  sind fiir den K. V. {a~,o} die Voraussetzungen yon t i i lfssatz 

18, w 26, erfiillt, und  man ha t  nach Formel (233), w 26, 

(273) sg v o 

Man zeige zuniichst, dass 

f ( rv ,o+l )  (a.o 
= - -  Sg t,o v,0/" 

l' 6 

. . . .  l~ ' ist, denn aus 1~, < l~ wfirde l'v', = lv,, aus l~, > 1; wiirde lv, = < lv, folgen, im 

Widerspruch zu den Bedingungen (270). 
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Mi~ Riicksieht auf die Annahme (27I) liisst sieh aber auch auf den K. V. 

{av',o} der Hilfssatz 18 anwenden, und man erh~lt 

(274) sg v o = -- s g f  (~', ~ (av',o). t, 0 

D~ aber nach Voraussetzung a;, o und ctv,,o zwei unmittelbar aufeinander 

folgende Wurzeln ungerader Ordnung (der Ordnung r;, o + I, bezw. der Ordnung 

rv',o + I) der Gleichung (267) sind, so ist 

(275) 
ro +1 

( v O  ) ~o sgf t ,  o' ( v , o )  = s ~ , o  (to) = - -  s g  dt,lc(rv"~ 1) (gv ' ,o) ,  

unter w eine Stelle des Intervalls (268) verstanden, fiir dieJ~,o(CO)=~o ist. Mithin 

stehen die belden Beziehungen (273) und (274) zueinander im Widerspruch, und 

die Annahme is~ widerlegt. 

146. Im 2. Falle l';, ".> 2 p t  hat man wegen (Io3), w I9, (vgl. Formel (28), w I5) 

Co 
(276) B;', 2 pt = ve pt - Lt - -  ~ f T, o ~ (a;,, o) = o. 

Nunmehr ergibt sich aus der Annahme (27I) (vgl. die entsprechenden l~ber- 

legungen in Abschnitt  141 zum Beweise yon Formel (254)) 

(277) l'~, = 2 p t .  

t t  1, t 
Denn aus l~, < 2pt wiirde lv' = tv,, aus lv, > 2p t  wiirde l'~, = 2 p t  < l'v, folgen, 

wenn man noeh beriieksichtigt, dass 
Ct~ t, 0 

(278) f t_o 1 (cry, o) - -  f~ ,~  (eff,,o) -~  ~ f f t ,  o ( r  + o 

c t~ j  0 

ist, da nach Voraussetzung J~,o(~o) im Intervall (268) sein Vorzeiehen nieht weehselt. 

Die Folgerung l~', ~ l~, steht aber im Widersprueh zu den Bedingungen (27o). 

Aus (277) folg~ aber, dass der zu l~, gehSrige, in Formel (I94), w 25 , de- 

finierte Index #~, = o ist und dass sich daher auf {av',o} mit Riieksicht auf die 

Annahme (271) der Hilfssatz I7, w 25, anwenden l~sst. Folglich erhiilt man in 

Verbindung mit Formel (217), w 25, 

( co ) 
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Andererseits ergibt sich aber aus (276) und (278) 
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C O 

v2pt--z t -- ~ f ~,o ~ (m,',o) 

und somit wegen (275) 

a ~ ' O  

= - ~ f A o  % (to)dto 

a},o 

sg V2Vt--Lt-- (ctv',o) = - -  sgJ~,o(to)= sgf t ,  o' (av',o), 

im Widerspruch zu (279). Damit ist die Annahme (27I) auch fiir den 2. Fall 

l~ > 2 pt widerlegt. 

t 147. Im 3. Fall 1~ ~ 2pt l~sst sich wegen f i " =  o der l~iilfssatz I7, ~ 26, 

auf den K. V. {a;,o} anwenden, und man erh~ilt nach Formel (217), ~ 26, 

(2so) % ) ~ f(~' ~ ~) (~;, o) sg v2pt- Lt q~fi, o (~;,o) = - -  t,o 

= - -  sgft ,  o (co), 

unter to eine beliebige Stelle des Intervalls (268) verstanden, fiir die f co  (to) 4= o is~. 

Andererseits folgt aus (278) 

r ' ,  0 

C_o f - 1  (cry,, o) ~ f~- i  (ct}, o) --  c~ ; - = f , , o ( t o )  alto : ~  o ,  (~8I) v~p,-~, q~ ,,o v 2 , , - L , - q  , 
J 

a~,o 

wie man mi~ Riicksicht auf die Beziehung (28o) unmittelbar einsieht, uus der 

sich dann welter 

(282) ~g v2,,-~,, q~J,,0 (~',o) - - -  sgA,0(o) 

ergib~, wobei to die gleiche Bedeutung wie in Formel (280) hat. 

Nunmehr folgert man aus der Annahme (27 I) (vgl. die entsprechende Schluss- 

weise zum Beweis yon Formel (265) in Abschnitt  142) 

(s3)  ~;  2 l 'v '  -~: 2 pt -~ 

tp t �9 i f  
denn aus l ; , <  2pt wiirde lv,-~-lv,, uus lv, > 2.pt wegen (28I) wiirde lv'--~-2pt<lv' 
folgen im Widerspruch zu (27o). 
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Endlich schliesst man aus (27I) und (283), dass sich auf den K. V. {av',o} 

der Hilfssatz I7, w 26, unwenden lis und man erhiilt aus Formel (217), w ~6 

e 0 ) ~(r., o +1) 
sg ~, ,~_,~, -  ~ f7 , : (~ , ,o )  - - -  sg: , ,o ,  (.~,,o). 

Diese Beziehung steht aber wegen (275) im Widersprueh zu (282). Damit ist die 

Annahme (27;) in allen drei Fiillen (272) widerlegt und der Satz I8 vollstgndig 

bewiesen. 

w 28, Die Kurvenverb{tnde der 0rdnung Null yore allgemeinen Typus II  

und ihre Indiees. 

148. Die Abschgtzung der Indices yon K.V.  der Ordnung Null vom all- 

gemeinen Typus II ,  die wir in diesem Paragra.phen vornehmen wollen und die 

uns dann unmittelb~r zum Beweis der Behauptung i ( o ) > = -  I des in der Ein- 

leitung Formel (I8)aufgestel l ten Zieles unserer Untersuchungen fiihren wird, 

stiitzt sich auf einen Hilfssatz, welcher fiir K. V. der Ordnung Null dasselbe 

leistet, wie Hilfssatz I6, w 25, ftir die K. V. der Ordnung >= I. Bei der For- 

mulierung dieses Hilfssatzes beriicksichtigen wir, dass wit durch Satz I7, Tell I, 

27, und Satz I8, w 27, bereits wissen: 

erstens:  dass alle in el,era K. V. der Ordnung Null vom allgemeinen Typus I I  

enthaltenen K. V. {av.o} einen b,  dex 

(284) i {~,o} > - 2  

haben, 

z w e i t e n s :  dass nieht gleiehzeitig 

i {%o}  - - -  2, i {.,,, o} = -  2 

sein kb'nnen, we~m a;, o und av',o zwei unmittelbar be~mehbarte positive 

(bezw. negative) Wurzeln ungerader Ordnung der Gleiehung 

8i9~d. 

f , , o  (~,) = o 
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Auf diese beiden wichtigen Eigenschaften eines K.V. der Ordnung Null 

vom allgemeinen Typus I I  ist bereits in hbschnit t  56, w 12, hingewiesen worden. 

{+} 
tIilf.q.~at~. 19: Es sei pt ein K. V. der Ordnung Null yore aUgemeinen Ty- 

pus II .  Daun ist immer 
{§ 

( 2 8 5 )  i p t  > - -  1. 

Es seien 
y~>y~>. . .  >y+  

sdmtliche positiven Wurzdn  ungerader  Ordnung der Gleichung 

(286) 

Dann kann der dusserste _~hll 

nur eintreten, wem~ 

A o (, .)  = o.  

{+} 
i pt = - - I  

ers t ens  die Anzahl U der positiven Wurzeln fl'~ ungerade ist, 

z w e i t e n s  die Wurzeln fl'~ f i ir  ungerades • sdmtlich yon der Ordnung >= 3 

und die zugehSrigen Indices / { f l ~ }  = -  2 fiir jedes m~gerade z sind. 

Insbesondere ist somit 

( 2 8 7 )  = - 2 .  

man anstelle der positiven fl'~ die sdmtlichen negativen 145wzeln uugerader Ordnung 

y o u  (286 )  

o > f l ' ,  > ~'~ > . . .  > ~ ' ~  
betraehtet. 

B e w e i s :  E s  s . i e n  a i ,  ~;' (= = i ,  2 , . . . ,  ~) sgmtliehe positiven Wurzeln ge-  

f a d e r  Ordnung der Gleiehung (286); dann gehSrt zu jedeln fi;' ein K.V. {fl~'} 

yon ungerader Miiehtigkeit, da auf Grund der Identitiit (4I), w 2, jedes y; gleieh- 

zeitig eine Nullstelle ungerader Ordnung des Polynoms Ft, o(~O) ist. Mithin ergibt 

sieh aus Formel (284) 

(288) i {fl:'} ~ - - I  (z = ~, 2 , . . . ,  G). 

Mit Riieksicht darauf, dass die Gesamtzahl aller positiven Wurzeln der 
+ + 

Gleiehung (286) gleich U + Gi s t ,  folgt uus Satz 5, w 9, (vgl. insbesondere For- 

me] (Io7), w 9) 
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+ + 
f + l  + + u G 

(~s9) i l~p, = ~ + G + F~ i {/~} + ~ i {#~'}. 
u = l  x = l  

Andererseits hat  man auf Grund yon Formel (288) 

+ 
(# + 

(~9o) ~ ,  i {#;'} ->_ - 

und ferner in gerbindung mit Satz I8, w 27, 

/ + 
+ -- U ffir gerades U 

(29 I )  Z i { ~ a }  >= [ ~. 
x=l - -  - - I  fiir ungerades U. 

Hierbei kann der iiusserste Fall 

+ 
u + 

(292) E / {~/x} = - -  U - -  I 
x = l  

+ 
offenbar nur eintreten, wenn U ungerade ist und i {fl~,} ~ -- 2 fiir jedes ungerade u. 

Substituiert man die Abschittzungen (290) und (29 I) in die Gleichung (289), 

so folgt die Behauptung (285). Die iibrigen Behauptungen unseres Bilfssatzes 

fiber den Fall i pt = -  I folgen unmittelbar aus den Bemerkungen, die wir 

fiber den Fall (292) gemaeht haben. 

in gleieher Weise durehfiihren. Damit ist der Hilfssatz 19 vollsti/ndig bewiesen. 

149. Die K. u der Ordnung Null vom Typus I I  sind naeh .Absehnitt~ 35, 

w 7, bezw. Formel (96) und (97), ~ I9, dureh die Bedingung Lt => I definlert. 

Wir  teilen nunmehr diese K.V.  mit Lt =_~ I noch weiter in zwei Klassen ein, 

und rechnen einen K.V.  der Ordnung Null zur 

I. Klasse, wenn I ~ Lt ~ 2pt, d.h.  nach Formel (96), w 19, 

It ~ p t  - -  q + I ~ L < It + .Pt - -  q 

2. Klasse, wenn Lt >= 2pt + I, d .h.  

L > l t + p t - - q +  I. 
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Enthgl t  die Menge der K . V .  null ter  Ordnung,  die zu einer vorgelegten 

Differentialgleichung (5) (siehe die Einleiiungi) gehSren, K. V. der beiden Klassen, 

so is~ tier Index t eines K . V .  der I. Klasse immer kleiner als der Index t eines 

K .V.  der 2. Klasse. Denn aus Formel (I5O), w Iz, folgt  leicht 

(/t--1 ~- ~gt--1) - -  (lt -~ p t )  = (2)t--1 - -  ~ t )  (kt--1 -~ I ) > O, 

da nach der Beziehung (3o), w i, Pt-1 > pt ist. 

Es lgsst sieh mi thin  immer eine Kons tan te  t~ best immen derart,  dass, unter  

t o die in Formel (ISI), ~ Iz, definier~e Kons tan te  rerstanden,  

(293) �9 I ~ L t  ~ 2 ~)t ~ l l r  ~o -~ I ~ t ~ ~1, 

[ L t ~ z p t  + I ffir t~+  I ~ t ~  T wird. 

GehSren zu einem vorgelegten Problem nur  K . V .  der 2. Klasse, so werde 

t ~ =  to gesetzt; sind hingegen die K.V. ,  die zu der vorgelegten Differential- 

gleiehung gehSren, s:,tmtlich yon der I. Klasse, so sei t~ = T. 

150. Wi r  behaupten zun~tchst 

Satz 19: F,'ir ei~ ge.qebe~es festcs t sei 

(294) 

Damit  

muss die BediJ~gung 

(295) 

~otwe~dig e,fiillt seiJ,. 

Audererseits ist 

{+} 
(296) i pt ~ O, 

{+} 
(297) i pt >= + I, 

Dami t  

I G L t ~ 2 p t ,  d.h .  t o +  I ~ t G t l .  

{+} 
i l)t = --  I, 

S ~  ~'0 ~ S ~  ~Uml__l ' ~'l--1 ~ - -  S ~  "~l~mt, k t 

muss die B e d i n g u w  

( 2 9 8 )  S~ V 0 = ( - -  I ) k t - - 1 - 1  S~  ?g'"'t--1, kt--1 = - -  ( - -  I )  l ' t - 1  S~  II'm~, ~'t 

,~otwe~dig erfSllt scion. 

21 

w e n n  sg ~F~t~t--1, kt--1 ~ -  S ~  Wmt, k t 

w e n n  s g  v 0 - -  - -  s g  W m t _ l ,  l'I--1 ~ S~ Wmt, k t . 

, {;,} = _ 
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E s  ist  endlich 

(299) i{ ; t}  ----> o, 

(3 ~  ) ~{pt}  ~ -~ I,  

Hierbei  ergibt  sich 

(37), w I, (4o), w 2. 

151. Beweis: Es 

tier Gleichung 

(300 

und 6F. o die grSsste 

Hans Ludwig Hamburger. 

w e n n  (--  I)kt -1 -1  sg ~mt_ l ,  kt_l  = ( - -  I)/ct-I Sg Wmt, kt , 

wenn sg v o : ~ (--  I)kt--1-1 Sg 'lVynt__l, kl_ 1 : 

= ( - -  I) k t - I  Sg ~Vmt, k t. 

die Bedeu tung  der wmt, h u. s. w. aus den Formeln  (35) 

sei a;, o die kleinste positive Wurzel  ungerader  Ordnung  

negative Wurzel  ungerader  Ordnung  der Gleichung (3oi) 

(negative Wurze l  ungerader  Ordnung yon kleinstem absoluten Betrage). 

Aus Hilfssatz  19 folgt  nunmehr,  dass 

1§ {;} (302) i pt  ~ - -  I, i ~ - -  I 

ist und weiter, wenn wir noeh 

{§ 
i pt 

voraussetzen, dass 
+ 

= -  I, ~ { ; }  m - -  I 

e r s t e n s  die Anzahlen U bezw. U der posit iven bezw. negat iven Nulls te l len 

yon fi, o(w) beide ungerade sind, 

z w e i t e n s  aus Formel  (287) 

(3o3) i { g ; , o } = - - 2 ,  i {@,o} -= -- 2, 

womit  zugleieh gesagt  ist, class a;, o bezw. a~, o eueh gleiehzeitig Nullstellen von 

Ft, o(co) sin& Auf  Grund  der Beziehung (3o3) lassen sieh nun aber naeh einem 

in Absehni t t  131, ~ 26, angegebenen Verfahren zwei Kurven  & = 0 ; ( Q ) u n d  

= 0~(q) konstruieren,  die in {~,o} bezw. {6~,0} enthal ten sind und gewisse 1. c. 

angegebenen Eigensehaf ten besitzen. Insbesondere  geniJgen die ihnen zugeord- 
p t t  p / !  

neten Zahlen /~, l~ bezw. l~, l~ den Bedingungen 

( 3 )  ~'~ > I,  /'i ~ /~ -1- I, bezw. 1 v = ~ = 04 = ' > I, 1 " > 1 '  + I. 
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J r  

Ausserdem folgt daraus, dass U ungerade, bezw. U ungerade ist, 

sgj~,o(r) =- --  sgfi, o(OO), bezw. sgg~,o(-- ~ )=  -- sg j~ ,o ( -~176  

oder aber, wenn man die Beziehungen (37), w I, und (40), w 2, heranzieht, 

(305) Sg ~Umt__l, kt__ 1 ~ - -  Sg  Wmt, kt, 

(306) bezw. (-- 1)+-1 sg wm t_l, kt-1 ----- - -  (-- I)kt sg w~,t, kt. 

Andererseits ergibt sich aus Formel (35), w I, dass die Gleichungen (3o5), 

bezw. (3o6) gleichzeitig die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir 

liefern, class die Anzahlen der posifiven bezw. negativen Nullstellen ungerader  

Ordnung yon Ft, o (ta) ungerade sind; dami~; sind dann aber auch die M~ichtig- 

keiten der K.V.---/;tt bezw. {pt} ungerade, wRhrend, wenn 

(307) 
Sg W m t _ l ,  let__ 1 ~ s g  Wmt, k t 

[ b+~. .  ( - ~ ) ~ - ,  ~g w=~_~, ~,-I - -  ( - i ) ~ ,  ~ w=,, ~ 

ist, die K.V.  f+/~pt~ bezw. {pt} yon gerader 1VI~chtigkeit sind. Hieraus folgen aber 

bereits in Verbindung mit  den Beziehungen (302) die Behauptungen (286) und 

(299) unseres Satzes. 
Wir  erw~hnen endlich noch die weiteren fiir das folgende wichtigen Be- 

ziehungen. Es ist 

{sgf( 
r ; , ~  + 1) 

t ,o  (~# ,  0) = - s g  ] ; , o  ( d  = - s g  w = , _ l ,  k t - 1 ,  

(308) sg f!f~o' ~ 1)(a~, o) = sg j~,o (-- e ) =  -- (-- I)~t-1 - i  sg w,~t_ l, kt-i" 

152. Es werde jetzt, ans~;elle yon (294), spezieller 

(309) I ~ L t  ~ 2 p t  - I 

vorausgesetzk Dann folgt aus den Beziehungen (3o3): 

P t 

l ; = L  v l~:-~Lt, 

PP p p! p da man anderenfalls l~ ~ l~ bezw. l~ ~ l~ erhalten wfirde, im Widerspruch 

z u  ( 3 0 4 ) .  
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Wei ter  ergib~ sieh aus Hilfssatz I8 Formel  (233), w 26, mit  Riieksieht auf 

Formel  (308) 

= i!r~oq-1) sg Vo - -  s g  . ' ( a~ .  o) = s g  w , , t _  ~. ~ ' t -~ ,  

(r?~ 0 § 1) 
sg v o -= -- s g f [  o, (~v,o) - - - ( - -  I) k t - l - i  Sg H,'m,__l, kt__l, 

und damit  sind, wenn man  noah die Beziehungen (3o2), (305) und (306) heran- 

zieh~, die Behauptungen  (295), (297), (298) und (300) unseres Satzes fiir den 

Fall  (3o9) bewiesen. 

153. Es bleibt noch iibrig, den Fall 

(3 Io) Lt = 2p t  

zu untersuchen.  Aus (303) in Verbindung mit  (3IO) folgt 

# # 
l; ~ 21)t, l~ ~ 2 Pt, 

t f  t t  t 
da man anderenfal ls  wieder l~ ~ l~ bezw. l~ ~ lv erhal ten  wiirde, im Widerspruch  

zu (304). 
�9 pt 

I s t  jetzt l~ > 2pt, bezw. l~ > 2th, so folgt aus (304) auch l; > 2pv bezw. 

l~ > 2 p  t, und somit wegen (31o) und wegen Formel  (IO3), w ~9, 

a~, o 

B ~ ,  2pt = vo - -  f t ,  o (~o) d co = o,  

0 

~',0 

B <  ~,,~ = Vo - A o ( ~ )  d o~ = o .  

0 

Endlich ergibt  sich hieraus in Verbindung mit  (308) 

(311) 
s g  % = so. f i ,  0 ( + ~) = s g  w,, , t_  . ~ t -~ ,  

S ~  YO ~--- - -  S~ . ]~ ,O  ( - -  ~ : ) =  ( - -  I )  k t - l - I  ~ O m t _ _ l ,  k t _ _  1 . 

! t 
Ist  aber l~ = z p t  bezw. l~ = 2pv so lgsst sich der  Zusa~z zu Hilfssatz I7, 

w 26, fiir ~ " =  o anwenden,  und es ergibt sich aus Formal (217), w 26, in Ver- 

bindung mit  Formel  (3o8) 
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folglieh 

(312)  

bezw. 

folglich 

(313) 

sg 

%', 0 

o 

o. ' - (~+  ~) o(o,)d~o = - s ~ , j , , o  (~'~,o)- s ~ A o ( , ) ,  

s g  Vo - s g f i ,  o O) sg  w.,t_~, kt-~ ; 

sg 

cr -  
Y , 0  

o 

= - sg f,!o~, o +') (~;, o) - - s~ : , o  ( -  , ) ,  

S g  V 0 --- - -  S g J ~ , o  ( - -  ~) = ( - -  I )  kt 1--1 S~ H'mt_l ,  kt_ 1. 

Aus (31I), (312) und (313) folgen t~ber in Verbindung mit  den Beziehungen 

(3o2), (305) und (306) die Behauptungen (295), (297), (298) und (300)unseres 
Satzes aueh fiir den Fall (3IO), und damit ist Satz 19 vollstiindig bewiesen. 

154. Wir leiten jetzt einen Satz fiber die Summe der Indices Mler der- 

jenigen K. V. ab, welche zur I. Klasse gehSren. 

Satz 20: Sind t o und tl die beiden in I/brmel (293) definierten Zahlen, so 

ist immer 

{+} z {;} (314) ~ i 1)t 2 > -  I ,  i t ~ - 1. 
t=to+ 1 t=to+ 1 

Ausserdem kSn,en die Indexsummen ihre 3finimalwerte 

t t  t l  

~.J  p t  ~"  - -  I , b e z w .  i t 
t= to+l  t= to+l  

nur annehmen, wenn 

(3is) S g  YO ~ S g  fl;mt. , kto ~-- - -  S g  ?Wmt~ , ktt 

(316) bezw. sg % = ( - -  I)kto - 1  s g  Wrote kto = - -  ( - -  I)kq - 1  Sg  Wmt, , k h 

ist. 
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{+} 
155. Beweis: Es sei der K . V .  p~ ( to+ l = < i N t l ) ,  

gerader M~ehtigkeiL und ausserdem sei 

{+} 
(317) i p~ = - -  I, bezw. i ~ = - - I .  

+ 
bezw. {pt} yon gerader MEchtigkeit sind, w~hrend {pl,} bezw. {Pt"} selbst 

der yon ungerader  M~chtigkeit is~. Dann behaupten wir zun~cbst: 

{+} 
(3x8) i PO ~ + I, bezw. i i' > + I. 

Und in der 

(295) un4 (298) 

(319) 

(320) 

bezw. {; i}  yon un- 

{+} 
alle K . V .  pt 

wie- 

Tat folgt aus der Voraussetzung (317) naeh Satz 19, Formel 

s g  Vo ---- s g  w~l_ 1' k~--I = - -  Sg  Wm~, k~ , 

be~w. sg ~o = ( - -  ~) ~t-~- ,  ~g w~ ._ , ,  ~'-1 = --  ( -  ~ P ' - '  sg w~.. ~. 

Andererseits ist auf Grund der Beziehungen (3o7) 

sg w%., k I : sg w~;,_ 1" k~ -1"  

bezw. (-- I )  k ~ - I  s g  Wml, k ~ : ( - -  I )  k ~ ' - 1 - 1  Sg  Wm:__l,k:__l, 

da ja t' derart  gew~hlt worden ist, dass alle K . V .  Pt bezw. fiir i + I 

t ~ [' -- I yon gerader M~chtigkeit sin& 
{+ 

Nunmehr  ergibt sieh aber, da Pi'} bezw. {;i,} selbst yon ungerader M~ch- 

t igkeit  sind, aus (319) und (320) in u  mit  den Beziehungen (3o5) und 

(306) 
s g  V 0 = - -  s g  Wm~ 1, /c~, 1 = Sg Wm~,,ktS, 

bezw. sg v o = -- (-- i) k?-1-1 sg Wm~,l  ' k~__l = ( - -  I) kt'-I Sg Wm~,, k~, 

und hieraus folgt die Behauptung (318) mig Riieksicht auf Satz i9, Formel (297) 
und (300). 
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156. Aus der eben bewiesenen Tatsache ergeben sich aber nach einer 

leichten tTberlegung, die wir dem Leser iiberlassen, erste~s die behaupteten Ab- 

schiitzungen (314); zweitens folgt, dass die Beziehung 

,, {§ 
(321) E i pt = -  I 

t=to+ 1 

nur bestehen kann, wenn 

(322) i pt' ~ - i  pt . . . .  I ( t o + I < t ' ~ t " ~ t ~ ) .  

Hierbei seien pt' und pt" K . V .  yon ungerader Miichtigkeit, wi~hrend 

die K .V .  pt f i i r t  o +  I =<t _--<t'-- I und fiir t " +  I ~ t_--<tl s~mtlich yon 

gerader Miicht, igkeit sind, d. h. kurz: t' is~ die kleinste und t" die grSsste aller 

Zahlen t, zu denen K. u pt ungerader Miiehtigkeit der I. Klasse gehSren. 

Somit; folgt aus (3o7) 

(323) sg  W,mto ,kto ~ -  S ~  Wmt,  1 ,kt ,  1 ~ S ~  Wmt, ,  ,kt , ,  ~ Sg ~/)~nt~ ,ktl. 

Andererseits ergibt sich aus (322) in Verbindung mit Satz ~9, Formel (295) 

S~ U 0 ~ sg  Wrnt, 1 , ~'t'---'l 

sg V o ~- ~ sg wmt,, ,kt,,, 

mithin mit Riicksicht auf (323) 

Sg V o ~  Sg Wmt~ ,~. to~- ~ Sg Wmte~.h. 

Damit ist die Beziehung (315) unter der Voraussetzung (321) bewiesen. 

folgert man die Beziehung (316) aus der Voraussetzung 

tl 

E ~ {pt} = - -  I .  
t=to+ l 

Was zu beweisen war. 

Ebenso 

157. Wir  wenden uns nun den K .V .  der z. Klasse zu und behaupten 

Satz 21: Fiir ein gegebe~es festes t sei 

(324) L t ~ 2 p +  I, d .h .  t l +  ! < ~ t ~ T .  
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Dam~ ist 

Hans Ludwig Hamburger. 

{+} 
i pt > o ,  i t > o .  

Beweis: Wir  suehen den Beweis indirekt  zu fiihren, und gehen somit yon 

tier Annahme  aus, es sei 

{+} (325) i 2Dt = - -  I ,  

{+} 
da, i pt ~ -  I bereits in I t i l fssatz 19 bewiesen wurde. 

Wie beim Beweise yon Satz 19 sei a~, o die kleinste positive Wurzel  un- 

gerader Ordnung der Gleiehung 

A 0 ( ~ )  = o .  

Dann folgt  aus der Annahme (325) auf  Grund yon Hilfssatz 19, dass a;, 0 

gleichzeitig eine Nullstelle gerader Ordnung des Polynoms Ft, o(W) ist, und dass 

(326) i { % o }  = - 2 

ist. Ausserdem sei ~ = 0~(e) eine Kurve aus {a~,o}, welehe naeh dem in Ab- 

sehni t t  131, w 26, beschriebenen Verfahren konst ruier t  ist derart,  dass die ihr 

zugeordneten ZaMen l~ und  Ii E den Bedingungen 

(327) (; > ~, l~ ,>  l;, ' 

genfigen. 
t i 

Es ist nun  aber sogar 1;,=2pt; denn aus der Annahlne  l ~ <  2pt, wiirde 

man leieht in Verbindung mit  der Voraussetzung (324) l~=l~  folgern, im 

Widersprueh  zu (327). 
r t 

Andererseits  wiirde sich aus der Annahme l~ > l~ > 21~t mit Rfieksieht auf 

die Voraussetzung (324) 

a ~ ,  0 

B~,  2~,, = - ~ j~,o (@d~o  = o  

0 

ergeben; das ist indessen unmSglich, da fi, o(~o) nach den getroffenen Bestim- 

mungen fiber C%o im I n t e r w l l  o < to < a;, o sein Vorzeichen nicht  wechselt. 
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Ist  nun aber l~--~ 2pt, so l~tsst sich auf Grund der Annahme (325) auf den 

K.V.  {a;.o} der Hilfssatz 17, w 26, mit tY'~-o anwenden, und es folgt aus der 

Beziehung (217) , w 26, wegen (324) 

- -  s g j t ,  o' (c%o). s g  q~ 2 ; , o ( ~ ) d ~  = - -  ~ , ~ o ,  

0 

Diese Beziehung steht aber mit Formel (308) in Widerspruch, und somit 

ist die Gleichung (325) und damit auch die Annahme (325) widerlegt, und die 

{+} 
Behauptung i pt >~ o bewiesen. 

In derselben W eise sehliesst man, dass aueh o 
2I in vollem Umfange bewiesen. 

158. Nunmehr erfordert es nur noeh geringe Miihe, das eigentliehe Ziel 

unserer Untersuehung zu erreiehen: 

Satz 22: Es ist 

i (o) _>- - ~. 

Beweis: Wir behandeln zun~tchsg den einfachsten Fall, dass die K. V. der 

Ordnung Null, die zu der vorgelegten Differentialgleichung (5) (siehe Einleitung) 

gehSren, s~mtlich vom Typus I I  sind. Dann ist t o ~ o ,  und man hat nach 

Formel (63) , w 4 

t ~ l  t : t t + l  

wenn A(e, &) fiir & ~-o verschwindet und somit ein K. V. {Po} existiert. Da 

wir {Po} als yore Typus I I  vorausgesetzt haben, so ist nach den Ausfiihrungen 

aus Abschnitt 39, w 7, der Exponent k o = I (vgl. die Produktdarstellung (29) , 

w I, fiir A(e, ~)), und es is~ welter nach Formel (Io8), w 9, 

(329)  i {po} = + ~. 

Ausserdem ist nach Satz 20 

" {+} '2 {;} (330) ~ i  pt > -  I, i t > - i  
t ~ l  t ~ l  

nach Satz 2I 
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{;}) (331 ) "~ i pt + i t > o .  / ,  = 

t = t , + l  

Mi~hin erhi~lt man, wenn man die Ergebnisse  aus (329), (33 o) und (331) in 

(328) einsetzt,  i (o)_-->-  I. 

I s t  aber k o = o, d . h .  ist  ,~ = o keine LSsung der  Gleiehung A (Q, & ) =  o, 

{+} {;} so wird, wenn wir wieder voraussetzen, dass die pt und t siimtlich vom 

Typus  I I  sind, d . h .  dass t o = o ist, 

t = l  t = t , + l  

Aus kto-----ko = o folgt  nun  aber, dass die beiden Summen 

t! t 1 

t - - l  t = l  

nicht  beide 

(315) ist 

gleichzeit ig gleich --  I sein kSnnen. 

S g  V 0 = S 8 It'mo, 1"o 

Denn nach Satz 2o, Formel  

no~wendige Bedingung fiir ~ i pt = -  I; anderersei ts  ist nach Formel  (316) 
t = l  

S ~  't" 0 ~ - -  S ~  'lV,~o, l',, 

notwendige  Bedingung  fiir ~ , i  t = - -  I. 
l = l  

Mithin ergibt  sieh 

i pt + i  t >------,, 
t = l  

und hieraus folgt  in Verb indung  mit  der Gleichung (332) und der Abschii tzung 

(33 I) auch fiir diesen Fall  i(o) --> --  I. 

159. Es bleibt noch iibrig, den Fall zu untersuchen,  dass un te r  den zu der 

vorgelegten Different ia lgle ichung gehSrigen K. V. der Ordnung Null  auch solche 
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yore Typus I oder Typus I I I  existieren. Indem wit  yon dem in Satz 8, w 12, 

eingefiihrten Symbol  i{t0} Gebrauch machen, erh~lt man aus Formel  (63), w 4, 

t = t o + l  t = t t §  

und welter, mit  Riieksieht auf  die Absch~ttzung (33 I) 

"( t; t) (333) ~ (o)~{ to}+  Z ~{(',} +~ �9 
t~to + 1 

I s t  .ietzt / { t o } - ~ -  x, so folgt  aus Satz 8, w I2, Formel  (I52) 

kto ungerade,  sg v o = - -  sg w,%, kto, 

und hieraus ergibt  sieh naeh Satz 2o, Formel  (315) und (316) 

" {+} '2 i pt >=o, i t >=o, 
t = t o + l  t= to+ l  

und somit  wegen (333) i ( o ) ~ -  I. 

I s t  andererseits  /{to}-----o, so folgt  aus Satz 8, w I2, Formel  (I53) 

k~o gerade. 

Dann  k5nnen aber  die Summen 

,. {+} ,. {;} Z i ~ , ,  Z i ,  
t~to+ 1 t~to+ 1 

nicht beide gleichzeitig gleich -- I sein. Denn nach Satz 2o, Formel  (3 * 5) ist 

Sg V 0 ~ Sg  Wmto , X.to 

notwendige Bedingung fiir 

kto gerade, 

notwendige Bedingung fiir 

{+} 
Z i pt  ~ -  I ;  n a c h  F o r m e l  (316) ist ferner, d a  

t=tu + l 

S~" V o ~ - -  S g  Wmto , klo 

i ~-~ -- I. :Mithin ha t  man im Falle i {to} = o 
t=to+l 
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i Pt + i  t > ~ - - I ,  
t : to+ 1 

und hieraus folgfi unmittelbar in Verbindung mit (333) die Behauptung i (o)~ - - I .  

Ist endlich /{to} ~ + I, so geniigen bereits die Absch~itzungen (314) aus 

Satz 2o, um in Verbindung mit (333) die Beh~uptung i ( o ) ~  -- I zu folgern. 

Dumit ist die Absch~tzung (I8) der Einleitung fiir ulle F~ille bewiesen und 

das Ziel, das wir uns ftir die vorliegende Untersuchung gesteckt haben, erreicht. 

Denn wie in den Abschnitten 8 und 9 der Einleitung gezeigt wurde, folgt aus 

i(o) ~ -- I ffir den Index is eines isolierten Nabels die grundlegende Relation 

is ~ o und hieraus wieder, wie wir bereits aus Tell I wissen, die Richtigkeit der 

Caratheodoryschen Vermutung, so wie wir sie zu Beginn dieser Ausfiihrungen 

in Abschnitt 1 als Hauptsatz formuliert haben. 

. . . . . .  A 

v 


