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I. R~duc t ion  d 'un  s y s t ~ m e  d i f f~rent ie l  ~t une  f o r m e  n o r m a l e .  

I. Dans  la p remiere  par t ie t  nous avons &udi~ un syst~me 

( I )  w k + l  d ' Y i =  ~ i ( Y l ,  . . . t.t,,; X) ( i - - I  . . .  ~t) 
d x  

sous la supposi t ion que l '6quat ion  caract~r is t ique n ' a  que des raeines  simples et  

diff~rentes de o et  qu ' i l  existe un systSme de s&ies de puissances  de x qui 

sa t i s fon t  fo rme l l emen t  au syst~me (I). ,h, chaque solution Y l , . - .  Y,, correspond 

un domaine  d 'exis tence  dans  lequel les fonct ions  y~, . . . y,, sont  rdguliSres pour  

x @ o et qui est l imit~ pa r  cer ta ines  courbes en hombre  fini ou infini ddfinies 

par  des 6quat ions  ] x l = r  , l Y x I = ; " , . . - l Y ,  I = r '  ou p a r ' c e r t a i n e s  de ces &lua - 

t ions.  I1 s 'ag issa i t  d '&ud ie r  la fo rme  d 'un  domaine  d 'exis tence  d 'une  solution 

donnde et  la r e p r & e n t a t i o n  ana ly t ique  de la solut ion dans ce domaine.  

Dans  cette par t ie  nous  allons &udie r  le cas g~n~ral off l 'dquat ion carac- 

t&is t ique  a des racines  mult iples  don t  l 'une  peu t  8tre o. Nous  supposons  que 

les coefficients des s~ries 

1 Ce journal ,  t. 73, P. 87- - I29-  En renvoyan t  dans  la sui te  iL cc travail  nous le ddsignons 
par  (I). 
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sont  r6guli~res sur la surface de Riemann de log x pour  o < I x  I <  r et asymp- 

t6tes ~ des s6ries de puissances de x, et nous supposons que les sdries ~ con- 

vergen t  pour  l x l  < r, [y,] < ~-' (i = , , . . .  n). De  plus, nous supposons qu' i l  existe 

un syst~me de s6ries ~ 

.~' = Z r  (i = ~ , . . .  ,,) 
~ :~1  

l in6aires 

suivante  

qui sa t i s font  formel iement  au syst~me (I), p 6rant un ent ier  > I. 

Sous ces supposit ions le syst~me (1) peut  8tre t ransform6 par  des subst i tu t ions  

et par  une subs t i tu t ion  x ~ tq s un syst~me qui a la forme normale  

x~, +1 d u~ = ~, (x) + y;(x) .,t, + x~,(,-sy~ + ~iV,-~) 
d x  

(2) 
n 

j = l  

( i =  I , . . .  ~), 

Iei  k ~ , . . ,  k~ sont  des entiers  tels que 

kt >_ k2 ~ . - -  ~ ]c,~ ~ o. 

Nous  supposons en g6n6ral que k l > o .  Si ~ 'm>o ,  k ,==o ( i - ~ m + I , . . . n )  on 

a fi(x)~=o ( i = m  + I , . . .  n). P o u r  i ~  m f~(x) est une fonct ion  enti~re et 

ra t ionnel le  de x de degr6 k i -  I au plus et sat isfaisant  ~ j~(o)4 = o. Certaines 

des fonct ions f,. (x) peuvent  6tre identiques:  si A (x) . . . . .  f,~, (x) 4 = 2~ (x), 

i > n~, on a ~1 . . . . .  knt, *1 -~ o, * i ~  o ou I pour  i - ~  2, . . . n~; de m6me, si 

f,~,+~(x) . . . . .  f,~,(x) 4=]~(x), i > , , , ,  on a k,,+~ . . . . .  ~,.~, , , , + ~ = o ,  , , = o  ou 

pour  i = u  1 +  2 , . . . n ~ ;  e t  ainsi de suite. P o u r  les fonct ions ai(x) on a 

~,(x) ~ ~ ) x ~  + . . ,  

le hombre  N pouvant  6 t re  pris aussi g rand  que l 'on veut. Les sgries ~ l  com- 

mencen t  par  des termes de degr6 > 2 par r appor t  g y ~ , . . ,  y,~. 
C'est pour  un syst~me de la forme (2) que nous allons 6tudier  le probl~me 

dont  nous avons parl6 au commencement .  Dans le cas off 0 n 'es t  pas racine 

de l '6quat ion caract6ris t ique nous aurons  ainsi des rgsultats  aussi complets  que 

1 blous ne diseutons pas l 'existence d 'un tel syst~me de s~ries. Probablement les s~ries 
existent  en g6ndral, mais dans certains eas particuliers elles doivent ~,tre remplaedes par des s~ries 
qui contiennent des logarithmes. 
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les r6sultats obtenus dans (I). Mais les r6sultats sont moins complets dans le 

cas o~ 0 est racine de l'6quation caract6ristique. I1 peut m6me arriver que 

l'on n'obtient alors que des renseignements tr~s insuffisants concernant les solu- 

tions d'un syst~me (I). '  Consid6rons p. ex. le cas o~ les seconds membres de 

(I) ne contiennent que des termes de degr6 ~ 2 par rapport ~ y ~ , . . ,  y~. Alors 

le syst~me (I) se transforme ~ la forme (2) par une substitution de la forme 

v i  = x ' z ,  ( i  = I , . . .  , , )  

off v e s t  un entier positif. Le syst~me transform6 aura la forme 

. . . .  , z~  + ~ ( z ~  . . . .  z~; x)  X d x  

Le domaine d'existence d'une solution de ce syst~me ne s'6tend pas en g6n6ral 

x = o. N6anmoins il peut arriver que le domaine d'existence d'une solution" 

du syst~me primitif s'6tend g x ~ o. L'6tude complete des solutions de ce 

syst~me dolt 6tre faite par d'autres m6thodes. 

Entre ce cas extreme et le cas o5 o n'est pas racine de l'6quation carac- 

tdristique il y a des cas intermddiaires off l'dtude du syst~me (2) donne des ren- 

seignements plus ou moins complets concernant les solutions du syst~me (I). 

Les nombres /*i dans le syst~me (2) peuvent 6ire suppos6s aussi grands que 

l'on veut. Mais pour que l'6tude du syst&me (2) donne des renseignements les 

plus complets concernant les solutions de (I) on doit prendre ~t; aussi petits que 

possible. 

2 .  

r6duction d'un syst~me d'~quations diff6rentietLes lin6aires 

tt 

(31 a y ,  _ x d x - -  
j ~ l  

une forme normale correspondan~ 

(4) X~i +1 d yt " = f , - (x )v ,  + + + 
j ~ l  

( i =  I ,  . . . , 1 .  

La r~duction d'un sys~me (I) ~ la forme (2) d6pend en g6n6ral sur la 

( i = I ,  . . �9 , )  

La r6duetion d'un systbme ( 3 ) a  un syst~me (4)peut  toujours ~tre effectu6e 

alg6briquement ~ l'aide d'une suite finie de substitutions lin6aires et d'une sub- 

stitution x - ~  t '~. On peut employer d'une part des substitutions lin6aires dont 
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les coefficients sont  des fonet ions  enti~res et ra t ionnel les  de la variable inddpen- 

dante  et  don t  le d~terminant  est 4 = o quand ce~te variable prend la v a l e u r  o, 

d 'au t re  par t  des subst i tut ions de la fo rme  

(5)  x - ~  tq, y~ = t"~ z~ ( i  = I ,  . . . n ) ,  

oh q est un  ent ier  ~ I e t  a l , . . ,  an sont des ent iers  >___ o. C ' e s t  ce qui r~sulte 

d 'un  t ravai l  de M. H u k u h a r a  1. La  r~duct ion a ~tg fai te  aussi par  ~ .  H o r n  ~ 

dans des cas part ieuliers.  

Au sujet  de cet te  r~duet ion nous faisons une  remarque  compl~mentaire.  En 

supposant  que f l  (x) . . . . .  f~, (x)4=fi (x), i > n l ,  il est loisible de supposer qu 'aucune  

des diff6rences r i - - r j  (i, j~---I . . . .  nl) n 'es t  dgale ?~ un ent ier  =V o; de mgme, 

en supposant  que f . , + l ( X )  . . . . .  f , ~ ( x )  ~fi . (x) ,  i > ~ ,  il est loisible de supposer 

qu 'aucune  des differences r~ ~ ~? ( i , j  ~ n~ + I . . . .  n~) n'est  ~gale & un ent ier  =t = o; 

et  ainsi de suite. I1 suffit de le mon t re r  pour  un  syst~me de la forme suivante  

d 
(i = I - )  (6)  x d x  y '  = r i y i  + ~ i y i ' l  + a , j ( x ) y )  , . .  �9 

j = l  

a i j  (x)  ~ _(1) x -~- -(2) x 2 ceij , t%j ~- �9 �9 . .  

Nous  gerivons ce syst~me de la mani~re suivante 

(7) 

dy, 
x ~ - r,,, v ,  + ~, u , - ,  + a~.j (x) yj (i  = ~ , . . .  - , ,  

j = l  

d Yi n 
X ~ "~- r . ,  y i  -~ $i yl--1 ~- Z ai  j (x)  y j  

j ~ l  

(i = n t  + I . . . .  n~) 

les hombres  r , ~ , , r , , . . .  ~tant  distinets.  Nous  pouvons supposer  que 

r,,, ~ i}t r~  ~ . . . .  

Supposons que r n , -  r~  soit un ent ier  positif.  Par  la subst i tu t ion 

1 ~V~ASUO ~IUKUHARA, Sur les points  singuliers des 6quations diff~rentielles lin~aires. II. 
Journ.  Fac. Sc. Hokkaido imp. Univ. V (I937) , p. ]23--166.  Voir p. 157--165. 

J. HORg,  Unbes t immthei t ss te l len  l inearer  Differentialgleichungen mi t  mehrfachen Wurzeln  
der charakter is t ischen Gleichung. Math. Zeitschr.,  44, 4 (I938), P. 48 I - -5  ~ 
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o n  a u r a  

d z i  " 
x d x  = (r,, - -  I) z ,  + e, z i -1  + Z a~)y j  + . . .  (i = I , . . .  ~h) 

( s )  J : " ' + '  

d y~ 
x ~ x x  : r ,~  y~ + ~. y~_~ -~ . . . .  ( i  : n~ + I ,  . . .  , ~ )  

les termes non 6.crits eon t enan t  x comme faeteur .  

Supposons d ' abord  que r , , - - r n ~ >  I. L '~quat ion  ca.ractgristique de (8) a 

les racines r ~ , - - I ,  r , ~ , . . ,  d 'ordres  ~h, n 2 - - n l  . . . .  P a r  une subs t i tu t ion  de la 

fo rme  

zi = ul + ~ btj yj (i ~--- I . . . .  ~ / 1 ) ,  

j = n ~  + 1 

o~ b~j sont  des eonstantes ,  on aura  un syst~me de la fo rme  (7), off r , ,  est remplac~ 

par  r , , -  I. En  effe~, il f au t  et  il suffit  que btj sat isfassent  aux ~quation.~ 

( r , , -  I )b , j  + e , b , - , . j  + al.l~ -~- ?~bi j  ~" gj+l bi, j + l  

(i  = ~, . . .  n~ ; j : ,~  + ~, . . . , )  

O~1 Sn-}-i  = O .  Ces dquations dd te rminent  b~.: d 'abord  on pose j ~  n et on aura  

successivement  bin pour  i : -  I . . . .  nl; ensui te  on pose j = n - -  ~, e t  ainsi de suite. 

Supposons ensuite que r , , -  r~. = I. L'4quat ion  caract~ris t ique de (8) a l e s  

racines r,~, r n ~ , . . ,  d 'ordres  n~, n s - n ~ , . . .  P a r  une  subs t i tu t ion  lin~aire on 

aura  un  syst~me dont  les ~2 premieres  6quat ions ont  la forme 

x ~ - r , ,  y~ + ~ y i - 1  -[- "'" ( i  = I . . . .  n , ) .  

En poursuivant  ees ra i sonnements  on about i ra  s un syst~me (6) off aucune  

des diffdrences r i - - r j  (i, j := I , . . .  n) n 'es t  ~gale ~ un  ent ier  * o. 

, 

posons 

Appliquons ma in t enan t  la rdduct ion prdc6dente ~ un syst~me (I). Nous  

~ , ( Y l , . . . Y - ; x ) = a i ( x ) +  Z a ' j ( x )  y j +  Z ai, i ..... ':n(x) Y~ " "  Yi"n 
j = l  I 1 + .  �9 �9 + f  n > 2 

Nous supposons qu 'on a fa i r  pr4alablement  une subs t i tu t ion  x = ~q de sorte que 

d 'une par t  le syst~me (t) soit sat isfai t  formel lement  par  des s~ries 
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v, = F, r  x" (i = , , . . .  ,,), 

d'autre part les nombres q figurant dans les substitutions (5) soient 6gaux g I. 

De plus nous supposons qu'on a fair une substitution 

N 

v,  = E r  + ~, (i = , ,  . , ) .  

Nous pouvons donc supposer que 

a,  (x) ~ ~ '~ ' )x  '~" + .  ( i=, ,  . . . . ) ,  

o~ ,N' peut 6tre suppos6 aussi grand que l'on vent. 

l~videmment la forme du sys~me (I) n 'est  pas chang6e par une substitution 

lin6aire dont le d6terminant est =b o pour x ~ o. 

Par  une substitution (5) off q = I on aura 

x k + l _ _  

d x  
j ~ l  

+ Z a i , ,  . . . . .  , n ( X )  Xa, t , + ' " + a n i n - - a i z i t  . . ,  ~'nn 

il + " " �9 -t- in>9 

( i  ~--- I . . . .  , ) .  

Les nombres ql, " "  " fin doivent ~tre choisis de mani~re que les s6ries asymptotiques 

pour atj (x)x~J--a~ ne contiennent aucune puissance n~gative. Ces nombres ne sont 

d4termin6s qu'g un entier additif pr~s. On peut ehoisir ce nombre additif de 

mani~re que les s4ries asymptotiques pour 

ai. i . . . . .  ~,, (x )  ~c ~1 i, + . . .  +~,, ~ , - , ~  

ne contiennent que des puissances positives de x; le plus petit des exposants 

peut 6tre supposd anssi grand que l'on veut. On peut supposer le hombre N'  

assez grand pour que les s~ries asymptotiques pour 

a,  (x) x - ~  

ne contiennent que des puissances positives d'exposants aussi grands que 

l'on veut. 
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D'aprbs cela, il est ~vident que l 'on aura  enfin un  syst6me de la forme 

off 

xk+~ d yi 
dx  

- ~, (x) + ~ (~) t,~ + ~ (,~,s~ + ~, y~- l )  

+ x~.+l~,~j(x) , j  + x~ ~ , , . ,  ..... ,~(x) ,~. . . .  ,~ 
j = l  i 1 +  " �9 �9 + i n > 2  

( i - - -  I ,  . . .  9t~), 

a~ (~) ~ a~")x ~' + . . .  ( i = I ,  . . . , ) .  

Les hombres  2g, tt peuvent  ~tre Supposes aussi grands que Yon veut.  Si j~(x) 

cont ien t  x~-k~ comme facteur ,  ce qui veut  dire que l '~quation caract~rist ique a 

la racine o, l 'gquat ion i ~m~ peut  ~tre divisge par  Xk--ki. P a r  suite, on aura  un 

syst~me de la f~orme (2). 

2. Th~or~mes  d 'exis tences .  

4. Nous supposons comme pr~e~damment  qu 'on a fair  une subst i tu t ion 

x = tq de sorte que d 'une par t  le syst~me (I) soit sat isfai t  formel lement  par  des 

s~ries 
o v  

(9) . . . .  x ,  ~/,)x" (i - -  ~, , )  ~ / I  ~'i " " " 

d 'au t re  par t  les nombres  q en t r an t  dans les subst i tu t ions  (5) soient  ~gaux ~ I, 

Nous allons d~montrer  l 'existenee d 'une solution ou d 'un faisceau de solu- 

t ions du syst~me (I) asymptStes  aux s~ries (9) dans un cer ta in  secteur.  Nous  

consid~rons le syst~me (2) eoi ' respondant et nous ~crivons ce syst~me de la 
o x  

mamere  suivante 

(io) 
dy~ 

off l 'on a 

x~i+ 1 d y~ 

(i = I . . . .  m) 

= ,.i 7/, + 2; ~ ;_1  + a,  (.~) + x L i  (y l  . . . .  ~/,~; x)  + 9 ,  (.~h, . . .  yn;  x)  

( i = m + I , . . . n )  

~'i  > O ,  8 i  ~f= 0 (~]~--- I ,  . . .  ? n )  
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et L~ sont lin6aires et homog~nes en y~, . . .  y~ 

n 

L,  = ~,  a'5 (x) yj 
j ~ l  

I1 y a un nombre K de mani~re que 

( i  = I . . . .  n ) .  

[ a,(x) [ < K Ix IN, [ a,5 (x)[ < K 

[ ~ ,  (Yl . . . .  y,~; x) I < K max (I Yl I', �9 �9 �9 [ yn I ~) 
n 

[ ~ ( y l , . . .  Yn; x ) - -  ~ i ( ~ , . . .  #~; x)[ < K max (lYJ[, lYJ [ )~  ]Y;-- Yil 
i = l  

( i ,  j = I ,  . . .  ~,) 

pour  I~ l  < r, lY'I < r', lY, I < / (i = ~ , . . .  ,) .  
Nous consid~rons les a rguments  de x tels que 

e si z - k i  [ = 1 

pour une des valeurs i =  I , . . .  m. D'apr~s M. H u k u h a r a  nous d4signons ces 

a rguments  comme des arguments singuliers. 

Posant  x = r et'p nous prenons un secteur 

X :  ~ '  < ~ < ~ "  

sat isfaisant  g certaines conditions. D'abord ~v', ~v" doivent  8ire diff6rents des 

a rguments  singuliers. Ensuite,  nous dis t inguons deux cas 

I) pour ehaque valeur de i ( i - :  I , . . .  m) il y a des directions appar tenan t  

's X telles que la fonction 

~--s i x--ki  

t e n d e v e r s  l ' infini quand x tend v e r s o  dans une telle direction 

2) pour certaines valeurs de i la fonct ion 

e--Si x -  ki 

tend  vers o quand x tend v e r s o  dans une direction quelconque appar tenan t  

�9 s X. 

Nous consid4rons d 'abord le premier cas. Nous introduisons les variables 

auxiliaires 
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x - * ~  (i  = -  z, . . .  m ) ,  u = l o g  x ,  

nous prenons un nombre  k de mani~re que 

et  nous in t roduisons  la variable 

U l  ---- I - -  ] g X  - k  . 

Soient  U~, U'  les secteurs duns les plans u;, u' cor respondant  s X. 

Duns le cas oh )~ > k pour  cer ta ines  valeurs de i nous posons la condi t ion 

suivunte pour  X. Soit  [file secteur  par t ie l  de Ui tel  que e-*iui t e n d e v e r s  o quand 

ui t end  vers l ' infini duns une direct ion appa r t enan t  h Ui. A chaque poin t  u~ 

de U, doit  cor respondre  une  demi-droite pa r tan t  de ui qui appar t i en t  ~ U,. et 

dont  1~ direct ion appar t ien t  k /)~ et  fair  un angle plus g rand  qu 'un  nombre  

avec chaeune des direct ions limites de //i. 

Quan t  "~ l 'exis tence de secteurs X sut isfaisant  s cet te  condi t ion nous faisons 

la remarque  suivante.  Pu r tons  d 'un  secteur  

7g 9~ 

f0 et ~o + ~ 6rant dist inets des a rguments  singuliers, et  uugmentons  ee secteur  

duns los deux direct ions sans que l 'on rencont re  un a rgumen t  singtflier. Soit  

2 ~  
X un seeteur  d 'ouver ture  < ~ /  ob tenu  de eet te  manigre et supposons que le 

eas I) air l ieu pour ce seeteur,  ce qui est ce r t a inement  le cus quund 

z , ,  _ , .  
~ - ~ <  

Alors X sat isfai t  k lu condi t ion posse. C'est  ce que l 'on voi t  de lu figure I. 

A ' O B '  est le secteur  duns le plan u~ d 'ouver ture  ~ ~ cor respondan t  uu secteur  

~ o < ~ < ~ 0 o + ~  duns le plan x d'ofi l 'on est parti .  AOB est le secteur  U~.; 
! 

on suppose que )i~i > k. E O F  est une l igne telle que l e~"i I ~ I quund ui se t rouve 

sur cet te  ligne, les direct ions 0 /~ ,  0/~' cor respondent  donc '~ des a rguments  
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I F  
t 

_ ""-.. ~ . s ,  D 

. . . .  

I 
t 
IE  

singuliers. O F  appar t i en t  n6cessairement  

au secteur  C O D ,  ear 0 E  ou 0 Y  n'ap- 

par t i en t  s aucun  des secteurs A OA', B O B '  

d'apr~s la d6finition de X. On suppose que 

e-S~ ~ t end  v e r s o  quand u~ tend  vers l ' infini 

dans une direct ion de m6me c6t6 de E 0 F  

que OA' p. ex, Alors A OF est le secteur ~7~. 

pa r t i r  d 'un  point  quelconque ui de b~. on 

peut  t i re r  une demi-droite  qui appar t i en t  

U, et don t  la d i rec t ion  appar t i en t  ~ ~7~ et 

fa i r  un  angle plus g rand  q u e ,  avec chacune 

Fig. i. des direct ions 0 A, 0 F .  

un secteur  X sat isfaisant  aux condit ions pr6c6dentes nous allons 5. P o u r  

d6montrer  le th6or~me suivant  

Th~!or~me 1. I1 y a une solution et u~e seule du syst~me (i) asympt6te aux 

sdries (9) dans X. 

Nous  allons d6montrer  1'existence d 'une solution du syst~me (IO) s l 'aide 

des approximat ions  successives suivantes 

( i 2 )  

u i 

oo 
I i 

2~ 

yi, ~,-~] ~ -  e ri u f 

oo 
1 

+ x L i ( y l  ~, . . .  fin,,; X) + ~[~i(Ul . . . . .  .~]n,v; X)] d'~,i 

( i  - -  I,  . . .  rn) 

e--r tu  [~i~Jl--1, ~+I ~- ~ i ( X )  ~- x L i ( y l  ~, . . . y n v ;  37) 

+ ~ , ( v l , , . . .  u,,~; =)] ~,,, 

( i - -m  + I , . . . n ) ,  

off yi0 = o (i = I, . . .  n) et v prend successivement  les valeurs o, I, 2, . . .  

Les lignes d ' in tggra t ion  li, 1 sont  d6finies de la manibre suivante.  Soit  LI' 

la par t ie  infinie du demi-plan U' limit6e par  une droite,  qui est  parall~le & la 

droi te  l imi tant  U" et dont  la distance R '  ~ l 'or igine est d6finie par  
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off .r est un nombre qui sera assujett i  fi certaines conditions d'in~galit6. Soient 

lls, II, ~ les domaines correspondants duns les plans us, u, x. Le domaine lli 

est limit~ par une courbe convexe qui s '6tend s l ' infini duns les directions limites 

du secteur Ui correspondant  s X. Cette courbe a la m~me forme que la courbe 

d@rite par 

quand t varie de --r162 s + or 

o n  a u r a  

et la 

parabole 

figure 2). 

]Q 
(R'+it) ~, z = ~ +  

En posant 

(R' + it) s =  oei+ 

�9 ~ :rg 
courbe s'obtien~ quand ~ varie de - - z -  s x - .  

2 2 

si 

Elle a la forme d 'une 

x > I, elle a des usympt6tes passant  par l 'origine si z < x (voir la 

\ 

•  •  I 
Fig. 2. 

Pour  ki > k il rgsulte de la condit ion posse pour X qu'on peut t i rer  s part i r  

d 'un  point quelconque de 1I,. une demi-droite li qui appart ient  s lti et dont  la 

direction appar t ient  s /)x et fair  un angle > e avec chacune des directions limites 

de Ui. Pour  ks ~ k la supposition que X satisfait  fi I), p. 8, a pour consequence 

qu 'on peut t i rer  ~ part i r  d 'un point quelconque de lIi une demi-droite Ii appur tenant  
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1I~ de direct ion fixe et  telle que e-*i~ t e n d e v e r s  o quand ui tend vers l ' infini 

le long de li. 

La  courbe qui 

cr i te  par  

limite le domaine  1I u la m6me forme que la courbe d6- 

I 
k log (R' + i t) 

quand t 

aura  

varie de --r162 s + ~ .  En  posant  cet te  expression 6gale ~ x + i y  on 

I R '  I 
x = - - ~ l o g  + ] c l ~ 1 7 6  

La courbe s 'obt ient  quand y varie de 2 ] c ~  2 k Z ~  ~ (voir la figure 3). 

, g  
I 

> I 

+ x 
I 
I 
I 
J 

Fig.  3. 

A par t i r  d 'un  point  quelconque de lI oll peut  t i re r  une  demi-droite 1 paral- 

l~le ~ l 'axe r6el et appur tenan t  ~ 1I. e u tend  vers o quand u t end  vers l ' infini 

le long de 1 .  

6. Nous  ddmontrons  la convergence des approximat ions  successives (x2) 

duns le cas oh tous les hombres  *i ( i=m + 1 . . . .  n) sont  o. P o u r  la d6monstra t ion 

duns le eas oh il y a des nombres  ei qui sont  4 = o nous renvoyons  au n:o 5 de (I). 

Si v, est un point  queleonque de l~ on a 

- u,)] > *'1 - I, 

O~l ~' est 

de ^ marne 

n n  cer ta in  nombre  positif. S i v  est un point  quelconque de l on a 

~ } { [ ( r i - -  N ) ( u - -  u)] > 8' Iv ul  ( i : , 7 l  + I, . . .  ,1) 

sous la supposit ion que 

3t,'~ < N ( i =  m + I, . . .  n). 
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On peut  6videmment  prendre  N assez grand pour  que ees in6galit6s soien~ 

remplies.  

K 6rant le nombre  qui figure dans les in6galit6s (I I) nous prenons 'P~ r de 

maniSre que 

(I3) 8 K r < e ' ,  4 K ~ 5 " < ~ ' r  ', e <  , 2 n K ~ <  . 

Supposons que yl . . . . .  yn~ soient  des fonet ions  de x r6guli6res dans ~ et  satis- 

fa isant  aux in6galit6s 

Iv-,I < ~ - IxV (i= , , . . .  ,). 

Alors, il r6sulte de (II), (I2) que yi,,+, ( i -~  I, . . .  n) sont  r6guliSres dans ~ et 

sa t isfont  aux in6galit6s 
~o 

Ix l - ' l : , : , , ,+, l< lx l - ' l : , " , l  le " " ' l l x V I d - , l ' K  , + ~ ' ~  + ~7-) ' J 

'a i 

(i=,, . . .  m) 

u 

( i = m  + I, . . .  u). 

Main tenan t  on a le lemme suivant  

Lemme. - -  Les expressions 
co 

Ix I-~'1 e',"il .fle",'~,llx VI d.,I 
'a i 

( i =  I, . . .  ~ )  

Ixl--"l:i,,I f l:,~,~llxl~laul 
u 

2 
sont l~lus petites que ~ sous la 

satisfassent ~ 

( i ~ m  + , . . . .  n) 

condition que les uombres Bi  correspondant h 

I N  
R~ > ,- ( i  = i ,  . . .  m) .  
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P o u r  i == I , . . ,  m nous  avons  d~mont r~s  ces indgal i t6s  dans  (I), p. 99, n o u s  

y r envoyons .  P o u r  i =  m + I , . . .  n on a i m m ~ d i a t e m e n t  

~o 

I ( I  I d,, I = I~ -~ ' - -~ "  ~<~,---~u II d ~  I < -~ 

I N  
Les  indgal i t6s  R~ > -~ == 

vent s ' 6 e r i v e  r~(~)  1/ki. 
O n  a 

son t  rempl ies  car,  23~ 6 ran t  6gal  ~ - ~  ' ,  elles peu- 

e 2 4 

ca r  on  p e u t  suppose r  que _h r > I. P a r  suite,  on  a u r a  

ly,,,+ll < ~ l x V  ( i = I ,  . . .  n). 

I I  es t  done  d~mont rd  que les a p p r o x i m a t i o n s  suecessives  ( I 2 ) d 4 f i n i s s e n t  une  

su i te  infinie de f o n c t i o n s  y l , , . . ,  y , ,  ( v = I ,  2 , . . . )  qui  son t  rdguliSres dans  3~ 

et sa~isfont  aux  indgali t~s 

ly,,I < 4_~KI ~l~ (i = ~ , . . .  , ) .  
& .  

] ~ a i n t e n a n t  on  eone lu t  que 

oo 

j= l  

(i = I ,  . . .  ~ )  

j= l  

( i  = m + I , . . .  n ) .  

D~s ignons  p a r  M ,  le m a x i m u m  de ~ [y j  ~ - -  yj. ,.-1 [ p o u r  x dans  ~. Alors  on au ra  
j= l  
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d'ofi 

zf,,+, < ~ , , K  M, (~ = ~, ~ . . . .  ), 
8 

M~+~ < , ~ % ~ - , - !  �9 

Comme 2 n K ~ <  e' (voir (I3)) on voit done que les approximations suceessives 

convergent  uniform6ment  dans ~. 
�9 . x  _& la limite on aura un systbme de fonctions y ~ , . . ,  y~ qui sont reguheres 

dans 3~ et sat isfont  aux in6galitds 

ly,,I < ~ , < I x V  " 

et aux 6quations 

( i  = I ,  . . .  , , )  

y ,=c~" ,  f ~-.',,', [~,(.1 + xL~(v~, . . .  w;  x) + ~ , ( v ~ , . . .  v,,; x)] du, 
00 

I i 

(r = I , . . . . ~ )  

v ,  = + x L , ( y ~  . . . .  y,,; x)  + ~ , ( y t  . . . .  y,~; x)] d u  

oo 

l 

( i  = m + I . . . .  n )  

et par  suite aux 6quations (IO). 

7. Supposons ma in t enan t  qu'il existe un nouveau syst~me de fonctions 

~)1,. . .  Y,~ qui soient r6guliSres dans X et satisfassent au sysf~me (IO) et g des 

in6galit6s 
lY ' I  < K ~ i x l  ~v (i = x . . . .  n) .  

Soit 3~ 1 un domaine semblable g 3~ d6fini g l 'aide d 'un hombre 'rl < r sat isfaisant  's 

2 n K (rl + K1 e~v) < ,,, 

et supposons que x appart ienne g 3~. On conclut  que 

9, = <<, , , ,  + e', ' ,  f e-",u,[a,(z) + xr . , ( r  . .  ~.; x) + ~,(~1, . . .  ~.; x)] d , ,  
o0 

l i 

( i  = I . . . .  .~) 
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~ , =  v , , , , , ,  + ~"," f e--r,"[a,(x) + xL,(~l,  . . ~,~,; x) + m,(~,, . .  ~ ;  x)]du 
o o  

l 

( i =  m + 1, . . .  n) .  

On peut  faire tendre u~ vers l' infini de mani~re  que e~i~, " -+ ~ .  Les f o n e t i o n s  

x--~e",: ~ (i = m + I, . . .  n) t endent  vers l'infini quand x tend vers o. Par  suite,  

on dol t  avoir  C f = o  ( i - - I , . . .  n). Les  f o n c t i o n s  Y l , . . .  Yn sat i s font  done  aux 

6quat ions  ('4). Alors,  on  aura  

0 0  9~ 
f .  

Iv,-",),1 <K( r l  + K,~O')Ie""'I[ le-', ',l Y, lvJ-#,.11 du, I 
d j = l  

'a i 

( i =  I, . . .  m) 

00 n 

j = l  r163 

( i = m  + 1 , . . .  n). 

D 6 s i g n a n t  par M le m a x i m u m  de 

n 

j= l  

pour x dans  ~1 on en d6duit  

i =< 2 n K  (ri + h~ ,;~') M ,  

ce qui est  imposs ib le  pour M > o. Par  suite,  la so lut ion  Yl . . . .  y,, est  unique.  

I1 y a des s6ries 
a o  

( ,5) y i =  F, ~')x" (i = , , . . .  ,)  

qui sa t i s font  f o r m e U e m e n t  h (Io). En  posant  dans ce syst~me 

N ' - - I  

Y'-- Z ~')x" + ~, (i = 1 , . .  , )  
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on aura  pour  z l , . . ,  z ,  un  syst~me analogue pour  lequel on peut  rdp6ter les 

ra isonnements  pr6c6dents.  La  solution Y l , . . .  Y- du systbme (IO) ainsi t rouv6e 

est ndcessairement ident ique ~ la solut ion pr6c6damment  trouv6e. On voit donc 

que cet te  solut ion est asymptbte  aux s6ries (15) dans tou t  secteur s l ' in t~r ieur  

de X. Comme on peut  augmen te r  le secteur  X un peu on voit  que y ~ , . . ,  y ,  

sont  asympt6tes  aux s6ries (I5) dans X. La solution cor respondante  du syst&me 

(I) est asymptbte  aux s6ries (9). C'est la seule solution ayan t  cet te  propri~t6, 

car  ~ route  solut ion du systbme (I) asymptbte  aux s6ries (9) correspond nne solu- 

t ion  du systbme (IO) asympt6te  aux s6ries (I5). Le thgor~me I e s t  donc d6- 

montr6.  

8. Dans le cas off t o u s l e s  nombres  kl . . . .  km ont  la m6me valeur  il y a 

tou jours  des secteurs X pour  lesquels le th6or&me I a lieu, comme il r6sulte de 

la remarque  fai te  p. 9. Mais duns le cas off kl ,  �9 �9 � 9  n 'on t  pus la m6me valeur 

il peut  arr iver  qu'i l  n 'exis te  aueun secteur  X pour  lequel le premier  cas p. 8 a 

lieu. Nous considdrons ma in tenan t  un secteur  X pour  lequel le second cas a 

lieu. Soient  

e - ' i  ~ -  k~ ( i  = i l ,  �9 �9 �9 i J  

les fonct ions  qui t enden t  vers o quand x tend  v e r s o  dans une direct ion quel- 

conque appar t enan t  ~ X. 

Nous supposons que k 1 ( 9 " - - 9 ' )  < 2 z.  Pour  chaque valeur de i telle que 

i < ix, i 4 = i i , . . ,  is nous supposons en outre  que le plus pet i t  des secteurs 

np 7g 9p 7g 9 

i , 9 " ) - - I  k~k"~ i 9") i k;~ 
(9 + ( 9 " -  93  < 9 < 2 (9'  + + - (9"  - 9')  

cont ient  des directions telles que e-*i ~-ki t e n d e v e r s  l ' inilni quand x t end  vers 

o duns une telle direction.  

Cette condit ion est 6videmment  remplie  si t o u s l e s  nombres k~, . . . k~ ont  

la m6me valeur  car  alors 9 - - 9  ' <  ~ .  Quels que soient les nombres  k l , . . ,  lcm 

la condition est aussi remplie si X ne cont ient  aucun a rgumen t  singulier  ou si 

X est un  secteur  de la forme 

2 
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contenant un seul argument singulier ~. Un secteur quelconque peut ~tre 

remplac4 par un certain hombre de secteurs de cette nature de mani~re que deux 

secteurs cons4cutifs aient une partie commune. 

Pour un secteur X qui satisfait aux conditions pos6es nous allons d4montrer 

le th4or~me suivant 

Th4or~me 2. I1 y a un faisceau de solutions du syst~rne (I) as~lmlot6tes aux 

s6ries (9) dans X .  

Soit x 0 le milieu de rarc d'un cercle [ x [ = ~  s l'int6rieur de X. Dans le 

plan ui, nous consid6rons le secteur l/i s que l'on obtient en transportant  le secteur 

%, 

f 
f 

f 
f 

f 
f I"  

f 

,, >0 

\ 

/ 

/ 
/ 

/ 
GL 

J 
t "  

o < . 

i < i .  i > i .  
Fig .  4. 

Ui~ correspondan~ ~ X parall61ement s lui-m6me de sorte que le sommet vienne 

?~ un point ui~, o correspondant ?~ x o. Nous ddsignons par Hi, lI, ~ les domaines 

correspondants dans les autres plans ui et duns le plan u et le plan x, Les 

courbes l imitant  ces domaines ont des formes analogues aux courbes consid6r6es 

duns le n:o 5. Posons 
~ " - -  ~' 

~ ]~i~ 
2 

Les courbes l imitant les domaines Hi sont montr4es sur la figure 4. Elles s'dten- 

dent ?~ l'infini duns les directions limites des secteurs Ut correspondant ?~ X. 

La courbe limitant le domaine 1I est montr~e sur la figure 5. 

I1 r6sulte de la condition pos4e pour X qu'on peut tirer s partir d'un point 

queleonque de Hi (i ~ i i , . . ,  is) une demi-droite l~ appartenant ~ lit de direction 
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fixe et  telle que la fonc t ion  e-S~ui tende  vers o quand 

u, t end  vers l ' infini le long de l~. 

Dans un domaine  1I, (i -= il  . . . .  i.) nous consid~rons 

une l igne l, qui pa r t  du poin t  U,o cor respondant  k x o 

e t  qui es~ ou bien un  segment  rect i l igne don t  la direct ion 

appar t i en t  s Ui ou bien une l igne compos~e de deux 

segments  rect i l ignes U , ' o . . .  uil,  U ~ l . . .  u~ dont  les direc- 
Fig .  5. 

t ions appar t i ennen t  s Ui .  On peut  de cet te  maniSre venir de u;0 s un poin t  

quelconque ui de U;. 

Dans  le domuine U nous consid~rons une demi-droite 1 parall8le s l 'axe r~el. 

9. Les lignes l i ,  l 4rant ddfinies de cet te  mani8re nous eonsid6rons les 

approximat ions  successives suivantes 

ui 

Yi, ,+1 = y~O) ~S i (Ui--Uio) .~ esi u t f e--g, ,t i [ai (x) -~- x i i (y l~ , ,  . .  �9 ~n  i,; x )  

UiO 
li 

+ ~ ( . w . ,  �9 �9 �9 y ~ . ;  x)] d. ,  

( i = i l , . . .  i,) 

06) 
ui 

y , . , + ,  = f , - , , , , , [ , , ( x )  + x . . . x) + X)] du i  

1 i 
( i :  I ,  . . . m ;  i : #  i~,  . . . i~) 

Yi, ~,+1 = -  e ri u f 

1 

e - r i a  [ ~ i ~ i - 1 ,  ,+1 -~- a i ( x ) +  L i ( y l , , . . .  yn,;  x) 

+ ~ ( y l  . . . . .  y~,; x)] du 

( i = m  + I , . . . . ) ,  

off y i 0 = o  (i-----I , . .  n) et v p rend  suceessivement  les vnleurs o, I, 2 . . . .  Les 

valeurs initiales y~0) (i = i l , . . ,  i~) sa t i s font  aux in~galit~s 

K iv 
lye~ J < ~ l x 0 1  

oh e' est un hombre  qui sera d6fini duns un moment .  
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N o u s  supposons  que  ~ous Ies n o m b r e s  e~ son t  o. 

Si v~ es t  u n  p o i n t  q u e l c o n q u e  de  h on a 

m b,(v,  - .,)1 > ~'1 v~ - . ,  I 

m [8, (u,  - v,)] > , '  l u ,  - v ,  I 

( i -=  I , . . .  m; i 4 = i i , . . . i ~ )  

(i = i , , . . ,  i J  

et  si v es t  un  p o i n t  q u e l c o n q u e  de  l on  a 

m [(r, - ~ )  (v - , )]  > , '  I v - u i 

sous  la  c o n d i t i o n  que  ~It r, < N (i = m + I, . . . n). 

N o u s  p r e n o n s  le h o m b r e  ~_--< r de  man iS re  que  

(x i )  

s a t i s f a i s a n t  a ux  indgal i tds  

I1 r6su l te  

d ' o b t e n i r  

s u i v a n t  

( i = m  + I , . . . n )  

-iv , , ~' ~'~, ~!km I o K ~ < d ,  5 K r  < ~ r ,  ~ '<~lg]  ' 2 n K r  

S u p p o s o n s  que  y l , , .  �9 �9 y , ,  soien~ des fonc~ions  de x r6gul i~res  dans  ~ et  

Iv,,I < ~ l x V  (i = ~ , . . .  n). 

de (i6), (i7) que  y~ , ,+ l  ( i = i ,  . . . . n )  son t  r6gul i~res  dans  ~. A f i n  

une  l imi te  sup6r ieure  de I yt, ,  + 11 nous  nous  a p p u y o n s  s u r  le l e m m e  

Lemme. Les expressions 

ui  

IxV~'le',~'l f l~l ~ le-""'l id*,,I 
ui 0 

oo 

I~F~le,~,ij'l,~P~ie-',~,i Idu, i 
ut 

o0 

'U, 

(i = i . . . .  i . )  

( i - ~ I , . . .  m; i : ~ i l , . . ,  i~) 

(i : m + I . . . .  n) 

sont plus petites 

e satisfassent 

2 
que ~ sous la condition que 

I N  

les nombres tl~ correspondant g~ 

( i  = I . . . .  m ) .  
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Les  indgal i t6s  e o r r e s p o n d a n t  s i - ~  i 1, . . . i~ s ' o b t i e n n e n t  f a e i l e m e n t  s i  l ' o n  

r e m a r q u e  que i x ] et  I x  I--YI e'i ~i I sour  d6cro i s san t s  q u a n d  u i  d6cr i t  l, s p a r t i r  

de  ui0. Les in6gal i t6s  p o u r  Ri  sour  rempl ies  c a r  elles p e u v e n t  s '6cr i re  

P a r  suite,  on  a u r a  

N 

Ixl- *ly,.+,t < I "* I** + - -  l U l o l  
4 K  (i ---- i ,  . . . .  i,,) 

O r  

O n  a u r a  done  

ixl_~,lu,, ,+,l  < 4__K, 

l U i o l  

lu;, ,+l] < ~ l x ] ~  

(i  = i . . . .  n ;  i =4 = i~ . . . .  i , ) .  

(i  = i , . . .  N ) .  

Les  a p p r o x i m a t i o n s  suceessives d6finissent  done  une  sui te  infinie de f o n e t i o n s  

yl , ,  �9 �9 �9 y , ,  (~ = I, 2, . . .) qui  son t  r6guli~res dans  E et  s a t i s fon t  aux  in6gal i t6s  

lu,,I < ~ l x l  ~ 

On vol t  c o m m e  dans  le n :o  6 que ees f o n e t i o n s  t e n d e n t  u n i f o r m 6 m e n t  vers  des 

f o n e t i o n s  Yl, �9 �9 - Y. qui s o n t  r~guli~res daus  :~ et  s a t i s fon t  aux  in6ga]i~6s 

et aux  ~quat ions  

lu, l < ~ f l ~ l  " (i = I . . . .  n) 

ut 

_.~ y~O) e~i (u,-- u io) + eai ui t e - ' i  ui [a~ (x) + x L ,  (YD. �9 �9 yn; x) Y~ 
i 1  

UiO 
It 

+ ~ i  (ya, �9 �9 �9 Y.; x)] d u, 

(~8) ( i = i i  . . . .  i.) 



2 2  J. Malmquist. 

( I8 )  

u f, 

oo 

If, 

y i  ~ e rf, u f 
oo  

l 

+ x L , ( y ,  . . . .  y , ;  x ) +  ~ , ( y ,  . . . .  y , ;  x)] du,  

( i = l , . . . m ;  i 4  = i t , . . . i * )  

e-rf ,"[a,(x)  + x L i ( y , ,  . . . yn; x) + ~ , (Y l ,  . . . y , ;  x)] d u  

( i =  m + i , . . .  n )  

e~ par suite au syst~me (IO). 

Io. Posons maintenant  

a,(x) ~ Z ai" ~" 
" I , = N  

( i  = 1, . . . n ) .  

Les premiers coefficients des s6ries (15) sont- 

e~ ~ ~-- __ I_ a(~, ) 

8i i 
( i~--- I ,  �9 �9 �9 m )  

6~ m _ i a(N) 
N- - r~  ~ 

En int6grant par pax4ie on aura 

(i = m + I . . . .  n). 

ui  

a~U) eS, u~ f e - - s t  uf, x N di$f, 

Uio 

=e~ ' )  X ~ + x~o e*fI"f--Uf,o ) 
8 i .  

+ a(~' si N-e'~ "~ f e-*f,"f, xN+~ du,  

ui 0 

( i = i i , . . .  i,) 

uf uf 

f +-', f + +, 
~ elo 

( i = x , . . .  m; i 4  =i,, . . .  iJ. 
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De plus 

Alors, on 

in6galit6s 

a ~  er i "  f e - r t u  x N  d u  ~_ 5~y) x N 

23 

( i - - m +  I , . . . ~ ) .  

conclut facilement des 6quations (18) que Y l , - . .  Y,, satisfont ~ des 

pour Ixl < rl, K1 et rl_- < e 6rant certaines constantes. 

En posant dans (IO) 

y~ = e~-~ x N + 9~ 

on aura pour 9 1 , - . .  9n un syst~me analogue 

( i =  I ,  . �9 �9 n )  

( i = I , . . . n )  

off l'on a 

I1 en r6sulte 

x,.,+~ 4 9 ,  = ~ ,9 ,  + a , (x )  + x Z ~ ( 9 , . . .  9 , , ; x )  + ~ ,  (9, . . . .  9,, ; x )  
d x  

( i =  I ,  . . . m )  

x = r , 9 ,  + ~ , (x )  + x Z , ( 9 1 ,  �9 �9 �9 9 . ;  x)  + $ ' ( 9 , ,  �9 �9 �9 9 . ;  ~) 

(i = m + I , . . .  n), 

I a,.(x)l < K l x ]  T M  (i = I . . . .  n). 

ul  

f,, = 97' e,(~,-~,~, + e , ~ , f , - . , ~ , ( a , ( x )  + ~ , ( 9 , , . .  9.; ~) + ~ , (9 . . .  9., ~)] du, 
ui I 

(i  = i , , . . ,  ix) 

u t 

( i =  I ,  . . . m ;  i + i l ,  . . . ix) 

u 

~ , =  c,~.,~ + ~,~ f e-',~[~,(~) + ~ , ( 9 ~  . . . .  9.; ~) + ~ , (~ ,  . . . 9~; ~)} d,, 
oo 

( i - ~  , n  + ~,  . . . , , ) ,  
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off u,~ correspond g u n  point  x~ tel que I x~ ] =  r~ et # ~ ) ( i = i ~ , . . .  i~) sont les 

valeurs de #i ( i = i l , . . .  i~) pour x = x  v En remarquant  que e(~t - ~ ) ~  ~ o o  quand 

u tend vers 00 et que l 'on peut  faire tendre ut (i ayan t  une valeur 4 = il, . . .  i~) 

vers o0 de mani~re que e~ ~t -* 00 on voit que les constantes  Ci doivent 8tre o .  

On aura  donc pour Y l , - . .  Y- des 6quations analogues aux 6quations (18) et  on 

peut  donc r6p6ter les ra isonnements  que nous venons de faire. 

II en r6sulte que les solutions y ~ , . . ,  y~ de (IO) sont asympt6tes aux s6ries 

(i5) dans X. Les solutions correspondantes du syst~me (I) sont asympt6tes aux 

s6ries (9). Elles d6pendent de u constantes arbitraires y~/ (i = i x , . . ,  i~). 

On pourrai t  faci lement  d6montrer  que la solution trouv6e de (IO) est uni- 

voquement d6termin6e par  les valeurs initiales y~0) ( i== i~ , . . ,  i~). Mais nous 

pr6f4rons de d6montrer  un  th6or~me d'unicit6 qui a une forme un peu diff6rente. 

I I. Prenons un point  xo dont  l ' a rgument  est diff6rent des arguments  
. !  

singuliers et supposons que pour certaines valeurs de i, soient i ~ , . . .  ,~,, la 

fonct ion 

t end  vers o quand x t end  v e r s o  le long du rayon o . . .  xo, les autres fonctions 

- - k  i 
e - -S t  

tendan~t vers l'infini. De plus, nous supposons que 

~r~>= o ( i = m  + I, . . .  m + Z) 

~ r ~ < o  (i = m + Z + I, . . . n). 

Alors, on a l e  th6orSme suivant,  

Th~or~me 3. i l  y a au p lus  une seule solution du syst~me (lo) telle que 

ly, I < K l x l  N ( i =  i , . . .  n) 

le long du  rayon  o . . .  xo et  y~-= y~o) (i = i ' ~ , . . ,  i'~,) p o u r  x = Xo, ]Xo [ ~tant  assez  

petit .  

I I  y a au p lus  une seule solution du syst~me (IO) telle que Iv, I < e' ( i = , , . . .  , )  

le long du rayon o . . . x  o et y f ~ y ~ ~  ( i ~ - i ' l , . . . i ' , ,  m + I , . . . m + g )  pour x = x o ,  

[ Xo] et ~' dtant assez petits.  

Nous nous l imitons s d6montrer  la seconde part.ie du th~orbme et nous. 

supposous que dans (IO) t o u s l e s  nombres ~i sont o. On volt comme s une autre 
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occas ion  (p. 24) que route  so lu t ion  de (IO) sat i s fa i sant  aux cond i t i ons  pos6es doit  

satisfaire aux 6quat ions  

u i [ I *  

v, = vl ~ ~,(",-"~ o~ + e , " ,  + ~", [a~ (x) + z L,  (~  . . . .  W,, x) 
d 

ui  O 

+ ~ , ( v , ,  . . .  y, ;  ~)] d,,~ 
(i . . . .  ) 1"I~ �9 . �9 ? ~ '  

u l 

�9 = ] lab.(x) + x L , ( y , , . . ,  w x) + ~ , ( v l , .  w ;  x) ]du ,  i f ,  es~, u~ e--, '~i  u i ; . . 

r i d  
OO 

( i  = I ,  . . .  99~; i =~= Z l ,  . . .  ~'X') 

= y~O, e~i (,,-Uo) + e~i 4, I e-ri" [a, (x) + x Li ( Y l , . . .  yn; x) yi 
1 1  
uo 

+ ~ i ( y l ,  �9 �9 �9 y,,; x)] du 

( i : m  + I , . . . m  + Z) 

= -  e*i '~ le -* i* ' [a , (x  ) + x L , ( y , ,  . . .  Y,,; x) + ?~,(y,, . . .  yn; X)] du yi 
~ut 

( i =  m + Z + I . . . .  n), 

u~0, Uo correspondant  ~ :co et les int6grat ions  6rant effectu6es le longe  du rayon 

o . . .  x o. Supposons  qu'il y nit deux so lut ions  y, ,  . ... y,, et Yx, . . .  9~. Alors  on  

conc lut  que 
u i  

f " j = l  
u i  0 

(i =- q ,  . . .  i;,) 

l y , -  9~1 < K ( l x o l  + + ' ) le  ~ ' ,  

00 n 

If E ly+-#Jl I au;I 
j = l  

u i 

.p 

( i  = i . . . .  m; i 4 = i ~ , . . .  ~,,) 

]y~--:Oi] < K( lxol  + +")]e :~'~ ] f I e-:," I Y,l?++- #+l id .  I 
j = l  

~ 0  

( i ~ m  + I . . . .  m + ~) 
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r 

l u , - # r  K(Ixol + ~')le~'"l le-~'"l~ly~-#Jlldul 
j = l  

(i---- m + Z + I, . . .  n). 

Si l 'on d~signe par  M de maximum de ~ .~ ly j - -y j ]  quand x d6erit le rayon 
j = l  

o . . .  x o on en conclut  

i ~  nK([x0[  + ~')M, 
6 

ee qui est impossible pour M > o  si l 'on suppose que 

n K (] x o I + r ' )  < ~'. 

3. R~duetion d'un syst~me lin~aire (4) a une forme canonique. 

I2. Pour  un  syst~me lin~aire 

d y~ '~ 
xk, §  = ~ ( x ) y ,  + xk,(,-~y: + ~,y,_~) + ~ , + ~ ,  a,~(~)y~ 

(4) d x  j=l  

( i = , ,  . . . - )  

a~j (x)  ~ a ~v <~) ,~ q- ai j  x + ' "  

nous allons ddmontrer  un th~or~me qui est d 'une importance eapitale pour l 'gtude 

d 'un  systbme (2). Ce th~or~me est aussi d 'un  gr~nd intdr~t pour l 'dtude des 

solutions d 'un  syst~me (5) duns le voisinage de x = o .  

P o u r  i > j ,  f i  (x) 4 f i  (x) on peut dcrire 

x~,-~q; (x) - x~.-')']~ (z) = x~,-~'~~ ( . j  + . . . ) ,  .~. 4 o. 

Si k ~ > k j  on a k i j = k ~ ,  s , j=fi(o)----s~.  Si k i =  kj, s~=~sj on 

s~j -= st - -  s~. Si  k~- = ks, 

que ki. 

Nous d6signons par 

l 'une des expressions 

s ~ = s j ,  k~j  est un  certain nombre positif  plus pet i t  

~* l 'un quelconque des arguments  de x pour lesquels 

I esij z'kiJ I 

a la valeur I. Nous prenons un a rgument  ~o de telle mani~re que les arguments  
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~ o +  k~ ( ' 1 ~ : ' : 0 ,  + I ,  + _ 2  . . . .  ) 

soient distincts des arguments 9". Nous consid~rons les secteurs suivants 

~ z  (~ + ~)~ 
q%+ ~ < 9  ~ < 9 % +  k ~  b ' = o ,  + x, + 2 , . . . )  

sur la surface de Riemann de log x et nous augmentons chacun de ces secteurs 

dans les deux directions sans que l'on rencontre un argument ~*. Soient 

p 
X~: ~ < ~ 0 < ~ 0 ~  (~-=o,  + I ,  + 2 ,  . . . )  

les secteurs ainsi d~finis. Deux secteurs X:  cons6.cutifs ont une partie com- 

mune. 

Le th~orSme que nous allons d~montrer peut 8tre r162 de la manibre 

suivante. 

Thr 4. A chaque secteur X~ correspond une substitution lindaire et 

homog~ne de &!termi~ant 6gal ~ I pour x - - o  par laquelle le syst~rne (4) se tra~s- 

forme au syst~rne 

(19) x~,+ ~ dy~ = f i ( x ) y ,  + x~,(,'fy, + *iyi-,) (i = , , . . .  ,,). 
dx  

Les coefficients de la substitution li~7~aire sont asymptStes 5 des s6ries de puissances 

de x da~s Xc~. 

Un thdorSme anMogue a ~t~ d~montr6 par M. Hukuhara. 1 Le syst8me (I9) 

est plus simple que le systSme canonique de hi. Hukuhara.  C'est la r~duction 

compl4mentaire faite ~ la page 4 qui nous donne le moyen de l'introduire. Les 

secteurs X, sont d~finis tout autrement que les sec~eurs qui entrent dans le 

th~orSme de M. Hukuhaxa. Les derniers secteurs sont assujettis ~ la condition 

de ne eontenir qu'un seul argument T* au plus; * ils peuvent donc 8tre trSs 

pewits s'il y a des arguments r qui different l'un de l 'autre par un hombre trSs 
7g 

petit. L'angle d'un secteur X~ est toujours plus grand que ~ .  

13. Les coefficients de la substitution lin~aire qui entre dans le th~orSme 

4 peuvent 8tre obtenus comme solution d'un certain systSme d'~quations diff& 

x loc .  e i t . ,  p. I66. 
Les arguments singuliers du systeme (4) (P. I66) de M. Hukuhara sont les arguments ~p# 

e t  pas les arguments singuliers du systeme donn~, comme le dit M. Hukuhara. 
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rentielles lin6aires 1. Mais i l  nous semble que ce syst~me est peu ap te  s la 

d~mons~ration du th6orbme 4. :Nous pr~fdrons de nous  servir  d 'une  sui te  de 

subst i tut ions par~ielles de deux types  diff6rents. Les  coefficients d 'une  subst i tu t ion 

du p remier  t ype  s 'obt iennent  comme solution d 'un  syst~me diff6rentiel  qui n 'es t  

pus ~ d a i r e  mais qui  est pour t an t  plus simple ~ un cer ta in  ~gaxd que le syst~me 

lin~aire dont  nous venous  de parler.  Les  coefficients d 'une  subs t i tu t ion  du  se- 

cond type  s 'ob t iennen t  eomme solution d 'un  syst~me diff~rentiel lin6aire, 

Nous  ~crivons d ' abo rd  le syst~me ( 4 ) d e  la  malai~re suivante 

x~+ 1 d y; d x = s ly '  + ~ aij (x) yj (i ~- I, . . .  n,) 

(2o) j=1 

x~+~ dy i  
d x  -~s iy ,  § a, j (x)yj  ( i - ~ n  1 q- I . . . .  n), 

.i=1 

oh l 'on a k -~ k 1 et  s~ ~= s i (i ~- n I + r . . . .  n). Les  coefficients alj  (x) sont  a sympt f t e s  

des sdries de puissances de x s ' annulan t  pour  x----o. Les s6ries asymptot iques  

pour  les fonct ions  a~j(~) ( i ~ - I  . . . .  nl;J~-~ ul + I , . . .  n) con t iennent  x k+l comme 

facteur .  Nous  cherchons ~ dd~erminer les coefficients bij(x) de la subst i tu t ion 

( ~ )  . v ,=  ~, + Y, b,~(~)y~ ( i =  ~ , . . .  ,1) 
j ~n :  q-1 

de telle mani&re que Yon obt ienne pour  z l , . . ,  zn, un  syst~me d 'dquations diff~- 

ren~ielles ne con tenan t  pas y ~ , + l , . . ,  y , .  I1 fau t  et il suffit que bij soit une  

solut ion du syst~me suivant  d '6quations diff~rentielles 

1l 1 

XlCq_ 1 d b i . f =  (s 1 _ sj) bij + aij + Z a i h b h j  
d x  

( e e )  ~ - 1  

?t 1 

- -  ~ biaahj--  Z ~ btaaaa, ba'j 
h=n~+l h '= l  h=n~+ 1 

( i  = I ,  . . .  n ~ ; j  =-  n l  + ~, . .  �9 n ) .  

Les nombres  s~ - -  s~ (j ~ n x + I . . . . .  n) 6rant =~ o on peut  app l lquer  le th~or~me 

x pour  le secteur  X~ (voir la remarque  p. 9). ~ II y a done une solut ion du 

syst~me (~z) asympt6te  ?~ des s~ries de puissance dans X~, Comme 

1 Voir le t ravai l  cit~ de M. HUKUHARA, p. I66. 

2 On peut  Wappuyer aussi  sur  le th6or~me I de (I). 
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a,-~ (x) ~ a (~+~) x ~§ i j  + ' ' "  

bt j (x) ~ bl. ~-1) x ~ +1 _~... 

Pa r  suite, les termes, 

29 

( i =  I, . . . n 2 ; j  = n ~ +  ~ . . . .  n) 

( i = ~ , . , . n ~ ; j = n ~ + ~ , .  .n ) .  

f i  (X) ~Ji 2~_ xki ($,i yi -~- ~i yi--1) 

du syst~me (4) n e  son t  pas changes  par  la subs t i tu t ion  (21). 

Ensui te  o n  pout - fa i re  une r6duct ion analogue dans l e s  6quations dusys t~me  

t ransform6 dans, lesquetles s~-~ sn,+l.. )k. cot effet on doit  r emarquer  qu 'on n 'a  

pas besoin, p o u r  l a  validit6 du th~or~me I (ou du th6or~me 2) d,e supposer que 

los coefficients duns  l~e . syst~me, (2)' soient asymptbtes  s des s6ries de puissance 

de x sur rou te  la surface de  Riemann de log x; il suffira de supposer  que los 

coefficients, so~n~ asym, p t6 tes  s des. s6ries de puissances duns  u~ sec teur  u n  peu 

plus  g r a n d  ~ue X. 

Apr~s, un, cer ta in  ~ombre de, ~ r ~ s f o r m a t i o n s  on aura  u_~ sys~,me tran, sf(~rm6 

compos6 de  syst&mes part iels  de  lu f0rme 

m 

d x  = sy~ + . m ) ,  
j=i  

o~ il n ' y  a qu 'un  seal hombre  s. P o u r  rdduire  u n  tel syst~me il suffit de con- 

sid6rer le syst~me que Yon obt ien t  en efl~a~an~ tes te rmes  sy~ e t  en divisant  pax 

x ou  pa r  une puissance de x. Le syst~me ainsi ob tenu  a la m6me forme que 

le syst~me (2o) m~is le hombre  k est diminu& P o u r  la d6 termina t ion  d 'une  

subst i tut ion (21) i l  peu t  a r r iver  m a in t en an t  qu 'on  dolt  appl iquer  le thdor~me 2 

et  qu' i l  y a donc plusieurs subst i tu t ions  qui r6atisent la r6duction;  il suffit  de 

prendre  une de ces subst i tut ions.  

En poursuiva~t  ces ra i sonnements  on about i ra  au rdsul ta t  suivant.  II y a 

au moins une subs t i tu t ion  lindaire par  laquelle le syst~me (4) se t rans forme s un  

syst~me qui est compos6 d 'un  cer ta in  nombre  de syst~mes par t ie ls  de la forme 

(23) x~+~ dy~ 

j=l 

( i - -  I, . . .  m), 

off k a l 'une des valeurs k~ duns (4) et f ( x )  est la fonct ion f~.(x) correspondante .  

Les coefficients de la subst i tu t ion sont  asympt6tes  ~ des s6ries de puissances 

dans X~. Le d6 te rminan t  de la subst i tu t ion est 6gal s i ident iquement .  
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I4. Pour  r6duire un syst~me de la forme (23) il suffit de r6duire le sys- 

t~me suivant  

~ x  riy~ ~iy~-i __m (24) x -" + + x~_jaij(x)yj 

off l 'on a 

(i = l . . . .  m), 

(2) a,~(x) ~ al}' + m~ x + . . .  

da~ns Xa. 
Nous 6crivons le syst~me (24) avee des matrices. Soit E~ la matrice unit6 

de dimension n et soit In la matrice suivante de dimension n 

Posons 

R = 

rm~-Em, . . .  

�9 . . 

0 . . , 

O 0 . . .  0 0  / 

0 0 . . .  I 0 

q 

(x a~:(x)) = A (x). 

hlors  le syst8me (24) peut s'6erire 

d r =  (tr 
(25) x , i x  + I +  A(x)) Y ,  

Les relations asymptotiques pour aij(x) peuvent s'6erire 

A (x)  ~ A (~1 x + A(~) x ~ + . . .  

Nous allons montrer  que l '~quation (25) peut  8tre transform6e ~ l '6quation 

d Y  
(26) x - ~  = (R + I) r 

par une subst i tut ion lin6aire. 

Ecrivons d 'abord une solution de (26), Posons 
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On aura 

x R ~  
I xrmt~O m ~ , . . 0 

rqn 
�9 . . X q ~.*m- q 

, E , ( z )  =- 

~'(x) = 

I O 

X I 

Xn--1 x n - - 2  

F,,, (x) . . .  o I 
�9 . . - -  J 

o . . .  s ~ . , ~ ( x )  

d x  R 
x ~  = B x  R = x ' R  

d F  (x) = F(x )  S = S F ( x )  
d x  

�9 . . 0 0  

. . . 0 0  

. . . X  I 

J 
x ~ xR F (log x) = x R F (log x) (R + S) 

= (R + I )  x R F (log x), 
par suite 

Y ~- x R F (log x) 

est une solution de (26). 

Eerivons aussi les relations suivantes que l 'on d~montre sans peine 

( ~ ) - ,  = x - ~  

(F~(x))-~ = F,, ( -  x), (F(x~)-' = ~ ' ( - -  x) 

(~, F (log ~)-~ = F ( -  log ~ ) ~ - -  = x - "  F ( -  log x). 

En posant  dans (25) Y - - Z Y  on aura  

x _ f ~  ~-~ + zd]'-d-xx = (R + I + A ( x ) ) Z  :Y. 

Pour  que l 'on air 

x d ~  (R + s) ~r 
-d~ = 

il fau~ e~ il suffit que Z soi~ une solution de l '~quation 

(z7) 
d Z  

x ~ + z (R + s) - (R + s) z = A (x) Z .  

31 
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15. Nous  allons mon t r e r  que l 'gquation ( 2 7 )  est satisfaite par  une matr iee  

qui sat isfai t  g une  re la t ion asymptotk tue  

dans Xa. 

Z ~ ~ C (~) x ~, 
~ = 0  

C '~ --~ E 

Nous  d6montrons  d 'abord  que les matr ices  C (~) peuvent  8tre d&ermin6es 

(28) 

Posons  

de manibre que la s4rie 

Z C(~) x �9 
q ~ 0  

sat isfai t  formel lement  g l '~quation (27). 1 

Les matr ices  C (') d0ivent  satisfaire aux 6quations suivantes  

C (~) + C (~) (R + I)  --  (R + 1) C ( * ) = ~  A(~')C(~-~ ). 

A (,.) "~(ff) 

\~i k/ 

Alors les dquations~(28) peuvent  s'~crire 

[A 
(~ ~1 A(~) 
1 1  " " " l q  

A(~) A(~) ( q l  - �9 �9 q q  

c(,, ci'  ] 1 1  " * " 

C{,) CO') / 
- - q l  " �9 �9 q q )  

i k  2'3 j k  ] 

o~ nous avons d6signd rm i par  ri et  off i ' ,  k' dans la matr ice  

(~a@c C , - - . ) ~  

j~l/--J i'j jk' ] 

doivent  p rendre  les m6mes valeurs que dans la matr ice  

= (4;b) 
1 Cf. u n  mdmoi re  de M. ADAM SCHMIDT, Neue r  Beweis  e ines  H a u p t s a t z e s  fiber B e s t i m m t -  

he i t s s t e l l en  l inearer  D i f f e r en t i a lg l e i ehungssys t eme .  J o u r n a l  de Crelle, t .  I79, P. I. 
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Posons plus s implement  

(l ~ ~ + rk - -  r i ,  

En posant  

on conclut  de (29) que 

c a r  

C o =  E ,'.J �9 
= U = l  j k '  

C~+1 = ~m i C~ -- C~t [mk 

D~+~ = I m i D ~ - -  D z I m  k 
(l ~ o ,  I, . . .  mi + i n k - -  I) 

d Co ~- C1 + Do 

d C1 ~ C2 + D1 

d Cmi+mk--1 ~ D m i + m k - 1  

Cmi-Fm k ~ O~ 

comme on le voit faci lement,  ~ 6rant o. 

Nous  supposons qu 'aucun des nombres  ri--~)" ( i , j = I ,  . . .  q ) n ' e s t  6gal 

un ent ier  ~ o; nous avons montr6  dans le n:o 2 qu' i l  est loisible de faire  cet te  

suppositiou. Alors on conclut  que 

(30) Co = 7 '  
) .~0  

d 6rant  4= o. I1 est donc d6montr6 que les matr ices  C (') peuvent  ~tre clg- 

termin6es. 

I6. Nous consid6rons en passant  le cas off la s6rie 

c~ 

Z A(~) x �9 

est absolument  convergente  

simple que la sdrie 

pour  I x l ~ Q .  

C (~') x ~ 

Alors on voit d 'une mani~re tr~s 

est absolument  convergente  pour  I xl  < Q. 

de mani~re que 
3 

En effet, il y a des nombres  K ' ,  K "  
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v K "  
Iv + < 

Soit y, le plus grand des nombres ]c(")[,k (i, k-----I,. . ,  m). 

Do0 ~ son~ en valeurs absolues plus perils que 

m K'  (70 + Yl Q + "'" + 7,-1 Q,-1), Y0 = 1, 

Les ~Igments dans 

et les ~l~ments dans D~r sont en valeurs absolues plus petits que 

2 ~ m K '  (7o + Yl r + "'" + y,--1 Q~-I). 

Par  suite, on aura d'apr~s (3 o) 

v 7,. O" < m K '  K ~' (70 + 71 O + "'" + 7,-1 0~-1). 
2~0 

Si l'on pose 

K =  m K '  K "  ~_j(2 K " )  ~ 

et si l'on d~termine les nombres fl, par les ~quations 

~o=-I ,  v f l , = K ( f l o +  fl~ + ' " +  fl,-1) 
on aura done 

7,e" < f l ,  
Or 

vfl,  = (v - -  I ) f l , - ,  + Kfl , ._ ,  
done 

lira fl" 

Par  suite, la s~rie 

( Y ~  I, 2~ . . .) 

( Y = I ,  2, . . . ) .  

est convergente pour Q '<  q, 

pour ~ ' <  ~. Done, la s4rie 

d'ofi r~sulte que la s6rie ~7,~ '"  est convergente 

~o 

Z C(~) x �9 
v = O  

est absolumen~ convergente pour Ix I < Q. 
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17. Revenons  au cas off l 'on a dans (27) 

35 

A(x)- Z A(')x', 
v ~ l  

x appar tenan t  ~ X~. L 'exis tence  de la solution formelle Z - ~  ~ C(*)x" de l'~qua- 
Y ~ 0  

t ion (27) ~tant d~montr~e on pour ra i t  s 'appuyer  sur le t ravai l  de M. H u k u h a r a  1 

pour  en conclure qu'il  existe une solution Z de (27) sat isfaisant  dans X~ 

la re la t ion  asymptot ique  Z ~  ~ C ~')x'. Mais nous prdfdrons de le mon t r e r  
V ~ 0  

par  une m~thode plus 61~mentaire. 

Nous  mont rons  d 'abord  comment  on peut  t rouver  une solution de l 'dquat ion 

d Z  
(3~) x~-~x+ Z ( R  + I ) - - ( R  + I )  Z - - - - A ( x ) x  ~', 

off A(x) est une matr ice  donnde dont  les dldments sont  en valeurs absolues plus 

pet i ts  qu 'une  constante  K dans X~ et Z e s t  un  ent ier  positif. En  posant  

A - - -  . . . . . .  Z =  . . . . .  

( Aql . . . Aqq ) ( Z q l  . , . Z q q  ) 

on aura  

(32) 
Posons 

d Zik 
x- -~x  + (rk -- ri) Z i ,  + Zik L,  k --  Im~ Z~k -~- A~k x ~. 

Aik A (~ Zik Z (~ ik~ ~ i k  

•  - A?:  = A ,21) 

I ~ ;  -~kzc') _ Z ~ . )  I ~  k = -~k~'('+ 1) 

Alors on conelut  que 

dZi~ r 
X - d ~  x = (ri--  rk) Zi~ + Zik + A .  x ~ 

d ZS' �9 (1 )  ($)  (1)  X ~  , X - ~ x  = ( r~ -  ~k) Z~k + Zik + A~k 

z I m i + m k - - 1 )  d ~  
x 

( ~ 0 ,  I ,  . . . m t + ~ k - -  I ) .  

d x  - -  = (r~ - -  rk) Z ( m ~ + ' k - 1 )  ~ A ( " ~ + ' ~ k - - 1 ) ~  

loc. cit., p. r36. 
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Nous supposons ~ assez grand pour que tous les hombres 2 + ~ ( r k -  r,.) 

(i, k -~  I, . . .  q) soient positifs. Alors on aura  la solution suivante 

(33) 

32 

Zik --- Xr~-rk f XI X~+rk_r~ A~k dx 
0 

mft_mk x �9 / 

X 
v ~ 2  

0 0 0 

I ,~;t+rk--r / (*--1) (c/ "l" - ~ A ik  ~ X /  
X 

les integrat ions ~tant  effectu~es le long d 'une ligne droite. 

s 'obt ient  si l 'on ajoute une expression 

mi+mk--i 

Z Ci'; (log X ) "  X r i - -rk  } 

Toute autre solution 

oh C~.~) sont des matrices eonstantes.  

On voit faci lement  que les ~ldments de la solution (33) sont en valeurs ab- 

solues plus peti ts  que 
miWrn k 

Z 

Par  suite, les ~16ments de Z sont en valeurs absolues plus petits que 

KK']x[  ~, 

oh K '  est une constante  que l 'on peut prendre 6gale ~ I si ~t est suff isamment 

grand.  II n 'y a qu'une seule solution de (3 I) de cette na ture  si ~ est suffisam- 

ment  grand.  

I8. Posous ma in tenan t  dans (27) 

2--1 

Z - ~  ~ C/~)x �9 + Z~., 
v~O 

par suite, on aura  pour Zx 

(34) 
dZ~ 

x - ~  + Z~ (R + I)  - -  (R + I)  Z~ = A (x) Z~ + A~ (x), 

les ~l~ments de Ax(x) ~tant  en valeurs absolues plus peti ts  que Kx[xl ~ pour x 
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dans X~, [x[ < r; K~ est une certaine constante. ]Nous cherchons une solution 

de (34) ~, l'aide des approximations cuccessives 

d Z(z ~) 

2, . . . ) .  

On prend pour Z <~ z la matrice o e t  on prend pour Z~*) la solution de (35) que 

nous venons de d6terminer. On volt d'abord que les 616ments de Z C1> z sont en 

valeurs absolues plus petit que Kx]x] ~. Les ~l~ments de A(x) sont en valeurs 

absolues plus petits que K ] x ] ,  off K est une certaine constante. Supposant 

que les ~l~men~s de Z(z')- Zz('-~) soient en valeurs absolues plus petit que 

Kz[x]Z(K[x]) ~-~ on conclut que les ~l~ments de Z(z *+~)- Z (~) sont en valeurs 

absolues plus petits que Kz[x[Z(K[x[) ". Par suite, les approximations succes- 

sires convergent uniformdment pour K I x  ] < ~ ~ I, x dans X~. _& la limite on 

aura une solution de (34) dont les ~ldments sont en valeurs absolues plus 

, K z  
petits que K~[x[ ~, off K ~ - - I _  ~" 

I1 n'y a qu'une seule solution de cette nature. En effet, supposons qu'il y 

air deux solutions Zz, 2z. La difference Zz -- 2~ doit 8tre la solution de l'~quation 

d Z  
+ z ( R  + z )  - (R  + x) z = A - -  

ddterminde dans le n:o I7. Si l'on d~signe par M l e  maximum pour 2KK~[x[~ 
~'<: I, x darts X~, des valeurs absolues des ~ldments de Zz--Z~. divisds par 

]x] z on aurait donc M ~  ~'M, ce qui est impossible pour M > o .  On en con- 

clut que la solution trouv~e de l'dquation (27) est asympt6te s 1~ sgrie Z C(*')x* 
q ~ 0  

dans X~. Par 1"s le thdor~me 4 est ddmontr~. 

~9. Nous pouvons maintenant  par un ~nonc~ condens~ exprimer comment 

les solutions d'un systSme (4) se eomportent dans le voisinage de x : o .  On 

peut obtenir un systSme fondamental de solutions du systSme (~9) sous forme 

d'une matriee composSe dont les ~l~ments diagonaux sont des matrices de 1~ 

forme 

Q 
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et les autres ~l~ments sont des mutrices o. Nous d~signons cette matrice 

put Y. 

D'upr~s le thgor~me 4 il correspond s chaque secteur X~ une substitution 

lin~aire par laquelle le syst~me (4)se trunsforme en le systbme (I9). Cet te  

substitution d6finit une matrice Z(") telle que 

Z (~) ~ E + ~ A(") x" 

duns X~, A(") ~tant eertaines matrices constantes. La solution 

syst~me (4) s'obtient d'une matrice 

off C est une matrice constunte 

Z (~) Y C, 

Soit C (=) une telle matrice d6termin~e. 

on peut 6crire 
Z (~) Y C (-) = Z(~+1) y C(~+1), 

d'ofi r6sulte lu substitution 

g~n~rale du 

Duns le secteur commnn s X., Xa+l 

(36) C(a+l) .~_ •--1 Z(a+l)--I Z(a) y C(a) ~_ C(a,a+l) C(a), 

off 

(37) I 7-1 Z(a+l)--I Z(a) Y = C(a'a+i} 

est une matrice constante quudrutique de d6terminant ~gul "~ I. A chaque pair 

de secteurs X, ,  X=+I correspond une substitution (36). A l'uide de ces substitu- 

tions on auru une suite de matrices constantes C (") (a = o ,  __+ I, + 2 , . . . ) .  Les 

matrices 
Z (a) Y C(") (~ = o, +_ ~, +_ 2 , . . . )  

sont prolongements unalytiques l'une de l'autre quund x tourne autour de x-~ o, 

sous lu condition que lu d~terminution de Y soit suivie par continuitd. 

II r6sulte de la ddmonstrution de l'existence de la matrice Z (~) correspondunt 

uu secteur X,  que cette mutrice n'est pus toujours univoquement d6termin6e 

mais qu'elle pent d6pendre de constantes arbitraires. Nous avons maintenant 

un moyen de fixer comment ces constantes entrent. En effet, supposons que 
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Z (~), 2 (~) soient  deux matr ices  cor respondant  ~ deux syst~mes de valeurs des 

constantes.  Lu solut ion g6n6rute du syst~me (4) peut  done s'6crire sous l 'une ou 

l 'aut re  des formes suivantes 

Z(") Y C, 2(") Y O. 

0R en conclut  que lu mutr iee  

~(~--1 Z(a) - 1  Z(a) y 

est une  mutrice eonstunte,  d6signons la par  C. P a r  suite 

2(~) - -  Z (~) Y C y-1 .  

Inversement ,  soit 

duns X=. Alors 

C la matr ice  cons tante  quadra t ique  la plus g6n6rule telle que 

0o 

Y C Y - '  ~ .E  + ~', C (~) x ~ 

Z <~) Y C Y-* 

est l 'expression g6n~rale de la matr ice  2 (~). I1 r6sulte de la forme de la mat r iee  

Y que le seul cas possible est 

Y C Y  -1  ~ E  

dans X , .  

Disons quelques mots du cas par t icul ier  off les seconds membres du systSm( 

(4) sont  uni formes  au tou r  de x ~ o. Alors, il y a 2 k, subst i tut ions (36). Pa r tons  

d 'une solut ion 

Z (~) Y C 

et  faisons t ou rne r  x une fois au tou r  de x = o  dans le sens positif.  Apr~s le 

tour  on aura  la solut ion 

Z (~) Y C, 

off (~ est lid ~ C p a r  une subst i tu t ion lin6aire dont  le d&erminan t  est 6gal ~ I 

et Y est la mat r iee  que l 'on obt ient  de Y quand x tourne  une lois au tour  de 

x = o. Le  d6 te rminan t  d 'une  matr ice  F (i) (log x) &ant  6gat k I on en c o n c h t  

que le produi t  des racines de l '6quat ion fondamenta le  d6terminante  est  6gal s 

H e2,~i rj. 
j = l  
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4. D~veloppements en s6ries. 

2o. Nous &udions d'abord le cas le plus simple off l'~quation caraet&istique 

du syst~me (I) n'a pas la racine o, c'est-g-dire off t o u s l e s  nombres kt ont la 

m&ne vMeur. Alors, le syst~me (2) a la forme suivante 

~' = a,C.) + S,(x).~< + x~(,-~y, + ~,v,-,) X~+I  

(3 8 ) 
( ( J J  

n 

+ xk+'~ ao(x)yj + ~i(y,,... y,; x) 
j~ l  

( i :  I , . . .  "). 

Nous consid&ons des secteurs X= d6finis comme dans le paragraphe precedent, 

cela prgs qu'on remplace les arguments r par la r6union des arguments singu- 

liers (voir p. 8) et des arguments ~*, soit X un quelconque de ces secteurs. 

I1 y a d'apr~s le th~orgme I une solution ~ ) , . . .  #,, du syst&me (38) asympt6te 

aux s6ries (I5) dans X. En posant 

y i = g i  -~ l]i ( i  = I ,  . . . 17) 

on aura pour ~ , . . .  ~, un systgme analogue 

(39) Xk+1~=j~(x) l]i~-Xk(Fi~i~-6ir]i--1)~-X1'41~aij(X)~) "~ ~i(?'21,'"" Tin; X) 
j= l  

( i =  I ,  . . . ~,). 

D'aprbs le th6orbme 4 le syst~me lin6aire 

?~ 

X/':+1 ('~/]~/ : f i ( X ) ~ i  ~- x k ( r i ~ i  "~- 8 i~i - -1)of f  x k + l  Z C[ i j (X)~J  
d x 

( i  : I ,  . . . ,I) 

peut 8tre transform6 au syst~me 

(40) 

par une substitution 

x k + l  d z i  = f l ~  (x) z i  "~- x/:  ( r i  z i  ~- $i z i - -1)  
el x 

n 

j : l  

dont les coefficients satisfont "s des relations asymptotiques 

b,j(x)- 147 + ~lTx + ' 

( i :  I , . . .  ~) 

(~ : I ,  �9 �9 �9 ~7) 
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dans X, le d&erminant I b~O)l ~tant 6gal '~ I .  En faisant la m~me substitution 

dans le systbme (38) on aura un syst~me de la forme suivante 

(41 ) 

off l'on a 

xk+ldZi.~_ f i ( x ) z i  ~- xk(rizi  ~- 8iZi--1) -~- ~ i ( Z l , . . .  Z n ;  X)  
d x 

(i = I , . . .  , ) ,  

~ , ( , ~  . . . .  , ~ :  x ) =  F ,  , i  . . . . . . . .  ,, ( , )  ~ ,  . . .  d ~ 
ax+ ' . .  +an>2 

les coefficients ai . . . . . . . .  ~(x) &ant asymptbtes g des s6ries de puissances dans X. 

Nous pouvons supposer que 

1~,  . . . . . . . .  ,, ( x ) [  < A r ' - < ~ , + '  " + ~  

Nous faisons encore une transformation dans le syst~me (4 I )de  mani~re 

que les termes ~i&-i disparaissent. Cette transformation peut s'~crire (voir p. 3I) 

(42) zi  ~- ~ f i i  (log x)  2j (i - -  I,  . . . n), 
j = l  

off f i j ( logx) sont des fonctions enti~res et rationnelles de logx  dont le d6ter- 

minant est 6gal g I. La substitution inverse est 

~ = i ] ~ J ( -  logx)  zj 
j = l  

(i = I , . . . .  ,). 

De plus nous posons 2 i ~  x ~ i  ( i =  I , . . .  ~), ~ 6taut un nombre positif. 

~,~ on aura le syst~me suivant ~1~ " " " 

x~+i~C x = (~(x l  + I r , -  ~> x~) C, + x-~  F , f , ~  (--  logx)  ~ (zl, �9  �9 z,; x) 
j ~ l  

( i  = I ,  . . . . )  

que nous ~crivons 

(43) x k + l  d/_i = (~(X) .Jr- ( , . ,_  ~)Xk)~i _~ ~ i ( ~ 1 , ' " "  ~ n ;  X)  
dx  

( i =  I , . . .  n) 
avee 

~ / ( r  Cn; X ) - -  E ~',a . . . .  n(X)~t ̀  ~%'t . . . .  . .  �9 . . ~ �9 

~ J _ , . .  > t . + Ctn=2 

Pour 
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On peut  supposer  que, 

I ~  . . . . . . . .  ~(~)l < ~i ~'-co,+ . . . + ~  

si Ix[  est assez peti t ;  nous pr~f~rons d'Ocrire 

2~. Prenons  une droi te  quelconque passant  par  l 'origine et ne passant  par  

aucun des points s ~ J ~ ( o )  ( i - ~ , . . .  n). En  r angean t  les variables y ~ , . . ,  y~ 

dans un  ordre  convenable on peut  supposer que s~ . . . .  s~ se t rouven t  d 'un  m~me 

cSt~ de cette droi te  et que s p + ~ , . . ,  sn se t rouven t  de l 'autre  c6t& 

Soit ~i~la solution de l 'dquat ion 

x~+~ d ~  = (fi (x) + (r~ --  d) x ~) 

con tenan t  une  constante  arbi~raire Ci. Nous  cherehons ~ obteni r  une solut ion 

du syst~me (43) sous la forme 

a t + "  �9 .+ap~2 

(44) 
r = ~ ~, , ,  ..... % (~)~,~,. . .  ~; ,  (i = p  + ~ , . . .  , ) .  

a~+. , ,+ap~2 

Les coefficients ~.  . . . . . . .  % (x) peuvent  gtre culcul6s de la maniSre suivante.  

Supposons que l 'on air d~termin4 les fonct ions  ~i,~ ..... %(x) cor respondunt  s des 

valeurs  de a I . . . .  ap telles que a 1 + .-. + ap < N. Une fonct ion  ~i,a ..... %(x) 

cor respondant  s des valeurs de a~, . . . ap telles que a~ + ..- + ap = N dol t  sat isfaire 

s l 'gquation diff~rentielle lin~aire suivante  du premier  ordre 

(45) 

off l 'on a 

et  

d x  ",j=l 

... ' : , ~ ( f J , , 1 . . . , , )  + a; o, , .  o,,o, . .0(x),  

2 ~ f l ~ + . . . + f i n < N ,  2_--<),1 + . . . + T p < N  

d8signe le coefficient de ~71... z~p darts la s~rie que l 'on obt ient  en in t roduisan t  

les s8ries (44) dans ~ , . . .  ~n. 
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Nous  6tudions la convergence des sdries (44) dans  le eas off il n ' y  a en t re  

s 1 . . . .  sp aucune re la t ion  de la f o rme  

s i  = u~ s I + . . .  + U p S p ,  

u I . . . .  u p  6rant  des ent iers  _>--o dont  la  somme est >_2. P o u r  le cas off il y a 

des re la t ions  de cet te  fo rme  nous renvoyons  ~ (I) n:o 11. 

Nous  assuje t t i sons  les secteurs  X ,  g une condi t ion nouvelle,  l~lous p renons  

l ' s r g u m e n t  90, qui serf  de base ~ l a  d6finit ion des secteurs  X , ,  de mani~re  que 

le secteur  9o < 9 < 9o + ~  cont ienne  des di rect ions  telles que les fonc t ions  

e - - S i X - - k  

t enden t  vers o quand  x t end  v e r s o  dans  une  telle 

supposer  qu ' i l  en est  de mSme des fonc t ions  

e - - ( a l s t  + .  �9 .+  a p S p  - - s t )  x "--k 

( i =  1, . . . p )  

direction.  Nous  pouvons  

( i  = I ,  . . . . )  

pour  routes  les va leurs  enti~res ul, . . . up telles que uj + -.. + up soit  plus g r a n d  

qu 'un  cer ta in  nom bre  N ' ,  ca r  les nombres  ul s~ + . . .  4- u p O -  si, s~ . . . .  O appar-  

t i ennen t  alors s un mSme secteur  f a i san t  par t i e  du demip lan  dans lequel sont  

situ6s les hombres  s ~ , . . ,  s p .  

De plus, pour  chacun des hombres  

u~ s l  + ' " +  Up Sp - -  Si 

(2 ~ u~ + - . .  + up ~ h ; ' ;  i = I , . . . n )  

on peu t  supposer  que le secteur  

9 o < 9 < 9 o + ~  - 

con t icn t  des direct ions telles que la fonc t ion  

e - -  (al sl +"  �9 �9 + ap  sp - -  s i) x - -  k 

t e n d e v e r s  o qusnd  x t end  v e r s o  dans  une telle direction.  I1 suffit de supposer  

que 90, 9o + ~- soient  dis t incts  des a rgumen t s  pour  lesquels une des expressions 

] e(~,~, + ' ' '  + % ~ p - 0  .~- ~" [ 

( 2 ~ u ~ + . . . + u p = < N ' ;  i = I , . . . n )  

a la  valeur  I. 
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I x -  k et  nous consid6rons dans Nous  int roduisons  1~ variable auxiliaire u ~ - - ~  

I 
le plan u u n  domaine lI qui est limit6 par  un arc du eercle [ x [ = R - ~ r  -~, 

Fig.  5. 

11 

r 6 taut  assez pet i t ,  et  par  deux demi- tangentes  s ce cercle don t  

les direct ions cor respondent  aux direct ions limites de X (voir la 

figure 6). Soit  E le domaine cor respondant  dans le plan x. 

, , , ( ; )  En prenan t  les hombres  ~o --  ~ ,  ~ - -  ~o + suff isamment  

pet i ts  on peut  fa i re  correspondre  ~ chaque syst6me de hombres  

i , a ~ , . . . a : o  ( i ~ I , . . . n ;  a j + . . .  + a p ~ 2 )  un secteur  U~.,~ ..... % 

fa isant  part ie  du secteur U correspondan~ s X de telle mani~re 

que l ' ouver ture  de Ui . . . . . . .  % soit plus grande  qu 'un hombre  fixe 

et que l 'on peu t  t i re r  ~ par t i r  d 'un  point  quelconque de 11 une  

demidroi te  1~ . . . . . . .  % qui appar t i en t  s U et don~ la direct ion 

appart ien~ s Ui,~ . . . . . .  p; le secteur  Ui,,~ . . . . .  ,~p sat isfai t  ~ la con- 

dit ion que la fonct ion 

eta~ st + �9 �9  § aft Sp  s p - -  s i) u 

t e n d e v e r s  o quand u tend  vers l ' infini darts une di rec t ion quelconque appa r t enan t  

ce secteur.  On peu~ supposer que tons les secteurs Ui,~, . . . .  "v cor respondan t  

des valeurs de a~, . . . a~ telles que a~ + ..- + up > N '  soient identiques.  

Cela pos6, supposons que l 'on air d6termin6 les fonct ions ~i . . . . . . .  %(x) cor- 

r e spondan t  ~ des valeurs de a~, . . . ap relies que a~ + . . .  + ap < N e t  supposons 

que ces fonct ions  soient  r6guligres darts ~ et satisfassent ~ des in~galitds 

Considdrons une fonc~ion ~i,~ ..... ~v(x) cor respondant  ~ des valeurs de a l , . . ,  ap 

telles que a 1 + - . - +  ~p----N. Elle dolt  satisfaire s l '6quat ion (45)- Posons 

1 k - - 1  

f i ( x )  = s~ + CilU - ~  + . . . .  + ci, k - i u  k 

k k--1 1 
- I d) log  u - - C i l u  ~-" + ' " +  kc~,k-- lu k - ] c ( r i -  
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.... ' (~ j , ,  ..... ,,1 + a, . . . . . .  %,o, o(X) f ( x )  = ~ a,,,~,, ~,,(x) ~ ~ 
"'" r . . . . .  ~n . . . .  

et prenons la solution suivante de l'6qua~ion (45) 

(46) ~ ,  . . . . . . .  ,,p (x)  ~ -  e - ~  '('~1 j e'P ('*) f ( x )  d u ,  

r 

l ' int~grat ion &ant  effectu6e le long de l; ....... %. Alors on aura 

1~-, . . . . . . .  ,.p (x)l  < I e-'e(") ] f l e '~" ) l l d , , I .  
u 

�9 .t~,~ : r . . . . .  r~) + Ai  . . . . . . . .  p,o, . o } .  

Remarquons  main~enant; que 

.i j 

- -  < .Kr*-J 

I I~ v -- l~ u l < K - u 

pour tou t  point  v d e  la ligne d ' int~gration et que tous les nombres  

[ eq+ . - -+a_p - - - I_  ] 
at  s ~ + . . ' +  a p S p  - -  Si 

sont  plus petites qu 'un nombre fixe. Alors, on conclut  faci lement  que 

le-'p(") I ( l e , P ( . ) l l d u l < K '  , 
, J  

u 

off K '  est  un nombre  fixe ind6pendant  de i, ~ ,  . . .  ap. 

ki,  al, . . .  ap 

o n  a u r a  d o n c  

En posant  

o} 
�9 " ' f i n  7 a ,  . . . .  ~ 1 ,  . . . .  

45 

(a" : , ,  . . .  k - , )  
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On aura  donc une  suite infinie de fonct ions  ~ ,  :, .... ~p(x) qui son~ r~gu]ibres 

dans 3~ e~ sat isfont  aux in~galit~s 

I ~--,. ~ . . . . .  o~(~)1 < ~,,.~ .. . .  ~ ,  

les hombres  k~,, ..... ~p 6tant  d6finis par  les 6qua~ions 

Ces nombres sont  les coefficients de s6ries 

(47) 
a t +  - �9 - + a p ~ > 2  

�9 ' '  ~ " 

a ~ +  �9 �9 �9 + a p ~ _ ~  

(i = I, . . . p) 

(i = p  + I . . . .  n) 

qui  sa~isfon~ formel lement  aux ~quations 

~,+... +~_~2 
( i =  p + I , . . .  n). 

Les s6ries (47) ont  un  domaine de convergence I~;I < r '  (i = I, . . .  p). P a r  suite, 

les s~ries (44) sont  absolument  et  un i form~ment  convergentes  pour  les valeurs 

de x, v i , . . ,  vp, considgrges eomme des variables ind@endantes ,  relies que 

I~1 < , ' ,  I ~ , 1 <  r' ( i = ~  . . . .  p),  ~ darts Ze. 

22. Revenons  aux variables zl . . . .  z~ et  posons (voir (42)) 

P 

~ = y ,  f ,j  ( log ~) ,~ -  ~ (r = ~ , . . .  ~ ) .  

Alors t~, . . .  t~ est la solut ion gdndrale du systbme 

dx  
(i = i,  . . .  p ) .  

On aura  
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P 

j : l  a t + . .  �9 + a p > ~ 2  

~, = ~ F, j~ 0o~ x) y,  ~. o ..... %(x) e , , . . .  ~;~ ( i = p  + ~ , . . . . ) .  
j = p . v l  a t+  �9 �9 " + C t p ~ 2  

En posant  iei 
P 

~ ~, = ~ ( -  log ~) t, (i = ~, . . .  p) 
j = l  

on nura des s6ries qui peuven~; s'6erire 

(48) 

~, = t, + y ,  ~,. ....... o~(x) ~ , . . .  g~ (i = : , . . .  p) 
a t +  " �9 �9 + a p > 2  

a t + "  �9 �9 + a p ~ 2  

(i = p  + I . . . .  n). 

Elles convergent  pour  des valeurs de x, t ~ , . . ,  t:o telles que 

] x l < r ,  x darts ~, I t ; l l ~ l - ~ l ~ o g  xl" < e ' ( i =  I ,  . . . p ) ,  

off v est  le plus g rand  des degr~s des fonct ions  f2"j ( i , j ~ - I , . . .  p) e~ r '  es~ un 

hombre  assez petit .  

Nous 6tudions les fone t ions  qgi . . . . . . .  ,p(x). Les s6ries (48) sa t i s font  aux sys- 

t~me (4I) quelles que soient  les constantes  d ' in t6gra t ion qui en t r en t  dans t~ , . . ,  tp. 

P a r  suite, les fonct ions  ~0i, a- ..... a-p(x) eor respondan t  aux valeurs de a: . . . .  ap telles 

que a: + ... + ap = N doivent  satisfaire aux 4quations 

+ 

a ~ +  �9 �9 �9 + a - p = N  

d 

----- ( f~ (x)  + r~ x ~) ~ .  9~i, a- . . . . .  • (x )  t':, . . . ~ p  

a - l + "  " " + a p = N  

a ~ +  �9 �9 . + a - p  = ~," 

... t,~, .. ~,, t~oj r . . . .  rp) 

+ ,,,a- ..... a-~.o ....  o ( x ) } t ~ , . . ,  t ~  

( i =  i , . . .  n), 
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off l 'on a 

2 < ~  + . ' . +  fl, < N,  2 ~ Ta + ' . . +  Tp < N:  

En effectuant  la d6rivat ion de t~, . . .  t~  on dol t  se servir  des 6quations 

x~+~ dt ,  _~ f~ (x) t, + x ~ (;', ti + ei ti-a) (i = I, . . .  p).  
d x  

D6signons les fonet ions  ~oi ....... ~v(x) (i =- I, . . .  n; a~ + ... + % : N) dans un 

ordre  convenable  par  ~ ( x ) , . . .  9~M(X). L'6quat ion  diff6rentielle pour  

~ (~) = ~, ....... o~ (~) 
peut  s '6crire 

(49) 

of~ l 'on a pos6 

~*+~ ~ + ~ (~) ~ + Y, es ~s = F~ (~), 

~ ( x )  = ~] ~ ( ~  + ~ x  ~) - ( s ~ ( ~  + ~x~) 
j = l  

P 

j ' =2  

aj,_~ grant  > o  et  aj, 6rant < N.  II est loisible de supposer que la somme 

$~.~ ue cont ienne  que des termes cor respondant  s j < h. C'est  ce que l 'on 

voit par  induct ion en p renan t  d 'abord les fonct ions cor respondant  s a v = N, en- 

suite les fonct ions  eor respondant  ?~ % =- N - -  I, et ainsi de suite, et en supposant  

la chose 6tablie quand on remplaee p par  p -  I. 

Nous pouvons ma in tenan t  d6montrer  que les fonet ions  ~0~ ....... ~,p(x) son~ 

asymptbtes  s des s6ries de puissances de x dans tou~ secteur  s l ' in t6r ieur  de X 

et par suite dans X, le secteur  X pouvant  ~tre remplacd par un seeteur  un peu 

plus grand. En effet, supposons ce r6sul ta t  gtabli pour  les fonct ions  ~0; ....... %@) 

correspondan~ s des valeurs de t ~ , . . .  ~p telles a~ + - - - +  % < N e t  pour  les 

fonct ions  ~o9(x) (j = I , . . .  M) cor respondan t  s des valeurs de j plus peti tes que h. 

Alors, les fonet ions  ~.j ~ 9~i, F~(x)  en t ran t  dans (49) sont  asymptbtes  ~ des s@ies 

de puissances de x.  
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I1 r4sulte de ce qui prdc~de que les fonctions qg~ ....... ~p(x) sat isfont  s des 

in4gali~4s de la forms 

I o, . . . . . . .  < Kt,,~ ..... 

Le secteur X contient  des directions relies que la fonction 

t e n d e v e r s  o quand x tend vers o duns une telle direction (voir. p. 43)- Fur  

suite ~0h (x) dolt ~tre une expression de la forme (46), f ( x )  4rant remplac4 pax 

F n ( x ) - - ~ J q ~ i .  I I e n  r4sulte que ~0h(x) est asymptSte s une s4rie de puis- 

sances de x. 

Nous pouvons ma in tenan t  4noncer le th4or~me suivant. 

Th4or~me 5. Nous supposons que les raeines s j , . . ,  s~ de l'~quation earaetdris- 

tique du syst~rae (I) sont =~ o .  _Prenons une ligne droite passant par  l'origine de 

mani~re que s~, . . .  sp se trouvent de l'un eOt4 de eette droite et s.p+a,.. ,  s~ de 

l' autre eOtd. 

Supposo~s qu'il n'y air entre s~, . . .  sp aueune relation de la forme 

s~ ~ a~ s~ + ... + ap sp. 

(k ----- kl) satisfaisant aux conditions pos4es Prenons un secteur X d'ouverture > ~ 

aux pages 27, 43. 

Par une substitution 

0~ yi  ~ 

j ~ l  

( i = I ,  . . .  n), 

b~j sont asympt6tes darts X ?~ des s~ries de puissances de x, le systems (38) 

se transforms 5 un systems de la forms (41). 

Soit t l , . . ,  tp la solution gdngrale du syst~me lin~aire 

X T M  ~ =jci (X) t, q- X k (ri t, -}- ei tt--1) ( i = I ,  . . . p ) .  

I I  y a un syst~me de sdries 
4 
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~, = t, + ~ ~ ,  . . . . . . .  o~ (~)  t~, . . t;~ 
a~ + �9 �9 �9 + a p ~ 2  

(48) 
~, = ~ ~ ,  . . . . . . .  o~ ( x )  t~, . . . t;~ 

a t +  " " " + c e p ~ 2  

( i = ~ ,  . . . p )  

(i----p + I, . .  . n) 

a l  ~- " " " + a n ~ 2  

les coefficients a~ ....... ~ (x )  6rant asymptbtes  s des s~ries de puissances sur la 

surface de R iemann  de log x.  

Prenons  une ligne droi te  passant  par 1'origine et ne passant  par  aucun des 

points I, r~, . . .  r,~. Supposons que I, r l ,  . . .  ~p se t rouven t  de l 'un c5t6 de cet te  

droi te  et  ~ + ~ , . . .  r~ de l 'aut re  c5t6. Nous  supposons qu'fi  n 'y  a aucune rela- 

t ion de la forme 

ri = ~l "~ + . . . .  + ap ,'p + a (i ----- I, . . .  p), 

(5o) 

off 

qui  sat is font  au sysl~me (41) quelles que soient les conslantes C1 . . . .  C o en trant  dans 

t l , . . ,  tp. L e s  coefficients q~i . . . . . . .  ,,~,(x) sont asympt6tes darts X ~ des s6ries de 

puissances  de x .  ~4 tout nombre 6 correspondent des hombres r, r '  de telle manidre  

que les s~ries (48) soient convergeantes pour  les valeurs de x ,  tl, . . .  tp telles que 

I x / < , ' ,  ~ darts X ,  It, l < , - ' l x l  a ( i = ~ , . . . p ) .  

On peut  se servir  des s6ries (48) pour  6tudier  les domaines d 'exis tence des 

solutions du systSme (38) et pour  suivre les solutions de ce syst~me quand x 

tourne  au tou r  de x - ~ o .  Nous  renvoyons  pour  cet te  gtude ~ (I) p. I21--129.  

23. La  th6orie pr6c6dente peut  8tre appliqu6e, avec des l~g~res modifications, 

�9 s l%tude d 'un  syst~me (38) off k = o .  

Pa r  une  subst i tu t ion 

j = l  

off ~)/, b~j sont  asymptStes  s des s~ries de puissances de x sur la surface de 

Riemann  de log x, le syst~me (38) se t r ans fo rme  ~ un  syst~me de la forme 

dz~ 
x ~ = ~., z~ + ~, z,_~ + ~ ,  (z~, . . .  z,,; x) (i = ~, . . .  , ) ,  
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off a, at . . . .  ap sont  des ent iers  > o  tels que a~ + . - - + a p > 2 .  P o u r  plus de 

simplici t6 nous supposons  de plus que t o u s l e s  hombres  ~,. sont  o. 

:Nous cherchons  ~ sat is fa i re  au syst~me (50) par  des s6ries de la  f o rme  

(5~) 

v , = c ,  x r ' +  ~ 9, ....... % ( ~ ) ( C ~ x . , ) ~ , . . . ( q ~ , ) ~ p  ( ~ = ~ ,  . . .v;  
at+ " �9 �9 +O:p>=2 

v, - Y, 9 ,  . . . . . . .  % (x) (c1 ~ , ) o , . . .  ( G  ~ ) %  
a t +  - �9 " +ap.>=2 

(i  = p  + i . . . .  n ) .  

Supposons  que l ' on  air d6termin6 les fonct ions  9i . . . . . . . .  v(x) eo r r e spondan t  s des 

va leurs  de a I . . . .  ap telles que at + " "  + % < N.  Une fonct ion  9i ....... ,p(X) 

cor re spondan t  ~ des valeurs  de %, . . .  % relies que a~ + ..- + % = N dolt  satis- 

fa i re  ~r l '6quat ion  

(52) 
d g i ,  at . . . .  % 

X 
d x  

+ (a ,  r l  + " "  + av rv  - -  r ~ ) 9 ;  . . . . . . . .  v = 

a l ~  . . ,  a p  , = y ,  ~,.,~ ..... ~,~(~) G~ ..... ~ (9~ , ,  ..... , )  + ~ ....... o~,o .... o(X), 

off 2 < fll + . . .  + fl,~ < N ,  2 <= 7 1 +  . . .  + Tv < N .  

D'apr~s  la suppos i t ion  il y a deux a r g u m e n t s  90, 91 tels que o < 9 1 - -  9o < z 

I I 
e~ que les a r g u m e n t s  des hombres  I, - , . . ,  - soient  situ6s en t re  90 et  ~0~. 

r t  r p  

Nous pouvons  supposer  aussi  que les a~guments  des hombres  

a + a i r  ~ + . . . + a p r p - r i  
(i  = I ,  . .  n) 

soient  situ6s ent re  90 et r pour  t o u s l e s  nombres  a, a l , . . .  % dont  la somme 

est plus g rand  qu 'un  cer ta in  nombre  N ' .  Nous  in t roduisons  la  var iable  auxi- 

l iaire u = log x. Dans  le p lan  de cet te  var iab le  nous  consid6rons le secteur  

U: 9 ~ + - ~ < 9 < 9 o  + 3-ff-~ 
2 2 

qui est  situ4 ~ gauche  de l ' axe  imagina i re .  

Nous  pouvons  supposer  que 

I as . . . . . . . .  . (x) l < A, . . . . . . . .  ,~ 

et que les sdries ~ _ j A i  . . . . . . . .  , ~ z ' [ , . . .  z ~  ont  un domaine  de convergence.  
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Supposons  d6montr6  que tes fonc t ions  9~, ~, .... ,p (x) correspondant:  s des, v'aleura 

de aj ,  . . .  ap ~elles que al + .-- + up < N soieng r6gulibres  su r  l a  s.urface 6e  Rie- 

m a n n  de log x pour  o < l x l  < r et qu 'el les so ient  a s y m p t 6 t e s  g des s6~Ses de  

puissances  de x .  Alors  la  m6me chose a lieu pour  In, fonc t ion  

. . . . .  . . .  .~,,(q's,~,, ~) + a, ....... %,o ...... ,,(x). 

En supposan t  que 

19~,<, ..... %(x) l  < L -  ....... % 

pour  a 1 + ...  + ~p < ~V on au ra  

G "" P(kj,~,, ~p) + Ai ... . . . .  %,o, ..o. I f ( x ) l  < Z A,,~,, 7' '<' �9 .. an t3 ..... Bn . . . .  

M a i n t e n a n t  deux cas sont  g consid6rer  su ivan t  que N >  2V' ou N ~  _N'. 

Supposons  d ' abord  que N >  N' .  Iqous prenons  alors la solut ion su ivante  de 

l '~quat ion  (5 2) 

~t 

~Pi, al . . . .  ap ~ e - ( a t  rl +" " " + ap r~--ri)  u f 

l 

l ' in t6gra t ion  6rant  effectu6 le long d 'une  demi-droi te  l don t  la d i rec t ion appar t ien~ 

au secteur  U. On en conclut  que 

oh K '  est  un  h o m b r e  ind6pendan t  de i, at ,  . . .  ap. De plus, on vol t  que 

~0i, a ..... ,p(x) es~ r6guliSre sur  la  surface  de R i e m a n n  de log x pour  o < I x l  < r 

et  a sympt6 te  s une s6rie de puissances de x .  

Supposons  ensui te  que N = < Z  z'. On peu t  p rend re  l ' en t ie r  a de maniSre  que 

a + a l + . , . + a p > N ' ,  Posons  

f ( x )  ~ ao + a l x  + a ~ x  ~ + . . . .  

Nous  prenons  la solut ion su ivante  de l '6quat ion  (5 2) 
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a ~  X ~ 
q~i ....... ~p = ~ + 

�9 = 0 v  + u l r  1 + ' "  + c~prp--  ri 

+ e"-(a 'rx+' ' '+aprp--ri)U] x )  - -  a , x "  d u .  

~ 0  
0 0  

1 

On vo l t  :facilemen~ que cet~e fonct ion est r6gulibre sur la surface de Riemann 

de l o g x  pour  o < t x ' i  < r  eL asympt6te  ~ une s6rie de puissances de x.  II  y 

a u n  nombre  K i ,  ~ . . . . .  % de mani~re  que 

.l~,.o ..... o , ( X ) l <  K, ...... %{ZA, . .~  ..... ~ : : : : : ; : ( k ~ . , ,  . . . .  , ,)  + A, ....... o,.o .... o}. 

D6signons par  K le plus grand des nombres  K "  e~ K i  . . . . . . .  .p  ( i - =  I ,  . . .  n ;  

a~ + --- + ap =< N'). Nous  avons ob tenu  une  suite infinie de foncgions ~0;,. ..... ~p (x) 

qui  sont  rgguli~res sur la surface de Riemann  de log x pour  o < [x l  < r et  

asympgStes ~ des s6ries de puissances. Elles sa~isfonr aux indgalitds 

I ~ ,  . . . . . . .  % (x) I < k,. . . . . . . .  ~ , ,  

les nombres  k~ . . . . . . .  ~p 6tan~ d6termin6s par  les 6quations 

~ . . . . . . .  o , = K { Z A , , ,  . . . . .  , o o ~ : : : : : / : ( k ~ , ,  . . . . .  , ,) § ~ ,  . . . . . . .  %,o ... .  o}. 

Alors on conclut  eomme pr6cgdamment  que les s6ries 

~ ,  . . . . . . .  % (x)  t;~ . . . t ; ,  (i = ~ , . . .  , )  
C~1-~ -  " " " + ap ~ 2 

convergen t  absolumen~ ef un i fo rm6ment  pour  i x l  < r, Itf[ < r" ( i  : I ,  . . .  p ) ,  

r et r '  6 taut  suffisammen~ petits.  

Dans le cas off les seconds membres du syst~me ( 5 o ) s o n t  des s6ries de 

puissances de x, V~, - . .  yn on voit  fae i lement  que les fonct ions ~; ....... :~(x) sont  

des s6ries de puissances de x convergentes  pour  I x ] <  r. On re t rouve  donc un 

l~sul~at classique3 

Disons enfin quelques roots du cas off iI y a duns (5o) des hombres  e~ qui 

sont  4 = o et off il y a des relat ions de la fo rme 

r ~ = a +  a~r~ + . . . +  apr~ ( i = I , . . . p ) .  

x Voir I~. PICARD, Trait~ d'Analyse, t. III, p. 17--22. 
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L 'ordre  des variables z ~ , . . ,  zp 6tan~ choisi d 'une mani~re convenable on peut  

supposer que ces relations song de la forme 

(53) ri -~ a q- ~ r~ 4- .... -t- ai--~ ri--z. 

On doit  ma in tenan t  consid~rer un certain syst~me d'~quations diffdrentielles 

dz~ 
(54) x ~  = r , z ,  + ~ , z , -~  + a t ( x ,  z~, . . .  z,-~) (i = ~ , . . .  p), 

G~(x, zl, � 9  zi-1) grant une certaine fonct ion enti~re et rutionnelle de x ,  z l , . . ,  z i -1  

contenaut  des termes 

a aq �9 ~ a l - - 1  
~ a ,  a j ,  . . . a i _ _  1 X ~ " " - - i - - 1  ~ 

oh les exposants a, a~, . . .  ai--~ song les nombres qui f igurent darts les relat ions 

(53). On a e ~ = o ,  Gt ~ -o .  Soig t ~ , . . ,  tp la solution ggndrale d u  syst6me (54)- 

Probablement  on peu~ obtenir  un syst~me de s6ries 

(55) 

z , = t , +  ~ ~,.~ .. . . .  %(x)  t ~ , . . . ~ ,  ( i = I , . . . p )  
a ~ +  �9 �9 - + % > = ~  

. . .  . . .  p P  

tq+ �9 - �9 +ap~2  

( i = p  + . . .  n) 

qui sat isfont  au syst~me (50) quelles qui soient les eonstantes en t ran t  darts 

tl, . . .  tv, les coefficients !Pi ....... ~(x)  g~ant asymptbtes s des s6ries de puissances 

de x et les s~ries (55) 6tang convergentes pour 

I x l < r ,  it, I < r ' l x l  ( i=  

Darts le cas off les seconds membres de (50) song des s6ries de puissances de 

x, zl, . . .  zn ce r6sultat  est connu 1. Alors ~. ....... ~p (x) song des s~ries de puissances 

de x e t  les s~ries (55) convergent  pour ] x l <  r, It, l <  r '  ( i - ~ I ,  . . .  n). 

24. Passons s l '6tude d 'un  systbme (2) dans le cas off les nombres k l , . . ,  kn 

ne song pas identiques. Nous ~crivons le systbme de la mani~re suivante 

x Voir  tL  DULAC, So lu t ions  d ' u n  s y s t 6 m e  d ' 6 q u a t i o n s  dif t6rent iel les  dans  le vo i s inage  de 
v a l e u r s  s ingu l ie res .  S. M. F.  B u l l ,  t .  4 o, p. 324- -383 .  
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(56) 

xki +1 d yi 
d x  

d yi 
x d ~ =  

= ~/i (X) + ~ (X) yt  + X ki (ri yr + , ,  Y,--I) 

j = l  

(i= I , . . . , , )  

ai (x) + ri yi + ei y i -1  + X ~ aij (X) yj + ~ i  (Yl, ' '  �9 Y~ ; X) 
j = l  

( i = m  + I , . . .  ,). 

On peut toujours obtenir des s6ries de la forme (48). Mais on rencontre en 

g6ngral des difficult6s quand on veut 6~udier la convergence. Pour  que les s6ries 

soient aussi efficaces que possible elles doivent 6tre convergentes quand les valeurs 

absolues de x et des expressions t sont plus petites que certains hombres. Mais 

nous allons nous limiter dans ce travail s d6montrer la convergence des sgries 

d6duRes pour des valeurs assez petites des valeurs absolues de x et des constantes 

arbitraires entrant  dans les expressions t. 

Nous prenons un secteur X pour lequel les th6or~mes 2, 4 ont lieu. I1 y 

a une substitution 

yi  : ~ti + ~ b i j  (x)  z j  ( i  = I . . . .  n) 

par laquelle le syst~me (56) se transforme ~t un syst~me de la forme 

(57) 

off 

d x  

-[- ~ i  (Z 1 . . . .  Zn; X) 

d z~ 

al +" �9 "+as>--_ 2 

( i~ -  I, . . . m )  

( i = m +  I, . . . n), 

( i =  I ,  �9 �9 . ~). 

Les fonctions ~l, hi j: ai, a . . . . . .  n 

de x. On peut supposer que 

sont asympt6tes dans X ~ des s6ries de puissances 

[ ai . . . . . . .  % (x) l < A r  . . . . . .  4,  

. . . . .  ~'~ ayant un domaine de convergence. les sdries 2~ Ai ,, % z ~ , . . ,  z~ 



56 g. Malmquist. 

Pou r  plus de simplici~d nous supposons que t o u s l e s  nombres  ~ sont  o. 

~ o u s  employons les m~mes nota t ions  que dans la d6monst ra t ion  du th4or~me 2. 

De plus, nous d6signons par 

~ Xol 

les solutions gdndrales des dquations 

(i = i~ . . . .  i.) 

25. Nous  cherchons des solutions du syst~me (57) sous la forme suivante  

(58) 

~, = t ,  + Z ~',o . . . . .  ~  c: . :  . . . c72 
a ~ + .  �9 . + a x  ~ . ~  

a t + .  �9 .-t-ag. ~ 2  

( i = i . . . .  i~) 

(i + i~ . . . .  G). 

Supposons que l 'on air d6termin4 les fonct ions  ~i . . . . . . . .  ~(x) cor respondant  h des 

valeurs de a l , . . ,  a~ telles que al + ' " +  a g . ~ N .  Les foncf ions  ~i,., . . . .  .~(x) 

cor respondant  ~ un systbme de valeurs de a~, . . . a~ telles que a~ + .-- +ug.-~ 

doivent  sat isfaire aux 6quations 

x ~  + ~ = ( Z  (x) + r~ xk~) q~ . . . . . . . .  
d x  

+ ~ a , , ~  . . . . .  ~,(x) a~ ..... ~.@~,, ... . .  ~g.) 

(s9) 
d ~ j  a l l  . . , fig. 

X 
d x  

, , t t , , v ,  it, t 

( i=I , . . .  ~) 

~--- r i  ~ i ,  al, �9 . .  ag` 

( i = m  + I, . . . n).  

x~t + 1 dz~ = ( f i  (x) + r~ xki) z i  
d x  

(i = i l  . . . .  i~). 
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I c i  o n  a 
ctt ~ o (i 4 = il, �9 �9 �9 ix) 

2 <_-- ~ + - . .  + ft, < s i < = 7 ~ + . . . + T x < N .  
ti, 

On n 'a  7t + ' " + ~ x = I  que pour j = i ,  et alors ~ ,~=I ,  9~,~ . . . . .  ~x= C,.-~" 

On peut  supposer que 

o,,] < ~ ( " - - ~ ,  �9 �9 �9 ~ )  

pour les valeurs de x qui appar t iennent  g E (voir p. 21). Supposons que 

les fonctions 9~ . . . . . . . .  ~(x) correspondan~ ~ des valeurs de a ~ , . . ,  a,  relies que 

el + . . . .  + ax < 2V soient r6guli~res dans ~ et satisfassent ~ des in6galit6s 

Alors, les fonctions 

9,. (x) = ~ ai,:,, :~ (x) G~': . . . .  x ... �9 . .  . . . : ~  ( ~ , ~ , ,  ~x) 

' \ Cixl 

sont r6guli~res dans ~ et sat isfont  aux in6galit6s 

X O  ' , . . .  , 

( i  = I , . . . . ) .  

Nous prenons lea solutions suivantes des 6quations (59) 

( i =  I ,  . . . . )  

u i 

9i,,  ..... ~ x~ieq,(~) f x_r~ e-  i(~) 9 , (x  ) du, 
UiO 

u t  

, , , o  . . . . . .  x--x.,e~ 
oo 

~ . . . . . . . .  x -=- xr* f x-  ri ~ (x) du 

( i ~ - - - i l ,  " " " i x )  

( i ~ I , . . . m ;  i 4 = i l , . . . i x )  

( i ~ m  + I, . . . n), 
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les l ignes  d ' i n tdg ra~ ions  d t a n t  les m6mes  que  duns lu d 6 m o n s t r a t i o n  du t h 6 o r g m e  2. 

A lo r s  nous  conc luons  que les f o n c t i o n s  ~,  . . . . . . . .  ~(x) ( i =  I , . . .  n) son t  r6gul ibres  

duns  ~ e t  su~isfont  a u x  indgali~ds 

. . . . . . . .   ,lxl . . . .  , , }  

( i  = I . . . .  ,,), 

o~l K '  es t  un  ce r t a in  h o m b r e  fixe. 

On  a u r a  done  une  su i te  inf inie  de f o n c t i o n s  9i  . . . . . . . .  ~(x) qui  son t  r6gul i~res  

duns  ~ e t  s a t i s f o n t  a u x  in6gal i t6s  

Ixl: 
I ,~, . . . . . . . .  ~ (x) l < ~, . . . . . . .  ,,~ ~o 

les n o m b r e s  k; . . . . . . . .  ~ 6 t a u t  d6finis p a r  les  6qua t ions  

~' . . . .  , - -  ~ ' { Z  A,,,,, ~,, G . . . . . . .  ,(~,, ,,) + A, , , , ,  ,~} 
. . . .  , . .  fJ . . . . .  t ~n  ~ ' , , .  . . . .  

off l ' on  n ' a  71 + "'" + 7~ == I que p o u r  j = i , ;  a lors  7, ----- I e t  kf , . ,  . . . . .  ** ----- I. 

Les  s6ries 

~ '  : C '  + Z ~ '  . . . .  . . . .  ~ C ' i  1 " * " C7: 
a ~ + . . . + a x ~ _ 2  

~ , :  Z k, . . . . . . . .  , c , i ' . . ,  c",: 
a ~ + ,  �9 . + a ~  ~ 2  

(i = i l  . . . .  i~) 

(i # i l , . . ,  i~) 

s a t i s f o n t  aux  6qua t ions  

n 

K !  . . . 

fit+" �9 '+~n > 

elles on t  done  un d o m u i n e  de conve rgence .  P a r  sui te ,  les s6ries ( 5 8 ) c o n v e r g e n t  

p o u r  les va l eu r s  de  x qui  a p p a r t i e n n e n ~  s :~ e t  p o u r  I Ci~ < r '  (i = it  . . . .  i~), r '  

d t a n t  s u f f i s a m m e n t  pet i t .  

On  vo l t  f a c i l e m e n t  que les f o n c t i o n s  zl . . . .  z~ ddfinies p a r  les sdries (58) 

s a t i s f o n t  s des  in6gal i t6s  

Iz~l < K K "  I x l  x ( i - = , , . . .  n) 

si C i , , . . .  Ci~ s a t i s f o n t  

] Ci ] < K ]  x o I y < r' (i = i l  . . . .  i~,). 
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Dans  le cas off il y a des nombres  et qui sont  4= o on fa i r  d ' abord  la  

subs t i tu t ion  (42). Ensu i t e  on peu t  appl iquer  les r a i sonnement s  pr6c6dents.  On 

au ra  un  r6su l ta t  analogue,  les fonc t ions  ti,, . . . ti~ devan t  6tre remplac6es  p a r  la 

solut ion g6n4rale du syst~me 

d g i  ,, i 
xki+l~x =]i~xJzi + xki(rizi + *iz,-l) (i= i . . . .  i.) 

c 'est-s pa r  des express ions  de la  fo rme  

~=1 
( a =  1, . . . Z ) .  

Nous  pouvons  m a i n t e n a n t  4noncer  le th4or~me su ivan t  qui est  valable  sous 

les m6mes condi t ions  sous lesquelles le th6or~me 2 a lieu, et qui doi t  4tre 

eonsid6r6 comme un  compl6ment  de ce th6or~me m o n t r a n t  commen t  les solut ions 

d6pendent  des va leurs  init iales.  

Th6or~me 6. Par une substitution de la forme 

(60) v, = ~, + ~ b,j  (x) ~ (i = ~ . . . .  . )  
j = l  

oh ~ ,  bq sont des fonctions asympt6tes dana X 5 des s6ries de puissances de x ,  le 

syst~me (56) se transforme de un syst~me de la forme (57). 

Soit 

, , =  = . .  

\XoI ' �9 

la solution g6n6rale du syst~me 

dt~ 
~ ,  +~ ~ = f ,  (x) t, + x ~, (r, t, + ~, t , - , )  ( i  = i , ,  . . . i J .  

I1 y a un syst~ne de s6ries 

(6~) 
a t + "  �9 �9 + a u ~ 2  

~ , =  2]  ~, ....... o,(x) e , ? . . ,  o72 
a ~ + .  �9 . + a u > 2  

(i = il, �9 �9 �9 i,,) 

(i =4= ii, . . . i~) 
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qui satisfont au systOme (57) 3 ~our des valeurs quelconques de C~, . . . Ci~ sa t i s fa isant  

5 ] Ci] < r' (i = ii, . . . i,). Ces s~ries convergent pour  les valeurs de x qui  appar- 

t iennent au domaine ~. et pour [ C,[ < r' (i ----- i~, . . .  i,). Elles satisfont  a de; "ind- 

gali  tds 
Iz,] < t C K " i x l  ~ ( i =  I, . . . n) 

si C i , , . . .  C~, sat is font  h 

I ~ I < K [ x01 ~ < r' (i - i l , .  �9 �9 i~). 

26. Le th6or~me 6 n 'es t  pas de la m~me porte6 ~que le thdor~me 5. Mais 

on p e u t  se servir  du th6or~me 6 pour  suivre ,certaines solutions du syst~me (56) 

quund  x r  au tou r  de x : o. Nous  uIlons consid6rer  une sui te  de secteurs 

saC.isfaisant aux condi t ions suivantes. Deux  secteurs  consgcutifs o u t  une par t ie  

commune.  L e  th6or~me 4 est applicable ~ chaque  secteur.  Les d i rec t ions  l imites 

des sec~eurs sont  dist inctes des direct ions singuli~res. Chaque ,secteur cont ien t  

uu plus une seule di rect ion singuli~re. Si un  secteur  conCier~t un  a rgument  

singuller  ~ ce secteur  dolt  ~tre de la forme ~ - -  (? < ~ < ~ + (~. 

Soi t  Xo, X 1 , . . .  une  suite de secteurs sa t isfa isant  ~ ces condit ions.  Nous  

supposons qu 'on les rencont re  successivement quand  x tourne  darts le sens positif. 

Nous  supposons qu'i l  existe une suite de nombre  i~ ) . . . .  i~) plus pewits que m + I 

de tel le mani~re que les fonct ions  

~-~,--~, ( i =  i~~ d~ )) 

tendenr v e r s o  quand x tend  v e r s o  dans une direction quelconque appa r t enan t  

?~ X 0. Soit i un  des nombres  I , . . .  m diff6rent de i~~  i~ ). Alors la {onctSon 

e-Si~-ki  

t end  vers l ' inf in i  quand x t end  v e r s o  dans certaines direct ions appar tenan t  h X o. 

tk X1, X ~ , . . .  cor respondent  de m6me des suites de hombres  

ii~), i(~)- ii~), i(~)- 

ik chacun des secteurs Xo, X D . . .  on peut  appl iquer  le th6or~me 6. Soit 

n 

�9 ~' = ,~') + Z b!'!~ ~?) (i = , , . . .  ,,) 

la subst i tut ion (6o) cor respondant  s X ,  et soient 

w,.( 
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les eonstantes arbitraires qui ent rent  dans les sdries (6~) correspondan~ ~ X,. 
(,) 

D~signons les coefficients de ces sdries par ~. ..... . . ,~, et posons 

~ 1 Q 1 

( i  = ir . . . i ( g .  

Nous pouvons su,pposer que [Xot-~ tXll . . . . .  r. Soieng Eo, ~ , . . .  les domaines 

correspondant~ an x secteurs. Xo, X 1 , . . .  et dgsignons par  x , - : , ,  le point  

d'intersection, e~tre ~es eourbes kimiLang ~ , ~  et ~,. 

Pour  les de.ux syst~mes de hombres i~ ~ i (~ et i~ ), i (:) deux cas song 
�9 " " go  " * ~ ~1  

consid~rer: ou  b[er~ ces deu~ sys~mes  n 'on t  aucun nombre commun,  ou bien 

il y a des. hombres  i(~a,~...z:r qui son~ communs aux deux syst~mes, l~ous 

consid~rons d 'abord le premier cas. Dans les 6quations 

y~O) + b(O),j z(o)j = y~l) § Z b(1)ij ~J.1) 

�9 - ( 1 )  ( i  = ~ ( o ) , . .  i(O~o, i ( : ) ,  . . .  ~ ) 

nous posons x - - x 0 ~ .  Les dquations ainsi obtenues peuvent  gtre r~solues par 

rappor t  ~ ~o) (j = i~ ~ . . .  z~0).'(~ zj~) (j--~ i~ ~) . . . .  i(~)),,, comme iI rdsulte de n:o r 3. 

Dans les expressions ainsi obtenues nous introduisons 

zj.o) __ ~ ~r @oi) ~(o~, ~(o)~ 
~T~ )  al I , O~g 0 ~XO 

a , + .  �9 .+axo~_ 2 

( j  # i( ,  o), . . .  i(o)) 
~o 

�9 ~ )  a l ~  �9 a~ l  �9 " " " s x  I 

( y  ::~ /~1) ,  . . . / ( 1 ) ) .  
gl 

D6signant  par ~jo)( j ._  if0), i(~ et C(~)(j = i~ '), i(1)) les expressions ainsi 
�9 " ' ~ o "  ~ J  " " " ~ 

obtenues nous consid6rons les 6quations 

:i ~ = r § Z _(o) 
al+" �9 "+aUo~ 2 

: ? =  r + Z 
7 J, aij 

az+-"  ' + ~ x  ->- 2 

�9 "~o @ol) ~(o)"1 ~(o)~o vi~o) . �9 �9 V~Uo.(O) 

.~, @ol) ~(1)~1 ~(1)~,  �9 Vi~l)  " " " ~.(1)~gl 

( j= i lo) , .  r 

(j = i~1), . . . r 
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Ces 6quut ions  p e u v e n t  6t re  r6solues  p a r  r a p p o r t  

c~ ~ (i -- i i~  i(~ c ~  (i = i~ ,  . . .  i~)) 

s i r  es t  suf f i summenL pet i t ,  ca r  les  so lu t ions  

viol , . . .  ~(o) 

s a t i s f o n t  s des in6ga l i t6s  

I u~~ < K l x l " ,  
Les  c o n s t a n t e s  

C~ ~ (i = iio), . . . i(~ 

e t  y~ I), . , . y(2 ) 

I - ( ' 1  < K l x l  N . Y i  

c~,) ( i -  i ~ , , . . ,  i~)) 

6ran t  d6 t e rmin6es  de ee t t e  mun i~ re  on a u r a  d e u x  so lu t ions  

te l les  que  

( i :  I ,  �9 �9 �9 ~$). 

(i = ii~ .(o) i? ) ,  i (1)) 
�9 �9 �9 ~ XO �9 �9 �9 �9 Xl 

c ~  ~ ( i  = i ? ) ,  . . . i(2o)), c 7 )  ( i  = ~ ' ) ,  . . . i ~ , )  

s o n t  u n i v o q u e m e n t  d 6 t e r m i n 6 e s  p a r  les 6quu t ions  

n 

yi - -  y~ �9 �9 �9 
j = l  

y i  = y~l)  .9 V Z b~l; ~3(1) ( i  = i ~  1),  . . . i (1))g, , 

off l ' on  pose  x = x0v 

a u c u n e  e x p r e s s i o n  qui  t e n d  vers  o q u a n d  x t e n d  v e r s o  le l ong  du r a y o n  o . . .  Xol. 

L a  so lu t i on  a ins i  t r o u v 6 e  s a t i s f a i t  ~ des in6gal i t~s  ] y i ] < K I x ]  ~v ( i = I , . . .  n) 

duns  le d o m u i n e  composd  de ~o, ~1. C ' e s t  l a  seule  so lu t i on  qui  s a t i s f a i t  ~ ces 

in6gal i t6s ,  car  si yj, . . . y~ es t  u n e  tel le  s o l u t i o n  les c o n s t a n t e s  

e _ ~  ~--k~ (i + i~ ~ i (~ i~ ~), i (~ i < m) 

p o u r  x = Xo, e t  que ]~)~o)I, l Y,'=(1) ] (i = i ,  . . . n) so i en t  p lus  pe t i t s  q u ' u n e  exp re s s ion  

K [ x [  x le l ong  du  r a y o n  o . . .  x01. I l  r~sul te  du  t h6o rSme  3 que ces so lu t ions  

son t  iden t iques ,  ca r  il n ' y  a p a r m i  les expres s ions  
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On peu t  ra isonner  d 'une mani~re analogue duns le cas off les deux syst~mes 

de hombres i~ ~ . . . . . .  i~) et i~ 1), i (1)~ ont  des hombres i(~ ~ ' " �9 i(~ communs. 

On au ra  des solutions ddpendant  des constantes  urbitraires CI. 1) ( i ~  i~ ~ . . . .  i (~ 
x01 

et sat isfaisunt  s l Y, I < K lx l  ~" (i-~ I , . . .  n) duns le domaine compos6 de ~0, ~1. 

Duns ce cus on peu t  poursuivre  les ra isonnements  en venan t  au secteur  X~, et  

uinsi de suite, jusqu'~ ce que routes les eonstantes  sont  ddtermin6es. On aura  

uinsi uue solut ion et  une seule qui sutisfuit  s des in ,gu i l t , s  l Yr < K ] x l  N 
( i ~  I . . . .  n) duns un domuine compos6 d 'un certain hombre  de domaines 

~o, ~ . . . .  ~. .  En  rempla~unt  r par  un hombre  plus pet i t  on peut  dire uussi 

qu 'on a une solut ion et une seule sutisfuisant ~ l Y, I < K Ix l  'v ( i =  I , . . .  n) pour  

[ x [ < r  duns un secteur  X qui est lu rdunion des secteurs X0, X1 . . . .  X, .  Ce 

secteur  X est un ivoquement  ddtermind par  le secteur ini t ial  X o e t p a r  lu distri- 

but ion des a rguments  singuliers et les multiplicitds des raciness, ' .  On pourru i t  

chercher  s en d6duire des secteurs aussi grands  que possible de, finis d'uue mani~re 
simple de telle muni~re qu' i l  correspond s chaque secteur  une solut ion et  une 

seule sat isfuisunt  ~ des in~galit~s ~ y ~ < K I x ~  ~v (i-~ I , . . .  n) d~ns ce secteur  

pour  I x l  < r. Muis nous ne pouvons pus y en t re r  pour  le moment .  

Soit #1, �9 �9 �9 Y, lu solut ion correspondunt  uu secteur  X et  soit  X' un secteur  

fuisunt  pa t t ie  de X et  tel  que le thdor~me 4 soit applicable ~ X'. I1 y u ulors 

une subst i tu t ion 

yi = ~i -~ ~ bij(x),j (i = I , . . .  , )  
j~l 

qui peut  ~tre employ6e pour  tou t  le secteur X'  et qui condui t  ~ un syst~me (57). 

P o u r  suivre les solutions Y l , . . .  Y~ de (56) duns X '  il suffiit muin tenunt  de suivre 

les solutions zl, i . . z~ de ce syst~me (57). 

P renons  une solution zl . . . .  zn qui ne peut  pus ~tre prolong~e uinsi dans 

tou t  le secteur  X' .  On seru ndcessairement  arr~t6 par  une cer ta ine  direct ion 

singuli~re. Alors se pose la quest ion de ddcider si un domaine d 'existence de 

cet te  solution est limit4 par  une courbe qui s 'dtend ~ x ~ o duns lu dite direc- 

t ion singuli~re. Pour  pouvoir  t r a i t e r  cet te  quest ion et pour  ~tudier la forme 

d 'une telle courbe on dolt  uvoir recours s des sdries qui convergent  quand les 

vuleurs ubsolues de x et  des expressions t sont  plus peti tes que certains nombres.  

Duns le cus off les hombres  lc~ ( i - ~ i ~ , . . .  i~) out  lu m~me vuleur on peu t  ob- 

teni r  des s6ries de cet te  n~ture,  mais on rencont re  des difi%ultgs quand les 

nombres  k~ (i == i ~ , . . ,  i~) n ' on t  pus lu m6me valeur. 
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Duns le cas off ~ r i ~ o  ( i = m +  I , . . . m + 4 )  on pent  se demander  aussi 

s'il existe des s~ries analogues aux sgries (48) et contenant  en outre des ex- 

pressions C~xr~ (i~-~-m + I , . . . m + ~ ) .  Des s~ries de cette na ture  sont d 'une 

importance capitale si l 'on ne veut pus se limiter, comme nous l 'avons fair duns 

ce qui prgc~de, s gtudier des solutions y ~ , . . ,  y ,  qui sat isfont  s des in ,gu i l t ,  s 

]y~] < g ] x [  N (i = I , . . .  n), mais si l 'ou veut ~tudier les solutions y , , . . ,  y~ sous 

la seule supposition que [Yl] . . . .  l Y~I soient plus peti ts  qu 'un certain nombre r'. 

v 


