
EINIGE BEMERKUNGEN UBER DIE DARSTELLUbIG GAblZER 
ZAHLEN DURCH BINARE KUBISCHE FORMEN MIT POSITIVER 

DISKRIMINANTE. 
VoN 

WILHELM LJUNGGREN. 
in OSLO. 

Es sei f ( x ,  y) ~ a x  "~ + bx:y  + c x y  ~ + dy  s • f ( a ,  b, c, d) ----- eine irreduzible bingre 

kubische Form mit ganzzahligen Koeffizienten und mit der Diskriminante D. 

Die Aufgabe, sgmtliche LSsungen in ganzen Zahlen x und y de:" unbestimmten 

Gleichung 

(I) f ( x ,  y) ~- I 

zu bestimmen, ist noch nieht vollstiindig gelSst worden. Im Falle D < o gilt 

bekanntlich der folgende Satz von D~mAusAY [I, 2] und RAG~LI, [I]:* 

Die Gleichung (:) hat hSchste~s drei L&ungen in ga~ze~ Zahlen x und y, die 

folgende~ FSlle au.~ge~wmmen : Is t  (a, b, c, d)h'quh,alent (:, o, :, i)oder ( : , - - i ,  I, :), 

so gibt es geuau vier LSsu~ge~; ist (a, b, c, d) 5quivale~t (:, o, - - : ,  I), so gibt e,v 

ge,au f ib~f  LSsm~ge~. Is t  (a, b, c, d) ,~dcht iiqtdcalent ei~er ~b~'m (I, p, q, I), so hat 

(:) hi;chstens zwei LSsu~ge~. 

Im Fal le  D > o gilt dieser Satz nicht. So hat zum Beispiel die Gleichung 

i ( x ,  y) =- .~ + ~,x~?j - ( p  + i ) x v  ~ + ?j~ = 

wenigstens die fiinf LSsungen: x~--: ,  y = o ;  x - - o ,  y - - I ;  x~-~-:, y =  I; x - ~ I ,  

y ~ p ;  x = - - p - - I , y = I .  Hier ist D = ( p ' ~ + p - - 3 )  ~ - 3  2 > o ,  f a l l s P > 3  oder 

Ein  Verze ichnis  der  ange f i i h r t en  Arbe i t en  f indet  s ich a m  E n d e  dieser  A b h a n d l u n g .  
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P ~ - - 4  ist. Fiir spezielle Werten yon p gibt es noeh weitere LSsungen. Im 

Falle p ~ 3 hat  die Gleichung (2) auch die folgenden vier L5sungen x = - -  i, 

y--~--2;  x--~--2,  Y- - -~3 ;  x ~ 9 ,  Y---~ I3; x==- -5 ,  y ~ - - - I 4 .  Im F a l l e T = 4  

finder man die weitere LSsung x ~ 7, Y ~ 9. 

Zufolge des bekannten Satzes yon Thue hat die Gleichung (I) nur endlich 

viele L5sungen in ganzen Zahlen x und y. Die Beweismethode gibt leider kein 

Mittel: um die etwaigen LSsungen wirklich zu bestimmen. Unter Anwendung 

der Thueschen Methode ist es SIEGEL [I] gelungen, eine Absch~tzung der Anzahl 

der L5sungen zu geben. Es gilt der folgende Satz: Wenn die Diskriminante der 

Form f (x ,  y) eine durch k bestimmte positive Zahl ~Tberschreitet, so hat die Gleichung 

f ( x ,  y ) ~  k hSehstens aehtzehn LSsm~gen. 

Eine Behandlung der Gleichung (I) mit D > o. auf Grund der Einheiten- 

theorie ist bisher nicht mit Erfolg gemacht worden. Im folgenden betrachten 

wir nur die Formen mit a ~ I. Die Gleichung f (x ,  -- I) -~ o hat  dann drei reelle 

Wurzeln ~, 7' und ~", und hier bedeutet f ( x , y ) ~  I, dass x + y~] eine Einheit  

ist, d, h. 

(3) x + yv ~ +_ ~ . ~  

Kraf t  des Dirichletschen Einheitssatzes gibt es in diesem Falle zwei Grundein- 

heiten sl und s~ im Ringe R (7), und die einzigen Einheitswurzeln sind + I u n d  

- - I .  Im folgenden bedeuten S Spur und N Norm im KSrper k(7). 

Die Gleichung (3) ist mit der folgenden Exponentialgleichung ~quivalent 

(4) S (~/ ,, m 
-- ~ )~ "~"~,~ o. 

Die Schwierigkeit steckt nun darin, dass man nur eine Gleichung hat, worin 

zwei Exponenten m u n d  n auftreten. Tm SKOL~M [I] hat  gezeigt wie man die 

L5sung jeder Gleichung f (x,y)~--Konstante auf die LSsung gewisser Gleichungen 

F(u, v)-~ Konstante zuriickfiihren kann, wo F(u, v) eine Form sechsten Grades 

ist und F ( u , -  I )~ -o  nicht ausschliesslich reelle Wurzeln hat. Im allgemeinen 

bekommt man dann zur Behandlung vier exponentiale Gleichungen mit vier un- 

bestimmten Exponenten. Skolem betrachtet wesentlich als Beispiel die Gleichung 

(5) x s _  3 x y ~ _  y3_~ I, 

hat aber die nStigen, weitl~ufigen Rechnungen nicht ausgefiihrt. 
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In dieser Abhandlung werde ich zuerst beweisen, dass die Gleichung (5)nur 

die folgenden sechs LSsungen besitzt: 

x = i ,  y = o ;  x - ~ o ,  y-------i; x = - - I ,  y = 1 ;  x = i ,  Y------3; x = - - 3 ,  y = 2  

und x = 2 ,  y = I .  

Zuletzt zeige ich wie man die LSsung der Gleichung (I) auf die LSsung zwei' 

exponentialer Gleichungen mit zwei unbestimmten Exponenten zuriickfiihren kann. 

Dieses System kann dann mittelst der bekannten Methode yon TH. SKOLEK 

behandelt werden [2, 3]. 

2. 

In diesem Paragraphen behandeln wir die Gleichung 

x S - -  3 x y ~  ~ yS = I. 

Es seien die Wurzeln der Gleichung 7 s -  3 7 + I = o so bestimmt 7 :> 7' > o und 

7" < o. Die Form f(x, y) hat die quadra~ische Diskriminante D = 8I. Als G rund- 

einheiten k6nnen wir 7 und 7' w~ihlen. Die Exponeutialgleiehung (4) ist hier 

(~) (~' - d')~"" d" + (d' - 7) dm" 7 ' '  + (7 - d) C m" 7" = o. 

Weiter ergibt sich 

7 2 - - 2  + 7', 7 ' ~ = 2  + 7" ,  7 ' ' ~ = 2  + 7; 7 7 ' = 7 - - I ,  7 '  r]" = 7' - -  I , 7 " v l = r / ' - - I .  

Hieraus wird gefunden 

## - -  # r #  

7 - -  7 

- -  ' 7 "  7 '  - -  7" ~ 7 - -  __  . . . .  

~ - - 7  7 - - 7  7 - - 7  

Die Exponentialgleichung (6) kann dann so gesehrieben werden 

- -  7 m" 7 'n" t / '  + 7 'm" 7 '''~" 7 7 "  + ~/ '~"  7 '~ = 0 

oder 

(7) 7 2 , ~ - . - 1  

Wir werden nun zuerst zeigen, dass es 

m gerade und n gerade zu behandeln. 

. i f , ,+ , , - ,  § ( _  ~),,+~.Tm--~,,.7'~m--,,--' = (-- i)~+1. 

geniigt, diese letzte Gleichung fiir 

Es folgt fast unmit telbar ,  dass die 
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Gleichung (7)fi ir  m gerade und u ungerade unmSglich ist. Sie kann ngmlich 

dann in der folgenden Weise geschrieben werden 

Die LSsungen (m, u) kSnnen wir in gewissen Gruppen zusammenfassen, aede 

Gruppe enth~lt drei LSsungen. Ist  (m, n) ein LSsungspaar, dann sind auch 

( - - n + I ,  m - - n )  und ( n + I - - m ,  - - r e + I )  LSsungspaare. Dies folgt sofort aus 

den zwei konjugierten Gleichungen zur Gleichung (7), indem man 7" mit --(77') -1 

ersetzt. Unter diesen LSsungspaaren gib~ es immer eines mit beiden Gliedern 

gerade. 

Die Gleiehung nimmt nun die folgende Form an 

?]2m--n--1.  7tin+n--1 __ 7m- -2n .  7 t2m--n--I  = _  I.  

Wird iiberall mi~ 7" 7"  7" = - - I  multipliziert, so ergibt sich 

7 2 m - n "  7 'n+a' " 7 '~' - -  7 m - 2 n "  7 ' 2 m - n "  7 7 "  - -  I 

oder 

oder 

(s) 

mit 

Die Zahl 

7 m ~. , ~-,  ,, --7 7 " =  7 / "7 \7 --Y-- 7 ''n .7 I 

tp /~g2 PP 
M ~ ' 7  -- "77 = I 

m -  y-~ n + m  m - - 2 n  t m - - - -  

2~1= 7 'a. 7' ~" und N =  7 2 "7 2. 

( M ] / ~  + N V V T " ) 2 = M 2 7  '' + N~77 '' + 2 M N T " V  ~- 

ist eine Einheit ira KSrper K(] /~  -) und hag im UnterkSrper k(7 ) die Relativnorm 

+ I. Im KSrper K gibt es nach Dirichlet vier Grundeinheiten, und aus k kennen 

wie die unabh~ngigen Einheiten 7 und 7'. Es ist nun leicht zu beweisen, dass 

die Einheiten mit tier Rela~ivnorm + I durch ~h.~ gegeben sind, wo q und e~ 

ein Paar  Grundeinheiten mit derselben Eigenschaft sin& 

Ieh habe die Grundeinheiten im Ringe R ( ~ )  bestimmt und gefunden, dass 

man als solche 

zx = + u n d  = ( 7 " +  

wghlen kann. (Siehe w 5.) 
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t2berdies merken wir uns die folgenden Einheiten 

z, = ( v ' V ~  + 7'7" r  

Man hat hier die Relationen 

Zt" 2~ = 2~ 
Wir bekommen darum 

oder 

und Z~=(77  ' ' * V ~ +  7 V "7~7 )- 

und Z[.Z~-----h e. 

( M V - ~  + N V ~ C  )' = Z~, . Z~ 

vY, .oeh vC,  noch V~--~" i ~  Ringe R ( V ~  ~ o r k o ~ m e . ,  ~ h l i e ~ e .  Da weder 

wir hieraus: p ungerade und q gerade, q-~ 2ql. Es folgt dann welter, 

( M V ~  7 -~- 2vV~7") ~ = Zlp. (Zl)q, = Zp. (Z~ -1 �9 z2)q, = ~tp--q,. zq,, 

O: 
~t V ~  + NVvv" = +_ (V~  + V;Tv") ~. (7' V C  + v' n" Vv~") ~ 

offer 

(9) M 1 / 7  + N If  v 7" = + e, h" e,~. 

Es is~ aueh leieh~ einzusehen, dass wir h gerade, k ungerade oder umgekehrt 

haben miissen. 

Wir  erhalten nun die folgenden zwei Exponentialgleichungen 

(~o) ,c~.~, ., + ~ ? . 4  ~). (~','~.~, + ~', ~. ~ ). + �9 ~ )  =_+ 8 i  

( I I )  (sh.#,k, __ 8'h.8;k ) ' .~St"h.8~"k__~t'"h.8;"/,).(sIVh.6~Vk__,sVh.~,vk) =-}- 8. 

Die Bezeiehnungen sind die folgenden: 

~, r  ~ , = V ~ + V ~ ,  4 ~ V ~ + r  

' - . . . . .  - ~ 7 7, ~ Y ~  

und die Analogen fiir e,. Die beiden Gleiehungen (io) und (I l) sind erfiillt fiir 

die Werte  h~-x ,  k----o und h = o ,  k ~ I .  Ftir die Werte h ~ I ,  k==2 gilt die 

erste Gleichung, die zweite aber nieht. Is t  (h, k) ein LSsungspaar, dann ist dies 

auch mi~ (--h,  --k) der Fall. Dies ist leieht zu besti~tigen. 
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Wi r  unterscheiden vier Fglle 

I ~ h = 4 r + I ,  k = 4 s ;  2 ~ h - ~ 4 r + I ,  k = 4 s + 2  

3 ~ h = 4 r ,  k = 4 s +  I; 4 ~ h = 4 r + 2 ,  k = 4 s + I .  

Hier  kSnnen r und s auch negat iv  sein. 

Es ergibt  sich 

e] ~- I + 4 A  = I + 4 ( - - V ~ / ~ ' e ,  + V" e~) 

e ' l =  I + 4 A ' =  I + 4 ( - - l # ~  r~ e'i + rl'%'~) 

Ebenso 

U. 8, W. 

= = x  + 4 B  I + 4 ( - V ' V - 7 2 w e ~  +rj~r]"e~)  

t 4 ? 
e2 I + 4 B ' = I  + 4 ( - - r l ' ] / ~  " '~ = e ~ + ~ ' ~ r l  ,~) u. s. w. 

Nach einiger l~echnung finder sich weiter  

- -  , = - -  - -  " (mod. 4) I 4 ~  ''~ 5 r / ' +  I ~ u = I  r/ 
2 V U  2 V U  

' A ~i - -  A '  e'  
21/r  Iv' '  2 V v r l "  = 4 r / ' ' a  3V = a t ' ~ V  (rood. 4) 

2 12,)" r]'z ~''~ r/5 ~ =--- I + + (rood. 4) 

B ~1 -- ]3','~ _ 

- -  I + r / '  ( m o d .  4 ) .  

Wir  kSnnen nun den ersten Fall erledigen. 

Die erste P~renthese  der Gleichung (io) wird 

~1 + (I + 4A) ~.(I + 4B)s + ~',(I + 4A ' )  r . ( I  + 4B ' )*-~  

E1 3V etl *~t-4 _(:) (A81 -+- A t etl)--I-4_ _( : ) (B el + B t etl) -}- 42 ( ; ) (  AS e l +  A'$ et'l) -{- " "" 

= 2 V ~ .  (I + 4 r a  + 4 s ~  + ' " ) .  

Die zu a konjugie r ten  GrSssen bezeichnen wit  m i t a '  und a", ebenso fiir ~. 

Dann  bekommen wit  

[I + 4 , ' a + 4 s f l + 4 ~ ( ) + " ' ] - [ I  + 4 , ' # + 4 s f l ' +  4 " ( ) + ' " ] "  

�9 [I + 4 , ' a "  + 4 s ~ "  + 4 ' ( )  + ' " ]  = I .  
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Hieraus ergibt sich 

i + 4 , . s ( ~ )  + 4 , s ( ~ )  + 4 ' (  ) + 4~( ) + . . . .  i 
o: 

rS(~) + , 8 ( ~ ) + 4 ( ) + 4 ' ( ) +  . . . .  o. 

Hier  ist 8(a) = a + a'  + a"  --= -- I (rood. 4) und S (~) = ~ +/3' + / ~ " ~  -- I (rood. 4). 

Wir  erhal ten somit die Reihenentwicklung 

- , ' - * + 4 (  ) + 4 ' (  ) + 4 ~ (  ) +  . . . .  o. 

Die sich in der ers~en Parenthese  befindende Zahl, ha t  die Gestal t  

+ (:) § (:)',. + 

die in der zweiten Parenthese:  

8 8 r 8 

r s r ' s s ' 

Hier  sind die 

Zahlen. 

GrSssen p~, p , , . . . p , 0  und tl, t . a , . . ,  t5 sgmtlich ganze, rat ionale 

Wei te r  wird die erste Parenthese  der Gleichung (I I) 

~hn l i ch  wie fri iher finden wir 

~ i ,  ( B , , -  B' , ' , )  + . . . .  

2 g / ] / ] "  (I  + 4 r a  1 + 4*fl, + "" ) .  

[I + 4 r a  1 + 4,/~, + 4 ' (  ) + . . . ] . [ I  + 4 , ' d ,  + 4s/~'1 + 42( ) + . . . ] .  

�9 [I + 4,'a~' + 4 * ~ 7  + 4 ' (  ) + ' ]  = i .  
t t ie raus  folgt 

r S ( a l ) + s S ( ~ l )  + 4 (  ) +  4 ' (  ) + 4s( ) + . . . .  o, 

S(al) ~ o (mod. 4), S(/$I)~ I (mod. 4), und die Reihenentwicklung ist  

* + 4 (  ) + 4 ' (  ) + 4 8 (  ) +  . . . .  o. 

Die Koeffizienten der verschiedenen Potenzen yon 4 haben die gleiche Gestalt  

wie im vorigen Falle. Nach einem Satze yon TH. SKOT.EM [I, 2, 3] gibt es nur  

eine LSsung, ngmlich r =  s = o ,  indem die Determinante  I - - I ,  - - I  I = - - I  ist. 
I I 
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W i t  haben also h==I  und  k ~ - o .  

]~Ian kann  dies aueh so zeigen. Wi r  miissen r ~ o ~ s (rood. 4) haben,  und  

setzen r = 2 " r l ,  , - ~ 2 " , ,  mi t  a ~ 2  und  ( q , , ~ , 2 ) ~ ,  was sieher mSglieh is~, 

wenn nieht  r -~-s-~-o .  Wei l  (~ /  4 ~'-~ mi t  u _>---2 jedenfal ls  mit5 2 a .  2 u ~ l  te i lbar  
\ 1  ~l 

ist, e rg ib t  sich nach der Ki i rzung mi t  2" 

d~ h ,  

+ rl + slY- o (mod. 2) 

s, ~- o (mod. 2), 

r l ,  81, 2) -~- 2, 

was gegen die Vorausse tzung streitet .  Daraus  folgt  r =  s = o. Aueh fiir n ieht  

abbrechende Reihen  bleiben die Teilbarkeitsschli isse sinnvoll  und  r icht ig  

(S~o~ [~]). 

2 ~ Zweiter Fall:  h = 4 r + I, k = 4 s  + 2. 

Wi r  finden 

~ , ~  . . . .  ~ ,8~ , ,~ .  + ~,~ . + ~, ,~)1/~, , .  

Es ist  in diesem Falle leieht  zu beweisen, dass die Gleiehung ( I f ) u n m 5 g l i e h  ist. 

Die erste Paren these  kann  so gesehr ieben werden 

~', ~']" (I q- 4 A ) "  (I + 4B)  ~ --  ~', e'~' (I q- 4A ' )  ~. (I + 4B ' )  ~ = 

(~1 ~ 2  �9 v2  2 - -  2 ~ v v t 2 

2 l / r i r / '  [ 2V~-~7 + 4 r "  

oder, der Kiirze halber  

e v v2 1 A ~  . . . .  ~ B~1~ .~ - -B  ~ ,~  
2 - - ~  e ~ 2 + 4  s .  _ + . . .  l 21/ ~) V" 2 V ~ V" 

2 V;~-~ (~ + 4 , ~  + 4 , ~  + 4 ' (  ) + . . . ) .  
Man finder 

7 = - - ~ ' s ~ " . ( 3 ~ " - - 2 )  und also 77 '7"~- -19 .  

Dies gibt die Reihenentwicke lung  

- -  ~9 + 4 , ' S ( z z ' ~ " ) +  4 s s ( r r ' , " )  + 4-~( ) + . . . .  + ~, 
d. h. 

(I,-) - -  5 + , ' .  S ( 7 / ~ " ) +  s .  S ( ~ 7 ' ~ "  ) + 4 (  ) +  . . . .  o.  
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Hier  miissen aber die ganzen, ra t ionalen Zahlen S(77'~"), S(77'~" ) u. s. f. durch 

3 teilbar sein, a: die Gleichung (I2) ist  also unmSglich rood. 3. Wir  haben zum 

Beispiel 77' cY'= b~ + b~ + b~r]' mit  S(yy '  6") = 3 b~. 

3 ~ Dr i f te r  Fall:  h = 4r ,  k = 4s + I. 

Die erste Parenthese der Gleichung (IO) wird hier 

(,, + 4 )  + 4," (A ,~ + .~' 4 )  + 4 ,  (B.~ + ~ '  4 )  + . . . .  

~ ,  ~ /U + 4r" 
A,~+ A','~ B,~ + B ' d  ) ~v.~zC +4,-2 , ~ / ~  ' +  . . . .  

Nach einiger Rechnung  ergibt sich 

e~ + e'2 _ s A r a +  A'  ' 
2 V' ~ I, 2 V' l f l ~  ' - -  12 

B ~ + B '  e'~ ___ 
uI ld  S ~ - - ~ > ~ -  --= I V y ,  (mod. 4). 

W i r  erhalten somit 

O: 

? 

I +4r . sAe~+A'ds+4s . sBe*- I -B ' e~__  42 -*-, 4 ~ ... 

s + 4 ( )  + 4 ' ( ) + 4 3 (  ) +  . . . .  o. 

Die erste Parenthese  der Gleichung ( : I)  gibt 

( * ~ -  *'2) + 4 , ' ( A * ~ -  A','~) + 4s (B~ ,a -  B' d,) + . . . .  

" [ A ~ - -  A '  ~'~ 
]/~] ~2"" 2 '2' ~7"" e~ --  e'~ + 4 ~ . . . . . . . . .  + 4 s.  ; 

B e~ --  B '  ' e ~ +  . . . .  
v l ?  v t  2r, v V~,~ ! 

Die zweite Reihenentwieklung wird nun,  indem 

$2 ~ 8t2 - -  I~ - - -  S A ~2 - -  A '  ~'~ 
2 ,,2,, 1/~ ,, 2~7, , , V ~ , / ~ - - + 9  und 

+ r + 2 s + 4 ( )  

S B e ~  - -  B ' e ' ~  __ 2 ( rood .  4) .  
~ ~,~,,r 

+ 4 ~ (  ) + 4 3 (  ) +  = o .  

O~ 1 I ~ - - I ,  und folglich gib~ es n u t  die einzfge Die De~erminante ist hier + I, 2 

LSsung r = s - -  o, d. h. 

h = o  und k =  I. 
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4 ~ Vier ter  Fall: h - ~ 4 r +  2, k - ~ 4  s +  I 

Ich  schreibe lieber h = 4 / - - 2 ,  k-----4s + I. 

Wir  finden 
'~. ,/'~ V-~  V " 

Weiter  haben wir 

' = e ~ ( I  + 4 A ) r  + 4 B ) *  + ~ 8 ' ~ ( I  + 4 A ' )  r (~ + 4 B ' )  ~ =  81 

,2 2 , , t2 , 2 , ,2 B '  ~ ' ( e ~ e ~ + ~ x ~ 2 ) + 4 r ( A e t e 2 + A  e , e , a ) + 4 s ( B e x % +  el f=)+ . . . .  

,~,;" ~,/-~. [(!~,_ +_ ~ ' ,  / .  
\~ r]ff'~ I/~ ' + 4  

tfl V 

A e x e ~ + A ' r ~ e ~ + 4 s  
2 r]*] ''~ 

B t 2 t 2 t 
e l e 2 +  B . ~ i e  ~ 

Nach einiger Rechnung  ergibt sich 

,2 ,2 + A '  2 , '= B '  2 , 
r , r~  + d d ~  = : - - I ,  S Ae~r~ --e~r~ = O ,  sB~le2- :b  e,r~___3 (mod. 4). 
2 ,l~ ~"2  V~7~ ' '  2 vr/'~ r  2 V~ ''~ 

Die erste Reihenentwicklung sieht dann so aus 

- - s + 4 (  ) + 4 ' (  ) + 4 8 (  ) +  . . . .  o. 

Man finder welter 

2 t 

- -  s A r l e ~ - -  e , e  2 ( r o o d .  4 ) ,  '~ '~ A ' d d ~ - - - - 1 5 ,  S B d ~ % - B '  I 82 8~ 8'2 I ~ ~--- O 

2 V ~ r/ '  V rl r/ '  2,2 ~,/ '  1/rj r / '  2 rl ~ if '  V-~ if '  

und die zweite Reihe hat  die folgende Form 

/ + 4 (  ) + 4 ' ( ) + # ( )  + . . . .  o. 

I T | 

I O] 
also h = - - 2  und k = I .  

Das Resul ta t  der ganzen Unte rsuchung  ist also [Siehe (9)] 

- - =  " = ' V C  ' "~%-~"- -  MI/C+NVvv" V~+Fvv oaer v - v v  - 

' �9 - -  - - -  - - = -  V C  - -  V ~ + U - t  ]/VV" oder =VV"2VV "' V~V"VVV '' V- 'V  '-~ +VU' - l l /V~  ''. 

Im  ersten Falle bekommt man 

m-- ~ m+n 
M--= v 2.V'-2 = I 

und  

N = ~  2 .~ 2 : = i  o: 
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Im zweiten Falle ergibt  sich m----~,  n : 4 -  was unmSglich ist ~. Im dr i t t en  
3 '  

FMle erhal~en wir m = n = - -  2. 

In  der ersten Gruppe  haben wir also die LSsungen:  

x + y ~ = ~20. ~,0 _ I oder 

x + y ~ - - - - - ~ . ~ ' = ~ - - I  

x : o ,  y : - - I  

x + y~ - - - -  ~,~,o ~ _ _  

O: X~-~- I~ y ~ O  oder  

oder  x = - - I ,  y=- : t .  

oder  

In  der zwei~en Gruppe  finden sich die LSsungen 

x + y ~ : V - 2 . ~ ' - " : V " ~ = z + ~  oder  x + y ~ i = - - ~ s ~ ] ' ~  ~] 

x + y ~ / : ~ / t . ~ ' 3 : - - 3  + 2~ / o: x = 2 ,  y : I  oder  

x = I ,  y--- :--3 oder  x : - - 3 ,  Y : - 2 .  

Unsere  Behaup tung  fiber die Gle ichung x S - - 3  x y 2 -  y 3 =  I 

bewiesen worden.  

oder  

ist dami t  

A n m e r k u n g :  T. NAG~LL I2] ha t  die folgende Gleichung behandel t  

(13) x ~ + x + I = y ' ~ .  

W e n n  man die triviMen LSsungen y =  I, (wenn n gerade isg y=+__ I), x = -  I, 

x = o  nicht  beriicksichtigg, dann  ist  die Gle ichung (13) unmSglich in ganzen 

Zahlen x, y, falls n keine Po tenz  yon drei  ist.. Im Falle  n = 3 wird gezeigt, wie 

man  die LSsung der  Gle ichung (13) auf  die LSsung der fo lgenden Gleichung in 

ganzen Zahlen a, b zurfickffihren kann  

a S - -  3 a b  '~ + b 8 - -  i .  

Unserem Resutr163 in diesem Paragruphen  zufolge k5nnen  wir  nun  den fo lgenden  

Satz aufstel len : 

IVenn man die tlivialen LYsungen nicht beriicksichtigt, dann ist die Gleichung 

(13) unmgglich in ganzen Zahlen x, y, den Fall  n =  3 ausgenommen, wo zwei 

LSsungen existieren, ndmlich y = 7 mi t  x =- I8 oder x = - -  1 9. 

x Man hat ~(2- -~)s=~y '4, d. h. (2,--I) ist eine LSsung der Gleichung xS--3xy*.-yS= 3. 
3 
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w  

Die in w 2 betrachtete Gleichung x 8 -  3 x y  2 -  yS__ I ist. ein Spezialfall der 

folgenden allgemeineren Gleiehung 

x S _ a x 2 y _ ( a  + 3 ) x y ~ _ y S ~ _  i .  

Die Gleichung 72 + a 73 -- (a + 3) 7 + I ---~ o hat. die quadratische Diskriminant.e 

( a 3 +  3 a +  9) 2. Weiter ergibt, sich 7 7 ' ~ 7 - - I ,  7 ~ - 7 3 + a T - ( a +  2). Well die 

Formen mit. a --  t und  a ------ t - -  3 iiquivalent, sind, geniigt, es den Fall a --_-- I 

zu behandeln. Wir  finden 2 > 7  > I ,  I > 7 '  > o  und 7" ~ ~  Es kann bewiesen 

werden, dass man ~ und ~' als Grundeinheiten w~ihlen kann. Man erh~lt, auch 

hier die Exponent.ialgleichung (7). Im Ringe R(V~) kennt, man die Einheit 

~1 ~ (~ -~  + ] /77")  3. Eine andere unabh~ngige Einheit. kann fiir jeden speziellen 

Wer t  yon a gefunden werden. Sonst. geht. man wie in w 2 vor. Fiir a = - -  I 

wird D----49 und die Gleichung 

( I 4 )  x a + x 3 y - 2 x y ~ - y  a - ~ l .  

Die Form 
x a + x  3 y - 2 x y 3 - y a  

ist. ~quivalent mit der in w I erw~hnten Form 

xS + 3 x3 y - -  4 x y 3 + ys. 

Die Gleichung (I4) hat. somit, wenigstens neun LSsungen. Ich babe die folgenden 

Einheit.en im Ringe R(7 ) gefunden: 

1 / ' - - , , ~  I ,, 
~1 = ( V ~  * ,  77 J, ~ = ~ 7 (7' + V;7) ~, ~ = (77" V ~  + 7 y ~ , , ) 3  

Z , = ( 7 " 7 ' 3 . Y ~  + 7 ' 7 " 3 | / ~ " )  ' und Z.~=(7 '7"sY~ -~ + 757"V77")  '. 

Die folgenden i~elationen bestehen: 

~ = ~ .  ~ ,  ~, = ~71. ~ una ~ = ~1. ~72 = ~T1. ~;-,. 

Die Rechnungen k5nnen weitergeftihr~ werden in s Weise wie in w 2. 

Ich gehe aber hierauf nicht ein. 
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w  

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall: 

f ( x , y ) - -  x 8 + p x ~ y  + q x y  ~ + r y  3 =  I 
mit 

f ( ~ ) ~ V  8 - p ~ + q ~ ] ~ r - - o .  

Wir huben die drei konjugierten Gleichungen: 

7' _ 'm 'n ~ +  p, 
X +  y -~-+ $, "$2 -- 

~1" + "m "n - -  + p "  X + y ~---_ ~ �9 ~ _ . 

Die Exponen~ialgleichung 

pl" ( { -  C )  + / "  ( C  - 7) + / "  (7 - ~') = o 

kann so geschrieben werden 

( V / ( ~ "  - , / )  + i V p " ( ~  - { ) ) . ( V ~ ' ( C  - 7) - i V / ' ( ~  , / ))  = - p , ( { - C ) .  

Dureh quadrieren folg~ hieraus 

[p' ( , ; '  - -  ,~) - -  p "  (,~ - -  , / )  + 2 V p - ~ - f  ' (7)]" 

" L v '  (~7" - 7) - p "  (~7 - "2') - 2 V ~ - p " f '  (-~] = p~. (~' - ~7")s 
oder 

[P'*P""  ( { '  - -  7) - - P " * P '  (~l - -  ~2') + 2 p ' p "  V - p ' p "  f '  (~2)] . 

�9 [ / ~ / '  ({' - 7) - / " / ( 7  - ~')  - ~ / / "  V ~ ' ~ ' Y ~ ]  = 

( { - - ~ " ) ~  = - -  3~  ~ + 2P'7  + P ~ - - 4 q .  

Wir miissen nun vier Fglle unterscheiden: 

E r s t e r  Fall." m u n d  n gerade.  

Vr setzen Pl = Q*. Die le~zte Gleichung wird dann 

[Q,4 Q,,, (~/, _ 7) - Q"* Q'~ (7 - ~2') + 2 Q's Q,,S V f ~ ] .  

�9 [Q'~ Q " '  ( , / '  - ,~) - Q"~ Q'~ (,7 - v') - 2 Q'" Q"~ Y f - - ~ ]  

- - ~  3 + 2 p ~ +  - -4q .  
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g ieraus  folgt dass im K6rper K ( V f ~ )  , eine ganze Zahl mi~ der Relativ- 

norm --  3 ~* + 2p~] + p~--  4q is~. 

Man hat  f '  (7)"f '  (~')"f'  (~")==~ D < o, d. h. die konjugierten KSrper sind 

nich~ alle reell. }Vghl~ man die Wurzeln so: V > ~' > ~", dann bekommt man 

f" (y) > o, f '  (~2') < o und f '  (~") > o. Im K5rper K ( l / f - ~ ) )  gib~ es folglieh vier 

Grundeinheiten. Wir  sehliessen deshalb 

Hier sind Z~ uncl Z~ Einheiten im KSrper K ( l f f ~ ) ,  die nicht im Unter- 

kSrper k(v) auftreten, und deren Relativnormen in bezug auf k(v) gleich I sin& 

Fiir die ZaM ~ mi6 der Rela~i~norm - -3  ~]~+2p, /+  io~--4q bestehen nur endlich 

viele MSgliehkeiten. Man kann iibrigens leicht zeigen dass alle ~ mit der fol- 

genden GrSsse assoziiert sind 

( ~ " -  ~ + i V Y -  ~ ' )~= l ) -  3~ + ~ Yf'(v). 

Es ergibt sieh n~mlieh 

(Q'~ q"  V~" - ~ + i Q' Q"'~ V~ - ~'). (V~"--  v - i ~'~ - ~) = (~' - ~") (a + ~ V f - ~ ) .  

Hier sind a und ~ ganze Zahlen im KSrper k(v), und folglich ist a + / ~ ] / f ' ~ )  

eine Einhei~ im K5rper K ( l / f ~ )  mit der Relativnorm I. 

Einheiten mi~ der Relativnorm - - I  finder sieh nicht, well wir 

~ "  - f '  (v') ~'~ > o 

haben, inclem f ' (~ ' )  < o ist. Wir bekommen nun schliesslieh 

,, -,, Q, Q"~. , ~, 
Q'~ Q V ~  - ~  + i V ~  - , l  = + ( V ~ ' - ~ v  + i V z~ = �9 z~. - v - v ' ) ' z ~ "  . •  

t l ieraus folgt 

• 2 q '~ Q". V - ~ " -  v = ~ �9 z~ z~ + ~'  �9 z ' ,  ~ �9 z'~ = z 

+ 2 Q " ~ Q . V v - v  ' = ~ "  . z ' ?  �9 z ' ,  § ~ ' " . z ' / ' " . z ; " ~ = r '  

_+ 2 Q~ Q' .  ~ r ; / -  v '' = x ~- �9 Z~vh. Z ~  + z v  .Z~h ' Z~ ~k = 7" 

und weiter die Exponentia!gleichung 

7"Y" =+_ 8 
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Ebenso ergibt sich 

, , , 2 i V  , =  . . +__ 2 Q r ,~ - ,~  ,: z~ z~ - x ' .  z'~, �9 z'~ = ~ ~ .  s .  w .  

Die zweite Exponentialgleichung wird 

~-0 ' . r  + 8 i V -  V~ = +  s ~ .  

Zur weiteren Behandlung liegen also nun zwei Exponentialgleiehungen mit zwei 

unbestimmten Exponenten h und k vor. 

Zweiter Fall: m ungerade, n geracle: 

Wir setzen P l =  e~ Q2. Die Aufgabe wird nun, alle ganze Zahlen ~ zu 

bestimmen, die im KSrper K(]/d,  d [ f '  (~) die Relativnorm (~2'--~")~ haben. Wir  

haben in k(~) die Norm N(e] e] ' . f ' (~))< o, well N(e] e'[) gleich i ist, wi~hrend 

N(f ' (v )  ) = - -  D < o ist. Die drei konjugierten KSrper kSnnen si~mtlich nicht 

reell sein. Da im Unterk6rper k(~7) schon zwei unabh~ingige Einheiten vorhanden 

sind, kSnnen sich alle auch nich~ imagin~tr sein. Nehmen wir an, es sei 

~]e', 'f '(v ) > o, dann existiert im KSrper K( I / e : e ' , ' f ' (~ )  vier Grundeinheiten 

und zwei Einhei~en Z~ und L~ mit denseiben Eigenschaften wie im vorigen Falle. 

Wir bekommen also 

(Q' ~ '  " Q . . . .  . 

woraus folgt 

( 2 Q ' - Y e ' , ( v " - V i )  ~---~ �9 Z'~ Z~ + ~'.Z~ ~ .2; k. + 2 ~  .~' = 7  

(2 q".  V ~ ( , 7  - ~'))~ = g " . / [ "  �9 ~;'~ + ~'"-z'/'~. z;"~ + 2 g".  g " ' -  z' 

(2 Q �9 V~,  ( v ' -  ~ ) ~  = W .  z / ~ .  z~ v~ + ~ .  z, T M  z ~  + 2 ~ v .  ~v = r". 

Die ers~e Exponentialgleiehung bekommt die Gestalb 

7"7"7"--+--  64VD. 
Ebenso erhalten wir 

~ . ~ 7 , -  = �9 �9 . ~ - - - ( ~  U . S . W . ,  (2 q , V~,  (v - v')) ~ ~ z~ z~ + ~' z ? .  z:,~ - 2 ~ ~' 

d. h. die andere Gleiehung sieh~ so aus 

6 . 6 ' . 6 "  = + 64VD.  

Wir  haben also wiederum zwei exponentielle Gleichungen mit zwei unbes~immten 

Exponenten. 
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Dritter Fall: m gerade, n ungerade. 

Wir gehen vor wie im vorigen Falle, nun aber im KSrper K(V-~= s (~)). 

Vierter lXall: m und n ungerade. 

Genau wie im zweiten Falle, nun aber im KSrper K(]/(s'~ ~')(~'2 e~)f' (~)). 

w  

Wir werden nun beweisen, dass die im zweiten Paragraphen erw~hnten 

Einheiten it und it3, ein System yon Grundeinheiten im Ringe /~(1/~-)bilden. 

Wi t  betrach~en nur Einheiten, die im Un~erkSrper nicht auftreten,  und deren 

Relativnormen in bezug auf k (7) gleich I sind. Zuers~ zeigen wir, dass its keine 

Potenz einer anderen Einheit ist. Es sei angenommen: 

' ( , ; '  ~- ,, - # V ~ .  z .=~ +V~v)'=E ~, E = ~ + # ~  v, E ' =  

Wit haben a~--fl ~.7--- + I und m ~ 3 ,  indem m = 2  augenscheinlich ausgeschlossen 

ist. Es folg~ nun die beiden Gleichungen 

Ni :--E"I 
~ V ~  1 = - ~ '  

Es ergibt sich nun leicht 

N(E-E'/ 
\ : t ~  I --+ i 

Die Gr5ssen 

und - -  -------+ 3 oder + I .  

E ~ -  E '~ E '~ + E "  
und 

E - - E '  E +  E '  

sind n~mlich gunze Zuhlen im Ringe R (7). 

N ~ + ~ ! - ~ (moa. a) ist, 

Man best~tigt einfach, duss 

o: N ( a ) = - - 3  oder + I .  

Weiter hat man 

oder 

- -  ,~tp~ t ep ( . ~ - ~ ) ( d ~ - ~ ) ( .  ''~ ~)=#~#'~p ~ = - ~  

~(~ + ~)- ~(~ - . ) =  i, o: 

+ s ( . )  + s (~ ~') + N ( ~ ) =  +_ 
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Hieraus schliess$ man 

2S(a)  4- 2 N ( a ) = o ,  o: S ( a ) = - +  3 und N ( a ) ~ - - -  3. 

S(a) ist n~mlich durch 3 teilbar, ebenso aueh S(aa' ) .  Weiter  erh~lt man 

- 2 + 3 + S ( a a ' ) =  +__ o:  S ( a a ' )  = o .  

Die Zahl a ist  folglich eine Wurzel  der Gleichung xS- -3x~+3~-o .  Die Wurzeln 

bier sind aber I + ~, I + ~/' und  I + ~". t t i e raus  folgt  leieht m~-I ,  der Voraus- 

setzung zuwieder. 

Danach beweisen wit, dass man ~ als die eine der beiden Grundeinhei ten 

w'~hlen kann.  Es seien ~l und  ~ zwei Grundeinhei ten.  Wir  haben dann 

Hier  is~ ( x , y ) =  ~, d. h. wir kSnnen zwei solche ganze Zahlen bes t immen,  m 

und n, dass wir haben m x - - n y =  I. Dies gibt 

oder 
( ~ .  ~T~)~ = +_ ( ~ .  ~.,+~)". 

Hieraus  folgt 

~ .  ~7-1 = x~/ 
~/t b y  und ; L ~ . ~ = x  ~, o: ~ I = X ~ x  und %=~)C  '~.z'L 

Unsere Behauptung  ist damit  bewiesen worden. 

Wir  haben also ~;~ : x ~ .  W i t  werden zeigen, dass die Einhei ten ,~;~ mit 

beliebigem Exponenten  x nie Potenzen yon x sin& Wir  kSnnen y > ] annehmen,  

da der Fall y ~ 2 ausgeschlossen ist. Wei ter  kSnnen wir ~ > I x I > o w~,ihlen 
2 '  

Erster  Fall  : x > o. Wir  setzen 

•  w V ' +  1 / ~ - . ( p + q v + r ~ / ' )  m i t  z . x ' = +  I. 

Dies gibt  

6 u = x  + x' + •  x'" + xIv+ ~v 

18 I, = (x -{- z')(?] - - / ] " )  -[- (}r q- x " ' ) ( ~ '  - -  , )  "q-(z Iv q- z v ) ( / ] ' ,  _ ~]') I1. s.  w .  

Hieraus folgt,  indem wir aer Kiirze h a l b e r  

Ixl+l 'l=K und 
setzen: 

2 
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6 [u[ < H-I-  K +  L 

~8 Ivl < H I v - , / ' l  + ~ : l v ' - v l  + LIv"--v'[ 

xs l , v l < H I v ' - v " l +  KIv"--vl .e  L I v - v ' I  

61pl< ty- 7 + ~ + Vr/  

*8]q' < ~ ' ~ 7  -- ~"[ + ~ '  ~' -- 

H , 7"  ~ 8 1 , ' l < ~ l v -  I+ I 
, . I /  , ,/ 

Eine kleine Rechnung  zeigt: 

1 , 6 > ~ >  1,5; 
_ 2 >  ,>_I  
3 3 

--I,8 > ~7" > -  1,9, 

Iv ' -  v"[ < e,3, I t / ' -  vl < 3,5, I v - v ' l  < ~,3 

Izl<~o, Iz"l<4,2, Iz~Vl=~; Iz~l<~, IZ~l<2,4, I,ZVl=~ 

Iz'l<x, Iz'"l<~, Iz"l=~; Iz;l<5, IzTl<~, IzVl- I  
1 

I , - I - - I~1  Iz~l:' mit 
I X 

Y-->--3 und = > -  > o .  
2 y 

Dies gibt  

8f___ $ 

61u]  < (1" ~o + V S )  + ( V 4 , z . I / - 2 ; 4  + ~) + 2 < 4,4 + 3,5 + 2 < 9,9 

und ghnlieh 

I8  ]V[ < 2 5 land I8  [~tT[ < 26 

6 [ p [ < - 4 ' f l +  3,5 1 / 3 + - 2 2  < 3 , 7  + 6,I + z , 6 =  I I ,4  
1,2 I, 3 

und ~ihnlieh 
I 8 [ q [ < 2  5 und I 8 [ r [ < 3 2 .  

Also kSnnen u , v , w , p , q  und r nu r  die Wer t e  - - I , O ,  + I  haben 

Zwei ter  Fa l l  x ~ -  Xl, x I -'~ O 

J. Z'~, ---- z~. 
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E ine  k le ine  R e c h n u n g  g ib t  dasselbe R e s u l t a t  wie im e r s t en  Fal le .  W e l l  z .  x ' =  + I 

ist, mi i ssen  wi r  die f o l g e n d e n  G l e i c h u n g e n  h a b e n :  

(15) U s + 2 v ~ + 2 w ~ - - 2 v w  + qz + r S - -  4 p q  + 2 1 o r - -  4 q r  = I 

(I6) - - w  s +  2 u v +  2 v w - - p ~ - - 3 q s - - r  s _ 2 p r  + 2 q r = o  

(I7) - - w  s +  2 u w  + v ~ + r ~ -  2 p q -  2 q r ~ - o .  

W i r  b e h a n d e l n  zuers t  den  Fa l l  r = o .  Die G l e i e h u n g  ( I 5 ) k a n n  d a n n  so 

(i5') 2u s + ( 2 v - w )  s +  3 w S + z q ~ = 2  + 8pq. 

H i e r a u s  folg~ so fo r t  p q 4 = -  I. Die  MSgl i chke i t en  

u = v  - w = o ,  p = q = r = o  

u n d  U = + l ,  V = W - - - O  s ind  o f fenbar  ausgesch lossen .  I m  Fal le  p 4 = o  k S n n e n  

w i r p - - - - +  I setzen,  u n d  f a l l s p = o  u n d  q = + I ,  k S n n e n  wir  q ~ - + I  a n n e h m e n .  

Die  f o l g e n d e n  MSgl i chke i t en  b le iben  d a n n  i ibrig:  

I ~ p = I ,  q = I ;  2 ~ i o = 1 ,  q = o ;  3 ~ ~ - ~ O ,  q - ~ I .  

I m  e r s t en  Fal le  b e k o m m e n  wir  2 u s + (2 v - -  w) ~ + 3 wS ~ 8, woraus  fo lg t  u - -  • 2, 

v----w ~ o, was u n m S g l i c h  ist. I m  zwe i t en  Fal le  wi rd  e r h a l t e n  

2 u  ~ + ( 2 v - -  w) s + 3 w  s - -  2, 

woraus  fo lg t  u =_+. I, v = w = o, was ebenso  u n m S g l i c h  ist. I m  le tz ten  Fal le  

e rg ib t  s ich 2 u  s + (2 v - -  w) ~ § 3 wS ~ o, d. h. u ~ v = u, ~ o, unmSgl i ch .  

W i r  we rden  d a n a c h  den  Fa l l  r =  + I er ledigen.  Of fenbar  kSnnen  wir  

r = +  I setzen.  Die  G l e i c h u n g  (I5) g ib t  d a n n  

(I5") 2 u ~ + (2 v -  w) * + 3 w* + 2 q*----4 (P + I)(2 q -  I) § 4" 

Die  MSgl ichke i t en  p : o ,  q = - - i ;  p = I ,  q - = - - I ;  p = I ,  q - ~ o  s ind so fo r t  aus- 

zuschl iessen.  I m  Fal le  u 4= o k S n n e n  wlr  augensche in l i ch  u ~ + I a n n e h m e n .  

Die  f o l g e n d e n  F~lle mi issen  n u n  n~iher u n t e r s u c h t  werden :  

p ~ q - -  I; j o = - -  I, q : +  1; p : q - - - - o ;  

lJ ~ - -  I, q = o  u n d  p ~ o ,  q =  r. 

gesch r i eben  werden  : 
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O 
I p : q - I .  

u n m S g l i c h  

2 ~ p : - - I ,  q = +  I 

u n m S g l i c h  

3 ~ p = q = o  
u n m S g l i e h  

0 
4 p : - -  I, q : o  

W e r d e n  die W e r t e  

eingese~zt,  so e rg ib t  s ich 

u n d  

Wilhelm Lj unggren. 

Die  G l e i c h u n g  (l 5") g ib t  2 u s + (2 v - -  w)*" + 3 w* = Io,  

2 u  ~ + ( 2 v - -  w) 2 + 3u'* = 2  

2 u  * + ( 2 v - - w )  ~ + 3 w * - ~  

2 u  2 + ( 2 V - -  w) 2 + 3w~ : 4  

p - = - - -  I, 

O: U = I ,  V =  W--~O;  

o: u = o  u n d  v~--vw+w"=I. 

q = u  = o in den  G l e i c h u n g e n  (I6) u n d  (17) 

- - , l ( ;  2 -{- 2 V  -[- 2 V W - ~ -  O 

- - ~ V  2 + V 2 -[- I = O .  

A u s  der  e r s t en  d ieser  G l e i c h u n g e n  fo lg t  v = w -~ o. Diese  W e r t e  s ind aber  n i c h t  

L S s u n g e n  de r  be iden  a n d e r e n  G l e i c h u n g e n  in v u n d  w. 

5~ p = O, q = I 2 U" + (2 V - -  W)" + 3 W2 = 6 O: U = + I u n d  

v ~ - v w  + w " =  I.. 

W e r d e n  h i e r  d i e  W e r t e  p - - o ,  q - - u  = I in den  G l e i c h u n g e n  (16) u n d  (I7) 

e ingef i ih r t ,  so e rg ib t  s ich zuers t  

- - w  * + 2v  + 2 v w =  2, o: u,----o u n d  v - -  I ,  

u n d  wei te r  
- - ' w  "~ + 2 W  + v ~ -  I = O .  

Die W e r t e  w = o u n d  v = i s ind  a u c h  L S s u n g e n  der  be iden  a n d e r e n  G l e i c h u n g e n  

in v u n d  w. Es  e rg ib t  s ich also als die e i nz ige  MSg l i chke i t  

- -  I ~ t ,  o p  

•  I + ~] + ( , ~ +  ~/ ')l /~ - =  I + ~ - - ~ " ~ / V  = 2  Iv - - | r ~ - ] ' ~ = ' ~ 3 '  d . h .  

Z.Z.~=)~'~ ode r  = Z 3 ,  

Dies  ist  abe r  unmSgl i ch ,  u n d  d a m i t  ist  also bewiesen,  dass  wir  ~ und  it a als 

G r u n d e i n h e t e n  w~hlen  k5nnen .  
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