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E i n l e i t u n g .  

Gegens t and  der  vor l iegenden U n t e r s u c h u n g  is~ eine or ient ierbare ,  geschlossene 

oder  be rande te  Flgche 9~ endl ichen Zusammenhangs .  Sei p_>--o das Geschlecht  

und  q ~ o die Rgnderzah l  yon r Ste t ige  Abb i ldungen  yon ~ in sich, die sich 

s te t ig  ine inander  i iberf i ihren lassen, fass t  m a n  zu einer  Abbildu~gsklasse zu- 

sammen,  Die jen ige  Abbi ldungsk lasse  yon ~ in sich, die die ident ische Abb i ldung  

enthglg, heiss t  Klasse der Identitiit. W i t  be t r ach ten  nu r  solche Abbi ldungsk lassen ,  

welche topologische,  die O r i e n t i e r u n g  yon ~ e rha l tende  Abbi ldungen  en tha l t en ;  

der  Abb i ldungsg rad  der Abbi ldungen  hat  also den W e r t +  I. Diese Abbi ldungs-  

klassen bi lden eine Gruppe ,  wenn un t e r  dem P roduk  t K L  zweier  Klassen  K 

und L die jenige  (eindeutig bes t immte)  Klasse  ve r s t anden  wird,, die das P r o d u k t  

k l  e iner  Abbi ldung  k aus K und  einer Abb i ldung  l aus L enth~It .  (Das P r o d u k t  

k l wird  hier  so vers tanden,  dass erst  1 und dann  ]~ ausgef i ih r t  wird.) Eine 

Abbi ldungsklasse  K yon 9~ heiss t  v o n d e r  endl ichen O r d n u n g  n ~ o, wenn K ~, 

aber  keine niedr igere  Po~enz von K,  die Klasse  der  Iden t i t i i t  ist. I n  dieser 

A b h a n d l u n g  werden die E~genschaften yon Abbi ldungsk lassen  endl icher  Ordnung  

sys temat i sch  un te rsuch t .  Als H a u p t e r g e b n i s  wird dabei  der  fo lgende  Satz be- 

wiesen:  

Jede Abbildungsklasse der endlichen Ord~ung n enthSlt eine periodische Ab- 

bildung nte" Ordnung, d. h. eine _~olche topologische Abbildu~g yon q~ auf  sich, dere~ 

n~ Potenz die identische Abbildung ist. 

I n  drei f r i iheren A b h a n d l u n g e n  in dieser  Zei t schr i f t  ~ habe  ich die Grund-  

lagen einer  Theor ie  der  Se lbs tabb i ldungen  von Flgchen ~ntwickel t  und  auf  die 

1 Untersuchnngen zur Topologie der geschlossenen zweiseitigen Fl~ichen. Aeta mathematica I 
Bd 50, ~89--358 , II  52, 1--76, III  58, 87--I67. Diese Abhandhmgen werden im folgenden mit 
l, II  und III  zitiert. 
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Bedeutung der hier behandelten Fragestellung fiir den ganzen Fragenkreis der 

Flfichentopologie hingewiesen. Insbesondere befasst sich die Abhandlung I I I  

fast ausschliesslich mit ihr und bringt eine Reihe yon Teill5sungen, die jedoch 

im folgenden nicht benStigt werden abgesehen yon einigen Einzelheiten in 

w 27 und 28. 

Die in der vorliegenden Abhandlung verwendeten Hilfsmittel werden am 

Anfang kurz zusammengestellt. 

Da die F~lle niedrigsten Zusammenhanges von ~0, n~mlich diejenigen, wo 

2p + q < 2 ist, eine Sonderstellung einnehmen, andererseits aber ohne Schwierig- 

keiten zu erledigen sind, werden sie in dieser Einleitung besprochen, um spKter 

die Darstellung einheitlich hal ter  zu kSnnen. 

Fiir 20 ~ o, q-~ 0 (Kugel) und p ~ o, q ~ I (Kreisscheibe) ist der obige Satz 

trivialerweise richtig. Denn jede topologische, die Orientierung erhaltende Ab- 

bitdung geh5rt selbst schon zur Klasse der Identit~t. Man hat also nur n = I ,  

und die Ausgangsklasse enthKlt selbst schon die identische Abbildung. Einen 

wirklichen Inhalt  erh~lt der Satz eben erst fiir n > I. 

Fiir p----o, q ~  2 (Kreisring) gibt es eine und nur eine Abbildungsklasse 

endlicher Ordnung n > i, und fiir diese ist n = 2. Abbildungen der Klasse 

erh~lt man, indem man den Ring topologisch so auf sich abbildet, dass die beiden 

Randkreise vertauscht und mit umgekehrtem Durchlaufungssinn abgebildet werden. 

Sind r und R die Radien der beiden (konzentrisch gedachten) Randkreise, so ist 

die Inversion an dem mit ihnen konzentrischen Kreis vom Radius ~]/~r'R, kom- 

biniert mit der Spiegelung an einem Durchmesser, eine zur Klasse geh5rige 

Abbildung, deren zweite Potenz die Identit~t ist. ~ Zum Vergleieh mi~ dem 

folgenden sei erw~hnt, dass die Fundamentalgruppe des Kreisringes die freie 

Gruppe mit einer Erzeugenden ist. Die Ersetzung dieser Erzeugenden durch 

ihre Reziproke ist der einzige nich~ iden~isehe Automorphismus der Fundamental- 

gruppe; und dieser wird durch die obige, die Orientierung erhaltende Abbildung 

induziert. 

Ftir iv = I, q-~-o liegt der Fall des Torus vor. Seien a und b Erzeugende 

seiner (abelschen) Fundamentalgruppe F. Eine topologische Selbstabbildung 

induziert einen Automorphismus yon F, bei dem a und b in Elemente 

a '  = a ~ b~ 

b' = a7 b ~r 
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i ibergehen, wobei a, ~, 7 und  $ ganze Zahlen mi t  a S - - / ~ 7 - ~ - +  I sind, und zwar 

muss a ~ -  f17 = I sein, da die Or ien t ie rung  der Fl~che erha l ten  bleiben soil. 

Die Matr ix  (a  ~ hi~ngt nu r  yon der Klasse der Abbi ldung ab, und  

# % 

u m g ek eh r t  
Y o]  

bes t immt  jede Mat r ix  dieser Ar t  eine Abbildungsklasse.  Die Matrizen b i l d en  

eine Gruppe,  die isomorphes Bild der Gruppe  der be t rach te ten  Abbildungsklassen 

ist. I s t  nun  eine Abbildungsklasse yon endl icher  Ordnung  n, so muss fiir die 

entsprechende Mat r ix  

gelten. Erzeugt  man den Torus durch  Redukt ion  der euklidischen xy-Ebene  

modulo I, so ist die T rans fo rma t ion  

P 

x ~- a x  + 7Y  

y" = f i x  + ~ y  

eine Abbi ldung der bet reffenden Abbildungsklasse,  und da nach (I) auch 

(; ;). (i o) 
ist, ist  die .j~te Po tenz  der Abbi ldung die Identit~it. Auch hier  ist also die Aus- 

sage des Satzes fas t  evident,  da sich eine besoaders  e infache periodische,  in der 

Klasse en tha l tene  Abbi ldung unmi t te lbar  angeben liisst. 

Ident i f iz ier t  man solche Punk te  e iner  Fliiche 9, die sich bei einer  periodischen 

Abbildung und  ihren  Po tenzen  entsprechen,  so erhfilt  man,  wie Brouwer  ~ gezeigt  

hat,  eine neue Fl~iche M, die >,Modulfliiche,> der  per iodischen Abbi ldung heisst.  

Die urspri ingliche Fliiche 9 ist eine reguliire wbl~ittrige FTberlagerungsfliiche 

yon M ~. 

t L .  ~. J. BROUWER: Uber topologische Involutionen. K. &kademie v~n Wetensehappen te 
Amsterdam. Proc. Vol. XXI, II43--I145 (I919). 

Im Fall des Torus erh~l~ man die endlich vielen Typen yon Abbildungen endlieher Ordnung 
am einfaehsten mit Hilfe des eharakteristisehen Polynoms 

p() . )=l~-- ; t  fl I = , , _ ( a + $ ) ~ . + x = f f .  s; .+l,  

dessen Wurzeln ).~ und X~ wegen (I) nte Einheitswurzeln sind (vg]. III, S. 98). Da die Koeffizienten 
yon P(g) ganz rational sind, muss das Zahlenpaar g~, ).~ aus vollsUindigen Systemen primitiver 
Einlmitswurzeln bestehen. Danaeh ergeben sieh nnr foigende Mfigliehkeiten: 
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Der Gang des Beweises ffir den obigen Haup~satz im allgemeinen Fall 

2p  + q > 2 kann zur Erleichterung der Ubersicht folgendermassen anschaulich 

beschrieben werden. 

Bei einer stetigen Abbildung der Fl~che ~ auf sich gehen homotope ge- 

schlossene Kurven wieder in homotope geschlossene Kurven fiber. Einer Klasse 

homo~oper Kurven entsprich~ also wieder eine solche Klasse, und diese Zu- 

ordaung ist offenbar dieselbe fiir alle Abbildungen derselben Abbildungsklasse. 

Is t  auf ~ in bekannter Weise eine 1VIetrik konstanter negativer Kriimmung ein- 

geffihrt, wobei die eventuellen Randkurven als geod~tische Linien gew~ihlt seien, 

so enth~lt jede Klasse homotoper geschlossener Kurven genau eine geschlossene 

geod~tische Linie. Die Vorgabe einer Abbildungsklasse impliziert also eine 

symbolische Zuordnung tier geschlossenen geodatischen Linien, und diese Zu- 

ordnung und die Abbildungsklasse sind gleichzeitig yon endlicher, und zwar 

derselben 0rdnung.  

Es liege nun eine Abbildungsklasse K der 0rdnung n vor, und es werde an- 

genommen, d a s s e s  doppelpunktfreie gesehlossene geod~itische Linien G~, G~, , . .  Gr 

derart gibt, dass sie selbst und die ihnen bei den Potenzen der Zuordnung ent- 

sprechenden K Ge,  K ~ Ge ,  . . .  K n - 1  Ge,  ~ ~ I ,  . . . ,  r ,  zu je zweien punktfremd sind. 

Dieses System yon geod~tischen Linien sei so umfassend wie mSglich gew~hlt, 

I. n = 6 ,  A~,2 = e 3 ,  p ( ) . ) = A ~ _ 2 + i ,  s =  i. 

I I .  n = 4 ,  X L , 2  = + i ,  P ( A ) = A ' - +  t,  s =  o. 

I I I .  n = 3 ,  )-1,~ = e -  3 ,  . p ( A ) = A ~ + X + I ,  s = - - I .  

IV. n=2, ),l = ) L 2 = - -  I, PO.) = 0 ; +  I) 2 , s = - - 2 .  

V. n = i ,  Zt=Z~=I, P(Z)=(Z--I) 2, s=  2. 

/ 1 
I I I  

(:9 und  ihre  d r i t t e  Po tenz  zum Typ  IV. Beispiel  e iner  Matr ix  4 ter Ordnung  (Typ I]) is t  ; 
- -  O 

ihr  Quadra t  gehSrt  zum Typ  IV. Aus  den Spuren  s der  Mat r ix  und ihrer  Po tenzen  l ies t  man  
(z. B. mi t t e l s  der  Alexander sehen  Formel)  die Anzah l  der  Verzwe igungspunk te  ab. In  al len Ffillen 
mi t  A u s n a h m e  des t r iv ia len  Typ  V, wo sie ebeufa l l s  der T o r u s  ist ,  is t die Modulflfiche die Kugel ;  
die Anzah l  der  Verzwe igungspunk te  i s t  bei  den Typen  J, I I  und  I I I  gleieh 3 und be im Typ  IV 
gleich 4. 

Dass dies  die e inzigen regul~iren R iemannschen  FIiichen veto Geschlecht  I fiber der  Kugel  
siud, i s t  nat i i r l ich l~ingst bekannt .  Man pflegt  s ieh bei  ihrer  Aufs te l lung  der  Verzweigungsformel  
yon RIEI~IAI~I~'-HullWITZ zu bedienen.  Vgl. z. B. APPEL et  GOURSAT: Thdorie  des fonet ions algd- 
br iques .  Par is  I895. S. 241. L. E.  J .  BROUWER: ]~numdration des surfaces de R iemann  rdguli6res 
de genre  un. C. R. Ac. Scie. Paris.  I68, 677 (I919). 
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d. h. es sei unmSglich, eine Linie derart hinzuzufiigen, dass die genannten Eigen- 

schaf~en gewahrt bleiben. Die Gesamtheit dieser Linien reproduziert sich often- 

bar bei der Zuordnung K. Denkt man sich nun die Fl~che ~ l~ngs aller dieser 

Linien aufgeschnitten, so zerfiillt sie in TeilflSchen, derart dass den Randkurven 

einer Teilfl~che bei K wieder die Randkurven einer Teilfl~che entsprechen. Durch 

K ist also in abstracto eine Permutation der Teilfl~chen gegeben. Ist  ~' eine 

der Teilfl~chen, so bilden diejenigen Potenzen yon K, bei denen sie sich selbst 

entspricht, eine zyklische Untergruppe der Gruppe aller Potenzen yon K. Es 

bezeichne K' eine Erzeugende dieser Untergruppe. Dann liegt zun~chst fiir ~' 

und K' start ~ und K wieder die urspriingliche Aufgabe vor, wobei abet  ~' 

von einfacherer Struktur als ~ ist, indem es im Innern yon ~' keine einfach 

geschlossene geod~tische Linie gibt, die mit allen ihren zugeordneten paarweise 

punktfremd ist. 

Eine solche Teilfl~iche T' wird nun weiter unterteil t  durch Verwendung yon 

~Querschnitten>), d. h. geod~itischen Verbindungen kfirzester L~inge eines Punktes 

einer ausgewiihlten Randseite von q~' mit einem anderen Punkte  derselben Rand- 

seite. Ein soIcher Querschnitt S bestimmt zusammen mit einem der beiden 

TeilbSgen der Randseite, welche seine Endpunkte verbinden, eine Klasse homotoper 

Kurven. Dieser und der Randseite entspricht bei K '  eine bestimmte Kurven- 

klasse und eine bestimmte Randseite, und damit wieder ein bestimmter Quer- 

schnitt, der mit K ' S  bezeichnet werden kann. Es wird dann gezeigt, dass man 

S so w~hlen kann, class die Querschnitte /~'~'S paarweise punktfremd sind, so- 

dass sie eine gut  zu iiberblickende Unterteilung yon ~ '  in kleinere Teilfliichen 

ergeben. 

Die dabei entstehenden Teilfl~chen zerfallen in zwei Typen: erstens einfach 

zusammenh~ngende polygonale Bereiche, zweitens ringfSrmige Bereiche, die yon 

einer Randkurve yon ~' und einem einfach geschlossenen Polygon begrenzt 

werden. Ein Bereich der ersten Art geht nun bei den Potenzen yon K' ent- 

weder in einen anderen fiber oder er wird in sich >)gedreht>), genauer die Zu- 

ordnung seiner Seiten ist dieselbe wie bei einer Drehung des Bereichs in sich. 

Ein Bereich der zweiten Art geht entweder in einen anderen fiber oder er wird 

im gleichen symbolischen Sinne in sich gedreht, wobei jede der beiden Rand- 

kurven mit sich zur Deckung kommt. In beiden F~llen ist es leicht, eine weitere 

Unterteilung in endlich viele Teilbereiche derart vorzunehmen, dass jeder ein- 

zelne Teilbereich nur noch bei der o ten Potenz yon K', d. h. bei der Identitiit 

sich selbst entspricht. 



Abbildungsklassen endlicher Ordnung. ~9 

]~Ii$ Hilfe der Potenzen yon K kann man nun diese Einteilung auf die 

Bilder yon q~' bei diesen Potenzen yon K iibertragen. Ersch5pfen diese nicht 

ganz 9% so setzt man das VelTahren mit einer neuen Teilfl~iche q~" fort. Man 

gewinnt so eine Zerschneidung der Fliiche in Teilbereiche, die bei K und seinen 

Po~enzen derart  permutier~ werden, dass kein Teilbereich mehr sich selbst ent- 

spricht. Nun is~ es relativ leich~, eine topologische Abbildung yon 99 auf sich 

zu konstruieren, bei der diese Permutat ion der Teilbereiche realisiert ist, und 

zwar wird sie zuerst auf den bei der Zerschneidung benutzten Linien definiert 

und dann in das Innere der Teilbereiche fortgesetzt. 

Dieses Verfahren beruht auf der anfangs genannten Voraussetzung der 

Existenz yon einfach geschlossenen geod~tischen Linien, die mit ihren zugeord- 

ne~en paarweise punktfremd sin& Es wird gezeig~, dass diese Voraussefzung im 

allgemeinen, d. h. abgesehen yon einem sehr speziellen Full, der nut  bei ge- 

sehlossenen Fl~ehen elntreten kann, erfiillt ist. in  diesem Ausnahmefall muss 

die Zersehneidung nuf andere Weise under Ausnutzung der dabei vorliegenden 

besonderen Verh~ltnisse vorgenommen werden. 

Die ganze geschilderte Konstruktion wird im folgenden nicht wie hier ein- 

leitend der Anschauliehkeit halber auf der Fl~iehe, sondern auf deren universeller 

13berlagerungsfl~tche durehgefiihrt. Wird diese isometriseh auf dns Inhere des 

Einheitskreises nbgebildet, so l~isst sich die genannte Zuordnung der geod~itischen 

Linien als topologisehe Abbildung der Peripherie des Einheitskreises oder einer 

ihrer Teilmengen auf sich interpretieren. Diese Abbildung bildet den Ausgangs- 

punk~ der Konstruktion. 

An dieser Stelle mSch~e ieh noeh Herrn Dr. W. Fenehel, der mir bei dem 

Zust~ndekommen und der Aus~rbeitung dieser Abhandhng  in vielfaeher Weise 

behilflieh gewesen is~, meinen herzliehen Dnnk ~ussprechen. 

I. Fundamenta lgruppe  und Uberlagerungsfl~iche.  

Sei ~ eine orientierbare, geschlossene oder ber~ndete Fl~che endlichen 

Zus~mmenhangs, p ~ o das Geschlecht und q ~ o die Riinderzahl yon g0. 51~ch 

dem in der Einleitung ausgefiihrten wird 

(~, i) 2 p  + q >  2 

vorausgese~z~. Fiir p---~o ha~ man also q ~ 3 (Kugel mi~ mindestens 3 L6chern), 

fiir p =  I hat man q ~ I (Torus mit mindestens einem Loch), und fiir p ~ 2 hat  

mun q ~ o .  
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Die Fundamentalgruppe F von ~0 l~tsst sieh bekanntlich durch p Paare yon 

Elementen a~, bl, a~, b., . . . .  , ap, bp und (falls q > o ist) q den Uml~tufen um die 

einzelnen Randkurven  entsprechende Elemente c~, c~ , . . . ,  c, 1 in solcher Weise 

erzeugen, dass als einzige definierende Relation 

I ,  2) a 1 b 1 a 7 1  b~  "1 a~ be aV I b V  1 �9 �9 �9 a p b p  a p  I b ~  I c 1 c 2 . . . Cq - -  I 

auftritt.  Fiir q > o  l~sst sich eine Erzeugende mit Hilfe der Relation eliminieren, 

und die fibrigen werden dadurch frei, F i s t  also die freie Gruppe mit 2p + q -  I 

Erzeugenden. Fiir q -~o  ist / r  keine freir Gruppe. 

Fiir jede der Bedingung (I, I) geniigende Fl~iche ~ l~isst sich die universelle 

tjberlagerungsfl~che bekanntlich in der Weise metrisch regul~ir in der hyper- 

bolischen Ebene darstellen, dass die zu F isomorphe Gruppe der Decktransforma- 

tionen in eine diskontinuierliche hyperbo]isehe Bewegungsgruppe iibergeht. Die 

hyperbolische Ebene werde konform auf das Inhere D des Einheitskreises E der 

Ebene einer komplexen Variablen x abgebildet. Ihren Geraden entsprechen dabei 

die zu E orthogonalen KreisbSgen, und die Elemente yon F werden linear ge- 

brochene, hyperbolische Substitutionen in x, die E in sich und D in sich iiber- 

ftihren und dabei zwei getrennte Punkte yon E festlassen. Diese heissen die 

Grundpunkte und der sie in D verbindende, zu E orthogonale Kreisbogen die 

Achse des betrefFenden Elements. Zwei verschiedene Achsen haben niemals einen 

Grundpunkt gemeinsam. Unter der Verschiebungslh'nge des Elements wird die 

nichteuklidische L~nge verstanden, um die es die Punkte der Achse verschiebt. 

Die zu ein und derselben Achse gehSrigen Elemente yon ] 7 bilden eine diskonti- 

nuierliche abelsche Untergruppe yon F. Unter ihnen gibt es zwei (zueinander 

reziproke) mit kleinster Verschiebungsl~nge; jedes dieser Elemente erzeugt die 

Untergruppe und heisst ein zur Aehse gehSriges primiires -Element . -  Zwei 

Elemente mit verschiedenen Achsen sind nicht vertauschbar. 

Die Menge der Grundpunkte der Elemente yon F wird mit GF bezeichnet; 

sie ist eine abz~thlbare Punktmenge auf E. Ihre abgeschlossene Hiille heisst 

Menge der Grenzpunlcte von F u n d  wird mit G~ bezeichnet. Die Menge F x  

der Punkte, die aus einem beliebigen Punkt  x durch die Elemente von F hervor- 

gehen, hat genau GF als H~ufungsmenge ~. Fhr eine endlich zusammenh~ingende 

1 Siehe z. B. w 8 meiner Abhandlung:  t~'ber Gruppen l inearer Transformationen.  [Mitteilungen 
der Mathemat ischen Gesellschaft in Hamburg S, 82--IO 4 (194o)~. 

In dieser Arbei t  sind die grundlegenden Eigenschaften yon Gruppen, die ganz aus hyper- 
bolischen Subst i tu t ionen bestehen, hergeleitet.  
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Flache q~, wie sie hier betrachtet wird, gilt ferner Folgendes: Ist q~ geschlossen 

(also q -~ o, p ~ 2), so ist G~ mit ganz E identisch. Ist  q9 berandet (also q > o), 

so ist GF eine perfekte, nirgends dichte Teilmenge von E. Die Menge E - - G F  

besteht also aus abz~thlbar vielen Intervallen, die Begularitiitsintervalle yon T' 

genannt werden. Jedes Regulariiatsintervall i wird yon einem zusammengehSrigen 

Grundpunktepaar,  also den Endpunkten einer Achse yon ~ begrenzt (1. c. 1, w I3). 

L~tsst man yon D die von dieser Achse und i begrenzte nicht-euklidische Halb- 

ebene fort und entsprechend fiir alle fibrigen Regularitatsintervalle, so bleibt 

eine nicht-euklidisch konvexe Restfigur KF, 

die als Konz'exfigur yon F bezeiehnet wird. 

Siehe Fig. I, wo man sich unendlich viele 

Regularit~tsintervalle vorzustellen hat. Im 

Falle q~--o wird unter der Konvexfigur yon 

F ganz D verstanden. Jedes Element yon [~F 

/7' ffihrt Gj,, GF, also KF in sich fiber. Die 

Konvexfigur ist in beiden Fallen das Ab- 

bild der universetlen Uberlagerungsflache 

yon r Mit anderen Worten: q~ entsteht 

in abstracto aus K~, wenn man beziiglich 

~' aquivalente Punkte yon KF identifiziert. 

Start ~ kann daher auch K~, mod F Fig. r. 

geschrieben werden. Der Achse eines 

Elements von F entspricht hierbei auf 90 eine geschlossene geodKtische Linie im 

Sinne der yon der hyperbolischen Ebene fibertragenen Metrik. Die Verschiebungs- 

lange der beiden zur Achse gehSrigen primaren Elemente ist gleich der Lange 

der geodatischen Linie. Umgekehrt entspricht einer geschlossenen geod~tischen 

Linie yon T eine Klasse bezfiglich F aquivalenter Achsen. Ffir q > o sind die 

Achsen, deren Endpunkte Regularitatsintervalle begrenzen, Randseiten yon K ~ ,  

und heissen daher kurz Bandachsen. Sie verteilen sich auf q J~quivalenzklassen 

beziiglich 1 ; ' ,und  jeder dieser Klassen entspriCht eine der q Randkurven yon 9~. 

Diese Rundkurven sind somit geschlossene geod~tische Linien im Sinne der q~ 

aufgepragten nicht-euklidischen l e t r i k .  Die Elemente c~, c.2, �9 �9 cq yon (I1 2) sind 

prhn~re Elemente auf gewissen q der Randachsen yon K~. 

Aus der end[ichen Erzeugbarkeit von 17 oder, was auf dasselbe hinausl~iuft, 

1 Siehe die Note S. 3 ~ . 
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aus der Endlichkeit des Zusammenhangs von r liisst sieh folgern, dass es einen 

im nieht-euklidisehen Sinne beschrgnkten Teilbereich yon KF gibt, der zu jedem 

Punkt  yon KF einen beziiglich /~ ~iquivalenten enthglt 1. Insbesondere hat  /~ in 

K~, einen beschrgnkten Fundamentalbereich. Bei geeigneter Normierung der 

nieht-euklidisehen Fliichenmessung ist der Inhalt  desselben 2 (2p + q -- 2). 

2. S e l b s t a b b i l d u n g e n  d e r  F l ~ i c h e .  

Eine topologische, die 0rientierung erhaltende Abbildung der Fliiehe KF 

modulo /v auf sich wird durch eine solche topologische, die Orien~ierung er- 

haltende hbbi ldung z yon K~ auf sich gegeben, die beziiglich F iiquivalente 

Punkte  yon KF wieder  in beziiglich F i~quivalente Punkte iiberffihrt. Is t  x 

ein beliebiger Punkt  yon KF und f ein beliebiges Element yon F, so gibt es 

also ein solches Element fz yon F,  dass 

(2, I) z (f(x)) = f i ( u  (x)) 

ist. t t ierbei kann f ,  aus Stetigkeitsgriinden nicht yon x sondern nur yon f u n d  

x abhiingen. Die Abbildung u geniigt also in ganz KF der Funktionalgleichung 

(2, I), die im folgenden kurz 

(2, 2) x f -~ fz ,  x 

gesehrieben wird. Die nur yon x abhgngige Zuordnung I yon f1 zu f ist dabei, 

wenn f die ganze Gruppe F durehlguft, ein Automorphismus yon F. 

Zwei Abbildungen x and xi yon K .  auf sieh, die gquivMente Punkte in 

itquivalente Punkte  iibeffiihren, ergeben dann und nur dann dieselbe Abbildung 

yon Ke  modulo F,  wenn sie sieh nur um eine Deektransformation unterseheiden, 

d. h. wenn 
zt-~- g:~ 

ist, wo g ein Element yon /~' ist. 

(2, 3) 

folgt 

Aus 

x f x  -1 -~fl 

g~ f x  -~ g-~ = g A  .q-~ -= f1,. 

Vgl. I. e. S. 3 ~ , w I2. 
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Zur Abbildung gx geh5rt also der Automorphismus 11, d e r f  das Element gfzg -~ 

zuordnet. Die Automorphismen I und /1 heissen verwa,.dt und die Gesamtheit 

der mit einem Automorphismus verwandten Automorphismen eine Automorphisn~en- 

fctmilie yon /7. Jeder  Abbildung der F1/iehe IIF modulo F auf sich ist somi~ 

eine Automorphismenfamilie eindeutig zugeordnet. Bei stetiger Ab~inderung der 

Abbildung /inder~ sieh die Automorphismenfamilie nieht; sie ist also ein /(em~- 

zeiehen der Abbildungsklasse. Zur Klasse der Identit~it gehSrt die Familie der 

inneren Automorphismen yon /~'.z 

3. Abbi ldung der Grenzpunktmenge .  

Ist  P ein beliebiger Grundpunkt von T', so gibt es, wie sehon in I. erwiihnt, 

genau eine Achse yon F,  deren einer Endpunkt P ist. Is t  f eiu zu dieser Aehse 

gehSriges primates Element, so heisst P positiver oder negativer Grundpunkt yon 

f ,  je n~chdem f die Punkte yon E auf P zu oder yon P fort verschiebt. Is t  

P positiver Grundpunkt yon f ,  in welehem Fall wir die Achse v o n f a l s  d u r c h f  

in der Riehtung auf P zu orientiert denken, so ist P aueh positiver Grundpunkt 

fiir alle Elemente fn, n > o, und ffir kein anderes Element von ~'. Daraus folgt: 

Ist  I ein kutomorphismus yon F,  so ergibt die Festsetzung, dass dem positiven 

Grundpunkt eines beliebigen Elements f yon F der positive Grundpunkt yon f1 

entsprechen soll, eine umkehrbar eindeutige Abbildung der Grundpunktmenge 

G~ auf sieh. Diese Abbildung sei vorliiufig ebenfalls mit I bezeichnet. 

Der positive Grundpunkt eines Elements f werde mit Vf, der negative mit 

Uf bezeiehnet. 

Is t  c ein stetiger Kurvenbogen, der einen Punkt  x 0 yon A~. innerhalb J~. 

mig dent Punkt  fxo verbindet, so verbindet sein Bild xe bei x den Punkt  ZXo 

mit x f x o = f l x x  o. Fiigt man zum Bogen c seine Bilder bei allen Elementen if',. 

- - ~  < n < ~ ,  so erhiilt man eine stetige Kurve C, die zwisehen dem negativen 

und deln positiven Grundpunkt yon f verl~uft und bei f m i t  sieh zur Deekung 

gebraeht wird. Eine solehe Kurve soll kurz periodisch genannt werden. Das 

Bild z C yon C ist offenbar aueh periodisch, und zwar verliiuft es zwisehen den 

Grundpunkten yon f• und geht bei f r  in sieh fiber. I-Iieraus folgt: Konvergiert 

ein variabler Punkt  x l~tngs einer periodisehen Kurve gegen einen Grundpunkt 

Vgl. hierzu w 21--22 der Abhand lung  I, 1. c. S. 24. Dort  ist  zwar  nu r  an geschlossene Flfichen 

gedacht,  aber  die Bet rachtung  bleibt  auch fiir q > o richtig, wenn man nu r  die Konvexfigur  K F 
s tar t  der ganzen Kreisscheibe D be tmchte t .  

3 
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P, so konvergiert sein Bild z x gegen den bei der obigen Grundpunktabbildung 

I entsprechenden Grundpunkt I P .  

tt ieraus ergib~ sich welter, dass die Abbildung I die zyklische Anordnung 

der Grundpunkte auf E ungeSndert l~isst. Es seien nfimlich (Fig. 2) /)1, P~, P~,P,  

vier beliebige Grundpunkte in dieser zyklisehen Reihenfolge auf ~'. Die Strecken 

0~Pi, i =  I, 2, 3, 4, seien pa~rweise punktfremde Stiieke der Achsen, die in den 

Punkten Pi enden, also Stticke periodischer Kurven. Man verbinde Q~ mit Q~ 

und Q3 mit Q4 so in K~,, dass 1)1 Q1 Q~P2 und P~Q~ Q~P4 zwei zueinander fremde 

1D1 

Fig. 2. 

Jordanb5gen in KF sind. Das gleiche gilt 

dann fiir ihre Bilder bei z. Also werden 

auch die Bildpunkte I P  1 und IP~ durch 

IP~ und IP~ nicht getrennt. Ebenso 

folgt, dass IP~ und I P  3 durch I P  1 und 

IP ,  nicht getrennt werden. Folglich ist 

die zyklische Reihenfolge der Bildpunkte 

IP1, IP, ,  IP3, 1P,, was zu beweisen war. 

Im Falle q > o mfissen zwei Grund- 

punkte, die ein Regularit~itsintervall be- 

grenzen, wieder in zwei Grundpunkte 

iibergehen, die ein Regulari~tsintervall  

begrenzen; denn der eine der beiden sie 

verbindenden Teilb5gen yon E ist ja yon 

Grundpunkten frei, und diese Eigenschaft 

muss bei I erhalten bleiben. Die Abbildung I der Grundpunkte ist ferner stetig. 

Ist  n~mlich Pj, P ~ , . . .  eine Folge yon Grundpunkten, die monoton gegen den 

Grundpunkt P~konvergiert, so en~h~lt der Bogen P~P2P yon E keinen Grund- 

punkt, der zwischen allen P~ einerseits und P andrerseits liegt. Diese Eigen- 

schaft muss bei der Abbildung I erhalten bleiben. Der Bogen I P  l, I.P~, I P  

enth~lt also keinen Grundpunkt, der zwischen 1P und allen I P ,  liegt. W~re 

nun I P  nicht Grenzpunkt der monotonen Folge I P , ,  so miisste 1P  Endpunkt 

eines zu diesem Bogen gehSrigen Regularit~tsintervalls sein, was jedoch un- 

mSglich ist, da der andere Endpunkt des Intervalls ein Grundpunkt w~tre, der 

zwischen I P  und allen IP,,  liegt. 

Ein Grenzpunkt yon F, der nicht Grundpunkt ist, ist yon beiden Seiten her 

Hi~ufungspunkt yon Grundpunkten. Er kann daher durch einen Schnit~ in der 

zyklisch o'eordnefien Menge der Grundpunkte gekennzeichnet werden, bei dem 
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die Untermenge kein letztes und die Obermenge kein erstes Element besitzt, 

und umgekehrt. Nun muss nach dem Gesagten ein Schnitt dieser Art bei I in 

einen eben solchen Schnitt iibergehen. Die Abbildung I l~isst sich daher zu 

einer eineindeutigen und stetigen Abbildung der Grenzmenge GF auf sich er- 

wei~ern. 

4. Stetiger Anschluss der Grenzpunktabbildung. 

Nun soll gezeigt werden, dass diese Abbildung I you C,r au f  sich sich stetig 

an die Abbildung x yon KF anschliesst. Fiir geschlossene Ffiichen ist dies schon 

in I (1. e. 1) bewiesen worden. Wir  wollen diesen Beweis so abiindern, dass er 

auch den Fall q > o umfasst. 

Die auf E gelegenen Randpunkte der Konvexfigur KF sind genau die Punkte 

yon GF. Sei _P ein beliebiger Punkt  yon GF und x~, ~ - - I , 2 , . . . ,  eine g e g e n P  

konvergierende Folge yon Punkten aus KF. Ferner sei C ein nicht-euklidisch 

beschr/inkter Teilbereich yon Kr,  der zu jedem Punkt  yon KF mindestens einen 

~quivalenten enth~ilt. (Ein solcher Bereich existiert nach dem in I. Gesagten.) 

Man kann dann 

x~, ~-f , ,x; ,  ~----- I, 2, . . . ,  

setzen, wo die Punkte x', in C liegen und f ,  Elemente yon F sin& Die Folge 

f ,  kann kein Element yon ~" unendlich oft enthalten; denn fiir eiu f e s t e s f k a n n  

die Folge x~ mit dem beschr~nkten Bereich f C  nur endlich viele Punkte  gemein 

haben. Nun gilt folgender Satz*: Ist g, eine Folge yon Elementen aus F, die 

kein Element unendlich oft enth~lt, und M eine im nicht-euklidischen Sinne 

beschr~inkte Punktmenge in D, so hat die Mengenfolge g,.M genau dieselbe 

Hfiufungsmenge wie die Folge Va, der positiven Grundpunkte von g,,. In un- 

serem Fall liegt x, in f ,  C und konvergiert gegen P, und da C eine endliche 

nicht-euklidische Ausdehnung hat, kann die Mengenfolge f ,  C auch nur P a l s  

einzigen H~ufungspunkt haben. Naeh dem genannten Satz lronvergiert also der 

positive Grundpunkt Vf~ yon f ,  gegen P. Nach 3. konvergiert dann der positive 

Grundpunkt V(/~)z= I V/~ gegen IP .  Nun ist nach (2, 2) 

f,  , ( j ; )  , X X ~  ~ X X~  ~ 1 X X ~ ,  

1 S i e h e  d i e  N o t e  S.  2 4 . 

~" 1. c. S.  3o ,  w  
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and die Punkte u x: liegen in dem nicht-euklidisch beschriinkten Teilbereich 

u C yon KF. Ferner enthglt die Folge (f,)i kein Element unendlich oft, da dies 

fiir die Folge f ,  gilt, und aus dem obigen Satz folgt daher, (lass die Folge 

(f,)iux',, also ux~, gegen I P  konvergiert. Damit ist der stetige Anschluss nach- 

gewiesen. - -  Die Randabbildung I erhiilt dann auch die Orientierung auf E, da 

u sie in KF erhiilt. 

Die Abbildung I yon G• soll daher im folgenden auch mit demselben Symbol 

u bezeichnet werden. Wird die gegebene Abbildung der Fliiche K F  modulo T' 

stetig abgeiindert, so iindert sich auch z stetig, aber so dass die Funktional- 

gleichung (2, 2) erfiillt bleibt. Hierbei muss aber x auf GF ungeiindert bleiben, 

da die Abbildung auf GF nur yon I abhiingt. Die Abbildung u yon GF hgngt 

also nur yon der Abbildungsklasse ab. Die Gesamthei~ der Abbildungen gy. yon GF, 

wo g die Elemente yon F durchlguft, ist der Abbildungsklasse eindeutig zugeordnet. 

5- Die  G r u p p e  T. 

Den Potenzen der topologisehen Abbildung u yon Ks  entsprechen die Po- 

tenzen der durch u dargestellten Selbstabbildung der Fliiche K F  rood xV'. Den 

Abbildungen u r und f x  r, f c  F,  entspricht dabei wieder dieselbe Fliichenabbildung 1. 

Speziell ist • die identische Abbildung. Die topologischen Abbildungen f x  r, 

wobei f ganz F u n d  r alle 

Denn nach (2, z) ist 

und 

ganzen Zahlen durchlguft, bilden nun eine Gruppe. 

(fur) -1 = x - r f  -1 -=-f/-r--1 u--r 

f u r . g a S  __ ~,',, ~r+s 

und diese Multiplikation erfiillt das associative Gesetz, da 

(fzr" gzS) �9 = f g i r  zr+~" hut---= f gzr hl~'+~ xr+~+t 

und 
. f  z r .  (gus . h x  t) = f u  r .  ghj~ u ~+t = f ( g  h~)lr  . z r+ s+t 

fibereinstimmen. Diese Gruppe enthglt F als Normalteiler, was man aus (z, 3) und 

(2,4) entnimmt. Eine Restklasse nach F wird ffir festes r durch  die Elemente 

F u  r, also, wenn 
f o  = I , f l , f ~ , ' "  ", 

eine Aufziihlung der Elemente yon F ist, durch 

u r / , u r  . . ,  

1 Das Inklus ionszeichen c2 bedeute t  ,,ist en tha l ten  in".  
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dargestellt. Die Faktorgruppe nach F wird also durch die Restklasse yon x 

erzeugt und ist also entweder yon unendlicher Ordnung, und dann frei, oder yon 

endlicher Ordnung, und dann zyklisch. Das letztere t r i t t  dann und nur dann 

ein, wenn es einen Exponenten n 4 = o gibt, ftir den z ~ ein Element yon F, also 

die zugehSrige Fli~ehenabbildung die identische ist. Ist n d e r  kleinste positive 

Exponent, fiir den dies zutrifft, so ist die dutch z dargestellte Fliichenabbildung 

periodisch yon n t~r Ordnung. 

Nach dem in w 4. ausgeffihrten ist die Gruppe der Abbildungen f z  ~ nicht 

nur in KF sondern auch in der Grenzmenge GF definiert und hgngt, als Ab- 

bildungsgruppe yon GF allein betrachtet, nur yon der durch z induzierten Auto- 

morphismenfamilie, also nur v o n d e r  Klasse der durch x bestimmten Fliichen- 

abbildung ab. Diese der Abbildungsklasse eindeutig zugeordnete Gruppe yon 

Abbildungen der Grenzpunktme~ge GF wird im folgenden mit T bezeichnet. Sie 

enthiilt F (auf G~ betraehtet) als invariante Untergruppe. 

Dass die durch z bestimmte Fli~ehenabbildung einer Klasse der endlichen 

Ordnung n angehSrt, bedeutet, dass die durch x ~ bestimmte Abbildung zur Klasse 

der Identifier gehSrt. Dies ist also dann and nur dann der Fall, wenn der durch 

~ induzierte Automorphismus I n ein innerer ist. Es gibt dann also ein Element 

f yon F, derart dass 

=2s27-' 

ffir jedes f a u s  F gilt. Die durch I n bestimmte Abbildung der Grundpunkte 

stimmt dann mit der durch das Element 2 7 vermittelten iiberein, und aus Stetig- 

keitsgriinden folgt, dass die Abbildung ~ der Grenzpunktmenge mit der durch 

/ v e r m i t t e l t e n  Abbildung yon GF iibereinstimmt. Wir  haben also: 

Die Abbildu~gsklas~e von x ist dann und nu t  da'~m yon der e~zdliche~ Ordm~ng ~, 

we~,u die Faktorgruppe T / F  zyklisch yon der Ord~u~g ~ ist. 

Wir sind nunmehr im Stande, unserem Problem die folgende priizise Fassung 

zu geben: 

Gegeben is~ ein Au~omorphismus I yon F mit folgenden Eigenschaften: 

I) Die zugehSrige Abbildung der Grundpunkte erhiilt die zyklische Ordnung nnd 

die Orientierung yon E, so dass sie zu einer topologischen Abbildung x der 

Grenzpunktmenge GF erweitert werden kann. 2) I n ist ein innerer Automorphismus 

yon T', also z" die Abbildung yon G-F auf sich durch ein Element ] yon F ;  

dabei sei n d e r  kleinste positive Exponent dieser Art. Durch Adjunktion yon 

z zu F entsteht dann die Abbildungsgruppe T yon G j,, auf sich, die F als 
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Normalteiler mit zykliseher Faktorgruppe n t~r Ordnung enth~ilt. Die Aufgabe 

besteht nun darin, diese zunKchst nur in der Teilmenge GF des Randkreises ge- 

gebene Abbildungsgruppe T auf die Konvexfigur KF auszudehnen, a n d e r s  aus- 

gedrfickt, die Abbildung x derart zu einer topologischen Abbildung yon KF zu 

erweitern, dass auch in KF 

und die Funktionalgleiehung 

xf =f~x 

fiir alle f aus F erfiillt ist. Diese Abbildung ~ bestimmt dann eine zur Auto- 

morphismenfamilie yon I gehSrige periodische Fliichenabbildung ~t~ Ordnung. 

Fiir die Elemente der als gegeben zu betrachtenden Gruppe T hat  man die 

Aufziihlung 

f ,  . / ;  A �9 �9 �9 

x f i x  A x  A ~  . . .  

x ~ f ~ x  ~ A x  ~ A x  ~ . . .  

X n-1 f l  Xn-1 .)t2 Xn--1 f s X  n -1  . . . .  

wobei die einzelnen Zeilen die Restklassen nach F sind. Fiir die das Element 

fe x" enthaltende Restklasse wird im folgenden Ire x"] geschrieben. Es ist also 

[fe x'] = [,.,], 

und man kann mit den Symbolen [x'] rechnen, als ob z eine primitive n te Ein- 

heitswurzel wgre. 

Ist  

(5 ,  ~) (,., . ) =  m 

der grSsste gemeinsame Teller von r u n d  i~ und 

(5 ,  2)  n = rot, 

so ist 1 die Ordnung der Restklasse Ix r] in der Faktorpruppe T/F. Ffir ein 

beliebiges Element t = f z  r dieser Restklasse ist daher 1 der kleinste Exponent, 

fiir den t I zu F gehSrt. In dieser Weise ist jedem Element t yon T ein Ex- 

ponent 1 zugeordnet, den wir seine Relativord~mng nennen. Die Elemente yon F 

und nur diese haben die Relativordnung I. Konjugierte Elemente von T haben 

die gleiehe Relativordnung; denn sie geh5ren zur selben Restklasse, da die 
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Fak to rg ruppe  abelsch ist. I s t  ~l : I, SO ist t ein E l e m e n t  e n d l i c h e r  O r d n u n g  von 

T, und  die Re la t ivordnung  s t immt mi t  der gewShnlichen Ordnung  des Elements  

iiberein. / s t  / z = f ~  I, so ist t ein E l e m e ~ t  u n e n d l i c h e r  O r d n u n g .  

W i r  werden zuniichst diese beiden Ar ten  yon E lementen  yon T niiher zu 

un te rsuchen  haben. 

6. Elemente endlicher Ordnung. 

Wenn  ein Element  ,4= I yon T P u n k t e  von GF fest  l~tsst, so bilden diese 

F ixpunkte  eine echte, abgeschlossene Te i lmenge  yon GE. Is t  j eines tier durch  

die F ixpunk tmenge  auf  E bes t immten  Rest interval le ,  das P u n k t e  yon GR enth~ilt, 

so werden diese Punk t e  bei den Abbi ldungen , ,  ~ ,  . . . immer  mehr  in der gleichen 

R ich tung  verschoben,  kSnnen also bei keiner  posit iven Po tenz  yon , F ixpunkte  

werden. Also ha t  jede posit ive Po tenz  yon �9 dieselben F ixpunk te  wie �9 selbst. 

Folgl ich kann keine dieser Po tenzen  die Ident i t f i t  werden. W i r  haben daher:  

I s t  t ein E lement  endl icher  Ordnung  yon I '  und 1 seine Ordnung,  so sind 

t, t ~ , . . . ,  t z-~ f ixpunktfre ie  Abbi ldungen yon GF, wghrend t t die identische Ab- 

bi ldung yon G v i s t .  

N u n  seien t und t' zwei mi t  e inander  ver tauschbare  Elemente  der  endl ichen 

Ordnungen  1 und l '. Dann ist  

( t t ' ) "  - t" t '" -~  I ,  

also auch ihr  P r o d u k t  yon endlicher  Ordnung.  Fe rne r  ist ]ede Potenz  yon t 

mi t  j eder  Po tenz  yon t" Vertauschbar.  

Setzen wir wie in (5, 2) 

so geh6ren  die Po tenzen  yon t zu den Restklassen 

(6, [,r 

und  die Po tenzen  von t' zu den Restklassen 

. . . ,  V,:-l/m,], 

I s t  d == (m, m') der grSsste gemeinsame Tel ler  yon m u n d m ' ,  so kann man, da 

die Restklassen eine abelsehe Gruppe bilden, zwei ganze Zahlen a und fl so 

best immen,  dass das Element  

a ~ t ~ t'fl 
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zur Restklasse Ix d] geh5rt. Dabei ist a ebenfalls yon endlicher Ordnung, und 

zwar ~, und ist sowohl mit t als auch m i t t '  vertauschbar. Es sei [• diejenige 

o~ 
Restklasse, der t angehSrt. Dann geh5rt a a zur selben Restklasse, und man 

hat  daher (indem das Zeichen c ,  ~>ist enthalten in~>, als Inklusionszeichen ver- 

wendet wird) 
0~rt 

o ~ - - f t ,  f ~  F. 
Folglich ist 

f = a d  t--1 

als Produkt zweier vertauschbarer Elemente endlieher Ordnung selbst yon endlieher 

Ordnung und daher, als Element von F, gleich der Identitiit. Also ist t eine 

Potenz yon a .  Da dasselbe ftir t' gilt, hat  man: 

Zwei vertauschbare Elemente endlicher Ordnung sind Potenzen eines und 

desselben Elements endlicher Ordnung. Es gibt daher keine anderen, aus 

Elementen endlicher Ordnung bestehenden abelschen Untergruppen als zyldische. 

Da die Ordnung einer solchen zyklischen Untergruppe immer ein Teller yon 

~ sein muss, lasse~, sich die ,Elemente endlicher Ord~u~g yon T zu maximale~ 

zyklischen U.~tergruppen zusamme~fassel~. Je zwei solehe haben nut  die Identitiit  

gemeinsam. 

Ein Element endlicher Ordnung, welches die maximale zyklische Gruppe, 

in der es enthalten ist, erzeugt, das mit anderen Worten nicht Potenz eines 

Elementes h5herer Ordnung ist, heisse ein 19rirn&'es Eleme~t (endlieher Ordnung) 

v o n  ~ .  

Ein Element t (=t = t) endlieher Ordnung kann nieht mit elnem Element ~ un- 

endlicher Ordnung vertauschbar sein. Es sei n~mlich z~ ~---f, wo f c l ~ ' u n d  f~=I  

ist. Dann wiirde aus der Vertauschbarkeit yon t und ~ die yon t u n d  f folgen, 

und man hiitte 

. f  = t f t  -~ = r e ,  

wo J den durch t induzierten Automorphismus bezeichnet. J kann aber kein 

yon I versehiedenes Element yon F unge~ndert lassen, da t keinen Punkt  yon 

GF fest l~sst. 

Hieraus folgt, dass eine maximale zyklische Untergruppe Yon T in keiner 

umfassenderen abelschen Untergruppe enthalten ist. 
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7. E lemente  unendl icher  Ordnung. 

Sei t ein Element unendlicher Ordnung yon T m i t  der Relativordnung l_--_ I 

und t ~ f *  I, wo f c  F. Dann sind t u n d  f vertauschbar, also i s t f  Fixelement 

bei dem durch t induzierten Automorphismus yon F.  Folglich liissr t die Grund- 

punkte yon f lest, hat  also mindestens zwei Fixpunkte in GF. Wie am Anfang 

yon w 6 bemerkt, haben die positiven Potenzen yon t dann genau die gleichen 

Fixpunkte wie t. Andererseits liisst t~--~f nur die Grundpunkte yon f fest; also 

kann t auch nur diese fest lassen. Ferner hat f in den beiden durch diese Grund- 

punkte bestimmten IntervaUen, fails beide Grenzpunkte enthalten, entgegen- 

gesetzte Versehiebungsrichtung. Das gleiche gilt daher yon t. Wir  haben somit: 

Ein Element t unendlicher Ordnung l~sst genau zwei Punkte yon (~F fest, 

n~mlich die Grundpunkte yon tl----f. Wir nennen diese auch die Grundpunkte 

yon t und bezeichnen den anziehenden (positiven) mit Vt ~ V/, den abstossenden 

(negativen) mit Ut= U/. Die sie verbindende Achse A/ des Elements f werde 

symbolisch auch Achse At yon t genannt. 

Die beiden Gruppen 1 '1 und T haben also die gleiche Grundpunktmenge und 

die gleiche Achsenmenge. 

Nun fassen wir eine bestimmte Achse A ins Auge. U und V seien die 

Grundpunkte, die A begrenzen, f sei das beziiglich F primiire Element auf A, 

fiir welches V positiver Grundpunkt  ist. ( f -1  ist ebenfalls beziiglich F prim~ir 

auf A und hat den positiven Grundpunkt U; die Wahl eines der beiden Elemente 

bedeutet also eine Orientierung yon A.) Die Gesamtheit der Elemente yon T, 

die U und V einzeln fest lassen, bilden offenbar eine Untergruppe yon T, die 

mit TJ  bezeichnet sei. Alle Elemente yon T~, abgesehen yon der Identitiit, 

haben unendliche Ordnung, und ihnen ist A als Achse zugeordnet. Die in T~ 

enthaltene Untergruppe yon F besteht genau aus den Potenzen yon f.  Fiir jedes 

t ~ T ]  ist f F i x e l e m e n t  bei dem durch t induzierten Automorphismus yon F,  

also sind t und f ver~auschbar. 

Es soll nun gezeigt werden, class T~ abelsch ist. Seien t und t~ zwei beliebige 

yon I verschiedene Elemente yon T~. Dann ist auch 

t' = tl t t;-: ~ T.~ 

und ~ I. Zu beweisen ist, dass t und t~ vertauschbar sind, also (lass t ' ~  t ist. 

Angenommen es sei t '=#t. Dann is~ t ' t  -~ yon unendlicher Ordnung und li~sst 
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yon GF genau U und V fes~. Sei j (Fig. 3) eines der beiden durch U und V 

auf E bestimmten Intervalle, welches Punkte yon (~F enthiilt. (Eines der beiden 

Intervalle kann ein Regularitiitsintervall, also yon Grenzpunkten frei sein.) Die 

in j en~haltenen Grenzpunkte werden dann bei t '  t - 1  alle in der gleichen Richtung 

verschoben, die durch einen in j angebrachten Pfeil gekennzeichnet sei. Es soll 

durch Induktion gezeigt werden, dass dann auch fiir r >  I das Element t ' ~ t  - ~ ,  

das ja zu T~ gehSrt, die in j ' en tha l tenen Grenzpunkte in der Pfeilrichtung ver- 

schiebt, und daher ebenfalls 4= I i s t .  Man hat 

t '  r t - ~  _= t' �9 t '  (r--~) t - -  ("--~) �9 t - 1  : t '  t - 1  �9 t ( t '  (~--1) t-- (~--1)) t -~. 

Nach Induktionsvoraussetzung verschiebt t '(~-~) t-(*-~) die in j liegenden Grenz- 

punkte in der Pfeilrichtung. Da t den zu j gehSrenden Teil der Grenzpunkt- 

menge topologisch auf sich mit Erhaltung tier Ordnung abbildet, wobei U und 

V fest bleiben, so werden diese Grenzpunkte auch bei t (t '('-~) t -(r-l)) t -~ in der 

t't-' 

Fig. 3. 

Pfeilriehtung verschoben. Da das gleiehe auch fiir den ers~en Faktor  t ' t  -~ gilt, 

gilt es aueh ftir das Produkt, also fiir t '~t -~, und dieses Element ist daher yon 

I verschieden. Andererseits hat man 

t~_~fh 

ffir ein gewisses h 4= o, da t ' ~  F u n d  t~=~ I ist. Da t~ mit f vertauschbar ist, 

hat man aber auch 
t ' " =  (tl  t t~- l )"  = t l f h t ;  -~ = f h ,  

also 
t ' n  t - n  -~- I .  

Ffir r =  ~ steht dies im Widersprueh zum vorigen Resultat, und die Annahme 

t =~ t '  ist daher falseh. 

:T] ist eine maximale abelsche Untergruppe yon T, d. h. nicht in einer um- 

fassenderen abelschen Untergruppe yon T enthalten. Ist  n~mlieh �9 ein beliebiges 

Element yon T, das nieht zu TJ gehSrt, so ist ,V=V V. Das Element ~ f , -1  

hat dann , V als positiven Grundpunkt, ist also yon f versehieden. Folglieh ist 

�9 nieht mit jedem Element von T~ vertausehbar. 
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T.I war die ulnfassendste Unte rg ruppe  yon T, welehe die beiden Grund- 

punkte  U und V einzeln fest  liisst. Mit  TA bezeichnen wir die umfassendste  

Unte rgruppe  yon T, welche das G ru n d p u n k t ep aa r  (U, V) als Ganzes in sich 

iiberfiihrt.  Soll TA umfassender  als T I  sein, so muss es ein Element  a yon I' 

geben, das U und V vertauscht ,  so dass 

a U = V ,  ~ V = U  

o* U = U, a* V =- V 

gilt. Folglich liisst a s mehr  Grenzpunkte  fest  als a, und man hat  daher  o "2= I. 

Dieser  Fal l  kann  nur  bei ge radem n auf t re ten ,  und a gehSrt  zur Restklasse 

• . Da  jedes n ieht  zu T~ gehSrige Element  yon TA die Ordnung  z hat ,  ist 

T~ Normal te i le r  yon Ta vom Index  2. Jedes  Element  der Restklasse T~ a von 

[hi T.~ in Ta gehSrt  zur Res~klasse z ~ yon F in T. Hieraus  folg~, dass die ganze 

Gruppe  T ]  zu [~0], also zu ~'  gehSrt;  sie bes teht  daher  aus den Po tenzen  y o u r .  

Durch  Trans fo rma t ion  mit  (r wird in T ]  ein ~iusserer Automorphismus  induziert .  

Es gibt nu r  einen solchen, n~mlich den durch die Zuordnung  yon f - 1  zn f 

best immten.  Jede  Yotenz yon f wird also durch a in ihre reziproke t ransformier t .  

Falls T Elemente  enth~lt ,  die die Grundpunk te  der Achse A vertauschen,  

werde A als ampMdrome Achse bezeichnet.  Wir  k6nnen  dann  das Ergebnis  so 

zusammenfassen:  

Is t  die Aehse A nicht  amphidrom,  so ist T ] ~ T A .  Is t  A amphidrom,  so 

ist  T ]  in F en tha l ten  und Normal te i le r  yore Index  z in Ta;  alle n icht  zu T.] 

gehSrigen Elemente  yon TA sind yon der Ordnung  2 und t ransformieren  jedes 

E lement  yon T.~ in sein reziprokes.  

8. V e r s e h i e b u n g s l i i n g e n  der  E l e m e n t e  v o n  T. 

Wie einem Element  t unendl icher  Ordnung  yon T syInbolisch eine Achse 

At zugeordnet  wurde, so soll ihm nun  - -  ebenfalls symboliseh - -  eine positive 

Verschiebungsli tnge Lt zugeordne t  werden. Is t  1 die  Re la t ivordnung  yon t, so 

wird diese durch  

! 
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definiert, wo Ltl die Verschiebungsl~nge des zu F geh5rigen Elements t z ist. 

Fiir t ~  F ist 1----I, die Verschiebungsl~nge also die gewShnliche Verschiebungs- 

liinge der hyperbolischen Substitution. GehSrt t nieh~ zu F,  so ist t ja  einst- 

weilen nur in GF definiert, und Lt ist dann lediglich eine dureh (8, I) formal 

definierte GrSsse. 

Ist  p eine beliebige positive oder negative ganze Zahl, so ist 

und man kann (8, I) dutch 

(8, 

ersetzen. Hierbei ist also 

yon t, ffir den tPZc F i s t .  

(8, 3) 

da l in n aufgeht. 

I 
Lt = ] ~ ]  Ltvl 

p l  ein beliebiger yon Null verschiedener Exponent 

Speziell hat man stets 

L t = [ Ltn , 
n 

Fiir beliebiges ganzes r # o ist 

(8, 4) Lt,. __ I L t . ,  " = Irl L:,, = Ir  I 

Speziell ist 
Lt- ,  = Lt .  

9- S t r u k t u r  d e r  U n t e r g r u p p e n  T~. 

Die Menge  der als Versehiebungsl~tngen fiir die Gruppe F auftretenden 

Zahlen hat keine Hi~ufungswerte ~. Die Versehiebungsl~ingen der Elemente yon 

T sind rationale Vielfaehe derselben mit einem in der festen Zahl u aufgehenden 

Nenner. Man erkennt daher: 

Die Menge der als Versehiebungsl~ingen ftir die Gruppe T auftretenden 

Zahlen hat keine tt~ufungswerte. 

Nun seien ~ und t~ zwei vertausehbare Elemente unendlieher Ordnung van T. 

Ihre Relativordnungen seien ll und 12 und ihre Aehse A. Sie seien iiberdies 

gleiehgeriehtet, d. h. der gleiehe Grundpunkt sei fiir sie der positive. Endlieh sei 

f das mit ihnen gleiehgeriehtete, beziiglieh F prim~re Element yon T ] ,  also 

Vj= V,,= 

L . c . S .  3 o, w I3. 
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Dann ist 
~, = f r , ,  t~ = f r ,  

mit gewissen positiven ganzen rl and r 2 and nach (8, I) 

= r ' L f ,  - " - ' L j .  Lt, ~ Lt, - -  1~ 

Wegen der Vertausehbarkeit  yon t 1 and t~ ist nun 

(t, t,)',~ = (t{,)', (~) ' ,  ----- f ' ,  t, +,,, , ,  

also t 1 t2 yon unendlieher Ordnung. Naeh (8, 2) gilt daher 

Lt, t, rl l~ --k ro. 11 L / ~  Lt, + Lt,. 

Bei Multiplikation gleiehgerich~eter Elemente yon T~ addieren sich also ihre 

Verschiebungsl~ngen. Ebenso folgt: 

(t 1 t~'l) 'J' = J r ,  '=--"..',, 

a lso,  fa l l s  t~t~ -~ e in  E l e m e n t  u n e n d l i c h e r  O r d n u n g  is t ,  

(9, I) Lt, t~ 1 = I r l l ~ -  1"~11 11 l, ILl  = [Lt, --  Lt.. [. 

Hieraus sehliesst man: 

Zwei vertauschbare, gleichgerichtete Elemente unendlicher Ordnung yon T, 

die die gleiche Versehiebungsliinge haben, sind identisch. 

: -~eien ngmlich t 1 und t~ die beiden Elemente, A ihre Achse und Lt,-----Lt,. 

Das Element tj t; -1 kann, da es zu T~ gehSrt, nut  I oder yon unendlieher Ord- 

hung sein. Das letztere ist abet unmSglich, da es dann eine positive Ver- 

schiebungslgnge haben miisste, was (9, I) widerspricht. 

Naeh (9, I) tritt  mit zwei verschiedenen Versehiebungsliingen in T~ auch 

stets der absolute Betrag ihrer Differenz Ms Verschiebungsl~inge in T]  auf. Da 

sie iiberdies keine H~iufungswerte haben, sind die in T]  vorkommenden Ver- 

schiebungsl~ngen daher die Vielfachen einer kleinsten. Diese kleinste Ver- 

schieb'mgslgnge tri t t  naeh dem obigen bei genau zwei zueinander reziproken 

Elementen auf. Diese heissen primSre .Elemente (unendlicher Ordnung) yon T. 

Die Elemente yon T ]  sind dann nach dem obigen Potenzen eines dieser primgren 

E!emente. Man hat  also: 

Die GruTpe T.~ ist die fre ie  Gruppe mit  ei~2er Erzeuge~de~. 
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IO. Mult ipl iz i t i i t .  

Zusammenfassend kSnnen wir das Ergebnis  der Pa rag raphen  6 - -  9 folgender- 

massen formul ieren : 

Jecles E lement  t 4 = I yon T bes t immt  e indeut ig  eine maximale abelsche Unter-  

gruppe  T* =: T*(t) yon T, zu der es gehSrt. Zwei verschiedene Gruppen  T* haben 

nur  die Iden t i t~ t  gemeinsam. T* ha t  endliche o d e r  unendl iche Ordnung,  je 

nachdem t endliche oder unendl iche  Ordnung  hat.  Im  ersten Fall ist T* zyklisch, 

im zweiten die freie  Gruppe mi t  einer Erzeugenden.  

Ein Element  ~ yon T*, das T* erzeugt,  ist primiires E lement  yon T. Die 

Re la t ivordnung  ~ yon , werde nun  auch als Relativord~u~g der Gruppe T* be- 

zeichnet.  Da t Potenz  yon ~ ist, geht  die Rela t ivordnung l yon t in ~ auf;  in 

Zeichen 1/~. Analog (5, 2) setzen wir 

(I o, I) n : m I ----- t~ ~, 1/k, trim. 

Die Re la t ivordnung  yon T* ist der kleinste positive Exponent ,  fiir welchen alle 
Eiemente  yon T* zu F gehSren;  ftir zyklisches T* ist sie die Ordnung  yon T*. 

Die Re la t ivordnung  Z yon T* wird auch die Multiplizith't der yon I ver- 

schiedenen Elemeute yon T* genannt .  I s t  T* von unendl icher  Ordnung,  so gehSrt  

zu T* eine Achse A, u n d e s  ist T*- :T] ;  dann heisst  Z auch die Multiplizith't 
der Achse A. Ein yon I verschiedenes Element  yon T oder eine Achse wird als 

multipel oder als nicht-m,dtipel bezeichnet,  je naehdem ihre Multiplizit~t  Z > I 

oder  = I ist. I s t  die Achse A nicht-mult ipel ,  so ist  T ~ c I , \  Nach  w 7 sind 

amphidrome Achsen stets nicht-mult ipel .  Von I verschiedene Elemente  endl icher  

Ordnung  sind stets multipel.  

i I. K o n j u g i e r t e  u n d  k o n g r u e n t e  E l e m e n t e  u n d  U n t e r g r u p p e n  v o n  T. 

Is t  H e i n e  Menge yon Elementen  yon T, so bezeichnet  man als Normal i sa tor  

N ~  N(H) yon H die Gesamthei t  der jenigen Elemente  Q von T, welche mi t  H,  

abe t  n icht  no twendig  mit  den einzelnen E lementen  yon H,  ver tauschbar  sind, 

d. h. fiir welche 

QHq -1 = H 

ist. N ist eine Untergruppe  yon T. 
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I s t  H e i n e  U n t e r g r u p p e  yon T oder  bes teh t  H aus e inem einzigen E lemen t  

- -  nu r  diese beiden Fglle k o m m e n  im fo lgenden  vor  - - ,  so is t  H in N ( H )  ent- 

hal ten.  I n  diesen Fiillen erhiilt  m a n  sgmtl iche mi t  H kon jug ie r t en  U n t e r g r u p p e n  

bezw. sitmtliche mi t  H kon jug ie r t en  Elemente ,  indem m a n  H mi t  je  e inem Elemen t  

aus  jeder  N e b e n g r u p p e  yon N in T t r ans fo rmie r t .  Die  G e s a m t h e i t  der  zu H 

konjug ie r ten  U n t e r g r u p p e n  bzw. E lemen te  heisse die J[quivalenzklasse yon H.  

I s t  f e E ,  so bezeichnen wir  die Un te rg ruppe  bzw. das E l emen t  f H J  '-1 als 

mi t  H kongruent j- uud fassen die G e s a m t h e i t  dieser U n t e r g r u p p e n  bzw. Elemente ,  

die ents teht ,  wenn  f ganz  ,w durchli iuft ,  zu einer Ko~gruenzklasse zusammen.  

aede  solche ist Tei l  e iner  Aquivalenzklasse .  

I s t  nun  z ein beliebiges E l emen t  yon T und 

H ~  - a  ~ H I ,  

so ist  

f ~ H~-~ f -~ = f H t f  -~. 

Li~sst man  hier in  f gauz  F durchlaufen ,  so erhiilt  m a n  die vollsti indige Kon-  

gruenzklasse  yon H 1. GehSr t  h ierbei  �9 zu 5r(H),  so is~ H 1 = H,  und die ganze 

Res tk lasse  [~] t r a n s f o r m i e r t  H in eine kongTuente  Grnppe  bzw. ein kongruen tes  

Element .  U m g e k e h r t  fo lg t  aus 

dass 
,H , -1 - -=- fHf  -~, f c F ,  

f - l , H , - l  f - -  H 

iSt, also dass f - ~  zu N gehSrt .  Man  ha t  daher :  

Die jenigen E lemen te  yon T, welche H in eine k o n g r u e n t e  U n t e r g r u p p e  bzw. 

ein kongruen tes  E l em en t  t rans formieren ,  machen  genau  diejenigen vollstiindigen 

Res tk lassen  yon F in T aus. in denen N ver t re ten  ist. Die Gesamthe i t  dieser  

E lemen te  bezeichnen wir  mi t  IN]-~--[/Y(H)]. 

N u n  bi ldet  auch IN] eine U n t e r g r u p p e  yon T. D e n n  sind ~1 und ~e zwei 

bel iebige E lemente  yon INJ, so wtihle man  in ih ren  Restklassen zwei zu N 

gehSrige E lemente  nl und n~. D a n n  gehSr t  ~1 ~ zu derselben Res tk lasse  wie 

~h n.a, und  da % u~ ~ N, so gehSr t  ~.~ ~ zu einer  Restklasse,  in der  A r ve r t r e t en  ist. 

i In den 1. c. S. 24 genannten Arbeiten wurde ,,isogredient,, statt ,,kongruent,, gesagt. Das Wort 
,,kongruent,, rechtfertigt sich im folgenden durch die Beziehung des Begriffs zu den in T ent- 
haltenen Decktrans formation en. 
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Da sich die Restklasse eines Elements bei Transformation nicht ~indert, ist 

[N] Normalteiler yon T und T/[N] zyklisch yon einer Ordnung /~o (dem Index 

yon IN] in T), die in n aufgeht. Wir setzen 

( I I ,  I) " = ~o Zo. 

[N] besteht aus den Restklassen [I] = t 7 ,  [x"o], [x2"o],..., [~(~o-')~o] und hat/~" als 

NormaReiler. Die Faktorgruppe [N]/F ist zyklisch yon der Ordnung Zo. Da N 

Elemente in [x~o] hat, kann man )'0 als die grSsste Zahl bestimmen, die als Relativ- 

ordnung der Elemente yon N vorkommt. 

Die voUst~indige Kongruenzklasse 

f H f  -1, 

wo f ganz F durchl~uft, wird durch ein beliebiges Element ~ T in 

, f H f - ~  ~-~ __ , f , -~ . ~ H % - 1 .  z f - ~  ~----1, 

also, da mit f auch ~ f z  -1 ganz F durehl~uft (vgl. (2, 3)), in die vollst~ndige 

Kongruenzklasse yon ~Hz -1 transformiert. Alie Elemente der Nebengruppe ~[N] 

ergeben dabei dieselbe Kongruenzklasse. Man hat daher: 

Die Aquivalenzklasse von H zerfSllt in ~o Kongrue~zklassen, wo ~o der IJ~dex 

von [N] in T ist. 

Diese mSgen konjugierte Kongruenzklassen heissen. 

Man erh~lt Repr~sentanten der /~o Kongruenzklassen, indem man H der 

R e i h e  nach mit den Elementen 

(I I, 2) I, X, ~ 2 , . . . ,  X~0--1 

transformiert. 

Wir spezialisieren nun H:  

I. H sei ein Element t 4 = I yon T. Dann wird N die Gesamtheit der mit 

t vertauschbaren Elemente, also die maximale abelsche Untergruppe T* ----- T* (t) 

yon T, der t angehSrt. Dementsprechend schreiben wir auch IT*] start [_N] fiir 

den ]~ormalteiler yon T, der aus denjenigen Restklassen yon T nach F besteht, 

in denen T* vertreten ist. Dann wird )~o gleich der in w Io als Relativordnung 

yon T* bezeichneten Zahl )~. Entsprechend wird go-~ ~. Wir haben daher mit 

den Bezeichnungen yon w IO: 

Ist t ein von z verschiedenes Element von T m i t  der Multiplizith't Z, so ze~fh'llt 

die Aquivale~zklasse von t in ~t = ~  konjugierte Kongruenzklassen. 
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Speziell zerfiillt also die Xquivalenzklasse eines nieht-mult iplen Elements  ( ~ - I )  

in n konjugier te  Kongruenzklassen,  wiihrend die eines Elements  der maximalen  

Multiplizit/~?~ ~,, z. B. die yon z, nu r  aus einer  Kongruenzklasse  besteht .  

l I .  H sei eine maximale  abelsche Untergruppe  T* yon T. Die Relativ- 

ordnung yon T* sei ~, und t sei ein prim/ires Elemen~ yon T*. Is~ r ein Element  

yon ~u also 
QT*@ - 1 - - ~  T* ,  

so wird T* aueh von 

t' -= Qte -1 

erzeugt. Dabei gehSrt  t' zur se.ben Restklasse [t] wie t. 

T* ist Unte rg ruppe  yon N(T*). GehSrt  Q zu T*, so ist es m i t t  vertausch- 

bar, also t ' - - t .  Wi r  verfolgen die Annahme,  dass q n icht  zu T* gehSrt.  Dann  

ist t ' : ~  t. Also hat  T* in derselben Restklasse zwei verschiedene prim~ire 

Elemente.  Da eine maximale  abelsche Unte rg ruppe  endlicher  Ordnung  in jeder  

Restklasse, in der sie i iberhaupt  ver t re fen  ist, genau ein Element  hat, folg~, dass 

T* yon unendl icher  Ordnung  sein muss. Dann  hat  _T* genau zwei prim~ire 

Elemente ,  t und t -1, und es muss also t ' :  t -1 sein. Also ver tausch t  Q die 

Grundpunk te  yon t, es ist Q2= I, die Achse A yon t ist amphidrom, und es ist 

T* in 1,' enthal ten,  also ~ = I. I s t  umgekehr t  A amphidrom,  so gibt es ein nicht  

zu T* gehSriges Elemenb q, das t in t -1 ~ransformiert .  In  diesem Fall  ist  also 

N(T*) ~ TA in der Schreibweise yon w 7; fiir jedes andere  :T* ist  2 V ( T * ) = T * .  

Wi r  haben also in den beiden F~llen [N(T*)I = [TA] bzw. [N(T*)] = [T*]. So 

mit  fo ig t  : 

Die ~quivalenzklasse  einer maximalen abelschen Unte rg ruppe  T* yon der 

n 
Rela t ivordnung 2 zerf/~llt im Allgemeinen in tt = ~  konjugier te  Kongruenzklassen.  

Nur  wenn T* eine Gruppe unendl icher  Ordnung mi t  amphidromer  Achse ist  

(wobei speziell 2. ~ - I  ist), reduzier t  sich diese Anzahl  auf ~-~. 
2 

I I I .  H sei die zu einer Achse A gehSrige Gruppe  T.t. Soll 

Q T~ ~)--1 = 1 '  A 

sein, so muss e das Grundpunk tepaa r  yon A fest  lassen. N u n  war  Ta gerade 

als die Gruppe  der jenigen Elemente  definiert, welche dieses G ru n d p u n k t ep aa r  in 

sich iiberfiihren. Also ist N(TA)----TA und  [N(T;t)] ~-[TA]. 
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[st A nieht amphidrom, so ist TA = T* .~, es lieg~ also der in I I  behandelte 

[,,] 
Fail vor. Ist  A amphidrom, so besteht [TA] aus den Restklassen [Il und ~ . 

Die Aquivalenzklasse yon TA zerfiillt also in diesem Fall in ~-~ Kongruenzklassen. 
2 

- - I s t  A eine beliebige Aehse und ~ ein beliebiges Element yon T, so 

bezeichnen wir mit , A  die Achse, welche die beiden Grundpunkte verbindet, 

in die die Grundpunkte yon A bei �9 fibergehen. Zwei solche Aehsen werden 

~Lquivalent bezfiglieh T genannt. Durehl~tuft �9 hierbei die ganze Gruppe T, so 

wird die entstehende Klasse ~tquivalen~er A chsen mit T A bezeiehnet. Fiir 

f ~  F bezeichnen wir A und f A  als itquivalent beziiglich F oder kurz als 

kongruent. 

Bemerkt man, dass beziiglich T i~quigalente Achsen gleiche Multiplizitiit 

haben, so kann man die die maximalen ubelschen Untergruppen unendlicher 

0rdnung betreffende Aussage auch in der folgenden Weise als Aussage fiber 

Achsen formulieren : 

Eine Aquivulenzklasse T A  yon Achsen mit der Multiplizitiit Z zerfifllt im 

Allgemeinen in #~2~ konjugierte Kongruenzklassen, wobei eine beliebige Aehse 

bus T A  mit genau einer der tt Achsen 

~I,, 3) A, zA, x"A, . . . ,  • 

beztiglich F ~tquivalent ist. Nur wenn A amphidrom ist, in wetchem Fall ;~ ~- 

ist, reduzier~ sich diese Anz~hl auf 'ft. 
2 

Es sei noch bemerkt, class kongruente Elemente unendlicher Ordnung die 

gleiche Verschiebungslitnge haben. Denn sind t und t ' ~  . f t j  ~1, f c  F, zwei 

solche Elemente, so haben sie zun~tchst die gleiehe Relativordnung l, und es ist 

(v~o,1. (s, ,)) 

_ _  I I j ~ f t l  f . _ l  ~ I - -  i L d  = Lt , L~. = L . s - ,  [ L(r~i-'J = [ 

du t I zu F gehSrt und duher die gleiehe Verschiebungsliinge wie f t t j  ~t besitzt. 

Die zu der )~quivalenzkl~sse T A  gehSr{gen Verschiebungsl'~ingen werden 

daher durch die zu den tt Achsen (~ I, 3) gehSrigen Verschiebungsliingen reprii- 
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sentiert, falls A nicht amphidrom ist. Is~ A amphidrom, so werden sie durch 

die u yon 
n 

( I I , 4 )  A, xA . . . . . .  z ~ - l A  

repriisentiert. 

I2. E i n t e i l u n g  y o n  K ~ ,  d u r c h  m o d u l o  T e i n f a c h e  A c h s e n .  

Eine Achse A heisse einfach rnod T, wenn je zwei verschiedene Achsen aus 

der 3Ienge T A  keinen Punkt  gemeinsam haben. Als Aussage fiber die nut  in 

GF definierte Abbildungsgruppe T bedeutet dies folgendes: Is~ ~ ein beliebiges 

Element yon T, und sind U nnd V die Grundpunkte yon A, so ist das Grund- 

punktepaar ~ U, ~ V entweder mit dem Paar U, V identisch, oder die beiden 

Paare trennen sich nicht auf dem Randkreis E. Das erstere tr i t t  ein, wenn 

zu TA gehSr~, wobe i ,  die Punkte U und V vertauschen kann, wenn A amphidrom 

is~. Das zweite tr i t t  ein, wenn z nicht zu TA gehSrt; die vier Punkte sind dann 

voneinander verschieden, und die beiden Achsen A und xA haben eine gemein- 

same Senkrechte. 

Im Falle q > o (w I) is~ jede Randachse von KF einfach mod T. 

Die Achsen yon T A  gehen (mi~ den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen) 

aus den tt Achsen (II ,3) bzw. n Achsen (II,4) dutch F hervor, da diese die 
2 

sgmtlichen konjugier{en Kongruenzklassen vertreten. Da die Achsen einer 

Kongruenzklasse sich nicht in KF hi~ufen 1, so gilt das gleiche ffir die ganze 

):quivalenzklasse T A. 

Zwei beziiglich T iniiquivalente Achsen A 1 und As mSgen rood T zu ei~,a~Mer 

fremd genann~ werden, wenn keine Achse aus T A  1 mi~ einer Achse aus TA., 

einen Punkt  gemein hat. 

Nun seien A1, A~, . . . ,  Ar beziiglich T iniiquivalente Achsen, yon denen jede 

im Inneren von KF gelegen und einfach rood T ist, und die im F a l l e r  > ~ zu 

je zweien mod T zu einander fremd sin& 

Wir betrachten die Achsenmenge 

M =  TA1 + TA~ + ..- + TA~, 

die sich nach einer obigen Bemerkung nirgends in KF hiiuft. 

Vgl. 1. e. 8 .3  ~ , w 5. 
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KF wird durch die Achseumenge M in Bereiche zerschnitten, die im Sinne 

der hyperbolischen Metrik konvex sind; jeder solche Bereich ist ja der Durch- 

schnitt einer gewissen Menge yon nicht-euklidischen Halbebenen. Sei B ein 

soleher Einteilungsbereich. Siehe Fig. 4, wo einige Achsen aus M gestrichelt 

eingetragen sind, w~thrend Randachsen yon KF ausgezogen sind. Die Berandu~g 

yon B besteht innerhalb L " aus gewissen Achsen aus M und m5glieherweise noch 

aus gewissen Ranclseiten yon K~, ferner auf E aus einer gewisseu Teilmenge 

yon GF. Nun seien R and R~ zwei beliebige Randseiten von B. Sie lassen sich 

in B verbinden, werden also durch keine zu 

M gehSrige Achse yon einander getrennt. 

Die Menge der fibrigen Randseiten yon B 

l~isst sich nun dadurch charakterisieren, dass 

sie yon R u n d  R 1 durch keine zu M ge- 

hSrige Achse getrennt werden. Ubt man 

/ Orientierung abgebildet; die genannten 

ein beliebiges Element Q yon T aus, so wird 

ja GF dabei topologisch auf sich mit Er- 

hal tung tier zyklischen Ordnung und der 

Trennungseigenschaften bleiben hiernach 

erhalten. Den R~ndern vou B entsprechen 

Fig. 4. daher bei 0 umkehrbar eindeutig die I~iin- 

der eines Einteilungsbereiches, d e r m i t  B 

identisch oder v o n B  versehieden sein kann. Dieser sei mit 0B bezeichnet. 

Diese symbolische Zuordnung geben wit dutch den Satz wieder: Die Einteilung 

yon KF durch M reproduziert sich bei der Gruppe T. 

Diejenigen Elem:ente 0 yon T, fiir welche 0B = B ist, bilden eine Unter- 

gruppe yon T, die mit TB bezeichnet sei. 

Ist  0 ~ T1~ yon endlicher Ordnung, so l~isst 0 ausser B keinen weiteren Bereich 

fest. Denn ist R eine Randseite yon B, so liisst 0 nieht die Grundpunkte yon 

R fest, da es als Element endlieher Ordnung keinen Grenzpunkt festliisst, and 

es vertauscht sie nicht, da es sonst die iibrigen Randseiten yon B auf die andere 

Seite yon R bringen wfirde. Also ist oR eine yon R verschiedene Randseite 

yon B. Ein Bereich, der der durch R abgetrennten Halbebene angehSrt, muss 

dann in einen Bereich iibergehen, der der dureh oR abgetrennten Halbebene 

angehSrt, und diese beiden Halbebenen sind punktfremd. 
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Ist  ~ yon unendlicher Ordnung, so gehSrt die Achse A e yon Q zu B; denn 

sie ist auch Achse von Q"-~F, und da diese Transformation den konvexen Bereich 

B in sich iiberfiihren soll, muss ihre Achse offenbar B angehSren. Geh6r~ um- 

gekehr~ eine Achse A zu B, so muss jedes zu A gehSrige Element B in sich 

fiberffihren, also gilt T~ ~ TB. Die zu B geh&'igen Achsen si~d also ide~tiseh mit 

der Aehsenmenge yon TB. Is t  A nicht amphidrom, so ist T ] =  TA, und man 

kann auch T . t~  TB schreiben. Ist  A amphidrom, so gilt T a ~  TB, falls A 

innere Achse (d. h. nicht Randseite) yon B ist, dagegen nur T]  ~ T~, falls A 

Randachse yon B ist. Ein Element yon TA, das nicht zu T] gehSrt, fiihrt dann 

B in den l~ngs A angrenzenden Naehbarbereich fiber. 

Die zu zwei l~ngs einer Achse A yon M an einandergrenzenden Bereichen 

gehSrigen Untergruppen yon T haben genau die Gruppe T~ gemeinsam. Die 

Gruppen zweier nicht benachbarten Bereiche haben nur die Identi t~t  gemein. 

Ist  �9 ein beliebiges Element yon T, so gehSrt zu dem Bereich ~B die mit 

TB konjugierte Gruppe z T z ~ - k  Diese ist, wie oben gezeigt, nur dann mit Tz 

identisch, wenn ~B = B ist, also wenn ~ zu TB gehSrt. Die Gruppe TB ist also 

i h r  eigener Normalisator, ebenso wie dies vorher ffir TA bewiesen wurde. Daher 

ist auch [N(T~)] = [TB]. Die Anzahl ). der Restklassen you T nach F in [Tz], 

also die Ordnung der Faktorgruppe [T~]/Fnennen wir die Retativordm(~g yon T~. 

Sie ist das kleinste gemeinsame Vielfache der Relativordnungen der Elemente 

yon T~ und kommt selbst als Relativordnung eines Elements yon TB vor; denn 

TB hat Elemente in [z,], wo ttE-~ n ist. tt ist .die Ordnung der Faktorgruppe 

T/[TB]. Man hat wieder: 

Hat  TB die Relativordnung )~, so zerfiillt die Aquivalenzklasse yon TB in 

konjugierte Kongruenzklassen. Jeder aus B durch ein Element yon T hervor- 

gehende Bereich geht also aus einem der # Bereiche 

(I2, x) B, z B , . . . ,  z.~-IB 

durch ein Element yon F hervor. (Vgl. (I1,2) und (II, 3)). 
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3. Erweiterung von T auf die ~quivalenzklasse  einer mod T 
einfachen, nicht-amphidromen Achse. 

Sei A eine mod T einfache, nicht amphidrome Achse mit der Multiplizit~t 

und t bezgl. T primer auf A. Dann ist 

(~3, I) t ~ ~ h ~  F 

bezgl. F p r i m ~ r  auf A und V t ~ V h .  Is t  s  so sind 

A, xA, z ~ A , . . . ,  z~'-IA 

Fig. 5. 

ein vollst~indiges System inkongruenter 

Achsen in der Aquivalenzklasse yon A; 

siehe (I I, 3). 

l~Ian w~hle auf A einen Punkt  Xo will- 

kiirlich und bestimme den Punkt  x~ ~ h x  o 

auf A. Mit S =  (x o, x~} sei die halboffene 

Strecke XoXx bezeichnet, wobei der Anfangs- 

punkt Xo, aber nicht der Endpunkt  x~ mit- 

gerechnet ist. x~, x~, . . . ,  x~-t seien belie- 

bige, in dieser Reihenfolge zwischen x o und 

xz eingeschaltete Punkte yon A. M i t t  sei 

eine Abbildung bezeichnet, welche x oxt auf 

xt x~, Xl x~ auf x~ x3, �9 �9 x~-2 x~.-1 auf x~-i x2 

topologisch abbildet. Jeder Punkt  yon S 

geh~ dann durch eine eindeutig bestimmte Potenz t p, o-<1o ~ ~ - - I ,  aus einem 

Punkte der halboffenen Strecke s ~ (Xo, xl}  hervor. Siehe Fig. 5. 

Fiir jeden Wert  I_--<q_--<#--i ist h~ bezgl. F prim~ir auf der Achse xqA 

mit der tier Orientierung yon A entsprechenden, durch zq iibertragenen Orien- 

tierung. Man w~hlt auf ~qA beliebig einen Punk~, der mit zqx o bezeichnet 

wird, und bestimmt,den aus ihm durch hlq hervorgehenden Punkt, der mi~ zqx~. 

bezeichnet wird. Mit x sei eine Abbildung bezeichne~, welche S auf die halb- 

offene Strecke S 1 ~-(ZXo, xx~.}, $1 auf die halboffene Strecke S2~(Z~Xo, ~ x ~ } , . . . ,  

S~-2 auf S~-1 =: (• Xo ' x.~-i x~} topologisch abbildet. Jeder Punkt  der Strecken- 

menge 

(I3,2) S + S t H- So + ' " +  S#--I 
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geht  dann durch eine eindeut ig  bes t immte Potenz  zq, o =< q =</~-- I, aus einem 

P u n k t  yon S hervor.  

Um nun  T als Abbi ldungsgruppe in ganz T A  zu definieren, bemerkt  man  

zungchst,  dass der  Normal tef le r  F yon T dor t  berei ts  bekannt  ist. ~Ian ha t  also 

die zu F ad jungier te  Erzeugende x als topologische Abbi ldung in ganz T A  zu 

definieren, und zwar so, dass die Gle ichung 

3) =] 

yon w 5 und die Funkt iona lg le ichnng  (2, I) erfiillt  ist. 

I s t  x i rgend ein auf T A gelegener  Punkt ,  so gibt  es ein e indeut ig  be- 

s t immtes / c ~ F ,  durch  welches x aus einem P u n k t  der S t reckenmenge  (I3,2)  

hervorgehr da diese in TA ein Fundamenta lbe re ich  fiir F is~. Der  P u n k t  k - i x  

gehSrt  also zu (I3, 2) und daher  wei ter  mit  der obigen Bezeichnung der P u n k t  

x -q /~ - lx  zu S und  endlich der P u n k t  x ' ~  t - 2 ' z - q k - l x  zu s. Zu definieren ist  

der  Bi ldpunkt  
u OC -~- x k ~q tP X ', 

und hierzu t reffen wir mi t  der Funkt iona lg le ichung als Anle i tung  die Fes tse tzung 

( I 3 , 4 )  ~ X  = 1~1 xq+l tP g '. 

Falls q < / , - - I  ist, also v n icht  auf  einer  mit  z ' - I A  kongruen ten  Achse 

liegt, definiert  ( I3 ,4)  schon den Bi ldpunkt .  D en n  tPx' gehSrt  zu S, und da 

I = < q + I  ~ / ~ - - I  ist, ist das Bild dieses Punk tes  bei z q+~ schon oben als ein 

Punk t  yon (13, 2) fes tgelegt ,  wonach man  noch kl auszuiiben hat.  I s t  dagegen 

q ~ / , -  I, so bleibt der  P u n k t  l~• ' noch zu definieren. Hie rzu  bemerken 

wir, dass x" in der in G~, definierten Gruppe  T zu der gleichen Restklasse wie 

eine gewisse Po tenz  yon t gehSrt .  I s t  

(~3, 5) 

so setzen wir 

z. '~ -~- g t", o ~ g ~ 2 --  I, g c F,  

kl z ~ t v x '  ~- kig t v+~ x'. 

Falls hierin p + a ~ ~ ist, ersetzen wir  noch  t ~ durch h nach Anle i tung  durch 

(I3, I) und erha l ten  so schliesslich e indeut ig  eine Fes tse tzung 

(I3,6) z x = k •  ', o<=p' <:) . - - I ,  a ~ o  oder  I, 

wodurch der Bi!dpunkt  auch im Falle q = # -  I fes tgelegt  ist. 
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Um die Stetigkeit der durch (I3,4) und (13,5) definierten Abbildung x(x) 

zu erkennen, hat man nur x auf einer festen Achse aus TA variieren zu lassen, 

also hat q einen festen Wert.  Solange der entsprechende Punkt  x' im [nneren 

yon s variier~, ist die Stetigkeit evident, da die drei Funktionszeichen t ~), z q+l 

und kz in (I3, 4) stetige Funktionen bezeichnen, und analog in (13, 6). Erreicht 

x' den Endpunkt x~ yon s, so tritt  ein Sprung in dem Werte  yon p (bezw. p') 

ein, wodurch die Stetigkeit offenbar gewahrt bleibt. Erreicht tPx' einen End- 

punkt yon S, so tr i t t  eiu Sprung in ~:~ ein, wodurch wieder die Stetigkeit 

gewahr~ bleibt. 

Die Eindeutigkeit der umgekehrten Abbildung erhellt unmittelbar aus (13, 4). 

Denn aus der Kenntnis yon x x ergeben sich eindeutig die Wer te  yon kl, q + 1, 

p und x', and d~mit auch yon /c, q, p und x', also yon x. Analog in (I 3 , 6). 

Dass die Bildmenge ganz TA ausmacht, sieht man so: Durchl~uft in (I3,4) 

x' die halboffene Strecke s,p die Werte  o_<p=<A--i ,  q die Werte o~q_--<_/~--2 

und k~ ganz F, so durchlituft • alle Achsen der Kongruenzklassen yon 

zA, x 'OA, . . . ,  z~-'  A. 

Analog durchlituft xx in (I3,6) die Kongruenzklasse yon A. 

Dass die Funktionalgleichung (2, I) erfiillt ist, folgt unmittelbar aus der 

Definition yon x durch (I3, 4) bezw. (I3, 6): Ersetzt man x durch i x ,  f ~ I " ,  so 

wird k -1 durch k - l f  - i ,  also k durch f k ,  also k1 durch fzkz ersetzg. Aus (13,4) 

und (13,6) folgt dann direkt 

In der abstrakt dargestellten Gruppe T isL (I3, 3) eine Folgerelation aus 

(I3, I) und (I3, 5)- Denn erhebt man beide Seiten yon (I3, 5) zur Zte, Potenz, so 

erhiilt man links • und rechts (gt~ z, welches ein Element yon F ist, da t die 

Relativordnung ~ hat. Durch Umformung mit~els der Funktionulgleichung and 

Benutzung der gegebenen S~ruktur yon F erh~l~ man dann rechts ein bestimmtes 

Element j~ yon F. Da nun oben dieselben beiden Beziehungen (I3, I) und (13, 5) 

bei der Definition der Abbildung z yon TA zu Grunde gelegt wurden, gilt auch 

ftir diese die Folgerelation (i3, 3)- 

Die in TA definierte Gruppe topologischer Abbildungen ist somit isomorph 

mi~ der gegebenen Gruppe T . - - M a n  bemerk~, dass die halboffene Strecke s ein 

Fundamentalbereich yon T in der Achsenlnenge TA ist. 

Es sei noch uuf den Grad der Freiheifl hingewiesen, den man bei der Kon- 

struktion yon T in TA hat: Nach Wahl des Punktes x0, die natfirlich ohne 
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Bedeu tung  ist, ha t  man die Punk te  xxo, z ~ x 0 , . . . ,  x/~-lxo,  fe rner  die Zwischen- 

punkte  x~ . . . .  , xz- i  und endlich die topologischen Abbi ldungen t innerhalb S 

und  x yon S auf  S 1 u. s. w. frei  verfiigbar. D u tch  spezielle Wahlen  kann  man 

dabei die Abbi ldungen yon T besonders einfach gestal ten,  z. ]3. indem man die 

topologischen Abbi ldungen t und z linear wiihlt, t wird dann einfach diejenige 

Verschiebung mit  der  Achse A, deren Z-faches die Verschiebung h ist, und damit  

ha t  m~n sofor t  die Unte rgruppe  T J  ~- TA. Diese wird dann  wieder  durch  geeignete  

l ineare Abbi ldung yon A auf  • u. s. w. i ibertragen.  

I4. E r w e i t e r u n g  v o n  T auf die Aquivalenzklasse e i n e r  m o d  T 

e i n f a c h e n ,  a m p h i d r o m e n  A c h s e .  

Sei A eine rood T einfache, amphidrome Achse und h c F  primiir auf  A 

(sowohl bezgl. F wie bezgl. T, indem Z = I ist; siehe w IO). Dann  stellen 

n _  1 
A, zA,  z ~ A , . . . ,  z '2 A 

ein voilsti~ndiges System inkongruen te r  Achsen in der Aquivalenzklasse von A 

dar;  siehe (I1,4). Es gibt  in T ein E lement  t, welches h in h -1 t ransformier t ,  

und  fiir dieses E lement  gilt  

(I4, I) t ~ --- I. 

Man w~hlt auf  A willkiirlich einen 

P u n k t  x0, bes t immt  h x  o und wiihlt zwischen 

diesen beiden P u n k t e n  willkSrlich einen 

P u n k t  xl. M i t t  sei eine topologische Ab- 

bi ldung der St recke  xoxl  auf  die Strecke 

(hxo) xl  bezeichnet.  Mit  S =  (Xo, hxo} sei 

die halboffene Strecke von Xo nach h x  o und 

mi t  

. = (xo,  x l )  

die abgeschlossene Strecke yon Xo nach xa 

bezeichnet.  Jeder  P u n k t  yon S geht  dann  

aus einem P u n k t  yon s durch  ein V ~, p - - o  

oder  I, hervor.  Siehe Fig. 6. 

vh 

Fig. 6. 
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n 
Fiir  jeden  W e f t  I < q < - - - I  wi~hlt man  auf der Achse zqA einen mi t  

2 

•  bezeichneten Punk t  willkiirlich und bes~immt den P u n k t  hlq xq xo, der auch mi t  

x q h x  o bezeichnet  wird. Dan n  bezeichne Sq die haiboffene Strecke (zqx0, xqhxo}. 

~lun sei wieder x eine Abbildung,  welche 

S auf S~, St auf  S~ . . . .  , 

topologisch abbildet. Jede~ P u n k t  yon 

S, auf  S,~ 
- - - - 2  - - ~ 1  
'2 2 

(14, 2) S + S~ + S, + ... + S,~ 
2 

geht  also durch ein zq, 

o = < q ~ - - - I  
2 

aus einem P u n k t  yon S hervor.  

Analog wie in w 13 kommt  man nun folgendermassen zu einer  Abbi ldung 

z in T A :  Is t  x ein P u n k t  yon T A ,  so best immt man k ~  ~ so, dass k - ~ x  zu 

(14, 2) gehSrt,  dann  ein q im In terval l  

o ~ q ~ - - - i  
2 

so, dass •  zu S gehSr~, und endlich p (gleich o oder  I) so, dass 

zu s geh5rt .  

wird wieder  durch  

X' -~  t - p  x - q  k - 1  x 

~ X  ~ x ]r X' 

(14,3) x x =  k i z  q+~t  ' 

ersetzL und dadurch  ist der Bi ldpunkt  u x in allen F~llen q < - -  

n 
Fiir  q ~ - -  1 benutz t  man, dass 

2 

n 

(14,4) z 2 = g t ,  g c  F ,  

ir~dem d~s Element  zweiter Ordnung  t zu x i gehSrt.  

2 

x x ----- k i g  t v+l x ' .  

I definiert.  
2 

Mun setzt  duher  fiir  



Falls hier p + I :=-2 

erh~lt also in 
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is~, l~sst man tp+l nach Anleitung yon (I4, I) fort. Man 

(r4,5) xx-~kzgtP'x', p ' = o  oder x, 

n _ _  1 

die Definition des Bildpunktes u x, falls x auf einer mit x '~ A kongruenten 

Achse liegt. 

Dass hiermit in TA eine mit T isomorphe Gruppe topologischer Abbildungen 

hergestellg ist, ergibg sich ganz analog wie in w 13. Die Bezeichnungen sind 

analog gewi~hlt, um den Vergleich zu erleichtern. Insbesondere entsprieh~ (I4, I) 

der Gleichung (I3, I), und (I4, 4) entspricht (I3, 5). Die Definitionsgleichung (I4, 3) 

hat genau dieselbe Form wie (I3, 4), und die dem HSchstwert yon q entsprechende 

Definitionsgleichung (I4, 5) ist das genaue Analogon yon (I3, 6). Der Deutlichkeit 

halber wurde es aber vorgezogen, die beiden Fiille eines nicht-amphidromen und 

eines amphidromen A getrennt darzustellen. - -  Auch der Grad der Freiheit in 

der Konstruk~ion ist analog wie in w I3, und wie dort kann man die~e durch 

Wahl linearer Abbildungen einfach ges~al~en. Zu bemerken is~, dass ein 

Fundamentalbereich yon T in TA hier durch die abgeschlossene Strecke s, nicht 

wie in w I3 dureh die halboffene Strecke s, dargestellg wird. 

Sowohl fiir amphidromes wie fiir nicht-amphidromes A wird die in T A 
erkl~trte Abbildungsgruppe T durch die urspriinglich in der Grenzpunktmenge 

GF gegebene Abbildungsgruppe T sgetig abgeschlossen. 

5. Q u e r s c h n i t t e .  

Wir betrachten den Fall q > o, in welchem die Konvexfigur KF Randseiten 

ha~. Unter einem Querschnitt yon KF wird die (niehteuklidisch) geradllnige 

Verbindung eines Punktes einer Randseite yon KF mit einem Punkt  einer anderen 

Randseite verstanden. Vorl~ufig betrachten wir lediglich ~wr~Tale Querschnitte, 
d. h. solche, die auf der gemeinsamen Senkrechten der beiden Randseiten liegen, 

und deren L~nge daher der kiirzeste Abstand der beiden Randseiten ist. 

Sind S und S' zwei verschiedene Randseiten yon KF, so bezeichne ~(S, S') 

die nich~euklidische L~inge ihres kfirzesten Abstandes. Bei Ausiibung eines 

beliebigen f c F  geht dieses Randseitenpaar in f S ,  f S '  fiber, und es ist 

= 8 ' ) ,  
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da f eine Bewegung der hyperbolisehen Ebene in sich ist. Die Projektionen 

der Punkte yon S' auf S bilden dort ein Intervall, dessen L~nge mit z (S ' ,  S) 

bezeichnet sei. z h~ngt monoton yon ~ ab, indem z yon ~ bis o abnimmt, 

wenn ~ yon o bis r162 w~chst. Dies Intervall ist zugleich die Projektion des 

zu 8' gehSrigen Regularit~tsintervalles des Randkreises E auf S; vgl. Fig. I. 

Durchl~uft S' alle von S verschiedenen Randseiten yon KF, so sind die ent- 

sprechenden Projektionsintervalle zu einander fremd und erfiillen S iiberall dicht; 

sie bilden die Restmenge der Projektion der Grenzpunktmenge GF auf S. Ist  g 

bezgl. F primer auf S, so kommt GF, und ebenso KF, bei Ausiibung yon g mit 

sich zur Deckung, also gilt dasselbe fiir die Menge der Projektionsintervalle 

auf S. Diese bilden also die periodisehe Wiederholung der innerhalb einer u 

schiebungslitnge you g gelegenen Teilmenge. Also gibt es nur endlich viele 

oberhalb einer gegebenen Schranke und folglich nur endlich viele ~ unterhalb 

einer gegebenen Schranke. Die Zahlen ~ haben also keine H~iufungswerte 1. 

Nun bezeiehne o den dutch dos geordnete Seitenpaar S, S' bestimmten, 

orientierten, n~mlich yon S nach S' gerichteten, normalen Querschnitt. Is t  t ein 

beliebiges Element yon T, so soll der durch dos geordnete Seitenpaar tS, tS' 

bestimmte, orientierte, normale Querschnitt mit to bezeichnet werden. Umgekehrt 

ist t durch a und to bestimmt. Denn ist t o=  t'a, so ist t - ~ t ' o =  o. Also muss 

dos Element t -~t' sowohl die Grundpunkte yon S wie yon S' festlassen und 

muss daher das identische Element yon T sein. Sieht man dagegen yon der 

Orientierung ab, so kann o eventuell bei einem yon I verschiedenen Element @ 

yon T sich selbst entsprechen: @ kann das Grundpunktepaar yon S in dos yon 

S' iiberfiihren, und umgekehrt, also o ~)umkehren,). Ein solches Element q yon 

T ist, fails es existiert, eindeutig bestimmt and yon der Ordnung 2. In diesem 

Fall sei a als amphidromer normaler Querschnitt bezeichnet. 

Die Gesamtheit To wird als die ~quivalenzklasse, die Gesamtheit F o  als die 

Kongruenzklasse yon o bezeichnet. Da der orientierte Querschnitt o nur bei der 

Identit~t sich selbst entspricht, zerfiillt die Aquivalenzklasse yon o in genau n 

Kongruenzklassen, die durch 

( I 5 ,  2) 

1 Dies Ergebnis  is t  dadurch bedingt,  dass die betrachtete  Fl~iche als von endlichem Zusammen- 
hang  vorausgesetzt war. Fiir unendl ichen Zusammenhang is t  eine Randseite yon K~, n icht  not- 

wendig Achse yon $~ und die Menge der Projekt ionsinterval le  auf ihr  daher n icht  notwendig 
periodisch. 
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repr~isentiert werden. Sieht man yon der Orientierung ~b, so tr i t t  fiir amphi- 

drome normale Querschnitte, und nur fiir diese, eine Reduktion auf  die halbe 

Anzahl Kongruenzklassen ein, indem die einen amphidromen Quersehnitt ohne 

Rticksicht auf die Orientierung in sieh iiberftihrende Untergruppe yon T die 

Ordnung 2 hat, wobei ihre beiden Elemente zu verschiedenen Restktassen [• 

[,,] 
und z ~ yon T naeh F gehSren. 

Die Quersehnittliinge d ist naeh (I5, I) eine Invariante der Kongruenzklasse, 

aber im Allgemeinen nieht der )~quivalenzklasse. Definiert man jedoeh dureh 

Mittelbildung fiber a.lle Kongruenzklassen, die ja dureh (I 5, 2) repriisentiert werden, 

die mittlere Querschmttldnge 

n--1 
I 

( I5 ,3)  d* (k.~, St) = ~2 ~ Z 1~ (xrS' zrS ' ) '  
r :0 

so erh~ilt man offenbar eine Inv~riante der Aquivalenzklasse. (I5, 3) gilt ouch 

ffir amphidrome Querschnitte, doch kommt man fiir diese natfirlich ouch durch 

Mittelbildung fiber die hMbe Anzahl zum gleichen Ergebnis. Man hat also fiir 

beliebiges t ~  2' 

(I5,4) 8* (tS, tS') = 8* (S, S'). 

Wegen des festen Nenners n haben ouch die Zahlen ~* keine H~iufungswerte. 

Es gibt daher ein kleinstes ~* sowohl absolut, d. h. bei freigelassenen Aqnivalenz- 

klassen TS  und TS' ,  als ouch relativ zu vorgeschriebenen A_quivalenzklassen 

T S  und TS' .  Is t  T S :  TS' ,  so ist die Paarbildung natfirlieh so zu verstehen, 

dass S '  alle yon S verschiedenen Randseiten in T S  durchliiuft. 

16. Mod T e in fache  Querschni t te .  

Nun seien S und S' ein festes Randseitenpaar mit dem normalen Quer- 

schnitt a. Wie ist ffir ein Element t ~  I yon T die relative Lage yon a und 

taP. Falls S odor S' b e i t  festbleibt, oder falls t S ~  S', oder falls t S ' : :  S is*, 

schneiden o und to einander nicht, da sie auf derselben Ger~den senkrecht stehen. 

Falls t S =  S' und gleichzeitig t S ' =  S ist, fallen a und to mit entgegensetzter 

Orientierung zusammen, u n d o  ist amphidrom. In allen anderen F~iilert sind 

S, S' und tS, tS'  vier verschiedene Randseiten yon KF, und a und t6 schneiden 

einander oder haben keinen Punkt  gemeinsam, je nachdem diese beiden Rand- 



62 Jakob Nielsen. 

seitenpaare einander trennen oder nich~ trennen. Trennen sich diese Paare fiir 

kein Element t yon T, wird a als ein rood T einfacher normaler Querschnitt 

bezeichnet. 

Es soll nun gezeigt werden, class zu gegebenen (gleichen oder verschiedenen) 

Aquivalenzklassen T S  und T S '  immer rood T einfache, normale Querschnitte 

existieren, indem der folgende Satz bewiesen 

wird: Ist  der zu S u n d  S' gehSrige normale 

Querschnitt a nicht einfach mod T, so liisst 

sich S'  clurch eine bezgl. T iiquivalente 

Randseite so ersetzen, dass der normale 

Querschnitt, den diese mit S bestimmt, eine 

kleinere mittlere Querschnittliinge als a hat. 

- -  Ein zu den gegebenen Aquivalenzklassen 

gehSriger Querschnitt mit kleinster mittlerer 

Querschnittliinge muss nach diesem Satz 

rood T einfach sein. 

Das Paar S, S'  werde also durch das 

Fig. 7- Paar t S, t S'  getrennt (Fig. 7). a wird 

durch ta in zwei Stiicke der Li~nge ao und bo und ta durch a in zwei Stiicke der 

Li~nge c o u n d  do zerschnitten. Es ist also 

(S, S') = ao + bo, ,~ ( tS ,  tS ' )  = Co + do. 

Nun iibe man x ~, o ~ r ~ n - - I  aus. Dann wird das Paar • xrS ' durch das 

Paar • x~tS ' getrennt, da die zyklische Ordnung der Grundpunkte auf E 

bei x ~ erhalten bleibt. Also schneiden sich auch • und • Mit analogen 

Bezeichnungen a~, br, Or, dr fiir die Querschnittstficke hat man dann entsprechend 

den obigen Gleichungen 

"~(~rS,~rS')=ar + br, 

also nach (I5, 3) 
n - - 1  

I ~' (s, s ' )  = t; ~ (a, + ~,r), 
r ~ 0  

~(xrtS,  x r tS  ' ) = c r  + dr, 

n- -1  

~ * ( t s ,  t s ' )  = ,)~ Z (Or -[- dr), 
r:O 

und wegen (I5,4) kann man aueh schreiben 

(~6,~) o*(s , s ' )=d*( ts ,  t s ' ) =  : ,-~ F~ (~, + b, + c,. + il,,). 
r~O 
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Andererseits sieht man aus der Figur, dass der kiirzeste Abstand yon S und 

t S '  kleiner ist, als die aus den Strecken a0 und d o bestehende gebrochene Linie. 

Denkt man sich noch x r ausgefibt, so erh~!t man 

f~ (~r S, zr t S ') "~ ar -~- dr 

6~ (• t S ' • S')  < cr d- br. 

Dureh Summation fiber r, Addition und Vergleieh mit (I6, I) erhi~lt man daher 

(~6, 2) d* (S, tS ' )  + d* (tS, S') < 2 d* (S, S'). 

Da man nach (15,4) d*(tS, S') dureh d*(S,t -~ S') ersetzen kann, kann man 

aus (16, 2) schliessen: Behalf man S bei, ersetzt aber S' durch t S '  oder durch 

t -x S' ,  so erh~ilt man in mindestens einem der beiden FNle eine Verkleinerung 

der mittleren Querschnittliinge; w. z. b. w. 

I7. Der a l lgemeine  Fall  des Hauptproblems.  

Wir greifen nun unser tIauptproblem, die Konstruktion yon 1' als Gruppe 

topologischer Abbildungen yon KF auf sich, unter der Voraussetzung an, dass es 

mindestens eine mod T einfache Achse gibt. Diese Vorausse~zung ist jedenfalls 

ffir q > o stets erftillt, indem Randseiten yon KF ja mod T einfach sind. Auch 

fiir geschlossene Fl~tchen, also fiir q = o, ist sie, wie sparer gezeigt werden soll, 

im Allgemeinen erfiillt; es gibt zwar fiir solche einen Fall, in dem sie nicht er- 

fiillt ist, aber dieser stellt, wie sich sparer ergeben wird, etwas sehr spezielles 

dar und erfordert gesonderte Behandlung (w 23--3o ). 

In  w I2 wurde die Einteilung yon K~ durch r Aquivalenzklassen yon rood I '  

e[nfachen und zu je zweien rood T fremden Achsen untersucht. Diese Anzahl 

r i s t  durch die gegebene Gruppe F beschritnkt. Denn zuniichst zerf~llt jede 

Aquivalenzklasse in eine Anzahl ~ I yon Kongruenzklassen. Sei R die Gesamt- 

anzahl yon Kongruenzklassen, wobei somit R ~ r ist. Jeder Kongruenzklasse 

entspricht auf der Fl~tche KF mod 1~' eine geschlossene geodiitische Linie, die 

einfach, d. h. ohne Doppelpunkte ist, da eine mod T einfache Achse a fo r t i o r i  

rood F einfach ist. Zwei verschiedene Kongruenzklassen ergeben dabei zwei 

verscbiedene, nicht homotope geschlossene geod~tische Linien ohne gemeinsame 

Punkte. Man erh~lt also insgesamt R solche. Auf einer Fl~tche endlichen Zu- 
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sammenhangs gibt es aber nur eine beschr~inkte Anzahl unter einander nicht- 

homotoper, einfacher und zu einander fremder Riickkehrschnitte. 

Nun sei 

(I7, I) AI, A ~ , . . . ,  A, 

ein System yon bezgl. T in~quiwlenten Achsen, die einzeln rood / '  einfach und 

zu je zweien rood T fremd sind, und die in dem Sinne ein maximales System 

bilden, dass man nieht eine Achse A,+~ so hinzufiigen kann, dass das erweiterte 

System noch dieselben Eigenschaften hat. Fiir q > o kommt unter (I7, I) ]e ein 

Repr~,tsentant jeder )~quivalenzklasse yon Randseiten yon KF vor. Betrachtet  

man die Einteilung yon KF durch die Achsenmenge 

(I7, 2) TA~ + TA.~ +. . .  + TAr,  

so kann man die Maximaleigenschaft des Systems a uch folgendermassen aus- 

driicken: Is t  B eia beliebiger der in KF dutch die Achsenmenge (I7, 2) ent- 

stehenden Einteilungsbereiche und TB die zu B geh5rige Untergruppe von T 

(w I2), so gibt es in B keine i~ere, rood T~ einfache Achse. Denn w~re Ar+l 

eine solche, so wiirde Ar+l durch ein beliebiges Element t yon T entweder auf 

eine Ar+l nicht schneidende Achse yon B abgebildet, n~mlich wenn t zu T~ 

gehSrt, oder auf eine Achse des yon B verschiedenen Bereiches tB  abgebildet, 

n~mlich wenn t nicht zu TB gehSrt; also kSnnte man Ar+l dem System (I7, I) 

hinzuffigen, was der Maximaleigenschaft widersprechen wfirde. - -  Jede rood 7'1; 

einfache Achse yon B ist also Randseite yon B. 

Nun erweitert man zun~chst nach w 13 und 14 die Gruppe T auf die 

~quivalenzklasse jedes der r Elemente (I 7, I). Da diese ~quivalenzldassen 

keine gemeinsamen Punkte haben, gehen diese r Erweiterungen unabh~ingig yon 

e inander  und mi~ dem in w 13 und I4 angegebenen Grad der Freiheit vor sich. 

Danach ist T nun eine in der gesamten dureh GF abgeschlossenen Achsenmenge 

(I 7, 2) definierte Gruppe topologiseher Abbildungen. 

Damit liegt auch in der gesamten Randpunktmenge eines Einteilungsbereiches 

B die Untergruppe TB als Gruppe topologischer Abbildungen vor. Das nfiehst- 

liegende Ziel ist, diese ins Innere yon B zu erweitern, also :l'~ als Gruppe topo- 

logischer Abbildungen des abgeschlossenen Bereiches B auf sich so darzustellen, 

dass sie auf dem Rande yon B die bereits konstruierte Abbildungsgruppe T~ ist. 

Nachdem dies fiir einen einzelnen Bereich B geleistet ist, ist noch die Erweiterung 
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zu einer Gruppe T in der ganzen durch B bestimmten Klasse iiquivalenter 

Bereiche klarzulegen. 

T+; enth~dlt eine Untergruppe T_'I; von/?;  und diese ist zufolge der Funktional- 

gleiehung Norm~lteiler yon T~. Sei n# die Ordnung der Faktorgruppe TZ/FB. 

Das ist die hSchste in T~ vorkommende Relativordnung eines Elements, also die 

in w I2 als Relutivordnung 

wurde. 

TI~, F~ und ~j~ spielen 

und +~ fiir den Bereieh KF. 

von TIc bezeiehnete Zahl, die dort mit ~ bezeichnet 

somit fiir den Bereich B dieselbe Rolle wie T, F 

Die Erweiterung yon I'~ zu einer Abbildungsgruppe 

in B l~isst sich daher auffassen als ein Sonderfall der allgemeinen Aufgabe der 

Erweiterung yon T zu einer Abbildungsgruppe in K>., niimlich der Sonderfall, in 

welchem /(t,. Randseiten (q > o) aber keine mod T einfuche i~nere Achse besitzt. 

Daher wird dieser Sonderfull der allgemeinen Aufgabe zuniichst im folgenden 

Paragraphen behandelt. 

I 8. E r w e i t e r u n g  v o n  T a u f  Kr, b e i  N i c h t - E x i s t e n z  y o n  m o d  T 

e i n f a c h e n  i n n e r e n  A c h s e n  u n d  q > 0. 

S sei eine beliebig uusgewiihlte Randseite yon KF, S' eine von S ver- 

schiedene, abet mit S bezgl. T iiquiwlente Randseite derart, class der yon S 

nuch S" gerichtete normale Querschnitt a rood T einfach ist. Eine solche Wahl 

yon S' ist n~ch w I6 mSglich. 

Zuniichst wird angenommen, dass a nicht amphidrom ist, dass es also kein 

Element yon T gibt, welches S und S' vertauscht. 

t sei bezgl. T primiir auf S. Der positive Grundpunkt V~ und der negative 

Grundpunkt Ut yon t sind die Endpunkte von S, und S kann als durch t orien- 

tiert betrachtet werden. In Fig. 8 hat man KF bei Durchlaufung yon S zur 

rechten Hand. Sei Q eines der Elemente yon T, welche S in die mit S iiquivalente 

Randseite S' iiberfiihren. Dann ist t ' - - Q t q  -1 primSr auf S' und orientiert S' 

so, duss KF zur Reeh ten  liegt. Die Ges~mtheit der Elemente yon T, welche S 

in S' iiberffihren, kann in der Form 

geschrieben werden, wo ~ ~lle ganzen Zahlen durchl~tuft. Keines dieser Elemente 

ffihrt S'  in S fiber, da a nicht-amphidrom vorausgesetzt wurde. Die Endpunkte 

5 
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von t'"q S'  gehSren  daher  beide dem Bogen Vt Ut' yon E oder  beide dem Bogen  

Vt, Ut von E an 1, und  zwar  t r i t t  fiir gen i igend  kleines v das erstere, und fiir 

geni igend grosses  v das le tztere  ein. Man k a n n  daher  den jen igen  W e f t  v~ yon v 

bes t immen,  fiir den t '~,QS' auf  Vt Ut' und t %+~ Q S' auf  Vt, Ut aufsi tzt .  Bezeichnet  

m a n  dann  

so h a t  man  die in Fig. 8 darges te l l te  Lage  der  Randse i t en  ~S' und t '~S" und 

dami t  auch tier or ien t ie r ten  Querschn i t t e  ~a und  t'~a. Also mi indet  6 auf  S" 

zwischen den beiden Yunk ten  ein, 

Fig. 8. 

von denen ~a und t'~a ~usgehen. ~a geh t  

Fig. 9- 

yon einem P u n k t  zwischen den E inmf indungspunk ten  von a und t ' - l a  aus. Ub t  

man  ~-1 aus, so finder man,  dass a auf  S zwischen den E inmi indungspunk ten  

yon ~-1 a und ~ - l t ' - l a _ _  t -1~-1a  ausgeht ;  es ist j a t '  = QtQ -1 ~ ~tz  -1. 

N u n  wRhle man  (Fig. 9) auf  S willkiirlich einen P u n k t  P. Da  1' schon als 

Abb i ldungsg ruppe  auf dem Rand  yon KF kons t ru i e r t  ist, ist  die ganze Aquivalenz-  

klasse T P  schon definiert. Speziel[ sind ~ P  und t '~P zwei verschiedene P u n k t e  

yon S'.  Zwischen diesen w:,i.hle man  beliebig einen P u n k t  Q und zeichne den 

ger ich te ten  Querschn i t t  s : P Q ,  der nun  im Al lgemeinen n icht  mehr  auf  S und 

S '  senkrecht  s teht .  Bezeichnet  Q je tz t  ein beliebiges E lement  von 1', so sei Qs 

der  Querschni t t ,  der yon QP nach Q Q ffihrt .  Es wird nun behaupte t ,  dass s 

1 BSgen des Randkreises E werden durch Anfangs- und Endpunkt bezeichnet, wobei recl~ts- 
liiufi.qer Umlauf um E vorausgesetzt sei. 
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einfach rood T ist, d. h. ffir kein ( ~  T yon Q s geschni~en wird. Das sieh~ 

man dureh Bet rachtung folgender  Einzelfiille: 

I) I s t  QS----S, so ist o a t  ~, ~lso Q S ' - ~ t ~ S  '. Fiir v > o l i e g ~ Q P a u f P V t u n d  

Q auf der Randseite t ~ S', die zum Bogen Vt Ut' gehSrt;  also schneider es nicht  s. 

Analog fiir v < o. 

2) I s t  Q S' ~= S', so ist e = t",  und eine analoge Bet rachtung ergibt wieder, 

dass (~s n icht  s schneider. 

3) I s t  QS-----S', so ist Q = t'v~, ffihrt  also yon t ' ~ P  nach einem P u n k t  der 
~T r l Randsei te  t'~ ~ S '. Fiir v ~ o  liegt t'" ~ P auf  Q t', and die Randsei~e t ~ 7: S 

gehSrt  zum Bogen Vt, Ut. Also schneider Qa nicht  o. Analog ffir v ~ o. 

4) I s t  QS' ~ S, so bemerkt man durch Ausfibung yon z- l ,  dass P zwischea 

~-IQ und ~- - i t ' - lQ_~ t - l v - l Q  liegt, and  nach dem in Fig. 8 fiber die Rand- 

seitenlage gefundenen ergibt sich auch hier kein Schnit~punk~. 

5) Liegt  keiner der F~lle I)--4) vor, so sind S, S' u n d e S ,  e S '  vier ver- 

schiedene Randsei ten yon Ks,, und die beiden Paare ~rennen einander  niche, da 

der norm~le Querschni t t  a nicht  yon ()a geschnit ten wird. Dann  wird uber auch 

s nicht  yon 0s geschnit ten.  

Dumit  ist gezeigt, dass der Querschni t t  s in der Ta t  rood T einfach ist. 

Wie ffir den normalen Querschnit~ a gilt  auch fiir den Querschni t t  s, dass 

seine ~quiwlenzklusse  T s  in n Kongruenzklassen zerf~llt, die entsprechend (I 5, 2) 

durch 

repr~isentiert werden. Dementsprechend ergibt sich die ErweiCerung yon T auf  

Ts,  die wir nun vornehmen wollen, - -  in den Endpunk ten  liegt sie ]a schon 

vor - -  hier in sehr einfacher Weise: x bezeichne eine beliebig gew~thlte topoIo- 

gische Abbildung des gerichteten Querschnit ts  s auf den gerichteten Querschnit t  

zs, yon us ~uf z2s, . . . ,  yon x'~-2 s a u f  zn--18, Um z auch auf zn-~s zu definieren, 

setzt man dort 
Z X  ~_/~--  (n--l) X~ 

da ja •  in T sein sollte. D~mit. ist r in einem Fundument~lbereich fiir F 

in T s  erkl~rt. Durch die Funkt ionalgle iehung.  x f x  ~ f ~ z x  wird x danach in 

ganz T s  erkl~r~. Ei~ beliebiger Querschni t t  aus T s  ist nun  durch ein beliebiges 

Element  yon T auf denjenigen Querschni t t  topologisch abgebildet, uuf den seine 

Endpunkte  berei~s ~bgebildet waren, and  die Funkt ion~lgle ichung ist  dubei 

erffillt. 
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Noeh einfacher spricht sich diese Erweiterung aus, wenn man auf die Frei- 

heir in der Wahl der topologischen Abbildung verzich~et, indem m a n  sie, wie 

frriher schon angedeutet, speziell w~hlt: Bildet man einen beliebigen Querschnitt 

aus Ts durch ein beliebiges Element ~ T li~ear auf den Querschnitt ab, auf 

den seine Endpunkte bei Q abgebildet sind, so ist das eine richtige Erweiterung 

yon T auf Ts, denn die Funktionalgleichung wird dabei yon selbst erfiillt. 

Durch die Querschni~tmenge Ts wird KF in nichteuklidisch-konvexe Bereiche 

zerschnitten, deren Rand aus geradlinigen Stricken gebildet wird. Diese sind 

Fig. IO. 

n~mlich I) Querschnitte, 2) Stiicke yon 

Randseiten aus der Aquivalenzklasse TS, 

die zwischen einem Ausgangspunkt und 

einem Einmrindungspunkt yon Quer- 

schnitten liegen, 3) eventuell riberdies 

noch Randseiten yon KF, die nicht zur 

~quivalenzklasse T S  gehSren. 

Nun betrachte man (Fig. IO) den- 

jenigen Einteilungsbereich C, der an s 

grenzt und bei Durchlaufung yon s zur 

Linken tiegt. Aus der Figur sieht man, 

dass dasjenige polygonale Randstiick R 

yon C, zu dem s gehSrt und das ab- 

wechselnd aus Randstrecken erster und 

zweiter Art gebildet wird, durch v so auf 

sich abgebildet wird, dass es dabei um zwei Strecken vorw~rts rfickt. Is t  also 

yon end!icher Ordnung )~, so ist R e i n  konvexes Polygon mit z 2 Seiten und 

bildet den vollst~ndigen Rand yon C. Angenommen, ~ sei yon unendlicher 

Ordnung. Dann hat R unendlich viele Seiten, diese h~ufen sich gegen die Grund- 

punkte von ~, und die Achse A~ von �9 geh5rt zu C. Das Randstrick R verliiuft 

in einem Abstandsstreifen yon A~. Dann ist A~ einfach mod T. Denn man 

nehme an, A~ wrirde yon (~A~: Ae~e-1 geschnitten. Dann betrachte man den- 

jenigen Einteitungsbereich C*, der links yon s*-~Qs liegt. Frir diesen spielt 

~* :Q~Q-1  dieselbe Rolle, wi.e ~ ffir C. Es ergibt sich also ein polygonales 

Rands~rick R* yon C* in einem Abstandsstreifen yon A~, ~ QA~. Da sich A~ 

und A~, schneiden, mrissen sich die beiden Abstandsstreifen, also auch R u n d  

R* schneiden, und das ist unmSglich, da das yon R und A~ umschlossene G e b i e t  

ganz zu C geh5rt. Also ist A~ mod T einfach und darum nach der Voraussetzung 
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dieses Pa rag raphen  Randsei te  y o n  KF und dami t  aueh yon C. Der  vollst~indige 

Rand yon C wird also im Falle eines ~ yon unendl icher  Ordnung  durch R, A~ 

und die Grundpunk te  yon ~ gebildet. 

Sowohl bei endl icher  wie bei unendl icher  Ordnung  yon ~ gilt, dass C links 

yon allen zu seinem Rand  gehSrigen ger ieh te ten  Querschni t ten  aus der Menge 

Ts liegt, und ferner ,  dass v p r imer  in T ist. W~ire n~mlich ~ nicht  prim~ir, so 

kSnnte  man ein E lement  Q c I', yon dem r eine Po tenz  is~, so w~thlen, dass das 

Randse i tenpaar  oS,  Q~S das P a a r  S, ~S t rennte ,  und  dann wiirden s u n d  #s 

e inander  schneiden. 

Fiir  den anderen  an s grenzenden Einte i lungsbereich C' spielt  ~'-~ ~t = t'~ 

dieselbe Rolle, wie ~ ffir C. Hierbei  l iegt  C" rechts  yon allen zu seinem Rand  

geh5rigen Querschni t ten.  

Aus der obigen Be t rach tung  geht  zugleich hervor,  dass durch  ein beliebiges 

E lement  q yon 27 der vollst~ndige Rand  yon C auf  den vollst~tndigen Rand  des 

links yon r l iegenden Eintei lungsbereiches  abgebildet  wird. Man kann diesen 

Bereich daher  in e indeut iger  Weise dureh # C bezeichnen. Somit  reproduzier t  

sich die durch  Ts bewirkte  Ein te i lung  yon KF bei ganz T. Insbesondere  bilden 

diejenigen Elemente  r yon T, fiir welche # C ~- C ist, eine Untergruppe  Tc yon T. 

Fiir  ein solehes Q muss s auf einen zum Ran d  yon C gehSrigen Querschni t t  ab- 

gebildet  werden, und diese werden du tch  die Menge ~'s erschSpft .  Also wird 

Tc yon ~ erzeugt;  ebenso wird To' yon ~' erzeugt.  W/~hlt man in einem belie- 

bigen Bereich der Ein te i lung eine zu Ts  geh5rige Randstrecke,  so l~isst sich 

diese du tch  ein Element  yon T auf  s abbilden, und der Bere ich  muss dabei C 

oder C' entsprechen,  je nachdem er links oder  rechts  yon der gew~i.hlten Rand- 

strecke liegt. Man sieht  daher:  

Die durch Ts hervorgebrach ten  Einte i lungsbere iche  zerfallen in genau zwei 

Aquivalenzklassen.  Die zu einem Einte i lungsbere ich  gehSrige Untergruppe  yon 

T ist en tweder  zyklisch oder  frei  mit  einer  Erzeugenden.  

Es ist  nun  leicht, durch einen le tz ten Schr i t t  zu einer  Ein te i lung  zu getangen,  

bei der die zu den einzelnen Bereichen gehSrigen Unter~oTuppen yon T n u r  aus 

der Identit~it bestehen:  

Wir  wollen den Bereich C unter te i len  und nehmen zuniichst an, dass ~ yon 

unendl icher  Ordnung  ist. Man verbindet  (Fig. 11) einen auf  S zwischen 19 und  

z - l Q  gew~hlten P u n k t  X mi t  einem beliebigen P u n k t  Y yon A~ durch einen 

Querschni t t  r. Das BiM (~r yon r bei Q~ T soll der  die P u n k t e  r  und e Y 

verbindende Querschni t t  sein. Dann ist r e infach rood T. Denn  in C hat  r 
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nu r  die Bilder , ' r ,  --oo < v < oo, und diese t reffen r niche; siehe die Figur.  

C wird du tch  Tcr und  entspreehend die gauze Aquivulenzklasse TC durch T r  

in Sechsecke eingeteilt .  Sei D das an s s%ossende. Man erweiter~ nun un- 

mi t te lbar  T auf  Tr, wie dies oben bei s gesehah, etwa linear. Die Ein te i lung  

reproduzier t  sich dann bei T. Dass die zu D gehSrige Untergruppe  yon T nur  

�9 ~us der  Iden t i t s  besteht,  sieht man z. B. daran, d~ss D nur  eine zu Ts gehSrige 

Randsei te  hut. 

Sodann nehmen wir an, dass �9 die endliche Ordnung  Z ha t  (Fig. I2). Dunn 

muss Z >  2 sein, d~ �9 sonst  S und  S'  ver tauschen wiirde, was der Anfangs-  

z;S 

Fig. II .  Fig. I2. 

voraussetzung eines n icht  amphidromen Querschni t tes  widerspriiche. C ist ein 

2 b E c k .  Man wiihle in C beliebig einen Punk~ Y und  setze lest, dass 

y _~ ~ y = ~ y ..... ~-i y 

s e i n  so l l .  Is% n u n  ~ = / ~ ,  so  wi~hle  m a n  i n  x C, :,2 C, . . . ,  x ~ -1  O w i l l k i i r l i c h  

Punkte ,  die mi t  x I7, z~Y, . . . ,  z. ~-I Y bezeichnet  werden. Nun  ist jeder  mi t  C 

bezgl. T iiquivalente Bereich C* mi t  einem der /, Bereiehe 

C, zC,  . . . .  z,"-I C 

bezgl. F i~quivulent, d. h. kongruent .  I s t  

C*-~]cxqC, o ~< q =</*--  I, k c / ~ ;  
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so bes t imme man  in C* den P u n k t  kz~Y. I n  der so b e s t i m m t e n  P u n k t m e n g e ,  

die wir  T Y  nennen,  wird nun die Abbi ldung  z durch 

xkz~i y -= kix~l+l y 

definiert, falls q < # - - I  ist. Wie  in (I3,  5) g ibt  es eine Durs te l lung  

(der W e r t  a = o k o m m t  hier  n icht  ~n Frage),  und  man  setzt  

zlcz ,~'-1 Y =  X~'igz"Y = ]czg IL 

D a m i t  ist  die Abb i ldungsgruppe  T in ganz T Y  erklitrK 

N u n  w~thlt man  wieder  e inen P u n k t  X auf  S zwisehen P nnd ~-1 (  d und 

bezeiehnet  mi t  r die Verb indungss t reeke  X Y. Fiir beliebiges O~ T sei # r  die 

Verb indungss t reeke  y o n  r  und  o Y. D a n n  is t  r e infaeh rood T, abgesehen  

yore E n d p u n k t  Y, denn yon T r  l iegen nur  ,~'r, o ~ < ; l - - I ,  in C, und diese 

haben  nur  Y gemeinsam.  N a n  kann  daher  sofor t  T auf  T r  erwei tern,  e twa 

l inear.  

U n t e r  den dureh  T r  in T C en t s t ehenden  Ein te i lungsbere iehen ,  die alle 

Fi infeeke sin& sei D der  an s grenzende.  Wiede r  gehSr t  zu dem Bereieh D 

nu r  die U n t e r g r u p p e  I yon T. Der  volls t~ndige l~and yon D wird dureh ein 

voa  tier [den t i t~ t  verschiedenes  E l e m e n t  yon T auf  den vol ls t~ndigen Rand  eines 

yon D verschiedenen Bereiehes abgebi lde t ;  dieser kann  dureh  das Bild der allein 

zu T s  gehSrigen Rands t r eeke  s des Fi infeeks D bes t immt  werden.  

Die E rwe i t e rung  yon T ~uf T C wird 

endl icher  O r d n u n g  geme insam besprochen.  

nun  fiir ~ yon endl icher  oder  un- 

sei von der Re la t i vo rdnung  Z, 

)~tt ~- n, z" - -  g,~, o =< a ~ tt - -  I. 

Sei �9 eine topologische Abbi ldung  von D auf  ~D, yon ~ D  auf  * " D , . . . ,  

von ~.-2 D auf  ~'-~ D, die sich an die auf  dem voilst~tndigen R a n d  dieser  Bereiche 

gegebene  s te t ig  anschliesst .  W i r  be t rach ten  nun die Bere iehmenge  

M = D  + , D + ~ D + . . . 4  ~ - ~ D ,  

die ffir ein �9 yon endl icher  Ordnung  den vollst~indigen Bereich C und ffir un- 

endliche Ordnung  yon �9 einen Tei lbereich yon C ausmaeht .  D e r  Be re i chmenge  

M en t sp r ich t  in x~ C, o < q ~ # - -  I, eine ebensolche Bereiehmenge,  die durch  

die Abbi ldung  der  R~nder  der Teilbereiche,  die ja  berei ts  vorl iegt ,  vollst~tndig 
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bes t immt ist; wir bezeichnen diese mi t  M(~. N u n  sei z eine topologische Ab- 

bi ldung yon M auf  ~I~, yon M~ auf ~ r .2 , . . . ,  yon M,-,2 auf M~-~, die sieh an 

die auf  den R~tndern der Tei lbereiche gegebene stet ig anschliesst.  

( ,8,  M +  + . .  + 

ist ein Fundamenta lbere ich  ffir F in TC,  und die Erwei te rung  yon T auf  T C  

ergibt  sich nun  fas t  wSrtlich wie in w 13. Es wird genfigen anzugeben,  dass 

hier  ~ s ta t t  t, D s tar t  s und M s tar t  S s~etlt. Es ist ~ =  h c F ,  wobei h ffir 

ein ~ yon endl icher  Ordnung  die I i s t .  lgach Auslassung der  abgeschlossenen 

b e z w .  halboffenen Rands t recke  ~r  (fiir ein z yon unendl icher  bezw. endl icher  

Ordnung)  ist D ein Fundamenta lbe re i ch  fiir T in T C. 

Ganz entsprechend,  und unabhiingig yon der Kons t ruk t ion  in T C, wird T 

auf  die ~quivalenzklasse  T C' des rechts  yon 8 ge!egenen Einte i lungsbereiches  

C' erweitert .  Die beiden Erwei te rungen  schliessen sich s tet ig an einander ,  da 

T C und T C' nur  liings Ts  ane inander  grenzen und beide Erwei te rungen  auf  Ts  

ja  mi t  der dor t  bereits  vor l iegeuden Gruppe  T i ibereinst immen.  

Dami t  ist dann T yon GF zu einer in ganz KF + GE bes tehenden  Gruppe  

topologischer  Abbi ldungen erweiter t ,  wie es ver langt  war. Zur  Verdeut l ichung 

des Ergebnisses sei noch das f01gende hinzugefi igt :  

Der  Teilbereic h D yon C bildet mit  dem entsprechenden  Tei lbereich D '  yon 

C' zusammen einen Fundamenta lbe re i ch  fiir T in KF, wenn man,  wie oben an- 

gegeben, eine geeignete  Menge y o n  Randpunk ten  fortlgsst .  Ident i f iz ier t  man  

bezgl. T ~quivalente Randpu n k t e  yon D + D',  so en t s teh t  die Modulflh'che KF 

rood T der kons t ru ie r t en  per iodischen Abbildung, und KF mod F i s t  eine reguli~re 

13berlagerungsflgche mi t  ,~ Blgt tern  fiber K ,  , rood T. Je  nach den Ordnungen  

oder  l~ela t ivordnungen von ~ und ~', die yon e inander  unabhgngig  sind, ergeben 

sich ffir gegebenes n e i n e  endiiche Anzahl  von Typen  dieser {Jberlagerung. 

Ident i f iz ier t  man in den Figuren  t I  bezw. i2 die P u n k t e  yon r mit  den ent- 

sprechenden yon , r ,  so ha t  die aus D en ts tehende  Fliiche das Geschlecht  :Null 

und zwei bezw. eine Randkurve .  Analoges gilt  fiir die aus D '  en ts tehende  Fl~iche. 

Fiigt  mart diese beiden Flgchen lgngs des Randstfickes s zusammen, so ha t  die 

en ts tehende  Modulfli~che das Geschlecht  Null. Die zu den Randsei ten  S und ,S" 

yon KF gehSrigen Randst i icke yon D und D' schliessen sich dabei zu einer  

Randkurve  tier Modulfliiche zusammen (Fig. 13). Sind ~ und ~' beide yon un- 

endl icher  Ordnung,  so erg ib t  das auf  A~ gelegene Randstfiek yon D und ebenso 

das auf A,, gelegene Randstf ick yon D'  je eine weitere Randkurve  tier Modul- 
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fl~che, und diese ist also homSomorph einer Kugelfl'~ehe, aus der drei Elementar- 

fl~chenstficke entfernt  sind (Kugel mit drei LSchern). Dabei ist KF mod F 

unverzweigt fiber K~, mod T. Ist  dagegen � 9  endlicher Ordnung, so entsteht,  

wie man aus Figur I2 sieht, aus dem Eckpunkt  Y yon D ein Punkt  der Modul- 

flSche, fiber welchem KF mod F verzweigt ist, indem je ). Bl~itter um den Ver- 

zweigungspunkt zusammenh~ngen. Wenn a l s o ,  oder ~' bezw. beide yon endlicher 

Ordnung sind, so werden eine bezw. zwei Randkurven der oben gefundenen 

Modulfl~che durch Verzweigungspunkte ersetzt. 

- 4 <  I 
\ Y�89 

Fig. 13. Fig. I4. 

Zu Anfang dieses Paragraphen wurde angenommen, dass der yon S nach S' 

fiihrende normale und rood I '  einfache Querschnitt  a nicht amphidrom sei. Es 

bleibt die Anderung der Konstrukt ion kurz zu besprechen, die erforderlich ist, 

wenn a amphidrom ist. 

Sei ~ das eindeutig bestimmte Element von 2", welches S und S' vertauscht. 

Dann ist z~=:I. Ist wieder t bezgl. 2" prim~tr auf S, so ist t ' - ~ t z - l - ~ t ~  

primitr auf S'~-~S. Man w~hlt wieder (Fig. I4) einen Punkt  P willkfirlich auf S. 

Dann ist ~P  zufolge der schon auf den Rand yon KF erweiterten Abbildungs- 

gruppe I '  ein bestimmter Punkt  yon S'. Sei s der P und ~ P  verbindende, im 

Allgemeinea nicht normale Querschnitt. Wir  sehen hier yon einer Orientierung 

von s ab. Fiir beliebiges Qc T sei Qs der QP und Q~P verbindende Querschnitt. 

Dann i s t s  wieder einfach rood T: Ffir Q = t  + bezw. Q~- t  '*', ~ o ,  also S bezw. 

S'  fest bei q, sieht man wie frfiher, dass s nicht yon Qs geschnitten wird. 

Fiir Q ~ ~ kommt s mit u  tier Endpunkte mit sich zur Deckung. 
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Fiir QS'~-S ,  Q ~ ,  hat man 0----t'~, ~ = o ,  und dabei liegen Q~P~-t~P und 

@ S ~  t 'S '  auf der gleichen Seite yon s, sodass @s nicht s schneider; analog fiir 

Q S-~  S', Q =~ ~. In alien anderen F~tllen erh~ilt man wieder zwei einander 

nicht trennende Paare yon Randseiten von KF, d a a  mod T einfaeh war. Also i s t s  

einfach mocl T. 

Die _~(quivalenzklasse yon s zerf~llt hier in ~-~ Kongruenzklassen. Man er- 
2 

kennt daraus leicht den Grad der Freiheit, den man bei der Erweiterung yon T 

auf Ts hat. Der einfachen Darstellung halber benutzen wir die spezielle Fest- 

setzung: Ein beliebiger Querschnitt aus Ts wird bei Qc T auf denjenigen Bild- 

querschnitt linear abgebildet, auf dessen Endpunkte seine Endpunkte bereits 

abgebildet sin& Z. B. wird dann s bei ~ mit umgekehrter Durchlaufung auf 

sich abgebildet, wobei der Mittelpunkt Y festbleibt. 

Nun betrachtet man wieder die durch Ts  bewirkte Einteilung yon KF in 

konvexe Bereiche. Alle Ec~rpunkte der Einteilung gehSren zu T P  und bilden 

ganz TP.  Sei C' einer der beiden an s greuzenden Bereiche. In der Figur ist 

ein Tell seiner Berandung angedeutet. Setzt man wieder ~'-~ ~t ~ t'~, so wird 

das Randstiick R yon C', zu dem s gehSrt, wieder so auf sich abgebildet, dass 

es um zwei Randstrecken vorw~rts riickt. Es kommt also wieder darauf an, ob 

v' yon endlicher Ordnung 4' oder yon unendlicher Ordnung ist. Im ersten Fall 

ist C' ein 2)/-Eck, im zweiten Fall wird C' yon dem Randstiick R, das un- 

endlich viele Seiten hat, der Achse yon A~,, die rood T einfach, also Randseite 

yon KF ist, und den Grundpunkten yon ~' berandet. 

Ein Unterschied gegen den vorigen Fall besteht darin, dass hler die Xqui- 

valenzklasse T C' bereits ganz KF ausmacht; denn jeder Einteilungsbereich enth~lt 

ja eine mit s bezgl. T ~quivalente Randseite, ist also mit einem der beiden an 

s grenzenden Bereiche ~tquivalent, und diese sind unter sich {tquivalent, da sie 

sich bei �9 vertauschen. 

Die Konstruktion yon T in T C' -~ K~, geschieht nun im iibrigen genau wie 

friiher, indem man in C' einen Teilbereieh D' konstruiert, dessen zugehSrige 

Untergruppe von T nur aus der Identit~t besteht. 

Im Grunde ist dieser Fall eines amphidromen Querschnitts nur eine Aus- 

artung des erst betrachteten Falls eines nicht-amphidromen Querschnitts und 

l~tsst sich unter diesen durch folgende Betrach~ung subsumieren: Bei nicht 

amphidromem Querschnitt musste ~, wenn es yon endlicher Ordnung war, eine 

Ordnung ~ ~ 3 haben, wobei C ein 2~-Eck bildete. L~isst man hier auch den 
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Wert  ~ - - 2  zu, so muss C ein Viereck werden, yon dessen Seiten zwei gegen- 

iiberliegende auf S und S r liegen, w~hrend die beiden anderen yon Querschnitten 

gebildet werden, yon denen der eine yon S nach S', der andere von S'  nach S 

gerichtet ist. Bei unserer Konstruktion gibt es aber immer nut  einen Querschnitt 

zwischen S und S'. Man wird also zu einer Ausartung des Vierecks durch 

Zusammenfall yon zwei Gegenseiten geffihrt, sodass das Viereck zu einer doppe]t 

durchlaufenen Strecke, eben dem amphidromen Querschnitt, wird. Der in dem 

2~-Eck enthaltene Punkt  Y, der zu einem Verzweigungspunkt der Ordnung )~ 

fiihrte, wird bei der Ausartung zum BIittelpunkt Y yon s, der bei der Uber- 

lagerung yon KF mod I '  durch Ks." rood F einen Verzweigungspunkt der 0rdnung 

2 hervorruft. Auch die Reduktion der Anzahl yon _i(quivalenzklassen der Ein- 

teiiungsbereiche yon 2 auf I wird dadurch versti~ndlich, indem im amphidromen 

Fall die Querschnittmenge Ts selbst die eine ~quivalenzklasse vertritt. 

I9. E r w e i t e r u n g  y o n  T a u f  K~. be i  E x i s t e n z  y o n  rood  T ein- 

f a c h e n  Achsen .  

Wir kehren nun zu dem allgemeinen Fall yon w 17 zuriick. Voraussetzung 

ist also nur die Existenz yon mindestens einer rood T einfachen Achse. Die 

Einteilung yon KF durch die ~quivalenzklassen (I7,2) eines maximalen Systems 

(I7, I) yon mod T einfachen und paarweise fremden Achsen liegt vor, und T ist 

auf diese Achsenmenge erweitert. 

B sei ein beliebig herausgegriffener Einteilungsbereich, T~ die zu B geh5rige 

Untergruppe yon T und ~, das in ~ I 7 mit nB bezeichnet wurde, die Relativ- 

ordnung yon TB, d. h. die Ordnung yon TJ_FB oder der damit isomorphen 

Gruppe [T~]/F. Setzt man Z#-~ ~, so zerf~llt T B  in /~ konjugierte Kongruenz- 

klassen, die durch 

(I9, I) B, xB, z ~ B , . . . ,  : ~ - I B  

repr~sentiert werden; siehe (I2, t). 

Nun kann man zunRchst nach w 18 die Gruppe T~ zu einer in B bestehenden 

Gruppe yon topologischen Abbildungen erweitern, da die Voraussetzungen yon 

w I8, wie in w I7 dargelegt, ja hierbei erfiillt sind. Ist  nun ~ > I, so ist das 

gleiche zuniichst fiir die iibrigen /~- - I  Bereiche yon (I9, I) zu leisten. Nun 

liegt bereits eine topologische Abbildung ~ des Randes yon B auf den Rand yon 

z B  vor. Dadurch werden insbesondere die auf dem Rande yon B als Einteihngs- 
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punkte  benutz ten  Punk t e  auf  den Ran d  yon z B i ibertragen,  und man kann dor t  

die den Querschni t ten  yon B en tsprechenden  Querschni t te  ziehen. Dann  kann 

man x durch eine etwa wieder l ineare Abbi ldung der Querschni t te  yon B auf  

die en t sprechenden  yon • B erwei tern.  

Nun  ist die Gruppe  T ~  = z TBX -1  des Bereiehs z B  der Gruppe T~ isomorph. 

I s t  das erzeugende Element  �9 der Gruppe  Tc eines Einte i lungsbereiches  C in B 

yon einer endl ichen Ordnung,  die hier  mit  )~ bezeichnet  sei, ist also C ein 

2~-Eck ,  so hat  auch die Gruppe T ~ c =  z T c z  -1 des entsprechenden Eintei lungs- 

bereiches z C in xB  eine Erzeugende x~x -1 derselben Ordnung  ~ ,  und  z C ist 

). 
ebenfalls ein 2 ~-Eck.  Es sei t~ ~ ~ '  wobei man er innert ,  dass ~ ~-~ nn dem n 

yon w 18 entspr icht ,  wiihrend fiir ;~ und tt~ in w I8 ~ und tt geschrieben wurde. 

Das in 18 mit  x bezeichnete Element  ist je tz t  ein gewisses E lement  z~ yon TB. 

Bei der Erwei te rung  yon T~ auf B n a c h w  18 wurden dann  in den Bereichen 

(I9, 2) C, XBC . . . .  , Xt/~/-1 C 

beliebig tt~ Punk t e  gew~ihlt, die mit  

( 19, 3) Y, z~ Y, . . X ~v-1 .Y. 

bezeiehnet  sind. Die Riinder der Bereiehe (I9, 2) sind durch x auf R~inder ent- 

sprechender  Bereiche in z B abgebildet ,  die mit  

(i9,4) gC, X~BC,..., Xz% v-1 C 

zu bezeiehnen sind. In  diesen withlt man  nun je einen P u n k t  und bezeiehnet  

ihn beziehungsweise mit  

~e~--I zY,  •  . . . .  z• Y, 

indem die Punk t e  (19,5) die Bilder der Punk te  ( I 9 , 3 ) b e i  der festzusetzenden 

Abbi ldung z yon B auf •  sein sollen. - -  I s t $  dagegen yon unendl icher  Ord- 

nung,  so sind die mi t  den Bezeichnungen (19, 3) versehenen Punk te  Randpunk te  

yon B, ihre Abbildung durch  ~ ist  also bereits  festgelegt.  (Es ist m. a. W. die 

Wil lki i r  in der W a h l  yon Y als im~erem P u n k t  yon C im Falle eines �9 yon 

endl icher  Ordnung,  die diese genaue Fes tse tzung der Bi ldpunkte  (19, 5 )yon  (I9, 3) 

b e i  x erforder l ich maeht.)  
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Die in w I8 durch  den Buchstaben X gekennzeiehneten Punk te  l iegen alle 

auf  dem Rande  yon B ,  ihre Bilder bei • sind also definiert.  Also kann man 

nun  auch die zur Hers te l lung  der D-Bereiche verwendeten Teilungsl inien der 

Bereiche (I9, 2) (~lso die m i t r  = X Y u. s. w. bezeichnete  Lin ien  der F iguren  

II und I2) durch  eine e twa l ineare Abbi ldung • auf  die Bereiche (~g,4) iiber- 

t ragen.  Wie in (I8, I) und (~8, 2) bestimm~ man nun einen Fnndamenta lbe re ich  

fiir F~  in :T~ C, bestehend aus Z~t t~=Z D-Bereichen.  Die bereits  auf  den 

R~ndern  dieser Z D-Bereiche vorl iegende Abbi ldung x erwei ter t  man beliebig topo- 

logisch auf  das Inhere .  Dann  kann man danach durch die Funkt iona lg le ichung  

x f = f z •  eine Abbi ldung x yon ganz TB C auf  die en tspreehende  Bere ichmenge  

in x B  erzielen. 

I s t  der zur E in te i lung  yon B verwendete  Querschni t t  amphidrom, so erschSpft  

T ~ C  ganz B. Is t  er n icht  amphidrom,  so gibt  es noch genau eine weitere 

Aquivalenzklasse Ts  C' yon Bereichen,  und diese wird ganz en tsprechend behan- 

de l t .  Danach  ist dann die AbbiIdung x des Bereiches B auf  den Bereich x B  

hergestel l t ,  und  • TB• -~ ist also als Gruppe yon topologischen Abbi ldungen yon 

x B  in sich dargestellr 

I s t  tt > z, so setzt man in der gleichen Weise x als topologische Abbi ldung 

yon z B  auf  ueB, yon x~B auf  xaB . . . .  , yon z.~-2B auf  x z - l B  lest. Um nun  • 

auch in z , " - lB  zu erkl~iren, w~hlt man  in TB ein zur Restklasse [x ~] geh5riges 

Element .  tt ist ja  der  kleinste positive Exponent ,  fiir welchen T~ in [x~] ver t re ten  

ist. Sei q~ ein solehes Element  yon T~. Es gibt  also ein g c F so, dass 

~t~ = gq~ 

ist. GehSr~ der P u n k t  x zu z ,(e-1 B, SO setzt man 

und das is~ definiert,  da x-is~-~/x zu B gehgrt .  

Da jeder  Bereich der )i_quivalenzklasse T B  mit  einem der tt Bereiche (I9, I) 

kongruen~ is~, kann man danach mittels  der Funkt iona lg le ichung  die ganze 

Grupi~. T auf ganz T B  erwei~ern. 

~rschSpf t  die Aquivalenzklasse T B  nicht  ganz KF, so wende man dasselbe 

Verfahren  auf  eine zweite  Bereichklasse an und fahre so fort ,  bis man nach 

erd l ich  vielen Sehr i t ten  zu Ende  kommt.  Da die Abbi ldung zweier Nachbar-  

bereiehe auf der ihnen gemeinsamen Achse aus der Menge (I7, 2) mi t  der dort  
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im Voraus konstruierten iibereinstimmt, ist es sichergestellt, dass die Gruppe T 

dabei aus in ganz Ks  stetigen Abbildungen besteht. 

Dadurch ist das t tauptproblem unter der in w I7 gemachten Voraussetzung, 

dass es mindestens eine rood T einfache Achse gibt, gelSst. Wenn wir auch 

die Allgemeinheit der Konstruktion stellenweise dadurch eingeschr~inkt haben, 

dass wir zur Vereinfachung der Ausdrucksweise yon linearen Abbildungen Ge- 

braueh maehten, so wird der Grad der Freiheit in der Konstruktion yon T in 

K r  doch genfigend deutlich aus der Darstellung hervorgehen. 

Gibt es v in~iquivalente B-Bereiche, und wKhlt man in dem /-ten derselben 

den in w 18 mit D + D' bezeichneten Teilbereich Di + D~ aus, --- im Fall eines 

amphidromen Querschnitts besteht Di nur aus dem Querschnitt, - -  so bilden 

(19, 6) D1 + D'I + D~ + D'~ + ... + D~ + D'~ 

einen Fundamentalbereieh fiir T in KF, wenn man die Randpunkte yon (19,6) 

geeignet mitzi~hlt. Durch Identifizierung bezgl. T gquivalenter Randpunkte yon 

(I9,6) erhglt man die Modulfliiehe KF rood T, die nun auch positives Geschleeht 

erhalten kann. Sie hat so viele Randkurven, wie es bezgl. T ~quivalenzklassen 

yon RandseRen yon KF gibt. 

~o. Mitt lere Verschiebungsl~inge.  

Die dargestellte LSsung der Aufgabe, T als Abbildungsgruppe in K~. zu 

konstruieren; beruhte auf der vorausgesetzten Existenz einer rood 2" einfachen 

Achse. Es bleibt also die Berechtigung dieser Voraussetzung zu untersuchen. 

Um die Existenz rood T einfacher Querschnitte nachzuweisen, wurde in w 15 

eine Mittelbildung der Lgnge normaler Querschnitte ffir ein vollst~indiges System 

(15, 2) yon inkongruenten innerhatb einer Aquivalenzklasse vorgenommen nnd in 

w 16 bewiesen, dass ein Querschnitt mit kiirzester mittlerer Lgnge rood T 

einfach ist. Es soll nun zum Nachweis der Existenz rood T einfacher Achsen 

dasselbe Verfahren auf Verschiebungsl~ingen start Querschnittl~ingen angewandt 

werden. Doch liegen die Verhgltnisse bei Achsen etwas verwickelter als bei 

Querschnitten. 

Sei t ein Element unendlicher Ordnung in I '  mit der Relativordnung l und 

t ~ f c l / .  Dann ist nach (8, I) die Verschiebungsl~inge Lt yon t durch 

I (2o, I) L~ = ~ Lf  
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definiert. Sei Z die Multiplizit~t yon t, d. h. n a c h w  Io die Relativordnung des 

prim~ren Elements, yon dem t eine Potenz ist. Ist  A # = n ,  so zerf~llt nach 

w I I die .~quivalenzkt~sse yon t in fz konjugierte Kongruenzklassen. Wie in 

w I I bemerkt, haben kongruente Elemente gleiehe Verschiebungsl~tnge, sodass 

man yon der Yerschiebungsl~tnge einer Kongruenzklasse spreehen kann. Wir 

definieren nun : 

Der Mittelwert der Versehiebungsl~nge der p dm'eh t bestimmten Kongruenz- 

klassen wird mit L7 bezeiehnet und nffttlere Verschiebungslh'nge yon t genannt. 

L * ist eine Invariante gegenfiber Transformation innerhalb 2". Denn in 2' 

konjugierte Elemente gehSren zu derselben Aquivalenzklasse, bestimmen also 

dasselbe System yon Kongruenzklassen. 

Die Zahlen L* haben keine H~ufungswerte. Denn die Zahlen L haben naeh 

w 9 keine H~iufungswerte, und zwisehen diesen finder Mittelbildung fiber eine 

durch n besehrs Anzahl start. 

l~epr~sentanten der # konjugierten Kongruenzklassen erh~lt man nach w 11 

durch Transformation yon t mit u', o ~ v =< t t - -  I, und diese Elemente haben 

alle die Rela~ivordnung I. Also ist 

(20 ,  2) L "  - i_ ~ - '  t - -  # . ~  Lz,,t~-,, 

und naeh (20, I) k~nn man auch sehreiben 

~t--1 #--1 
! I (20, 3) = F, L , < _ . - -  L<.. 

Ferner kann man, ohne # bestimmen zu mfissen, 

' t~-- I  ;q,--1 

(20 ,  4)  L *  I I , =  , -  

�9 ~0 ~ ~0 

schreiben, denn in (2o, 4) wird ]ede Kongruenzklasse ). Male gez~thlt, was ohne 

Einfluss auf die Mittelbildung ist. 

Ffir Elemente der maximalen Multiplizit~t ~ = n ist L * =  L, d a t t  = I ist. 

Es sei bemerkt, dass auch ffir Elemente yon F die mittlere Verschiebungs- 

l~nge im Allgemeinen yon der gewShnlichen verschieden ist, n~imlich im All- 

gemeinen nur dann L * =  L ist, wenn das Element die Multiplizit~it n hat, also 

n t~ Potenz eines Elements yon T ist. Hat  das Element eine kleinere Multiplizit~it, 
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so ist tt > I, u n d e s  finder Mittelbildung start. Doeh kann natiirlieh >)zuf/illig,, 

der gemittelte Wert  gleich dem ursprfinglichen sein. 

Erheb$ man ein Element t unendlicher Ordnung zur r t~n Potenz, so ist die 

mittlere Verschiebungsl~nge yon ff das [r[-fache derjenigen yon t. Denn wenn 

uueh ff eine kleinere Retutivordnung als t haben kann, so gilt nach (8, 4) 

und fiir jedes v 

also nach (2o, 4) 

Lr = I"1 L~ 

i t - -  1 /2 - -  1 
, I I , - I  . �9 

~'=0 ~ 0  

2 i .  E i n  H i l f s s a t z .  

Zur Erleichterung der (~bersiclat in dem folgenden 

fiber die Existenz mod :T einfacher Achsen entscheiden 

~ Av+t 

, G  
F i g .  1 5 -  

Paragraphen 22, der 

soll, wird in diesem 

Paragraphen ein metrischer 

I-Iilfssatz vorweggenommen. 

Sei G (Fig. I5) eine 

orientierte Gerade der hy- 

perbolisehen Ebene and A~, 

-- ~ < v <  ~ ,  eine Folge 

yon orientierten Geraden in 

derselben durch G bestimm- 

ten ftMbebene, die folgende 

drei Bedingungen erffillen: 

I) Jede Gerade A~ ist mit G ~:gleichgeriehtet>~, d. h. G und A~ fiberqueren 

ihre gemeinsame Senkreehte in gleiehem Sinn, oder anders ausgedrfickt, eine 

positive Streeke auf At, hat auf G eine positive Projektion. 

2) A,,+l schneider A,, in einem mit x,+l bezeiehneten Punkt  derart, dass der 

positive Halbstrahl yon A~+~ in dem Gebiet zwischen ,G und A~ liegt. 

3) Die Folge A~ kommt bei einer gewissen Verschiebung g mit der Achse 

G mit sich zur Deckung; es ist also g A , -  A,+~ ffir ein festes ~. 
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Unter diesen Voraussetzungen sagt der Hilfssatz aus: 

21, I) Lg < (xv, x,-bl) *-v (x~,§ x~,q-2) -J- . . . -~  (x~v§ xv§ 

81 

ist, denn die rechte Seite ist grSsser 

als die direkte Entfernung von x, 

nach x,+~, und diese ist wieder 

grSsser als L~I. Wenn also unter 

den ~ Streckenl~tngen in (2 I, I 1 keine 

negativen vorkommen, ist der Satz 

trivialerweise richtig. 

Es sei also etwa (xQ, xe+~)<: o. 

Dann miissen Aq_~ und Ae+~ ein- 
Fig. i6. 

[ +  . . . .  ~ I(~,§247 

A A~-I 

~6 

ander schneiden (Fig. I6). Der Schnittpunkt sei mit x~J+l bezeichnet. 

auch xe_l auf A.o-1 und xe+2 auf Ae+I liegen mSgen, so gilt 

/x o-,, ~,o) + (x~, ~o§ + (~+~, x(~+_,) 

- -  (X~--I, X~+I) + (X~+l, X0) + (X o, XQ-~I) + (X(~§ X'(,-~I) + (X~+I, X(~-~ 2) 

> (xQ-1, ~§  + (~,:§ x~§ 

t 
denn man hat die beiden positiven Glieder (x~,+~,xo) und (xe+l, xo,+1)fortgelassen, 
und deren Summe ist nach der Dreiecksungleichung grSsser als der numerische 

Wert  des ebenfalls fortgelassenen negativen Gliedes (xe, xe+l)- 

Indem man also A e und alle ihr bei den Potenzen yon g entsprechenden 

Geraden fortl~sst und dementsprechend Ae+l als den Nachfolger yon A~-I auf- 

fasst, vvodurch x'e+l an die SteIie der zwei Punkte  x e und xe+l tritt, hat  man 

wieder eine Geradenfolge, die die Voraussetzungen I) bis 3) erfiillt, bei der jedoch 

durch ~ - - I  ersetzt ist. Das Verfahren ist also fortsetzbar und muss nach 

endlich vielen Schritten dadurch abbrechen, dass keine negativen Strecken mehr 
6 

Wo nun 

Daher bedeutet Lg die Verschiebungsl~tnge yon g, und (x,, x,+~) bezeichnet die 

mit dem der Orientierung yon A, entsprechenden Vorzeichen gerechnete L~nge 

der Strecke yon x~ nach x,+i. ~ Die rechte Seite yon (21, I) ist wegen der 

Periodizit~t unabh~ngig yon dem Werte  yon v. 

Da g x , =  x,+i ist, ist es klar, dass 
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vorkommen.  Insgesamt  hat  man bei dem Redukt ionsver fahren  aus tier reeh ten  

Seite yon (2I, I) mehr  posit ives als negatives for tgelassen und dabei sehliesslieh 

einen Rest  erhal ten,  der > L ~  ist. Also is~ die Riehtigkei~ yon (2I, I ) n a e h -  

gewiesen. 

Als Korol la r  erhiilt man, dass die reehte  Seite yon (2I, I) p o s i t i v i s t ,  da 

L:+ posit iv ist. 

22. Verkleinerung der mittleren Verschiebungsliinge. 

In  diesem Pa rag raphen  wird ein Ver fahren  angegeben,  das im Allgemeinen 

gesta t te t ,  aus einem primiiren E lement  unendl icher  0 r d n u n g  yon T, dessen Achse 

nicht  rood T einfaeh ist, ein anderes  primi/res Element  unendl icher  0 r d n u n g  

abzuleiten,  das eine kleinere mit t lere Verschiebungsl~nge hat.  

Den Grundgedanken  des Verfahrens  kann  man sieh durch folgende ?0ber- 

legung klarmaehen,  indem man einen Augenbl ick / "  an Stelle yon T t re ten  liisst. 

E ine r  rood /~' nieh~ e infaehen Aehse en tspr ieh t  auf  der Fl~tche ~ - - - K F  mod /v 

eine gesehlossene geodi~tisehe Linie a mit  mindestens einem Doppelpunkt .  Sei P 

ein beliebig gewiihlter Doppe lpunk t  yon a. Durehli iuft  man a yon P aus, his 

man zum ersten Mal wieder naeh P zuriiekkehrt ,  so hat  diese Teilsehleife a 1 

von a eine kiirzere L:,inge als a und  weist  in P einen Knick  auf. a 1 ist nieht  

auf ~ auf einen P u n k t  zusammenziehbar ,  also nieht  homotop Null; a 1 ist daher  

einer  gesehlossenen geodiit isehen Linie homotop.  Diese ist kiirzer als al, da a, 

einen Knick  aufweist ,  also um so mehr  kiirzer als a. Die komplementi i re  Teil- 

sehleife a2, die man  erh~ilt, wenn man naeh  dem ersten Eintreffen in P gerade- 

aus for tse tz t  bis zum zweiten Eintreffen in P, ist ebenfalls kiirzer als a, und das 

gleiehe ,o.ilt daher  yon der mit  a~ homotopen  gesehlossenen geod~itisehen Linie. 

Endl ieh kann  man auf ~v zu einer  gesehlossenen Kurve  a 3 gelangen,  indem man 

erst  a~ und dann  in umgekehr te r  Dureh lau fungs r i eh tung  a~ durehliiuft ,  was einer 

>>Umsehaltung~> der in P zusammenstossenden Kurvenzweige  entsprieht .  Dabei  

ha t  a.~ die gleiehe LSnge wie a, aber  da a~ zwei Knicke  in P aufweist ,  ist die 

mit  a~ homotope  gesehlossene geodiitisehe Linie wieder kiirzer als a. Man kann 

also aus einer  rood ];  nieht  einfaehen Aehse naeh Auswahl  eines Sehn i t tpunk t s  

mit  einer i iquivalenten Aehse in drei faeher  Weise eine andere  Aehse ableiten,  

die eine kiirzere Versehiebungsl~,inge aufweist.  - -  T r i t t  nun T an die Stelle yon 

1'~ so hat  man es n~eht mit  einer  Bewegungsgruppe  zu tun, und man hat  keine 

en tspreehende  Fliiehe zur Verfi igung;  dadureh wird die Sehlussweise etwas 



A b b i l d u n g s k l a s s e n  endl icher  Ordnung.  83 

komplizierter, - -  u. a. muss man mit der mittleren start mit der gewShnlichen 

Versehiebungsl~nge rechnen, - -  aber der Grundgedanke ist doch ganz analog. 

Sei t ein primiires Element  unendticher Ordnung yon T, 1 seine Relativ- 

ordnung, t l - ~ f C / ~ ,  l m ~  n und A die durch t orientierte Achse yon t. Die 

Aquivalenzklasse yon A zerf~llt i n t o  konjugierte Kongruenzklassen; denn l i s t  

d i e  lVIultiplizit~t yon A, da t p r imir  ist. Hierbei ist I ~ l ~ n und dement- 

sprechend n ~ m ~ I. 

Nun soll A nicht einfach rood T sein. Sei P (Fig. I7) ein solcher Punkt  

yon A, in welchem A yon einer bezgl. T ~quivalenten Achse geschnitten wird, 

die wir m i t  A-1 bezeichnen. Sei ~ ein 

solches Element yon T, dass , - ~ A  ~ A-1 

ist, und die Orientierung yon A sei durch 

~-1 auf A_~ fibertragen; das zu dieser Orien- 

t ierung gehSrige prim~re Element auf A-1 

ist dann ,-1 t~. Dann geht A-1 in A durch 

und daher auch durch alle Elemente tq't, 

- -  o~ < q ~ ~ ,  und durch kein weiteres 

Element yon I '  fiber. 

Zur Festlegung der geometrischen Vor- 

stellung darf man annehmen, dass A durch 

A - I  yon reehts n~ch links fiberkreuzt wird, 

wie es in Fig. 17 gezeichnet ist. (~bt man nun 

auf dieses Achsenpaar aus und beachtet, 
Fig. I7. 

dass ~ die zyklische Ordnung und die Orientierung der Grundpunktmenge be- 

wahrt, so geht A_I in A und A in eine Achse ~A ~ A 1 fiber, welche A yon links 

nach rechts iiberkreuzt. Der Schnit tpunkt wird symbolisch mit ~P  bezeichnet. 

Es ist nichts dariiber bekannt, ob A- i  und A1 einander schneiden, oder in 

welcher Reihenfolge P und v P  auf A liegen; sie kSnnen eventuell auch zu- 

sammenfallen. 

Allgemein soll ffir beliebiges Q ~ T  der Schnit tpunkt yon QA-1 und QA mit 

Q P bezeichnet werden. Dabei ist zu beachten, dass P nur diesen Achsenschnitt  

vertritt:  Ein underes Achsenpaar, das sich etwa auch in P schneider, geht bei 

0 in ein Achsenpaar fiber, dessen Schnit tpunkt im Allgemeinen yon 0 P  ver- 

schieden ist. 

Wie in w z I werden Streckenl~ngen durch Angabe yon Anfangs- und End- 

punkt auf Achsen bekannter Orientierung mit Vorzeichen gerechnet. So ist die 
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Streeke (P, ~P) auf A in dem der Figur entsprechenden Fall positiv; die fol- 

genden Rechnungen beriicksichtigen aber auch den Fall, dass sie Null oder 

negativ ist. 

Fiir beliebiges Q ~ T  sind ~ P  und Q~P zwei Punkte  der Achse ~)A. Indem 

die Orientierung auf dieser aus der yon A (lurch Q iibertragen ist, bezeichnet 

(QP, Q~P), oder wie wir auch schreiben werden Q(P, z P) eindeutig eine Strecken- 

l~nge mit Vorzeichen. Falls A-1 und A~ einander schneiden, braucht dies Vor- 

zeichen nicht notwendig gleich dem yon (P, ~P) zu sein. Fal ls  jedoch q zu F 

gehSrt,  also eine Bewegung darstellt, so sind nicht nur die Vorzeichen gleich, 

sondern es gil~ sogar (QP, Q~P)---(P, ~P). VV~ir reservieren die Bezeichnung 

~kongruent)~ fiir zwei Strecken dieser Art, die einander bei einem Element yon 

F entsprechen. 

Die Strecke mit dem Anfangspunl~t P und dem Endpunkt ~P bestimmt also 

eine ~quivalenzklasse. Diese zerf~llt in n Kongruenzklassen. Vertreter derselben 

erh~lt man z. B., indem man die Strecke den Abbildungen 

(22, I) I,  X, ) f ~ , . . . ,  X n-1 

un~erwirft. An ihrer Stelle kann m~n aueh n anders gewtthlte Elemente yon T 

nehmen, wenn sie nur st[mtliehe ~ Restklassen yon T nach F vertreten. 

Nun bilden wit die Summe der Ls yon n inkongruenten Streeken und 

bezeichnen sie mi~ a: 

n--1 n--1 

a =  Z x'(P,  . P )  ---- Z(x"P,x*'~:P). 
�9 = 0  ~ ' = 0  

(22, 2) 

Dann hat man auch 

3) 
m - - 1  l - - 1  

c ~ O  ~J~O 

denn die Elemente u"t~ vertreten fiir o ~ a ~ m - - I ,  o ~ l - - I ,  s~mtliche 

Restklassen, da t# fiir o ~ ~ ~ l - - i  in einer gewissen Reiher~folge zu den Rest- 

klassen Ix~ [x'~], [~2~], . . . ,  [• gehSr~. 

Man kann nun fragen, wie sich die GrSsse a ~ndert, wenn man �9 durch ein 

anderes der Elemente tq~ ersetzt, welche A-1 in A iiberffihren. Zunfichst werde 

q ~ I angenommen, also ~ durch ~ - ~  t~ ersetzt. Der Punkt  P bleibt derselbe 

wie zuvor, aber nun iibernimmt ~ P - - - - t ~ P  die Rolle yon ~ P .  Der neue Wer t  

al yon a l~sst sich dann aus (22.3) berechnen: 
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al 

~'~--1 l - -1  

= Z Z~~ 
ct~O fl=O 

= 5', Z ~~ t~ [(P, .P )  + ( .P, t.~')] 

= a + Z Zxat f l (~P,  tzP) 

= a + ~ ~ ~  tr,/))}, 
g 

also, da die Strecken der geschweif ten Klammer  alle auf  A liegen, 

also, da t a ~ f  und da.her • 2 1 5  ~ ist, 

~,=a  + Z (x~ o~~ 

m--1  

=- a + ~ L.ti.. 
a ~ O  

Nun ziehen wir (20,3) heran. Dor t  bedeute te  1 ebenso wie hier  die Relativ- 

ordnung yon t, und es war  #4-----n, wo )~ die Multiplizit~t  yon t war. Diese ist 

aber hier l, da t pr imer  ist, also ist # = m und / ~ l =  n. Somi~ erh~lt man 

(22, 4) al = a + n Lt .  

Bei Erse tzung yon , durch t ,  erh~lt a also den Zuwachs nL~. Da t ,  mit  

vSllig gleichberecht igt  ist, folgt  allgemein fiir bel iebiges q ~ o ,  dass bei Er- 

setzung yon �9 durch tq, clie GrSsse a durch 

(22, 5) aq~-a + qnL? 

ersetzt  wird. 

tP ist der Punkt ,  in dem A yon t A - i  geschni t ten wird; siehe Fig. 17. 

Dabei  ist (P, tP )>  o, wie aus der Abbi ldung der Grundpunkte  yon A-1 bei t 

folg~, t3ber die Lage yon ~ P  relativ zu / )  und t P  is~ aber  niches bekannL 

Analog wie vorher  die Strecke (P, vP) be t rachten  wir nun die s t recke  (tP, ~P) 
und setzen entsprechend (22, 2) 
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(22, 6) b= y, 
~ 0  

m--1 1--1 

- Z  E :et (tp, 
a~O lq~O 

-= Z ~--~ z~t" t (P' t - l~P)"  

Da mit  x ~ t~ auch z" t, ~ t alle Restklassen durchl~iuft, kann man den F a k t o r  t fort-  

lassen und erh~ilt 
E E  t-l P) ="-1, 
,~ tJ 

also nach  (22, 5) 

(22, 7) b =- a - -  ~zLt. 

In  (22, 5) kann man q so w~hlen, dass 0 ~ aq < nL7 wird. Das zu diesem 

q gehSrige E lemen t  tq~ is t  ein e indeut ig  best immtes ans der  Reihe  der Elemente,  

welche A-1 in A i iberfi ihren.  Um die Beze ichnung  n ieht  ~indern zu miissen, 

w~thlen wir h in for t  dieses Element  als das urspri ingliche,  mi t  v bezeichnete.  Fi ir  

die zugehSrige,  durch  (22, 2) definierte GrSsse a gi l t  d an n  

(22, 8) 0 ~ a < nLT, 

und fiir  die dureh (22, 6) definierte GrSsse b gil t  naeh  (22, 7) 

(22 ,  9)  - -  n L~ < b < o. 

Nun  soll gezeigt  werden:  Wenn �9 unendliche Ordnung hat, so hat �9 eine 

kleinere mittlere Verschiebungslh'~ge als t. 

Sei ~ die Re la t ivordnung  yon z und E t t ~  n, fe rner  ~ a = g ~  F .  Vorausse tzung 

ist also g # i. Die Achse A ~ =  A.q schneidet  n icht  A; sonst  wiirde das Bild 

~--1A = A-1 yon A b e i  z -~ nicht  A schneiden,  en tgegen der Ausgangsannahme.  

Es bes tehen nun  die beiden MSgliehkeiten,  dass A~ rechts  oder links yon der 

ger ich te ten  Achse A liegt. 

Zun~chst  sei angenommen,  dass A~ rechts  yon A liegt (Fig. I8). W i r  

be t rach ten  die Achsenmenge  A,, =-~ 'A,  --r162 < v <~r  Dabei ist dann  A aueh 

du tch  A 0 bezeichnet.  Die Grundpunk te  der Achsen A,, und auch diese Achsen 

selbst, h~iufen sich fiir v ~ ~r gegen V~ und  fiir v - ~ -  ~ gegen U~ und  treffen 

alle n ieht  A~. Die posi t iven G ru n d p u n k t e  der A,  bilden eine monotone  Folge 

im In te rva l l  yon U, bis V~, ebenso die negativen.  Alle A,  sind mi t  A~ gleich- 
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gerichtet. Der im Punkte $~+~P beginnende positive Halbstrahl von A,.+~ liegt 

im Gebiet zwischen A~ und A~. Bei Ausiibung v o n ,  wird A~ in A,+~ fiber- 

geffihrt; also bei Ausiibung von g -~ ,2  geht A, in A~+2 fiber; und g ist eine 

Verschiebung li~ngs A~. Man sieht also, dass die Folge A,, die Voraussetzungen 

des FIilfssatzes in w 2I befriedigt. Der Geraden G entspricht hier A~, ~ hat 

den Wer t  Z, und der Schnittpunkt x~ tr~gt hier die Bezeichnung ~ P .  

erhitlt man, indem man in (21, I) ~ = o setzt, 

(22, I0) L.~j < (P, zP) + (zP, ,~P) + . . .  + (zx-~P, z~'P), 

und die rechte Seite yon (22, IO) ist positiv. 

-~k_ 1 
P _~_ -cP 

Fig.  18. 

Also 

A 2 

Fig. 19 . 

Liegt A~ links von A (Fig. I9), so macht das nur den Unterschied, dass 

die A, entgegengesetzt gerichtet sind wie A~. Wenn man also, um die Voraus- 

setzungen yon (21, I) zu erfiillen, alle A, mit der entgegengesetzten Orientierung 

vers~ihe, so wiirde man wieder (22, I0) erhalten. Wir wollen indessen an der 

Orientierung von A festhal~en und haben daher in diesem Fall (22, I0) durch 

(22, I I) Lo < _  {(p, ,p)  + (,p,,r~p) +. . .  + (,;~-lp, ,zp)} 

zu ersetzen. Die geschweifte Klammer hat also in diesem Fall einen negativen 

Wert.  

Is t  nun Q ein beliebiges Element von T, und fibt man Q auf die M.enge der 

hier betrachteten Achsen aus, so geht die Achse A, des Elements ~"t~ -~ in die 

Achse QA~ des Elements Q ~ t ~ - ~  -1 und die Achse A~ in die Achse eA~ des 
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Elements QzQ-~ fiber, das ebenfalls die Relat ivordnung ;~ hat.  Dies Element  

verschiebt die Folge QA, um einen Schritt ,  und  seine I t~ Potenz QgQ-~ ist  eine 

Verschiebung 1Kngs Q A,: Ferner  liegt e A~ rechts bezw. links yon 0 A, .ie nach- 

dem A~ rechts bezw. links yon A liegt. Nimmt  man  das erstere an, so erh~lt 

man auf  Grund der gleichen Bet rachtung entsprechend (22, 10) die Ungleichung 

(22, I2) Leee_ ' < ( e e ,  ~ p )  + . . .  + (Q~A-1p, 0,g~p) 

�9 
~=0 

LSsst man  nun hier in 0 die Elemente x~, O G T G  # -  I, durehlaufen,  wo 

und aadier t  man  die entspreehenden gngle iehungen  (22, I2), so  er- 
n 

tt = ~ ist, 

hiilt man 
tt--1 /t--I 2--1 

(22,13) E < Z Z 
7~0 7~0 d=0 

Die Elemente ,'J', o _--< d _--< ~ - - I ,  gehSren in einer gewissen Reihenfolge zu 

den Restklassen [x~ [x~] , . . . ,  [• Also dm'ehlaufen die Elemente z~, ~ alle 

Restklassen, und  die reehte Seite yon (22, I 3 ) h a t  demuaeh den dureh (22,2) 

definierten Wer t  a. Um die linke Seite zu bereehnen, sehreiben wir zuniiehst 

X7 g X--Y ~ glY 

und  beaehten ferner  folgendes: Es ist nicht  bekannt,  ob ~ primitr ist. I s t  ~' die 

Multiplizit~it yon ~, so geht  ~ in ~' auf. Setzt man l ' / ~ ' - - n  ~ ~#, so muss /,' 

in /~ aufgehen.  Nun  besagt  (20, 3) mi t  u  der in diesem Paragraphen  

benutzten Bezeichnungen 
I td--1 

(22, I4) L**- p/ ~. Z LglY" 
7=o 

Hier in  ist es s ta t thaf t ,  tt' dureh t* zu ersetzen, aueh wenn ~ nieht  primiCr, also 

tt i '  re' ein eehter Teiler yon tt ist. Denn  alas bedeutet  nur, dass man  ~ = ~  

Male durch die konjugier ten  Kongruenzklassen yon v hindurchz~ihlt und den- 

selben Fak tor  im Nenner  hinzuffigt, wodurch an dem Mit te lwert  nichts  ge~indert 

wird. Also ha t  d i e  linke Seite yon (22, I3) den W e r t  

tt ;! L* ----- n L*, 
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und (22, 13) ergibt somit 

(22, 15) n L *  < a .  

Liegt A~ links yon A, so hat man naeh (22, I I) in dieser ganzen Betraehtung 

nur das Vorzeichen der rechten Seite zu ~indern, also erb/ilt man 

nL~* < - - a .  

Zufolge der getroffenen Wahl yon ~ galt aber (22, 8); also ist a nicht negativ. 

Somit folgt, dass A~ bei dieser Wahl yon . nicht links yon A fallen kann. 

Also ist (22, 15) immer giiltig, und zusammen mit (22, 8) ergibt das 

(22, I6) L* < L? 

wie oben behauptet. - -  Is t  z nicht prim~ir, so hat  das prim~re Element, yon dem 

es eine Po~enz ist, nach (20,5) eine noch kleinere mitflere Verschiebungsl/inge. 

Zugleich ergibt sich aus (22, I5), dass a > 0 ist. Also kann das Gleichheits- 

zeichen in (22, 8) und dann auch in (22, 9) nicht eintreten, wenn �9 yon unendlicher 

Ordnung ist. 

In gleicher Weise soll nun das Element 

(22, I7) *' -~ *t - I  

untersucht werden, das die Achse 

t A-1 ~ t .-~ A = .,-1 A 

in A und A in . ' A  -~ . A  ~ A 1 iiberfiihrt 

(Fig. 20). Fiir dieses Element spielt 

die dutch (22, 6) definierte Konstante b 

dieselbe Rolle, wie vorher a, denn ( tP ,  . P )  

ist jetzt  die Grundstrecke, wie es vorher 

(P, .P )  war. Genau die gleiche Betrach- 

tung fiihrt daher, falls *' unendliche Ord- 

nung hat, entsprechend (22, I5) auf die 

Ungleichung 

(22, I8) 
Fig. 20. 

n L* ,  < - b, 

wenn die Achse A~, links von A liegt. Das negative Zeichen riihrt daher, dass 

A~, und A dann entgegengesetzt gerichtet sind. N~hme man A~. rechts yon A 
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an, so wiirde man entspreehend auf nL~*, < b gefiihrt, was (22,9) widerspricht 

und daher auszusehliessen ist. Aus (22, I8) and (22,9) folgt 

(22, :9) L*, < L~ 

entsprechend (22, I6). Wenn ~' unendliehe Ordnung hat, ist 

das Gleichheitszeichen in (22, 8) und (22,9) auszuschliessen. 

Als drifter und letzter Fall wird nun noch das Element 

demnach wieder 

2 2 ,  20)  ~-" -~- T ' T  ~ "~ t--1 T 

untersucht. Es fiihrt A - 1 - - ~ - I A  in ~ ' A - - A s  fiber, fiberspringt also A. Dem- 

entsprechend hat man hier start der aus einer Achse A abgeleiteten Achsenfolge 

die aus dem Achsenpaar A-1 und A durch die Potenzen yon ~" abgeleitete 

Achsenfolge zu betrachten. 

Nun wird wieder angenommen, dass ~" yon unendlicher Ordnung ist. Sei 

Z 'r die Relativordnung von ~" und ~"~"~ gr ' c  F, wobei g " ~  I. 

Zun~chst soll gezeigt werden, dass A nicht yon A~,, geschnitten wird. Das 

erfordert eine etwas ausffihrlichere Betrachtung als bei A~ bezw. A~,, wo es sich 

unmittelbar ergab. Man vergegenw~rtige sich zun~chst, dass 4" zwei Punkte, 

U~,, und V~,,, yon E festFdsst und in den beiden dadurch auf E bestimmten 

>)Verschiebungsintervallen>> entgegengesetzte Verschiebungsrichtung hat, da dies 

bei g" der Fall ist (Fig. 2:). Ein Grenzpunkt x auf E und sein Bild ~"x 
mfissen zum gleichen Verschiebungsintervall gehSren, und ihre gegenseitige Lage 

muss der Verschiebungsrichtung entsprechen. Dies wird im folgenden auf die 

Grundpunkte U- :  und V-:  von A-1 und die ihnen bei , r  entsprechenden Grund- 

punkte U1 und V~ yon A, angewendet. TeilbSgen von E werden wieder, wie in 

der Fussnote S. 66 angegeben, rechtsl~nfig gez~hlt. In allen Fiillen ist also 

entweder U-1 b~ oder U1 U-1 Teil eines Versehiebungsintervalles, ebenso entweder 

V-I V: oder V: V-1. 

Wean  nun erstens A- :  und A, einander schneiden, so hat  man das Bild 

der Fig. 22. W~re U~ U-1 Teil eines Verschiebungsintervalles, so miisste die 

Verschiebungsrichtung in diesem linksl~ufig auf E sein, aber dana kSnnte V-:  

nicht in V1 (ibergehea. Also ist U- :  U~ Tell eines Verschiebungsintervalles, and 

dessen Verschiebungsrichtung ist rechtsl~ufig. Ebenso folgt, dass V :  V1 einem 

rechtsl~ufigen Intervall angehSrt. Also sind U- :  U1 und V-:  V1 Teil eines und 

desselben Verschiebungsintervalles, werden also dutch die Grundpunkte yon , "  
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nicht getrennt. Diese Grundpunkte liegen also beide in U~ V-1 oder beide in 

V 1 U-~. Also schneider A,,, keine der drei Achsen. Die beiden mSglichen Lagen 

yon A,,, sind in Fig. 22 gestrichelt gezeichnet mit Angabe tier zu , "  gehSrigen 

Orientierung. 

Wenn zweitens A-1 und A1 einander nicht schneiden~ so hat man das Bild 

der Fig. 23. Ist  U1 U--~ Teil eines Verschiebungsintervalles, so ist die Ver- 

schiebungsrichtung desselben linksli~ufig. Dann kann nicht V-1 V~ Teil eines 

Verschiebungsintervalles sein, denn dieses miisste rechtsli~ufige Verschiebungs- 

richtung haben, und die In6ervalle haben den gemeinsamen Teil U1 Vl. Also 

L//,,,x 
x 

Fig.  2I .  

U~ V_~ 

Fig.  --.2. 

muss V1 V-i Teil eines Verschiebungsintervalles sein, und zwar desselben wie 

U1 U-1. Also liegen beide Grundpunkte yon ~" in V-1 U 1 . -  Ebenso folgt: 

Ist U 1  Ui Tell eines Verschiebungsintervalles, dann auch V-i  ~ ,  und beide 

Grundpunkte yon ~" liegen in V1 U-I.  - -  Siehe die gestrichelten Achsen. 

In  allen F~llen schneider A~,, also weder A noch A-l .  Die folgenden Be- 

trachtungen gel6en fiir alle nach den Figuren mSglichen Lagen der Achse A~,,. 

Nun nimmt man als Achsenfolge, die der Folge A~ des Hilfssatzes yon w 2I 

entspricht, die Folge 

. . . ,  T ' ' - 1  . A - l ,  T ~ ' ' - 1  A, A-i ,  A, ~" A-i ,  z"A, ~"~ A-i,  v"~ A , . . .  

Siehe Figur 24, die einer der mSglichen Achsenlagen yon A,,, entspricht. A,,, 

spielt wieder die Rolle yon G und g" diejenige yon g, aber 2 i "  hier diejenige 
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yon ~. Die Aehsen , ' " A  sind entweder alie mit A,,, gleichgerichtet (wie in 

Fig, 24) oder alle entgegengesetzt gerichtet. Ebenso sind die Achsen , " ' A _ ,  

entweder alle mit Ar gleichgerichtet oder alle entgegengesetzt gerichtet (wie in 

der Fig. 24). Um den Hilfssatz anwenden zu kSnnen, kann man sich eventuell 

entgegengesetzt gerichtete fiir einen Augenblick umorientiert denken. Die der 

rechten Seite yon (21, I) entspreehenden Teilstrecken sind bier tells (P, ,P)und 
die bei den ersten 2 " - - I  Potenzen yon ~" entsprechenden, tells (,P, ,"1)) und 

die bei den ersten 2"-- I  Potenzen yon , "  entspreehenden. Nun ist nach (22, 2o) 

F ig .  2 3 . F ig .  24. 

also ist naeh ( 2 2 ,  6 )  

n--1 ~ 1  

*,=0 ~,=0 

wi~hrend nach (22, 2) ~,~ x '~ (P, ~P) ---- a war. 

Man erhi~It daher aus der Ungleiehung (2t, I) 

2" - - I  ~"- - I  

(22,2i) Lg,, < +  __j~ v"~(P, vP)+__ ~_j v,,8(,p, , ',p), 
~=0 5=0 

wobei das Vorzeiehen des ersteu bezw. zweiten Gliedes das positive ist, wenn A 

bezw. A, mit Ae, gleichgerichtet ist, sonst das negative. 
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13bt man wieder die Elemente xY, 

o__< ~,< g " - -  :, = ~ ,  

93 

auf dieses Achsenbild aus, wobei Gleichrichtung oder Ungleichrichtung erhalten 

bleibt, bildet die (22,21) entsprechende Ungleichung und addiert alle ~'" Un- 

gleichungen, so erhiilt man analog wie in (22, I3) 

/~"--1 /ff'--I )."--1 ~"--1 )."-- 1 

_ y, E i.), 
7=0 7=0 d=0 7=0 d=0 

also entsprechend (22, 15) 

(22, 22) n L* , -<+_a+b.  

Nun ist a--b-=nL~ zufolge (22,7) und [ a +  b[<nL~ zufolge (22,8) und 

(22,9). Also ist fiir jede Vorzeichenkombination 

+_ a + b _--< n LL 

und aus (22,22) schliesst man daher entspreehend (22, I6) und (22, 19) 

(22, 23) g*" < L~. 

Natiirlich kSnnen nur  solche Fitlle der Achsenlage A,,, wirklich vorkommen, 

die ffir die rechte Seite yon (22, 22) einen positiven Wert  zur Folge haben. Der 

Fig.: 24 entspricht die Vorzeichenkombination, die rechis in (22, 22) a--b ergibt, 

und dies ist positiv. 

23. Der  Spezialfal l .  

Nun w~hle man t als ein Element unendlicher Ordnung und kleinster mitt- 

lerer Verschiebungsl~nge in T. •ach (20, 5) is~ t notwendig primer. Ist At nicht 

einfach mod T, so wende man auf t das Verfahren des vorigen Paragraphen an. 

Wiire dabei auch nur eines der Elemente ~, ~' oder ~" yon unendlicher 0rdnung,  

so erg~be sich wegen (22, I6), (22, 19) oder (22, 23) ein Widerspruch, da L~ schon 

absolutes Minimum in T ist. Man hat  daher folgenden Satz: 

Entweder gibt es bei gegebener Gruppe T rood T einfache Achsen, 

oder es gibt ein solches Element t unendlicher Ordnung yon T, fiir 

welches die Konstruktion von w 22 zu Elementen ~, ~' und ~" fiihrt, die 

si~mtlich von endlicher 0rdnung sind. 
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Die Existeaz eines t der letztgenannten Art wollen wir Ms den Spezial fal l  

bezeichnen, da sieh zeigen wird, dass er in der Tat etwas sehr spezielles ist, 

sodass man sagen kann, dass es ~>im Aligemeinen>> mod T einfache Achsen gibt. 

Es wird sieh iiberdies z e i g e n , -  was man aus dem bisherigen noch nicht 

sehliessen kann, - -  dass es im Spezialfall keine mod T einfachen Achsen gibt 

(w 30), dass also die beiden Fi~lle des obigen Satzes einander aussehliessen. Ins- 

besondere wird sieh also ergeben, dass der SpeziMfM1 nur bei gesehlossenen 

Flgehen eintreten kann, und dass er aueh fiir solche etwas sehr spezielles dar- 

stellt. 

Wegen der Niehtexistenz einfacher Achsen fiigt sich die LSsung des Problems 

dieser Abhandlung fiir den SpeziMfall nieht der friiheren allgemeinen LSsung 

ein, sodass die Konstruktion yon T Ms Gruppe topologischer Abbildungen yon 

K2 bier auf neuem Wege gelSst werden muss. 

a4. Eine Ungle i chung  z w i s c h e n  den Ordnungen.  

Fiir die noeh folgenden Paragraphen 24 bis 30 ist nun naeh w 23 lediglieh 

folgendes vorausgesetzt: t ist ein prim~ires Element unendlieher Ordnung yon 

T m i t  rood T nieht einfaeher Aehse A, ferner P ein Punkt dieser Aehse, in 

welehem sie yon einer bezgl. T iiquivMenten gesehnitten wird, und die naeh w 22 

gebildeten Elemente % ~ ' - - - , t  -1 nnd ~ " - - ~ ' , = , t - ~  sind alle yon endlieher 

Ordnung. 

Die Ordnungen von ~, ~' u n d , "  seien bezw. mit ~, )~' und H' bezeiehnet. 

Man hat also 

(24, I) @~- I. 

r)j 
( 2 4 ,  2)  T - - -  I .  

(24, 3) ~")" : I. 

Dabei kann nieht s  sein, denn die Achsen ~ - IA=:A_1  and ~ A : = A  1 sind 
. P I versehieden. Ebenso kann nieht i '  .... 2 sein, denn ~ - - A  = t ' r - l A  =: t A - I  und 

r ' A  == ~,A == A~ sind versehieden. Uber )." weiss man in dieser Beziehung niehts 

spezielles. Man hat also 

(24, 4) ) -~  3, );'i~ 3, ) / ' ~  2. 
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Es soil nun gezeigt  werden, dass die kleinen W er t e  dieser Ordnungen  fiber- 

dies durch  die Ungle ichung 

I I I 
(24, 5) ): -{- Z - l - y , , <  I 

eingesehri tnkt  werden. 

Zuni~chst bemerkt  man, dass z und z' vSllig gle ichbereeht igt  auf t re ten ,  wie 

dies auch aus w 22 hervorgeht .  Ver tauseht  man ihre Rolle, so hat  man z " =  z 'z  

durch ~ z ' =  , z ' , z -1  zu ersetzenl und dies ist  ebenfalls yon endlieher Ordnung,  

niimlieh yon derselben Ordnung  Z" wie ( ' .  

Nun  werden die  fo lgenden Fglle der  Wer te  der Ordnungen  ins Auge gefasst. 

I) Es sei Z " =  2, also ~ " " =  I. W~ire nun Z = 3, also ~3=  I, so hbttte man 

wegen t = ~'-1 

: ~ -  ~ ~ T t T, 3 = T v. T - 1  ~T = T --1 T t - 1  T 2 T r!  1 T 2  T ' t  T 2  

Das ist unmSglich,  da z' yon endl icher  und t und daher  auch z--1 t z von 

unendl icher  Ordnung  i s t . -  Ebenso kann Z ' - - 3  nicht  mi t  Z " =  2 zusammen 

bestehen. 

W:,tre Z-~ 4, so gehSrte  ~ zu der Restklasse • oder zu . Da z" zu 

[J x ~ gehSrt,  folgt, dass z ' =  ~"z-~ zu 

[ •  : [z 4] oder zu Ix ~-~'-~] ~ [z - ~ ]  [x'~4"] 

In  beiden F:Allen ist Z ' - -4 .  Ebenso folgt  Z : 4 ,  wenn man Z' : :  4 vor- 

Nun bilde man den K o m m u t a t o r  k der beiden Elemente  

gehSrt.  

aussetzt.  

z t z  -q -= z~ t-1 und t = z"-177: 

Ig ~ Z "lff - 1  " "E t - 1 T " '~* Z - I  " $ - - i  , v 

Wegen ~4 =.=. z,4 .... I wird dies 

~; - - -  ,K T~ ,{ t  T; 7~P T Z T t 

1111(-t weg'en z '*e -- z'Tqr'$ =: I 

a: = ~T '  T T ' - ~  * (T"2) "g - 1  = I .  

Also miissten die bet raehte ten zwei Elemente  ver tausehbar  sein. Das ist un- 

m6glieh, well t u n d  z tz  -1 primiire Elemen{e auf A und der davoll versehiedenen 

Aehse zA und daher  nieht  ver tausehbar  sind. 
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Man sieht somit, dass man im Falle ~ " = 2  stets ~ 4  und ~ ' > 4  haben muss; 

also ist  (24, 5) im Falle ~"----2 befriedigt.  

2) Zwei der drei Ordnungszahlen sind 3. Zwei der drei Elemente  ~, ~' und  

[ "] [ 
�9 " geh5ren also zu x ~ oder x ~- . Das dr i t te  ist  P rodukt  der mi t  den 

Exponenten  + I oder - - I  versehenen beiden andern.  D a  es nicht  zu [x~ = F 

geh5rt,  muss es  ebenfalls zu u oder x gehSren. Also ist auch die  dri t te  

0 rdnungszah l  3, und man ha t  

"t "3 = T t '8 ~ "l; v t 3  = I .  

Bet raeh te t  man  nun denselben Kommuta to r  k, so erh~lt man durch Anwendung  

dieser Relat ionen 

]~ ~ "~T, P T T ~  p = TTvP3 T "--1 ~ I~ 

also denselben Wide r sp ruch  wie oben. 

I s t  also eine Ordnungszahl  3, so kann keine der beiden anderen 2 oder 3 

sein. Diese sind also ~ 4, und (24, 5) ist somit erfiillt. 

3) Kommen 2 und 3 n icht  unter  den Ordnungszahlen vor, so ist 

i i i 3 
2 + ~ + X , ~ < - ,  4 

und (24, 5) ist  somit erfiillt[ 

Dami t  ist die Giiltigkeit yon (24, 5) nachgewiesen. 

2~. R e g u l a r i s i e r u n g  d e r  U n t e r g r u p p e  T'. 

Nun sei T '  die durch �9 und ~' erzeugte Untergruppe yon T. Sie enth~ilt 

eine Untergruppe F '  yon 1% den Durchschni t t  yon F m i t  T' .  Dabei ist F '  

Normaltei ler  yon I" ;  denn ist f ' ~ F '  und t ' ~  T' ,  so ist  t ' f ' t  '-1 teiIs in F 

enthal ten,  da F Normaltei ler  yon T ist, tells in T '  enthal ten,  da sowohl t' wie 

f '  zu T '  gehsren,  also im Durchschni t t  F '  von F u n d  T '  enthal ten.  Die Ord- 

nung  n' der Faktorgruppe  T'/F' ergibt sich, indem man unter  den Restklassen 

[u], [x~'l . . . .  w)n T nach F die erste bestimmt, die Elemente yon T '  enthiilt.  

I s t  dies [x'], so ist 

(2S, I) ~ , '  = ~. 
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Ist  ~' ein Element yon T'  in [~], so wird T ' /F '  dureh die dureh x' bestimmte 

Restklasse yon T'  nach F '  erzeugt. 
t - -  1 T'  enthiilt das Element t = z  v, das ja primi~res Element der Achse A 

war, also alle Elemente yon T mit der Achse A und weiter alle Elemente yon T, 

deren Achsen aus A durch Elemente von T'  hervorgehen. I "  enthi~lt auch das 

Element ~" = ~' ~. 

Es soll nun zuniichst eine mit T' isomorphe Gruppe T' yon Bewegungen 

der hyperbolischen Ebene konstruiert werden. C 

A B C  sei ein Dreieck der hyperbolischen 

Ebene mit den Winkeln 

bei A, z ~_ ~ bei B und ~-, bei C 

(Fig. 25).  Die Existenz eines solehen Drei- 

eeks ist naeh (24, 5) siehergestellt, denn naeh 

dieser Ungleichung ist die Summe der Winkel 

< z. Mit ( A B ) = ( B A )  wird die Spiegelung der 

Ebene an der (lurch A und B bestimmten Ge- 

raden bezeichnet, ih r  Quadrat ist die Identitiit. 

Die Produkte 

Ct 
F i g .  2 5 . 

B 

F 

- ( A B ) ( A  C), = (B C ) ( B A ) ,  = 

sind Drehungen (elliptisehe Substitutionen) um bezw. A, B und C nfit Dreh- 

2~V 2 ~  2 r  
winkeln ~ - ,  ~ -  und ~ - .  Orientiert man das Dreieck so, wie in der Figur, so 

sind dabei die beiden ersten Drehwinkel rechtsliiufig und der dritte linksltiufig 

geziihlt. Analog (24, I - -2--3)  erhi~lt man 

Ferner hat man 
7-g2 = I ,  ~ t ; . , ~ _  I ,  ~,r;,,, ~ I .  

u ( CB) ( CA) = (B C) (BA) (AB) (A C) = ~'~ 

ebenso wie in T'. Ist  C1 der Spiegelpunkt yon C in AB,  so kann man aueh 

~ ' =  (BA)(BC1) schreiben. Dann erhiilt man 

= 7'-~ ~ ---- (B C~) (BA)(AB) (A C) = (t? C~)(A C) 

und i~hnlieh mit u ----- (A C,)(A B) 
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= = (A q ) ( A B ) ( B A ) ( B e )  = (A q ) ( B e ) .  

Dabei ist ~ analog dem t yon T'  gebildet. Wir  werden sehen, dass ~ eine Ver- 

schiebung (hyperbolische Substitution) ist. 

Nun werde zun~chst angenommen, dass weder ). noch ~' den Wert  3 haben, 

also ~ > 4, ~ ' >  4. Dann sind in dem Viereck ACBC~ die Winkel bei A und B 

reeht oder spitz. Die (gleich grossen) Winkel bei C und C1 sind spitz, falls 

4 " >  2, und reeht, falls Z " :  2. In letz~erem Fall sind die Winkel bei A und B 

beide spitz, denn naeh w 2 4 fiihrt ~ " ~  2 mit sich, dass Z > 4 und Z ' >  4 ist. 

Insgesamt kommen also in A CBC1 keine stumpfen Winkel vor, und an rechten 

Winkeln k5nnen vorkommen entweder keiner, oder ein einzelner (bei A oder B), 

oder ein Paar gegeniiberliegender (bei A und B oder bei C und C~). In allen 

F~llen haben also zwei gegeniiberligenden Seiten eine gemeinsame Senkrechte, 

und diese f~llt in das Innere des Vierecks. 

Somit ist t ~-~ (B C1) (A C) eine Verschiebung mit der gemeinsamen Senkrechten 

-~ dieser beiden u als Aehse, und das im Viereek verlaufende Stiiek 

E F  ist die halbe Verschiebungslgnge. ~_ ist in Fig. 2 5 mit der durch i be- 

stimmten 0rientierung gestrichelt eingetragen. Ebenso ist die Aehse $fi~ yon 

~ - 1  die gemeinsame Senkreehte des anderen Paares von Gegenseiten; sie ist 

in der Figur ebenfalls gestrichelt. Die beiden Achsen gehen durch Spiegelung 

an AB aus einander hervor, schneiden sich also auf AB. Der Schnittpunkt 

ist, um die voile Analogie mit den frtiheren Bezeichnungen herzustellen, mit ~P  

bezeictlne~, f i  is~ demnach der Schnit~punkt yon 2~ und u Hier ist die 

Bezeiehnungsweise nicht symbolisch, wie in T, d e n n u  u. s. w. sind ja bestimmte 

Bewegungen der Ebene in sieh. 

Nun bezeichne �9 die Bewegungsgruppe, die dureh die drei Spiegelungen 

(AB), (BC) und (CA) erzeugt wird. Durch q) geht aus ~ F  offenbar ein aus 

vollst~tndigen Geraden gebildetes and die ganze Ebene erfiillendes Netz hervor, 

das wir als das Netz N bezeichnen. Die den Punkt  A bezw. B enthaltende 

Masche ist ein regul~res ),-Eck bezw. Z'-Eck, das durch u bezw. u um einen 

Schritt rechts herum in sich gedreht wird. Die den Punkt  C enthaltende Masche 

ist ein 2Z"-Eck, dessen Seiten abwechselnd gleich der des Z-Ecks und der des 

Z'-Ecks sind, und dessen Winkel alle gleich sind. Es wird bei u um zwei 

Schritte links herum in sich gedreht. 

In q)bilden die aus einer geraden Anzahl yon Spiegelungen gebildeten 

Elemente einen Normalteiler vom Index 2, den wir mit I "  bezeichnen. Da das 
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Produkt zweier der drei Spiegelungen entweder u u oder ~,,_+i __ (u165 ist, 

wird :~' dureh u und ~' erzeugt. N ist das Dehn'sche C~ruppenbild yon T', wenn 

man die Bezeiehnung ~ an die geeignet gerichteten Seiten der A-Maschen und 

u ebenso an die B-Maschen schreibt. Denn jede Operation yon T'  ist eindeutig 

bestimmt durch die Zuordnung des Netzpunktes P zu dem Netzpunkt, der sein 

Bild bei der entsprechenden Operation wird; da die Orientierung der Ebene bei 

T'  erhalten bleibt, kann das orientierte Achsenpaar, das sich in P schneider, 

nur auf eine Weise das orientierte Achsenpaar decken, das sich im Bildpunkt 

schneider. 

In ganz analoger Weise wurden in w 22 die Elemente yon T, und damit 

auch die der jetzt betrachteten Untergruppe T', durch Achsenschnitte gekenn- 

zeichnet. Dabei entsprieht nun die Menge der Punkte T ' P  der Menge der 

Punkte T ' P  umkehrbar eindeutig. Denn auf A lagen yon diesen die Punkte P 

und ~P und alle diesen beiden Punkten bei allen Potenzen yon t entsprechenden, 

und keine anderen. Das gleiche gilt hier fiir die iiberstrichenen Punkte und 

Elemente. Auf den iibrigen Geraden des Netzes _~=  :T'~i liegen Punktreihen, 

die aus dieser durch gewisse Elemente yon T '  hervorgehen. Ebenso liegen auf 

den iibrigen Geraden des ~Netzes~ N----T'A Punktreihen, die aus der auf A 

gelegenen Reihe durch die entsprechenden Elemente yon T' hervorgehen. Die 

Zuordnung der Elemente yon T' zu den gleichbezeichneten yon T'  stellt also 

eine Isomorphie zwischen T' und T' her. 

Aus dieser lsomorphie yon T' mit einer Gruppe :T' yon Bewegungen der 

hyperbolischen Ebene lassen sich nun eine Reihe von Folgerungen ziehen. 

Dem in T' enthal~enen Normalteiler ~" vom Index n' entspricht bei der 

isomorphen Abbildung ein in :T' enthaltener Normalteiler ~", der ebenfalls den 

Index ~' hat  und ebenso wie F '  aus lauter Elementen unendlicher Ordnung 

besteht (abgesehen yon dem identischen Element). :Nun enthiilt T' keine para- 

bolischen Substitutionen, da es nicht beliebig nahe bei einander gelegene Netzeck- 

punkte gibt, und die Netzmaschen beschr~nkt sind. Also besteht ~" aus hyper- 

bolischen Substitutionen. Ferner wird 2"' durch endlich viele yon diesen erzeugt; 
- ,  

denn das Viereck A CB C~ ist ein Fundamentalbereich ffir T ; fiigt man zu ihm 

seine Bilder bei z ,  z , . . . ,  • wo das dem am Anfang dieses Paragraphen 

eingeffihrten Element • von T' entsprechende Element yon T'  ist, so erh~lt man 

einen Fundamentalbereich fiir TM , und die Randseiten desselben entsprechen ein- 

ander zu Paaren bei endlich vielen Elementen yon /~'. Stellt man T'  dureh 

lineare Substitutionen einer komplexen Variablen 2 dar, die alas Innere AT) des 
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Einheitskreises E der 2-Ebene in sich abbilden, so is~ die Konvexfigur yon 
~ '  ganz i), da das Netz N ganz b ausfiillt. Somit folgt, dass i) rood ~ '  eine 
geschlossene Fl~che eines gewissen Geschlechtes p' ist. Also ist ~ '  und somit 
auch F'  keine freie Gruppe. Dann ist aber such F keine freie Gruppe, denn 
freie Gruppen haben bekanntlich nur freie Untergruppen. Man sieht daher: 
Der Spezialfall kann nur bei geschlosse~en 1;Th~hen vorkommen. 

Da ~ ~ 4, ~' > 4 und ~" > z is~, haben die 2-Ecke, ).'-Ecke und 2 2"-Ecke 
des Netzes N je mindestens vier Seiten. Sie sind ferner konvexe Polygone. 

Dann kSnnen zwei Seiten einer Masche, 
~-h~ die durch eine Seite derselben Masche 

~ ' ~  ~ ~ - 1 ~  getrennt werden, einander bei Verl~nge- 
rung nicht schneiden; denn w~re das 

/ ~  ( ~ _ _  , der Fall, so entstiindeein Dreieck, bei 
~ dessen eventueller weiterer Zersehneidung 

~ ~ ( ~  ~ f  ~ ~ durch andere l~etzgeraden immer wieder 
mindestens ein Dreieck entstiinde. Z.B. 
wird also YA_ weder yon u n0ch yon 
~u geschnitten. (Fig. 26~) 

Nun liegen die Grundpunkte yon 
~ '  auf dem Randkreise E yon 1)iiberall 

~ E  - ~ v ~ k  dicht. Ebenso liegen die Grundpunkte 
Fig. 26. yon F'  auf dem Randkreis E der Ein- 

heitskreisscheibe D der x-Ebene iiberall 
dicht, da F'  nicht frei ist. Der isomorphen Abbildung yon/7~' auf F '  entspricht 
eine topologisehe und die zyklisehe Ordnung erhaltende Abbildung der Grund- 
punktmenge G~, auf GF ,~. Dabei ist G~,-~ G~, und GF' ~ G T'. Also wird such 
~A weder yon ~-~A noch yon t~-~A geschnitten --  diese Achsen haben die 
gleiche relative Lage wie in Fig. 26 --, und ~P liegt daher zwischen P und tP. 

Daraus folgt welter, dass die Geraden T ' A  in /) ein wirkliches Netz 2V bilden, 
das in D genau so aufgebaut is~, wie N in D. Nur hat 2V inr Allgemeinen nicht 
dieselbe metrische Regularit~t wie N. Man kann daher eine topologische Ab- 
bildung ~ yon / ) a u f  D so herstellen, dass jede Netzmasche yon D auf die 
entsprechende yon D abgebildet wird und bezgl. /7" ~quivalente Punk~e yon /) 

1 Vgl. 1. c. S. 24, I, w 9. Diese Tatsache is t  der Kern des Satzes, dass sich jede Isomorphie 

zwischen F '  und F '  dutch eine topologische Abbi ldung der geschlossenen Fliiche ~) rood _~' auf 
die geschlossene Fl~che D rood F '  bewirken l~sst. 



Abbildungsklassen endlicher Ordnung. 101 

dabei in bezgl. F '  ~quivalente Punkte  yon D abgebildet werden. Der Abbildung 

�9 ,~ entspricht eine topologische Abbildung der Fliiche i )  mod /~" auf die Fliiche 

D mod F', bei der auch die durch die Netzgeraden yon -~ bewirkte Unterteilung 

der ersteren Fl~che in die entsprechende, durch die Netzgeraden yon Nbewi rk t e  

Unterteilung der zweiten Fl~che iibergeht. 

Nun ist ja T '  eine Gruppe topologischer Abbildungen (niimlich Bewegungen) 

yon i )  auf sich. Also ist T ' =  ~ T ' 3 - 1  eine Gruppe topologischer Abbildungen 

yon D auf sich. Fiir die Untergruppe T' yon T _ALl 

ist es daher gelungen, die urspriinglich nur in der / ~  

Grenzpunktmenge, d. h. hier dem ganzen Randkreis 

E, gegebene Abbildungsgruppe auf das ganze Kreis- 

innere D zu erweitern, und fiir die Fliiche D mod 

F '  entspricht dies einer Abbildung der endlichen C z//_~ 

Ordnung n'. Das fiir die Gesamtgruppe T gestellte 

Problem ist also zun~chst nur fiir die Untergruppe 

T' gelSst. H ~ B 
Ehe tier •bergang von T' zu T zur Unter  

suchung gelangt, ist zun~ehst noch ein Nachtrag J -~ 

hinzuzufiigen, da oben angenommen wurde, dass 

weder ~ noch ~' den Wert  3 h~tte. Aus dieser 

Voraussetzung wurde teils geschlossen, dass die A ~ % f f  

Winkel  im Viereck A CBC1 nicht stumpf waren, 

teils, dass die )~-Ecke und s mindestens vier 

Seiten hatten, also ~fi~ yon seinen Nachbarn u C1 

und gu nicht geschnitten wurde. Fig. 27. 
D a v  und ~' gleichberechtigt sind, daft  man 

annehmen, es sei E ' = 3 .  Nach w 24 sind dann ~ 4  und ~ " ~ 4 .  In Fig. 25 
z~ 

ist Winkel A B  C = - -  Fiigt man zu der Figur noch das Spiegelbild des Dreiecks 
3 

A B C  in B C  (Fig. 27), wobei A1 das Spiegelbild yon A ist, so liegen A ,  B, C~ 

auf einer Geraden. Im Viereck A CA~ C~ ist der Winkel bei A~ und bei C1 spitz, 

der Winkel bei A recht oder spitz, ebenso der Winkel bei C. Also haben die 

Gegenseiten A C und A~C1 eine ins Innere des Vierecks fallende gemeinsame 

Senkrechte. Nun fiille man yon B aus das Lot B H  auf CA. Der Fusspunkt 
yg g-g 

H f~lR innerhalb CA, da ~ und ~,  spitz sind. Is t  ~ = ~ " ,  so ist B H  Symmetrie- 

achse der Figur, also gemeiilsame Senkrechte yon CA und C~A~. Is t  ~ " >  s 
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717 Tg 
also ~r, < ~-, so ist Winkel C B H >  A B H ,  also HBC1 spitz, also hat die gemein- 

same Senkrechte yon A C  und A1C1 ihren Fusspunkt auf BC1. In diesem Fall 

fKllt die Konstruktion des Netzes _Y ganz ebenso aus, wie friiher. Ist ~ " <  Z, 

so wird H B A  1 spitz, die gemeinsame Senkrechte yon A C und A16 ~ hat also 

ihren Fusspunkt auf B A  t. Es entsteht auch in diesem Fall ein Netz N, nur 

liegt dabei die B umgebende Dreiecksmasche innerhalb der A umgebenden 

Z-Eeksmasche, und die C um- 

/ ~  gebende 2~"-Ecksmasche iiber- 

schl~gt sich an den Ecken. Vgl. 

Fig. 28, wo ein Tell der A-Masche 

J durch Strichelung und ein Tell 

der C-Masche durch Punkt.ierung 

angedeutet ist. Abet die obige 

'-:" - =--=!!i" Schlussweise, nach der T'  als mit 

�9 ,, :~" T'  isomomorph erkannt wird, 

, bleibt giiltig. Sie grit aueh im 

~" t~bergangsfall Z ~ " ,  in dem die 

' . . "  B-Masche sich auf den Punkt B 

/ ~  zusammenzieht; die Operation ~' 
n ~ 

~ ~  bleibt auch in diesem Fall als die 

/ ~  Dritteldrehung um B bestehen. 

Um wie oben eine topolo- 

gische Abbildung ,~ yon 2) auf 

Fig 28. /) herzustellen, ist es im Fall 

Z'---- 3 zweckmKssig, zu einem an- 

deren Achsensystem fiir die Einteilung iiberzugehen. Man spiegelt in diesem 

Fall das Ausgangsdreieck an A C start an A.B, wobei B1 der Spiegelpunkt yon 

B in A C sei (Fig. 29). Im Viereck A B  CBI sind die Winkel bei B und B~ spitz, 

z 
n~mlich - ,  und be1 A und C recht oder spitz, also fallen die gemeinsamen 

3 

Senl~rechten der Gegenpaare yon Seiten innerhalb des u Als Netz N 

nehmen wir hier das aus diesen gemeinsamen Senkrechten bei der Spiegelungs- 

gruppe @ hervorgebrachte Netz. Die Maschen desselben sind Z-Ecke um A, die 

wie friiher zu u  gehSren, Z"-Ecke um C, die zu u  

gehSren, and Sechsecke um B, die zu u gehSren. Dies neue Netz 
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links herum. Um voile Analogie zu er- 

halten, wi~hlen wir hier als Erzeugende 

T t ' - I  = ( C A ) ( C 1 ~ )  

und 7, die beide ihre Maschen einen Schritt 

rechts heruln drehen. Als Produkt hat man 

dann 

enth~lt also keine dreieckigen Masehen, und die Konstruktion von ,9 geschieht 

dann wie oben. 

Zur Erl~uterung dieses 0bergangs zu einem anderen Achsensystem sei die 

Bemerkung hinzugefiigL dass man ihn als die Wahl  anderer Erzeugender fiir T' 

und damit aueh fiir I "  erkl~ren kann. Bt 

Friiher nahmen wiru und u als Erzeugende; 

diese drehten die zugehSrigen Netzmasehen C 

einen Schritt rechts herum, und ihr Pro- 

dukt 7' u = 7 "  drehte ihre Masche 2 Schritte 

B 
Fig. 29. 

~t'--I .~_ (AB) (A C)(CA)(CB) = (AB) (CB)= u 

das seine Masehe um zwei Schritte links herum dreht. Mit anderen Worten: 

Man wiihlt unter den drei Elementen, yon denen jedes das Produk~ der beiden 

anderen mit geeigneten Exponenten + I  ist, als Erzeugende die zwei aus, deren 

Ordnung grSsser als 3 ist. Die Ordnungszahl 3 t r i t t  dann bei dem Produkt auf, 

wo sie wegen der u der Anzahl der Netzseitenmaschen yon 3 auf 6 

nich~ mehr stSrend wirkt. Die Konstruktion yon # und damit die Konstruktion 

yon T'  als Gruppe topologischer Abbildungen in /)  geht dann wie zuvor. 

26. I n d e x  v o n  T '  in T. 

D mod F ist eine geschlossene Fl~che vom Geschlecht p > i und D mod 

F '  eine solche vom Geschlecht p' ~ p .  Die letztere ist eine unverzweigte I3ber- 

lagerungsfliiche der ersteren. Dann geht bekanntlichl p -  I in p ' - - I  auf, der 

Quotient ist gleich der Bliitterzahl der i3berlagerungsfl~Lche, und das ist der 

H. KNI~SER, Die kleinste Bedeckungszahl innerhalb  einer Klasse yon F1/ichenabbildungen. 
Math. Ann. Bd. Io3 (I93O). 

H. SEZFERT, Bemerkungen zur s te t igen kbb i ldung  yon F1/ichen. Abh. Math. Sem. Hamburg,  
Bd. 12 (I936). 
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Index  yon F '  in /~: 

E lemente  

(26, ,) 

yon F so wiihlen, dass 

(26, 2) 

Jakob Nielsen. 

Also hat  F'  einen endlichen Index  j in F ,  und man kann 

f0  = 1, Z ,  A ,  �9 � 9  ~ - - 1  

F =  F'fo + F 'A +. . .  + F 'f j_i  

also 

Setzt  man naeh  (26, 2) 

eine Zerlegung yon F nach F '  ist. Fe rne r  sei daran  e r innerL dass naeh (25, I) 

v n ' =  n war und dass z' ein Element  yon T'  aus der  Restklasse [z ~] bedeutete.  

Ein  beliebiges Element  t yon T ha t  die Form f z  ~, f c F .  Is t  

r =  O ~ + r', o < r '  < r, so ist z ' - ,~  c [z~'], 

z ' - ~ f x  ~ = g • g c F. 

g = g ' f q ,  o<=q<=j- - I ,  g ' ~ F ' ,  
so erhiilt  man  

(26,3) t - - --- fzr=z'eg' fqzr ' -=t ' fqx '', t ' ~ T ' .  

Diese Dars te l lung der  E lemente  yon T ist e indeut ig;  denn die Elemente  x ~' und  

fq sind e indeut ig  durch t best immt.  Somi~ folgt  aus (26, 3) eine Zer legung yon 

T naeh T ' ,  und  

(26, 4) i = j r  

ist  der  Index  von I" in T, indem es j Wer t e  ftir q und v Wer t e  fiir r' gibt. 

27. A n w e n d u n g  d e r  V e r z w e i g u n g s f o r m e l  y o n  H u r w i t z .  

H a t  der  Index  i yon T'  in T den W er t  I, so ist  T ' ~  T, und die Aufgabe,  

T als Abbi ldungsgruppe in D zu konstruieren,  ist in w 25 gelSst. Es bleibt also 

zu untersuehen,  ob i >  I sein kann, und wie in diesem Fall  die Kons t ruk t ion  

wei terzuf i ihren ist. 

Ffir  eine &bbildungsklasse der  endl iehen Ordnung  n einer  gesehlossenen 

Fliiche vom Geschleeht  p gil t  die Formel  t 

q.o 

1 1. c. S.  24 ,  I I I ,  pg .  i i 4. 
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Das ist die Verzweigungsformel von Riemann-I-Iurwitz in folgender ver~ll- 

gemeinerter Bedeutung: Dureh die Abbildungsklasse wird in der (abelschen) 

Homologiegruppe, d. h. der F~ktorgruppe der Kommutatorgruppe yon F, ein 

Automorphismus induziert, der durch eine ganzzahlige Matrix mit 2p Zeilen und 

Spalten besehrieben werden kan.n. Das s der Formel (27, I) ist die Multiptizit~t 

des Eigenwertes I f[ir diese Matrix; und zwar ist ~ stets gerade. ~ bedeutet die 

Ordnung einer maximalen abelschen (zyklisehen) Untergruppe endlieher Ordnung 

in T; siehe w 6. Das ~ deutet eine Summation fiber ein vollst~tndiges System 

nicht honjugierter maximaler zyklischer Untergruppen an, und deren Anzahl, die 

endlich ist und mit w bezeiehnet sei, ist am Summationszeichen angeschrieben. 

Hat  man bereits das angestrebte Ziel, die Konstruktion einer Abbildung 

~t~r Ordnung in der Abbildungsklasse ~t~r Ordnung, erreicht, so existiert eine 

Modulfliiehe, und die Fl~tche yore Geschleeht p kann als regul~re Uberlagerungs- 

fl~che fiber dieser aufgefasst werden. Dann ist (27, I) die Verzweigungsformel 

yon Hurwitz im gewShnlichen Sinn, d. h. n i s t  die Bliitterzahl, ~ das doppelte 

des Gesehlechts der Modulfliiche, w die Anzahl der Verzweigungspunkte und die 

Wer te  ~ die zu ihnen  gehSrigen Verzweigungsordnungen, d. h. die Anzahl der 

BlOtter, die zykliseh um "den Verzweigungspunkt zusammenh~ingen. 

Nun wenden wit  (27, I) zun~ehst auf die Gruppe T', oder was auf dasselbe 

hinauskommt, auf die Gruppe ~"' an. Da :F' einer Abbildung der endlichen 

Orclnung n' entsprieht, kann man hier die zuletzt genannte Interpretat ion yon 

(27, I) verwenden. In w 25 war das Viereck A CB C~ der Fig. 25 ein Fundamental- 

bereich fiir 1 -~' in D, wobei A C  durch z auf AC1 und BC1 durch u auf B C  

abgebilde~ wurde. Also hat die Modulfl~Lche D rood T '  den Zusammenhang der 

Kugel, es ist also e = o .  Ferner ist w ~  3, indem A, B und C die drei 

Verzweigungspunkte repriisentieren; C1 ist ja bezgl. T '  iiquivalent mi~ C. Die 

zugeh5rigen Verzweigungsordnungen sind bezw. ~, ~' und H'. Endlich ist n durch 

~z' und 19 durch p' zu ersetzen. Zieht man noch das Glied 2n'  auf die linke 

Seite, so wird aus (27, I) die Formel 

I I I ]  
(27, 2) ~' I Z Z' ) , ,  = 2 (p'--- I). 

Sodann deuten wir (27, I) in der erstgenannten Interpretation fiir die 

Gruppe T. Dabei ist, wie bisher, n die Ordnung der Abbildungsklasse, also die 

Ordnung yon T/F, und p das G eschlecht der geschlossenen Fl~che D rood F.  

Die Multiplizititt ~ des Eigenwertes I ist einstweilen unbekannt, und fiber die 
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Anzahl w nieht-konjugierter maximaler zykliseher Untergruppen yon T weiss 

man einstweilen nur, dass jedenfalls w ~ I ist, da T ja Elemente endlicher Ord- 

hung en tha l t .  Zwar war w ~ 3  ffir die Untergruppe T'  yon T, aber Unter- 

gruppen, die in T' nicht kon.]ugiert sind, kSnnen ja eventuell in T konju- 

giert sein. 

Dutch Multiplikation mit j und Umordnung erh~tlt (27, I) die Form 

Wie in ~ 26 erw~hnt, ist j (p- - I )=~9' - - I ,  sodass die reehten Seiten yon (27,2) 

und (27, 3) fibereinstimmen. Nit  Benutzung yon (25, 2) erh~lt man daher 

[ I I I ]  ,{ ( ~)} 

Kiirzt man mi~ n' und verwendet (26,4), so erh~lt man sehliesslieh 

i i i  
(27,4) I ~. ), ) , , = i  G---2 + ~ I "" 

Zufolge (24, 5) sind beide Seiten yon (27,4) positiv. 

Das Element � 9  Ordnung Z ist prhn~,~r in T', da es die maximale zykllsche 

Gruppe, zu der es gehSrL erzeugt. Dagegen weiss man nicht, ob es in T prim~ir 

ist. Mit a Z, a ~ r, kann man die Ordnung eines prim~ren Elements yon T, yon 

dem �9 eine Potenz ist, bezeiehnen. Indem man aus der ~ in (27,4) das dieser 
~v 

zyklischen Untergruppe entsprechende Glied herauszieht und i in I u n d  i - -  I 

spaltet, kann man (27,4) in 

i (  i) i i  
(2z, 51 

W --1 

umformen. Dabei bedeute~ ~ die Summation fiber die fibrigen w - I maximalen 
r 

zyklischen Untergruppen, falls w > ~ ist. 
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Wiire nun ~ > o, so witre ja  , ~ 2, da , gerade ist. Dann  wiiren alle Glieder 

I I 
auf tier rechten Seite yon (27, 5) positiv oder Null, und jedenfal ls  ~ und  )~v, sind 

positiv. Also erghbe (27, 5) einen Widerspruch.  Man folgert  also, dass e =  o ist. 

Daraus folgt  nun  welter, dass w ~ 3 sein muss, da die rechte Seite yon 

(27,4) positiv sein soll. Es soll nun  gezeigt werden, dass w = 3  ist. Angenommen 

es sei w >= 4. Dann  gibt  es in T eine maximale zyklische Untergruppe,  die nicht  

in T '  repriisentiert ist, also ist  T umfassender  als T' ,  und daher  ist i ~  2. 

Analog wie oben definieren wit:  Es sei bezw. a~., a>--i; a'k', a'>=I; ce"5~", a">=i 
die Ordnung eines prim~ren Elements yon T, yon dem bezw. z, ~', z" eine Potenz 

ist. Diese Bezeichnung wird aufrecht  erhal ten unabhiingig davon, ob die maxi- 

malen zyklischen Untergruppen yon T, zu denen ~, ~' und z" gehSren, nicht  

konjugier t  sind, oder zwei yon ihnen konjugier t  sind, oder alle drei konjugier t  

sind. Unter  den Zahlen ce)~, a'k', a")/' wiihle man  die grSsste aus. Es sei dies 

z. B. a5~. Indem man in (27,4) ~-----o setzt und i in die Summanden 2 und 

i -  2 zerlegt, kann  man dann (27, 4) in 

[ i ~, ~, ~ , , = 2  - - 2 + I - - ~ - ~ + I - - - - + I - - - - + I  - + I -  t 1 r 2 r:r  ~c--~ 

~U 

umformen. Hierbei  sind ce2, rl, r~, r 3 die Ordnungszahlen fiir vier ausgewiihlte 

nicht-konjugierte maximale zyklische Untergruppen in T. Dies kann man 

I( :  ' )  (; i )  i )  ~4 ( ~)] 

schreiben. Da nun  r 1_>-2, r2-->--2, ra=>2 und 

ist, s ind 

positiv. 

I I I I 
~,' cc~. = ) /  a '~ '  

i(i) 
>=o 

I 
alle Glieder der rechten Seite positiv oder Null, und  jedenfalls  ~ ist 

Also ergibt  sich ein Widerspruch,  und man schliesst w = 3. 
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Zu T gehSren also, ebenso wie zu T ' ,  die Wer t e  ~----o und w = 3 .  ~Man 

kann  somit  (27,4) in der Fo rm  

(27,6) I ~ ~, ~,,  - -  i I ~ t  ~.~ 

sehreiben. Beide Seiten hier in  sind posit ive Zahlen. 

Falls nun z, 7' und  7" zu drei  un te re inande r  n ieht  kon jug ie r ten  maximalen  

zyklischen Unte rg ruppen  yon T gehSren,  so repr~isentieren diese ein vollst~tndiges 

System yon nicht  konjugier ten ,  und  man kann  

Ct - -  gZ, ~.~ : dZ ' ,  ~3 : , " Z "  

sehreiben.  Also n immt  (27,6) dureh Zer legung yon i in I und i - - I  die Form 

( i )  ( ) ( i )  I l I I I I I I I 
o = ~  i -  +~7 ~ - d  +Y' ~ -  , + ( i - i )  ~ ~Z a'z' ~"Z" 

an. Reehts  sind alle Glieder  positiv oder  Null,  also miissen sie alle Null  sein. 

Also erh~lt  man  i = I, d. h. T ' =  T. 

Es bleibt  Mso nur  noch der FM1 zu untersuehen ,  dass un te r  diesen drei 

Gruppen  kon jug ie r te  vorkommen.  Dann  gibt  es in :T eine nieh~ in T '  ver t re tene  

maximale  zyklische Untergruppe ,  also muss i_--> 2 sein. 

28. A n w e n d u n g  e iner  U n g l e i c h u n g  y o n  W i m a n .  

Die Ordnung  n der Abbildungsklasse ist dureh  das Geschlecht  p ( >  I) der  

Fi~che beschr$nkt,  indem die Ungle ichung 

(28, I) ~ ~ 4 P  + 2 

besteht .  Diese is~ yon A. W im n n  fiir die Ordnung  n bira t ionaler  Trans format ionen  

einer a lgebraisehen Kurve  vom Gesehlecht  p > I in sieh aufgestel l t  worden,  

indem solehe Trans fo rma t ioneu  bekannt l ieh  immer  eine endliehe Ordnung  haben.  

Der  Inha l t  des Satzes l~ss~ sieh aber, wie ieh fr i iher  gezeig~ babe t, yon allen 

Beziehungen zur Theorie  der a lgebraisehen Funk t ionen  befreien und zu einem 

Satz fiber Abbildungsklassen endlieher  Ordnung  maehen.  

i j .  NIELSEN, Topolog i scher  Beweis  e ines  Sa tzes  yon  W i m a n .  Mat .  T idssk r .  B (I936). Vgl.  

die dort angegebene Li te ra tu r ,  i n sbesonde re  die zue r s t  du rch  F.  STEIGER gegebene Verallgemeinerung 
des Beweises  fiir den  W i m a n s c h e n  Satz .  
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Wegen  e = o und w = 3  kann  m a n  (27, I) in der  F o r m  

1 I I 2 p - - 2  2 p - - 2  4 p + 2  I 
~a n 419 + 2 n 

schreiben,  also ha t  m a n  naeh  (28, I) 

I I I I 3 (28, 2) I > 

wobei die rechte  Seite wegen p > I posi t iv  isg. 

N u n  sind Z, ~' und ~" Tei ler  yon n und  daher  nach  (28, I) alle =< 4 P  + 2. 

Man erhifit daher  aus  (27,6) durch Vergle ich  mig (28, 2) 

I 3 ~  ~ i [ I  3 ] 
41o + 2 - -  4 P  + 2 

und  d a r a u s  

i=< 

3 
I 

4 P  + 2 _ 4 P  - -  I 
J 

I 3 2 p - - 2  
2 419+2 

also 

3 .  
(28, 3) i = < 2 + 2 p _ 2  

Ein  W e r t  i > 2 k o m m t  nach (28, 3) nu r  fiir p -= 2 in Frage ,  und  zwar dann  

auch  n u r d e r  Wer~ i = 3. N u n  sind die mSgl ichen Typen  der  Abbi ldungsklassen  

endl icher  O r d n u n g  fiir p = 2 in der  t. c. I angegebenen  A b h a n d l u n g  I I I ,  Ac t a  

ma th .  58, p. I2O tabel lar i sch  aufgezis N u r  vier yon ihnen,  n~mlich die mi t  

V I I I , '  IX ,  X I  und X I I  bezeichnegen Typen  engsprechen w = 3- I n  V I I I  isg 

( I  I ~3 ) 6 > I. I n  I X  isg ~ - -  ~2=  6, ~,~--- 3, ~ , - - - - - ~ - = ~ = 5 ,  also 3 I ~, ~.~ -=: 

( I I ; )  
also 3 I ~1 ~ = I. D a  beide Seiten yon (27,6) kle iner  als I sind, 

k o m m t  also der  Wer~ i = 3  f a r  diese beiden Typen  niehg in Begraeht.  F a r  die 

mig X I  und X I I  bezeiehneten  Typen  isg im w 15 derselben A b h a n d l u n g  die 

K o n s t r u k t i o n  einer  Abb i ldung  endl icher  Ordnung  mig anderen  Mitgeln durch-  

gefiihrg worden,  sodass diese hier  ausser  Betraehg gelassen werden  kSnnen.  

Somi~ isg im fo lgenden  nur  noch der  Fal l  i =  2 zu behandeln.  

1 Siehe die Note S. 24. 
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2 9. Der  Fall  des  Index  2. 

Indem nun T '  in T den Index  2 hat ,  ist T '  Normaltei ler  yon T. Das 

Quadra t  .iedes ausserhalb T' gelegenen Elements yon T liegt dann in T'. Wie 

am Schluss yon w 2 7 bemerkt  gibt es in T mindestens eine maximale zyklische 

Untergruppe,  die n icht  in T' vertreten ist. Eine solche muss nun  die Ordnung 2 

haben, denn das Quadra t  eines prim~ren Elements muss zu T' geh5ren, also I 

sein, da die Untergruppe sonst in T' mit  einem yon I verschiedenen Element  

ver t re ten wfire. Andererseits  kann  es dann abet  auch nur  elne solche Unter- 

gruppe geben. Denu  h~t ten zwei yon den Zahlen ~ ,  ~,  ~s den W e r t  2, so wiirde 

die rechte Seite yon (27,6) negativ.  Man erkennt  also: u  den drei in T' 
existierenden nicht-konjugier ten maximalen zyklischen Untergruppen werden zwei, 

aber nicht  alle drei, in T konjugiert .  Den drei Nquivalenzklassen yon Unter- 

gruppen endlicher Ordnung in T' entsprechen also in T zwei solche; ausser 

diesen gibt  es in T noch eine dritte,  die in T '  nicht  vertreten ist, und diese 

letztere ha t  die Ordnung 2. 

Indem wir einen Augenblick yon den bisherigen Bezeichnungen abweichen, 

bezeichnen wir mi t  w~, %, oJs drei prim~re Elemente  der endlichen Ordnungen 

l~, l~, 13 yon T' ,  welche drei nicht-konjugierte Untergruppen yon T' erzeugen. 

Die ~_quivalenzklassen der o~ 1 und o,o enthal tenden Untergruppen mSgen in T 

zusammenfallen.  Es gibt also ein nicht  zu T '  gehSriges Element  99 yon T, 

welches die maximale zyklische Untergruppe yon T, zu der o h gehSrt, in die 

maximale zyklische Untergruppe yon T, zu der eo~ gehSrt, transformiert.. Ausser- 

dem weiss man, dass 9~w~0 -~ zu T' gehSrt, da T' Normaltei ler  yon T ist. Also 

wird w I durch ~p in eine Potenz yon w e ~ransformiert :  

(29, I) f % 9 ~  -1 = o~. 

Nun  ha t  9~cot~o -1 ebenso wie ~o~ die Ordnung 1,, und  w.. ~ hat  eine in der Ord- 

hung  l~ von w.~ aufgehende Ordnung.  Also geht  11 in 1~ auf. In  dieser Be- 

t r ach tung  kann man die Rollen yon wl und oJ~ vertauschen, also geht auch l, in 

li auf, und man erh~tlt l~-~ lt. Dieser gemeinsame W e f t  kann dann  n a c h w  z4 

weder 2 noch 3 sein. Man ha t  also 

(29, 2) l 1 -~ l~ ~ 4. 
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Aus w 25 geht hervor, dass das Element ~"----~'~ nur dann bei der Kon- 

struktion des Polygonnetzes eine Sonderstellung einnahm, wenn seine Ordnung 

~ " ~  3 war. Wenn nun ~" und ~ oder ~" und ~' zu konjugierten Untergruppen 

yon T gehSren, hat  man nach (29, 2) ~ " ~  4, und in diesem Fall konnte man, 

wie aus w 25 hervorgeht, ~" an Stelle yon v oder ~' als eine der beiden Er~ 

zeugenden yon T '  w~hlen, und das Polygonnetz N und damit auch  N in der 

zuerst behandelten Form erhalten. Man kann daher die urspriingliche Benen- 

hung ~, z' und ~" der drei prim~ren Elemente endlicher Ordnung yon T ' ,  zu 

der wir jetzt wieder zuriickkehren, so gewiihlt denken, dass es die Elemenie 

und ~' sind, die in T zu konjugierten maximalen zyklischen Un~ergruppen 

gehSren. Man hat dann entsprechend (29, 2) 

(29, 3) it = it' :> 4. 

In der regularisierten Darstellung T '  yon T'  dreht die elliptische Substitution 

u rechts herum um ihren Drehpunkt  einen Winkel der GrSsse 2 ~  Ist  Q ein 
it 

Punkt  yon E, so liegen also die Punkte (2, u Q, u ~, . . . ,  u ~ in dieser Reihen- 

folge rechtslgufig auf E. Dasselbe gilt fiir u mit demselben Wert  it wegen (29, 3). 

Wegen der Erhaltung der zyklischen Ordnung auf /~ und E bei der Isomorphie 

zwischen :T' und T '  liegen daher, wenn Q ein Punkt  yon E ist, die Punkte 

Q , ~ Q , ~ Q ,  . ~ - I Q  und  ebenso Q,~ Q, '~ �9 ., , ~ Q , . . . ,  ~,~-IQ in dieser Reihenfolge 

auf E, beide Male im gleichen Umlaufssinn. Das gleiche gilt dann bei CvT -~ 

fiir beliebiges ~ aus T, da T die zyklische Ordnung und Orientierung auf E 

erh~lt. Ws man nun ~o entsprechend (29, I), so muss daher Q :  I werden, 

und man erhglt 

(29, 4) 

Dabei gehSrt ~ nieht zu T'. 

~ T ~  - 1  ~ T t. 

Welter folgt, dass 

(29, 5) ~ z ' ~  - i  = ~ ~  -2 ~--- zl 

in T '  mit z konjugiert ist, da ~v ~ zu 2" gehSrt. 

Die Transformation mit ~o erzeugt eine isomorphe Abbildung J des l~'ormal- 

teilers T '  yon T in sieh. Diese ist dureh die Abbildung 

(29, 6) J ( , )  = z', J(~') = ~1 

der benutzten Erzeugenden yon T '  gegeben. 
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Der Automorphismus J yon T '  ergibt durch die isomorphe Abbildung yon 

T'  auf T '  in T '  einen hutomorphismus, den man ebenfalls mit J bezeichnen 

kann. Man hat  dann entsprechend (29,6) 

(29, 7) J(7) = 7', J(7') = u 

wobei 71 dem "1 bei der Isomorphie zwisehen :T' und T '  entspricht. Fiir T '  

hat man zun~chst kein dem q~ entsprechendes Element, da T '  ja einstweilen in 

keiner umfassenderen Gruppe enthalten ist, aber da q~* zu T' gehSrt, entspricht 
- - p  

ibm ein Element yon T ,  das wir etwa mit (~*) bezeichnen. Nun hat  man 

entsprechend (29, 5) 

(29, 8) 

f 

c 

F i g .  3 ~ . 

derselben Seite den Winkel ~- ab. Dann sehneiden die freien Sehenkel einander; 

denn bezeiehnet man wie in der Figur die drei Geraden dutch a, b, e und die 

Spiegelungen in ihnen dureh dasselbe Symbol, so ist 7 ' =  ab und 7~ = be, also 

u und naeh (29, 7) ist ; ' 71=J(7~ ' ) ,  hat also wie u  -1 die endliehe 
- - p - -  9~  

Ordnung ;U'. Im Sehnittpunkt ~ ~ entsteht also der Winkel ~ .  Das I)reieek 

~', ~,  ~'7~ ha~ also dieselbe Winkel wie das Dreieek 7', u 7" (d. h. das Dreieek 

B A C  der Fig. 25), ist also mit diesem kongruent und geht aus ibm dureh eine 

Drehung um den gemeinsamen Eekpunkt 7' hervor. I)iese Drehung kann in- 

dessen nur eine Potenz yon 7' sein. Denn der Punkt  7~ ist naeh (29, 8 )Bi ld  des 
- ,  

Punktes 7 bei einem Element (~)  yon T ,  und u und 7~ haben wegen der Kon- 

gruenz der Dreieeke den gleiehen Abstand yon dem Punkt  ~'. Diejenigen mit 

dem Punkt  u bezgl. T'  iiquivalenten Punkte, welehe yon dem Punkt  7' denselben 

Abstand haben wie 7, sind naeh der Struktur des Polygonnetzes nur die Mittel- 

Dabei hat  auch 71 die Ordnung X und dreht 

ebenso wie 7 rechts herum einen Winkel der 

GrSsse ~ .  Nach (29, 7) kann man T' auch durch 

7' und ~1 erzeugen. Man bezeichne nun den 

Drehpunkt einer elliptischen Substitution durch 

dasselbe Symbol wie diese Substitution selbst. 

Dann kann man die Bewegungsgruppe /7, fol- 

gendermassen herstellen: Man verbindet (Fig. 30) 

7' und 71 und tr[tgt in beiden Punkten nach 
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punkte  der 5-Eeke, welehe mig dem zu ~' gehSrigen 5-Eek eine Eeke gemeinsam 

haben. Also ist 
= 

fa r  ein ~gewisses d, und daher  zufolge der Isomorphie zwisehen T '  und T' 

(29, 9) ~s = 3'6- 

Ffihrt  man nun das ebenfMls nieht  zu T '  gehSrige Element  

an Stelle yon q~ ein, so ha t  man einerseits wegen (29,4) 

(29, IO) O"tf f  -1 = 3'--8 ~9 3~,  - 1  3 '8 = 3 '  

andererseits wegen (29, 5) und (29, 9) 

(29, I I)  ( I~ 'G - 1  = "~'--at~ T' ~--13 '0 '  = 3 ' - -831T '8 = ~ - -2T  1 ~02 = 3. 

Dann ist naeh (29, IO) a n d  (29, I I) 

o t o  -1 = G T t - - 1 T O  - - 1  ~ T - - 1 T  t = t - l ,  

also n a c h w  7 die Achse A yon t amphidronl und 

(29, I2) go = I .  

Perner  ha t  man wegen (29, I2 )  

3 " =  3 ' 3 -  azr a z a , =  (g,) ~. 

Das Element  z" ist also nieht  primiir in T, sondern Quadrat  des Elements oz 

der Ordnung 25". Dies wiederum ist primiir in T, denn spiitestens das Quadrat  

eines primitren Elements yon T gehSrt  zu T' .  N i t  den Bezeiehnungen yon w 27 

ha t  man daher  fiir a"  den Wer t  2. Dagegen sind � 9  3' aueh in i v primiir. 

Denn wegen 5 = 5' und ~3 = 2 kann  man (27, 6) in der Form 

2 I [ I I ~ ]  2 I 

schreiben, und daraus folgt  a ~ I. 

8 
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Fiir die Gruppe T'  hat  man, wie man aus der regularisierten Darstellung 

T'  abliest, die abstrakte Darstellung 

(T'): Erzeugende: % ~' 

Definierende Relationen: ~ ~ ~'~ ~- I, (~'~)~"~- ~. 

Die 

ausserhalb T'  gelegene Element a ais neue Erzeugende hinzufiigt. 

zun~chst die Darstellung 

Gruppe T, die T'  mit dem Index 2 umfasst, erh~lt man, indem man das 

Man hat  dann 

Erzeugende: ~, ~', a 

(T): Definierende Relationen: , z ~  ,'~ ----- I, (,,,)z" _-- I, 
- - 1  ! 

Denn mittels dieser Relationen kann man .iedes Potenzprodukt yon ~, z' u n d o  

in der Form eines Potenzprodukts yon ~ und , '  allein oder eines solchen gefolgt 

yon einem Faktor a umformen; und fiir Potenzprodukte in ~ und ~' allein ist 

das Relationensystem ja vollst:,indig. 

Aus dieser Darstellung kann man nun sofort die Erzeugende ~' eliminieren 

und erh~tlt dann die Darstellung 

(T): I Erzeugende : ~' a 
! .Definierende Relationen : ~" ---- ~e ~ (az) 2 z' ~ I. 

l=iiernach sieht man nun unmittelbar, dass man eine mit 9" isomorphe Gruppe 

T a u s  der friiheren Darstellung von T'  durch das metrisch regnl~re ~Tetz A T 

erhalten l~ann. Man fiihrt eine Halbdrehung a u m  den Schnittpunkt ~15 der 

Achsen fi~ und ~A (vgl. Fig. 25 und 26) als neue Erzeugende hinzu. Wegen 

---- Z' kommt N dabei mit sich zur Deckung. Denn zu u und u gehSren regul~tre 

~-Ecke mit gleich grossem Winkel, und diese sind daher kongruent, sodass 

(Fig. 26) 7 P der Mittelpunkt yon P und tP- wird. Zu ~" gehSrt ein regul~s 

z Z"-Eck, und dies wird (lurch das Element a~ der Ordnung z)." um einen Schritt 

in sich gedreht. Die Bewegungsgruppe T yon ~ in sich, die durch u und 

erzeugt wird, entspricht daher der obigen Darstellung yon T. 

Mittels der friiher konstruierten topologischen Abbildung & vbn f) auf D 

hat man daher T in der Form T ~- ,gT# -~ als Gruppe topologischer Abbildungen 

yon D in sich dargestellt. Damit ist die gestellte Aufgabe auch in dem als 

>>Spezialfall>> bezeichneten Falle gel5st. 
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30. N i c h t - E x i s t e n z  y o n  m o d  T e i n f a c h e n  A c h s e n  im Spez ia l fa l l .  

Zum Abschluss soil noch gezeigt werden, dass es in dem in w 2 3 als Spezial- 

fall bezeichneten Falle keine rood T einfache Achse gibt, wie dort schon be- 

haup~e~ wurde, dass also die beiden im Satz yon w 23 genannten Fiille einander 

ausschliessen. 

Da es auch im SpezialfaUe eine hbbildung der endlichen Ordnung n in der 

be~rachteten Abbildungsklasse gibt, gibt es eine Modulfl~che fiir die Abbildung, 

uud die Abbildung kann als Bl~ttervertauschung der Fl~che fiber der Modulfl/iche 

beschrieben werden. Die Modulfliiche ist, wie die Fl~che selbst, geschlossen. 

Wegen e ~ o  und w ~-3 (siehe w 27) hat die Modulfl~che den Zusammenhang 

der Kugel, und es liegen drei Verzweigungsstellen auf ihr. Eine rood T einfache 

Achse ist ja nun eine solche, die durch keine ihrer bei T iiquivalenten geschnitten 

wird. Ihr  entspricht auf der Fl~tche eine geschlossene geod~tische Linie, die 

erstens selbst einfach, d. h. ohne Doppelpunkte ist, da eine rood T einfache Achse 

ja a for~iori rood F einfach ist, und die auch ihre bei Bli~ttervertauschungen 

entstehenden Bilder nich~ trifft. Das heisst aber, dass die Spur der geschl0ssenen 

geodi~tischen Linie auf der :~odulfl/iche auch auf dieser eine einfsch geschlossene 

Linie ist. Eine einfach geschlossene Linie auf einer Kugel mit drei Yerzwei- 

gungspunkten zerlegt aber die Verzweigungspunkte in x + 2 oder in o-~ 3. In 

beiden F~lien begrenzt sie auch auf der t~berlagerungsfl~che ein Elementarfliichen- 

stiick, denn auch ein Elementarfl~chenstiick mit einem Verzweigungspunkt end- 

licher Ordnung hat ja nut  Elementarfl~chenstficke als lUberlagerungsgebilde. 

Kurven der Fl~che, die auf der Modulfl~che eine einfache Spur haben, sind also 

homotop ~Null, und es kommen somit keine geschlossenen geod~tischen Linien, die 

Achsen entsprechen, unter ihnen vor. 


