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Les polynomes classiques de Jacobi renferment un tres grand nombre de 

polynomes orthogonaux particuliers et frequemment employes, tout d'abord les 

polynomes ultraspheriques (et ses nombreux cas speciaux). On peut aussi deduire 

des polynomes de Jacobi, comme il est bien connu, les polynomes de Laguerre 

par un passage a la limite approprie, de meme que les polynomes d'Hermite se 

deduisent d'une fa<;on analogue des polynomes ultraspheriques. Le but de la 

presente Note est d'etudier la liaison entre ces quatre systemes de polynomes. 

Les relations considerees sont en partie connues et admises sans demonstration, 

d'autres, egalement connues, seront retrouvees comme des cas particuliers de 

certains resultats que nous croyons nouveaux. 

Ces relations sont de deux sortes: relations de passage d'un systeme de 

polynomes a un autre, et relations de passage (d'une valeur du parametre ou du 

degre ou de !'argument a une autre) dans le meme systeme de polynomes. On 

etablira des relations limites, des relations contenant des integrales et des 

developpements en series des polynomes en question. 

Commen<;ons par les definit£ons1
• Les polynomes de Jacobi sont de

finis par 

(I) P( r-1\ ( ) (a + I), ( , I - X) 
a,,, x = F - n n + a -r {I + I · a + I· -- ' 

n n! ' ' ' 2 

1 Pour les definitions, ainsi que pour m1 grand nombre des resultats connus cites, voir G. 

SZEG01 Orthogonal Polynomials. Amer. Math. Soc. CoiL Publ. vol. 23. (1939). 
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ou P est la fonction hypergeometrique de Gauss: 

,'( b· . ) _ ~ (a)r (b)r r J. a, , C, X - ~ ( ) I X , c rr. 
r=O 

() 
- r(a + r) 

ar- r(a) ' 

a et (3 sont deux parametres tels que a >-I, (3 >- I, et l'on suppose encore 

-I ~x~ r. Pour les polynomes ultraspheriques, nons prenons !'analo

gue de (1): 

(2) p(i.l(x)=(2 l)nP(-n n+2A· J...+~· r-x) 
n · n! ' ' 2' 2 

Les polynomes de Laguerre sont donnes par 

Da) (x) =(a+ r)n F (- n- a+ I· x) 
,. 1 1 1 ' ' 1L 

(a>-r), 

ou 1F 1 (a; c; x) est la fonction bien connue (fonction hypergeometrique confluente 

de Kummer) 

11\ (a; c; x) =lim F(a, ~; c; sx) = ~ ( ()a):
1
xr. 

<---->0 B Cr1. 
r=O 

Pour ce qui est des polynomes d'Hermite, ils s'expriment aussi a l'aide de 

ces fonctions confluentes, mais il sera plus commode d'ecrire ici leur expression 

explicite: 

[~) n! (z x)n-2r 
H,.(x) = ~(- r)r r!(n-u)! 

r=O 

§ I. Relations de passage d'un systeme de polynomes a un autre. 

I 0
• Relations limites. - La liaison entre les polynomes de Jacobi et ultra

spheriques ne pent pas etre consideree comme une formule limite proprement 

dite, les derniers polynomes etant obtenus pour les valeurs egales des deux 

parametres ou en donnant une valeur fixe ( ± ;) a l'un des parametres du 

polynome de Jacobi: 

(5) 
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ou encore 

nl (-!_ ;.-.!_) 
p(ll(x)=(-I)"(.l)n·22n_·_p 2' 2 (I-2X2)= 

2n (2n)!" 

=(-I)" (.l),. F(-n n + .l· ~. x 2) 
n! ' '2' 

(6) 
I (I 1) 

pP.) (x)=(-I)"·2.l(.l+ I) ·22 "( n. ) xP2'~-2 (I-2x2)= 2n+l 11 2n+I! n 

= (- I)" · 2 ).. · (J.. + I )n X F (- n n + ).. + I· ~ · x2
) • 

n! ' ' 2' 

Les polynomes de Laguerre sont lies a ceux de Jacobi par la formule limite 

(7) L(a) (x) = lim p(a, fl) ( I - 2 X) · 
n (l~ 00 n (J 

Si l'on remarque que 

P)~·(J) (x) = (- I)" P'f·a) (- x), 

on pourra encore ecrire que 

(7') L;fl (x) = !~~ (-I )11 P;~.(J) ( 2ax- I) . 
Les polynomes 

et des polynomes de 

(8) 

d'Hermite peuvent se deduire des polynomes 

Laguerre. D'abord 

H,.(x) = n! lim )..-i P~l ( x-:-), 
;.~"' VA-

ultraspberiques 

tandisque les relations qui lient H,. (x) a L~al (x) sont encore de deux natures: 

la formule limite2 

(~ +k) (w2 ) H,.(x) = 2"n! lim w-n L 2 --wx 
w_:_,.oo 11 2 

(k arbitraire) 

et les relations analogues a (6): 

J H2n (x) =(-I)" 22
" n! L~- ~) (x2

) 

l H2n+t(x) =(- I)11 2 2"+1 n! x L~~) (.-x:2). 

(w) 

Pour toutes les relations mentionnees jusqu'ici, exceptee (9), nons renvoyons au 

livre cite sous1
• 

• L. TosCANO, Formulc limiti sui polinomi di Laguerre. Boll. Unione Mat. Ital. H. t. I. 

(1939). p. 337-339· 
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Ces relations permettent de passer d'un certain resultat etabli pour une des 

classes des polynomes, les polynomes de Jacobi par exemple, au resultat analogue 

concernant les autres systemes de polynomes en questio11. Pour illustrer, con

siderons des fonctions generatrices des polynomes de Jacobi, deduites de la 

relation3
: 

~ (h)r P(-r a· c· x)zr = (r -z)-h F(a h· c·- xz ) 
"'-' 1"! ' ' ' ' ' ' r-z 
r=O 

(lzl<r) 

I 
que nous appliquerons a (I) et (6) successivement pour h=c, et h=~,z=cf, 

8 

8 -->- 0. 

N ous aurons done, pour les polynomes de Jacobi, 

(II) "' ( I + x)-a-~-1 ~0 p~a, ~-n) (x) t" = (I - t)~ I - t --
2

- (It I< 1), 

et 
00 

t" I t 
1 
+X ( I -X) 

"" p(a, ~--n) (x) = -~-- e 2 · F - (3· a + I· t -- (a > - I) 
.::.Jr(n+a+I)" r(a+I) 11 

' '2 
n=O 

tandisque pour les polynomes ultraspheriques, il vient (pour les degres pairs, par 

exemple) 

oo (2 n)! t" - ; _.!_ 
"" -,-- . P,(l--nl (x) =(I-t)· 2 [I- t(I- x 2)]-J- = 
"'"' zln n! (r- l.)a 2n 
n=O 

= (I-t)-2 I+ tx· -1. 1 ( • ) -

I-t ' 
(lti<I) 

00 t" ( ) ""---PP--nl(x) = e-t P l· _I· tx2 
.:::.J (I _ ),),. 2n 1 1 > 2 ' 
n=O 

et des relations analogues pour les polynomes ultraspheriques de degres impairs4
• 

Si l'on applique (7) ou (7') a (I I) et (I2), on retrouve les fonctions genera

trices connues des polynomes de Laguerre: 

tx 

(I I') ~L;~l(x)t"= (I_ t)-a-1 e-1-t (lti<I) 
n=O 

(I I") ~ L~a~n) (x) t" = (I + t)a e-tx, (I tl < I) 
n=O 

3 E. FELDHEIM, Contributions a la theorie des fonctions hypergeometriques de plusieurs 
variables. I. (Sons presse), (rormule (69) pour b = o). 

4 Ces fonctions genera trices, et surtout les formules (1 1 ), (r 2), (13) et (14) nons paraissent nouvelles. 
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et 

Pour la generalisation de toutes ces formules au cas de deux variables, voir un 

de nos travaux recents5
• 

La relation limite (8) permet de deduire de (I 3) et ( I4) les deux formules 

(It I < I), 

qui est une consequence de la formule connue de Mehler, et 

resultat ega.lement connu6• Ces dernieres relations se deduisent encore, par 

(9) et (10), des fonctions generatrices ci-dessus des polynomes de Laguerre. La 

derniere formule concernant les polynomes d'Hermite, en tenant compte de son 

analogue pour les indices impairs, donne lieu a la fonction generatrice classique 

qui est d'ailleurs la limite correspondant a (8) de la relation bien connue 

~p~l(x)tn=(I- ztx + t2)-l. 
n=O 

Relations integrales. - N ous connaissons l' equation 7 

1 

F(a b· c· x)= r(c) Jvr-I(r-v)c-y-IF(a b· r· vx)dv 
' ' ' r(r) r(c- r) ' ' ' ' 

0 

5 E. FELDHEIM, Contributions a la theorie des fonctions hypergeometriques de plusieurs 
variables II et III. (Sous presse). 

• K. DusL, Quelques remarques sur les polynomes d'Hermite. Congr. Intern. Mat. Bologna. 
(r928). t. III. p. 315. 

7 A. ERDELYI, Quarterly Journal of Math. t. 8. (1937). p. zoo-213, 267-277; t. 10. (1939). 
p. 176-189. Cette formule est d'ailleurs un cas particulier des relations plus generales, etablies 
dans notre travail cite so us •. 
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avec ffi(c) > ffi(y) > o. En rempla<;ant aux deux membres respectivement (I) et 

la premiere des formules (6), il vient 

C'est la generalisation de la formule d'Uspensky8 qui lie les polynomes de 

Laguerre et d'Hermite, et qui se deduit de (I6) par !'application de (7}: 

Mais la relation (I5) peut encore donner lieu a d'autres equations analogues a 
( 1 6), entre les polynomes de Jacobi et ultraspheriques. En tenant compte de (I} 

et (2), on trouve les formules inverses suivantes: 

(I8) P~·~l (x) = 

avec 

et 

avec 

1 

--,--------,-:---,--=---- ---· v 2 I-r 2 • I -vI -x v T(a+I) (a+I)nJl-!_( )a-l-!_p("l[ ( )jd 
r(J.+;)r(a-J.+U (2J.)n 0 n . , 

a + {J + I = 2 J., 
I 

a>J.--, 
2 

I J.>--, 
2 

r(;. + ~) 1 

2 (2J.)n J ( )l-a-~ ( R) [ ( )] - ------'-------,-=------,-- Va I-V 2 pa,l, I-V I- X dv, 
T(a+I)T(J.-a-;)(a+I)no n 

a + {J + I = 2 J., 
I 

J.>a+-· a>-I. 
2 

8 Voir G. SzEoo, loc. cit. sous 1
• Une autre generalisation de Ia formule d'Uspensky a ete 

donnee dans notre article II. cite sous 5
• 
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On deduit egalement une inversion de (I6), en appliquant a ses deux membres 

la seconde des formules (6) et (I) respectivement: 

( ) I p(l) ( ) -
20 X 2n+l X -

Les formules limites (7) et (8) reduisent (20) a !'inversion de !'equation d'Uspensky: 

(21) 

En particulier, si a = o, on trouve 

7i 

( )n(2n+ I)!JL ( 2 • 2 8) . 8d8 = - I I n X Sill Sill . 
n. 

0 

Nous avons deja etabli, dans des travaux anterieurs9
, d'autres relations 

integrales entre les polynomes d'Hermite et de Laguerre. N ous les reprenons ici 

sans demonstration: 

9 E. FELDHEIM, a) Developpements· en serie de polynomes d'Hermite et de Laguerre a I' aide 
des transformations de Gauss et de Hankel. I-III. Proc. Kon. Ned. Akad. Wet. t. 43· (1940), p. 
224-248, 379-386. (Formules (61) et (62)). 

b) Equations integrales pour les polynomes d'Hermite a une et plusieurs variables, pour les 
polynomes de Laguerre, et pour les fonctions bypergeometriques les plus generales. Annali d. R. 
Sc. Norm. Sup. di Pisa. t. 9· (1940), p. 225-252. (Formules (23) et (29)). 
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(22) 
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+oo I 
Hm(xl+ v) Hn(X- v) = 

=2m n ll);: J e-(u+ix)• (v + iu)m-n L~m-n) (2 u 2 + 2 v2
) du 

(m::=:n) 
2m n! (v + iu)m-n L;7'-") (2 tt2 + 2 v2) = 

+<» 

= ;;: J e-(x-iu)• Hm (x + v) Hn (x- v) dx 

-<» 

et nous donnerons ailleurs des generalisations de ces equations pour les fonctions 

confluentes et du cylindre parabolique. 

Continuous maintenant la consideration des equations integrales qui lient les 

polynomes de Jacobi et de Laguerre. Rapp~lons les deux equa.tisms fonctionnelles 

entre fonctions hypergeometriques de Gauss et de Kummer10
: 

<» 

F (a, b; c; x) = r~a) J ua-l e-" 1F 1 (b; c; ux) du, 

0 

ffi (a)> O, X~ I 

et une sorte d'inversion 

(0+, x+) 

F (a· c· x) = r(h) J u-b e" F(a b· c·~} du 1 1 
' ' 2ni ' ' 'u 

(b~o,-I,-2, -3, ... ) 

-oo 

le chemin d'integration, pour cette derniere integrale, en partant de - oo, entoure 

1' origine et le point x dans le sens positif et retourne vers - oo . 

Par (I) et (3), ces relations deviennent 

00 

p(a,fJl(x) = un+a+f.le-lt L(a) u--- du I J ( I -x) 
n T(n +a+ {J + I) 11 2 

0 

(n+a+{J>-I) 

et 
(0+, x+) 

(2 s) L(al(x)= . euu-n-a-(.1-Ip(a,[J) I-- du T(n +a+ fJ + I) f . ( 2 X) 
n 2 7tt 11 U 

-<» 

(n +a+ {J~- I,- 2, ... ). 

10 La premiere de ces equations se deduit d'une formule analogue a (15) (voir p. e. loc. cit. 

sous 8
, la seconde est due a M. Erdelyi, loc. cit. sous 7

, premier article. 
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Avant de passer plus loin, indiquons immediatement une application de (24). 
Nous allons montrer que cette relation redonne, a l'aide des fonctions generatrices 

connues de L~l(x), les resultats (I I) et (12). De (24), pour I tl <I, 

~ 1-t1+x 

~ {r - t)-a-1 f 2 ( 1 + x)-a-(3-1 ,., p(a,(J-nl(x)t"= ua+f3e-ul=tdu=(I- t)f3 I-t--
""-1 n T(a + (3 + I) 2 
n=O o 

identique a (I 1). La formule (12) se demontre de la meme fa9on, en tenant 

compte de la relation de HankeF1 

00 

e-" uf3 2 I. (2 V ux) dtt = ~-----x2 e-x F (-II· a+ I' x) J
. + .<: - r (a + (3 + I) <: 

a r(a + r) 1 1 t'• ' • 

0 

Inversement, (26) est une consequence immediate de (23) 

(a=a+-{3+1, 

Si 1' on fait 

e =a+ I, 
I 

a=
B' 

I 
a=(3=),--, 

2 

X~ BX, 

(24) devient une equation entre les polynomes nltraspheriques et de Laguerre: 

(27) 
"" ( 1) I l--

pi.ll(x)= . Jun+2l-1e-«·L 2 

n ( I) n r(2A) ),+ 2 n 0 

( J-X) u-2~ du, 

et son inversion analogue a (2 5 ). Indiquons un cas particulier simple de cette 

formule: si ), = ~ , on aura une relation entre les polynomes de Legendre et les 
2 

polynomes de Laguerre d' ordre zero: 

00 

I f ( I- X) P,(x)= n! u"e-uLn n-
2
- du. 

(} 

11 Voir p. e. G. N. WATSON, A Treatise on the Theory of Bessel Functions. Cambridge. 1922. 
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Comme application de (27), cherchons la fonction generatrice des polynomes 
ultraspheriques. En tenant compte de {I 2'), 

La derniere integrale peut etre calculee a l'aide d'une formule de Sonine 12
, et 

l'on aura 

n=O 

__ _ r(). +~;) (t _I-X)-~+i (-tv-=I 2 X)~-i J'(2A.) ( 2f(r-.r))-l 

- r(2A.) 2 I-t (r-t)H~r(A.+;) I+ (r-W = 

=(I -2tx + t2)-l, 
couformement a la theorie classique. 

On a encore, entre les polynomes nltraspheriques et d'Hermite, la relation 
analogue a (27), qui intervient deja chez N. Nielsen: 

00 

(28) Pn( ) 2 J -u> n + 2 l-1 ( ) d 
nA X n! r(A.) e- u H,. ux u 

0 

La deduction de la fonction genera trice precedente des P~) (x) peut encore se 

faire, et meme d'une fayon plus simple, a partir de (28). 

on a les cas particuliers interessants de (28): 

"' 
Pn (x) = ---

2y-J e-u• u" H,, (ux) d u, 
n! tt 

0 

co 

Tn(.r)= (n:._r)!J e-u•un-IH,(ttx)du, 
0 

12 Voir loc. cit. sous 11 • 

I 
Pour A.=- et A.--+ o 

2 ' 

(n = o, I, 2, ... ) 

(n = 1, 2, ... ) 
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ou 
"' 

cos nO= I J e-u2 u"-1 lin (u cos 0) du (n I 2 ) {n-I)! = ' '· · · 
0 

3°. Developpcments en series. - Rappelons les »formules de multiplication>> 13 

des polynomes orthogonaux en question: 

n (n + a) p(a,(J) [I -Q(l -x)] = ~ l!r(I -{!)n-r p(a,(J+n-rl(x), 
n """n-r r 

r=O 

et, a la limite, 

[%] (l) ( )' 
P(A) (ex) = ~ _r e" I - ~ pP-~r) (x), 

n """ Tl (l2 n 2 r 
r=O 

L(c:) ((! x) = ~ n a {!' (I - (!)n-r L(a) (x), n ( + ) 
n """n-r r 

r=O 

[~] ( )' I H ( ) Hn ( x) = ~ n I - ~ '~!__:_ ---"=.2r X • 
(! """ (! (! 2 r ! (n - 2 r)! 

r=O 

N ous pouvons alors deduire, a l'aide de ces formules, les developpements des 

polynomes orthogonaux figurant aux premiers membres des equations integrales 

du n°. 2., en series des polynomes qui interviennent aux seconds membres. 

Par (I 6) et (30), no us tirons 

= ( _ I)" T (a + I) 

r{;) r(a+;} 
( 

-) +1 
• pja+f1+r+1) VI +x f (I - v2)r+a-} v2n-2r d~· 

2n-2r 2 ' 

-1 

13 Pour les deux premieres, voir notre article cite so us 9 b, pour (31) ct (32), qui sont d"ailleurs 
connues, no us renvoyons it !'article cite so us • a. 
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et enfin 

(33) p~a, ~) (x) = 

( I) n (a+.B+I)n-r a+- --
=--I_ ~(-I)'(2r}l 2 n-rpa+~+n-r+I)(l/I-x). 

(a+.B+I)n""-~ 22 r1·! (n-r}! 2 r J! 2 
r=O 

De (I9) et (29), il vient 

r (.1. + !) 1 

p<ll(x) = 2 (2 l)n fva(I- v}l-a-i. 
n I' (a + I) T (). - a- ! ) (a + I), o 

2 11 ( + ) . ~ n a vr (I - v}n-r p(a,(J+n-r) (x) d V 
""-~ n- r r 
1'=0 

(2 l)n 

T(a + I)T(A-a-;) (a+I)n 

n ( ) T(a + 1' + I)T(n-r +J.-a- !) . '1 n +a 2 p(a,~+11-rl(x}, 
""-~ n-r ( I) r 

a -r {J +I= 2.A., 
r=O T n +). + 2 

d'ou 

" (;.-a-!) 
p(ll(x} = (2l),. ~ 2 r p<a.n-a-I+rl(x} (A>;>-H. 

n (;. + ;},. r=O r! 11-r ' 

Ensuite, par (2I) et (31}, 
1 - f 1 

I V 7C -a--
-H2n+l(X)=(-I)11(2n+I)! ( ) va(I-v} 2 . 
X T(n+a+I)I' _!_a 

2 
u 

11 ( + ) . ~ n a vr(I- v)n-r Lfal(x2) dv 
""-~ n- r r 
r=O 

-v~ 
= (- I)"(2n + 1)! · 

T(n+a+I)T(;-a) 

n ( ) T (a + r + I) T (n - r - a + _!) 
. ~ n + a 2 Lfal (x2), 
""-~ n -- T ( 3) r 
,·=o 1' n + .2 
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ou encore 

(Pour a=;, cette relation se reduit a la seconde des formules de Szego (Io), 

pour a= o, voir deja 9 a). Un developpement analogue pour les polynomes 

d'Hermite d'indice pair et pour a<-!_, se trouve dans nne Note recente de 
2 

M. L. Toscano 14, tandisque !'inversion de ce developpement, qui peut etre deduite 

par cette meme methode de la formule d'Uspensky (I7), se trouve deja chez 

E. Kogbetliantz15• . 
La transformation de !24), (27) et (28) donne lieu, tenant compte de (3I) et 

(32 ), aux developpements des polynomes de Jacobi et ultraspheriques en serie de 

polynomes de Laguerre d'argument I -x, et au developpement des polynomes 
2 

ultraspheriques en serie de polynomes d' Hermite. Les coefficients de ces series 

ne pouvant etre exprimes aussi simplement que ceux des developpements etablis 

dans ce n°., nons negligerons ici leur calcul direct, qui pent d'ailleurs etre effectue 

sans aucune difficulte. 

§ 2. Relations entre les polynomes d'un meme systeme orthogonal. 

I0 • Polynomes de Jacobi. - Reprenons !'equation (I5) ou nous poserons 

a=- n, b = n +a+ {J +I, c= a+ I, et rempla<;ons r par 7' +I. D'apres (I), 

il vient la relation 

1 

(35) p(a,~) (x) = T(n +a+ I) Jtr (I- t)a-r-1 p(y,a+~-r) [I- t(I- x)] dt 
n r(n+y+I)r(a-r) n .. 

0 

(a> y). 

14 L. TosCANO, Relazioni tra i polinomi di Laguerre e di Hermite. BolL Un. Mat. !tal. (II). 

t. 2. (1940). p. 460-466. 
15 E. KoGBETUANTZ, Recherches sur la sommabilite des series d'Hermite. Annales de l'Ec. 

Norm. Sup. (3). t. 49· (1932). p. 137-221. 

17-41841. Acta mathematica. 75. Imprime le 16 juin 1942. 
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C'est la generalisation de la formule connue de Kogbetliantz, relative aux poly

nomes de Laguerre et qui se deduit de (35) par le passage a la limite (;). En 

particulier, si r = {1, no us avons l' equation integrale interessante 

1 

p(a,~l(x)= T(n+a+I}(-I)n Jtt3(r-t)a-~3-1 P(a,t3)[f(I-X)-I]dt (a>fl). 
rt T(n + {1+ I)T(a-{1) " 

0 

Or, 

formule 

Sl 

de 

nous appliquons au polynome de Jacobi sous le signe d'integrale la 

multiplication (30), il vient, apres des calculs analogues a ceux du 

no. 3· § I., 

(36) p(rx, t3l (x) = ~ ~- r)r p(y, rx+~-·t+r) (x) 
n ~ !'! n-r 

(a >y). 
r=o 

Remarquons que, comme il est naturel, la relation (35) redonne par !'application 

de (s) ou (6), les relations (16), (18) et (19). 

2°. Polynornes de Laguerre. - Appliquons a (35) et (36) la relation limite (;). 

On retrouve les formules de Kogbetliantz16 

1 

L(al(x)= T(n+a+I) Jtr(I-f)a-y-lL(rl(xt)dt 
n r(n+r+r)r(a-r) n 

(a> r) 
0 

et 

L(al (x) = ~ (a- r)r Dr)_ (x) 
n ~ 1'! " r 

(a> r). 
r=O 

Une sorte de gener.tlisation de (37) a ete donnee dans un travail precedent17 

L(a) (x) = 
m+n 

1 

= T(m + n +a+ I) mJ~Jtr(I- t)a-•t-1 L(rl(xt) L(rx-·t-1) [x(I -f)] dt 
r(m+y+I)T(n-y+a)(m+n)! m II 

0 (a> r) 

qui se reduit a (3 I) pour n = 0 (et m = 11). 

16 I. c. sous 15
• 

17 E. FEI.DHEIJ\r, 1. c. sous ", partie II, oil nons avons donne une relation pins generale pour 
les polynomes de Laguerre a deux variables. Le resultat particulier (39) peut aussi se deduire du 
tbeoreme d'addition transcendant des polynomes de Laguerre de M. F. Trieomi (Annales de l'Inst. 
Henri Poincare. t. 8 (1938). p. 129). 
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L'application des formules (10) a (37) et (38) conduit encore a !'equation 

d'Uspensky (17), et aux relations (21) et (34). Si nous posons a= o, r =- ~, 
2 

la relation (39) donne lieu a une nouvelle formule integrale entre les polynomes 

de Laguerre d'ordre zero et les polynomes d'Hermite: 

n 
2 

Lm+n(x) = (- r)m+n ( )
1
, (' ) 1 ~ Jn2m (Jfx sin 0) H211 (Vx cos fJ) dO. 2m.2n.n: 

0 

Inserons ici encore !'equation suivante (generalisation du cas m = n du resultat 

precedent) 

2 

(m-k)' (m + k)' 2 J v- v-x2k£~!~)_2k(x)=(-I)k( )!( · k);- H 2m( xsinO)H2 m( xcosO)cos4kOdO. 2m. 2m-2 . n: 
0 

3°. Polynomes ultraspheriques. - Considerons encore !'equation (Is), avec 

a=-n, b= n + 2l, 
I I 

c=l+- 'V=-· 
2 l I 2 

Alors, d'apres (2) et (6), 
1 

r(;,+ ~)j 1 n! . 2 -- n! 1 -
--plA) (I- 2 x) = --=--- v 2 (I- v}1·-1 ·(-I)"-- pj2ll (l- vx) dv 
(2l)n " Vn:r(A.) (zA.)n 2n ' 

0 

ou encore 
+1 

p(l) (x) = (-I)"T0 + nJ(I-v2)i.-1 P(2 '-l (v 1 fi=X) dv 
" Vn:r(l) 2

" V z- ' (,1. > o) 

-1 

et ce n'est autre que le cas particulier de (16) correspondant a a= f1 =A.-~· 
2 

Pour ces memes valeurs des parametres, le developpement (33) devient 

p<ll(x)= 1 ~ (- Ijr(2A)n-r(l)n-r __ (2!l_._l -P(2 l+n-r)(VI-X) · 11 ( I) ."'-' 22
r r! (n- 1·)! 2

r 2 )., +- r=O 
2 " 
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4°. Polynomes d' Hermite. ~ Ces polynomes ne contenant pas de parametres, 

les relations que nous allons considerer lient des polynomes d'Hermite de degres 

et d'argurnents differents. De tels resultats ont ete etablis dans nos differents 

travaux precedents18• lei nous deduirons des relations du n°. 2. § I. une formule 

de M. Bailey19• D'apres (2-2), pour v = o. 

+<» 

Hm(x) Hn(x) = 2mn l;; J e-(u+ix)• (iu)m-n L~m-n) (2 u 2) du, 

-<X> 

tandisque, moyennant la generalisation deja signalee de la formule d'Uspensky~0, 

on aura 
n 

2 m;-n um-n L~m-n) (2u2) = (( r)nm/l JHm+n(u V2 cos p_) cos m- n pdp, 
- nm+n 2 2 

• 0 

de sorte que 
n 

m+n m' nl im+?tf m-n 
Hm(x)Hn(x) = 2-2-( · ·)! -- cos--pdp· 

m+n. n: 2 
- 0 

+oo 

-;% J e-(u+ix)• Hm+n(u¥2 cos;)du;. 
-co 

La derniere integrale est connue21 , et l'on trouve 

n 
m+n mlnl If m-n m+n 

(40) Hm(~)Hn(x)=2 2 (m+n)!";t cos---2-pcos 2 pHm+n(xVr +secp_)dp. 
0 

Pour m = n, cela se reduit a une relation de M. W. T. Howell~2 ; pour m = o, 

on a une equation integrale pour les polynomes d'Hermite 

n 

Hn(x) = 2i ;J cos~ p cosi p Hn(x V l +sec p) dp. 
0 

18 E. FELDHE1M, 1. c. sons u; voir la bibliographie donnee dans la partie II. de ce'travail, et, 
en particulier, L. ToSCANO, Numeri di Stirling generalizzati, etc. Com-ment. Pontif. Acad. Sc. t. 3. 
(1939). p. 721-757· 

19 W. N. BAIJ,EY, Journ. London Math. Soc. t. 13. (1938). p. 202-203. 
20 I. c. sous 6, (formu1e (19)). 
21 C'est, en effet; un cas particulier d'une _relation de ·1a theorie des transformations de Gauss, 

Voir. I. c. sons u. 
12 W. T. HOWELL, Philos. Mag. t. (7). 25. (1938). p. 456-458. 
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Une equation de nature inverse a (40) est la suivante28 : 

+<» 

Hm+n(x) = m OI ,.0 VI_ J e-t• Hm (x cos 0+ t sin 0) Hn (x sin 0- t cos 0) dt, 
cos cos "' 

-<X> 

Pour n = o, on trouve une equation du meme genre, mais plus simple que (4o'). 

Remarquons que (4I) est valable aussi pour des valeurs non-entieres de m et n. 

§ 3· Fonctions generatrices pour produits de polynomes. 

Telles sont, par exemple, les formules connues sous le nom de Rille-Ha-rdy 

(cas des polynomes de. Laguerre) et de Mehler (polynomes d'Hermite), ainsi que 

les formules analogues concernant les polynomes de Jacobi et ultraspheriques24• 

lei nous allons considerer des relations de nature differente, semblables a celles 

que nous avons etablies pour les polynomes d'Hermite25• Reprenons la fonction 

generatrice (I r') des polynomes de Laguerre, qui donne 

00 00 

~ ~ L:-ml(x)L;:--nl(x)umt•"=e-(u+vlz[(I + u)(I + v)]a. 
m=On=O 

Or, SI I I +u: +vi< I 

(I+u)a(I +v)a= ~ (~)ukvk(l + u + v)a-k, 
k=O 

done 

~ .~ L:-ml(x) L;_..-nl(x)umvn = ~ (~) ukvk · i L~a-k-r) (x) (u + v}r = 
m=O n=O k=O r=O 

28 Voir les travaux cites sons 9• 

24 V~ir 1. c. sons 1 et 9, et encore G. N. WATSON, Jonrn. Lond. Math. Soc. t. 8. (1933), P·. 
i8g-192, 194-199, 289-292; t. 9· (1934), p. 22-28. 

25 Voir l'article cite sons ea, formnles (27) et (27'). 
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En prenant. k + s = m, r + k - s = n, il vient la premiere des relations que nons 

avons voulu etablir: 

L(a+n) (x) L(a+m) (x) = '' m + n + a m n- 2 . L(a+k) (x) min (m, n) ( ) ( + k) 
m n ~ k m- k m+n-k ' 

k=O 

et, pour m = n, 

L'inversion de (42) se trouve d'une fa<;on analogue, et est la suivante: 

qui se reduit, pour m = n, a !'inversion de (42 1
): 

Da-n) (x) = (- r)" (n !)
2 

~ (-- r)" (n +a) {Dal (x)}2. 
2

" (2n)! ~ n- k " 
k=O 

La possibilite des relations (42') et (43') a ete deja indiquee (dans notre travail 

cite sous 9 a), sans donner explicitement les coefficients. 

Ces formules peuvent etre generalisees pour les polynomes de Jacobi. Les 
resultats correspondants sont 

(a + I )m (a + I), 
p(a, [H n) (x) p(a, tHm) (x) = ( ) 

m n a+ I m+n 

min .t· n) (m + n + {J) (m + n-2 k) (m + n +a+ {J + I)k (I- x)2kp<a+2k,(Hk) (x) 
~ k m-k (a+I)k 2 m+k-2k 
k=O 

et 

p(a,(J) (x) = m! n! (a+ I)m+n 
m+n (m + n)! (a+ I)m (a+ 1),. 

. min~•,n)(- x)" (m + n +{I) (a)k(a + l)2k (m +it+ a+ {J + I)k(I-~)2 ". 
~ k (a)2k(m+a+I)k(n+a+I)k 2 
k=O 

• ]>(a+2k, fl+k) (x) p(a+2k, (Hk) (x) 
m-k n-k 

qui se reduisent, par !'application du procede limite (7') aux resultats (42) et (43), 
tandisque !'application de (7) conduit a d'autres developpements connus des 
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produits de polynomes de Laguerre. 26 Si nous appliquons en suite, a (42) et (43), 

le passage a la limite (9), nous en tirons les developpements egalement connus, 

concernant les polynomes d'Hermite. En effet, 

(m+:<)~;!::'[I+OC,)]. " w-oo, 

et alors, d'apres (42), 

("'." +n) (w2 ) ("'." +m) (w2 ) 2mm!w-mLm2 

2 -wx ·2"n!w-"L, 2 
2 -wx = 

min (m, n) 2k [ ( 1 )] m! n! 
= ~ k! r+O w 2 (m-k)!(n-k)!. 

k=O 

("'." + k) (w2 ) ·2m+n-2k(m + n-2k)!w-m-n+2kL 2 - -wx m+n-2k 2 ' 

d'ou, moyennant (9), si w--+ oo, 

min (m, n) ( ) ( ) 
Hm(x)Hn(x)= ~ 2kk! ; ~ Hm+n-2k(x), 

k=O 

et l'on trouve, par (43), !'inversion de cette relation27
• 

Or, on tire de (42'), avec t suffisamment petit (en remarquant que l'echange 

de l'ordre des sommations est completement legitime), 

Mais, 

~ (n +a) t" = fk ~ (- r)m (-k-a-I) tm =(I-- t)-a-1 (-t-)k• 
~ n-k ~ m I-t 
n=k m=O 

de sorte que, finalement, 

(45) ~ {L(a) (xW t" = (I - t)-a-1 ~ (2 n) L(a-11) (x) (-t-)" 
~ n ~ n 2n I-t 
n=O n~,~o 

26 L. ToscANO, Sui prodotto di due polinomi di Laguerre e di Hermite. Rendic. R. Accad. 
d"Italia (VII) t. 1. (1940). p. 405-41 I, et aussi, loc. cit. sons 5

, partie II. 
27 Voir les travaux cites sous •, et 26

• 
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C'est. nne fonction generatrice des developpements inverses (42') et {43'), 

En effet, ;il est eyident que (42') se deduit de (45), et si nons ecrivons ce dernier 

sons la forme 

!'identification des coefficients de tn aux deux membres fournira (43'). L'applica

tion de (9) redonne la fonction generatric~ deja citee sons25 des formules (44) 

(et son inverse), c'est-a-dire 

Une generalisation de (45), analogue a celle que nons avons donne a l'endroit 

cite pour (46), est la suivante:' 

(47) i:L~~%l(x)L~~+fl(x)t,=(I-t)-a-l~ C~2_:\)L~a;n+kl(x)(r t tr (ltl<r), 
n=k n=k 

oil k est un entier non-negatif, Pour lc = o, (47) se reduit a (45). On pent en 

tirer les cas particuliers de (42) et (43) relatifs a m=n- k, n- n + k. On peut 

encore generaliser (47) pour des polynomes d'arguments differents: 

oo 00 
( t )n ~ L.(a+k) (x) L(a-kl (y) t" = ( 1 _ t)-a-1 ~ L(a-n+k) (x y) __ 

~ n-k. n+k ~ n-k,n+k '. I-t 
n=k n=k 

(ltl < r), 

oil le polynome fignrant au second membre est le polynome de Laguerre a deux 

variables, etudie par M. A. Erdely? 8, et nous-memes29 • Nous y avons aussi 

determine directement les developpements analogues a (42) et (43) pour arguments 

differents, pouvant etre deduits (au moins dans des cas particuliers) de (48). 

Si nous posons k = o et y = o, (48) se reduira a 

(It I < I). 

Par identification des coefficients des puissances egales de t, on en deduit deux 

formules inverses 30, qui sont d'ailleurs des consequences de relations du type de 

Kogbetliantz (38). 

28 A. ERDELYI, Sitznngsber. Akad. Wiss. zn Wien, t. 146. (1937), p. 431-467. 
29 l. c. sons 5, partie II. 
30 Voir p. e. loc. cit. sons 18 (L. Toscano). 
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Cherchons la valeur commune des deux sommes infinies figurant dans (45). 
Tout d'abord, en tenant compte de la formule de Rille-Hardy, et de ce que81 

k entier (r ::::; k < m), 

il vient 

"'[L.,(x)]2tn=_I_"' _!_L(nl(x) -~ =-L-e-1-tio ~ ' "' "' ( t ).. , 2 t "' ( Vt) 
...:::::.J I-tk.J nf n I-t I-t I-t (I tl < I) 
n=O n=O -

d' ou la relation assez interessante: 

"' p -
"' -D .. l(x) = e2 t J: (2 Vtcx-t)) k.Jnf n . o (x ;F t). 
n=O 

Dans le cas general, nons pouvons exprimer cette somme par une integrale double 

"'"' 
~ {L~l(x)}2 t"= x-ae2 "' J J Ja(2 VXy) Ja(2 "VU) I 0 (2 Vyzt) e-v-•(yz)~ dydz, 
n=O o o 

tandisque, pour (46), on trouve 

+a:o 

~ H~(x)t .. =e2tje-(Y+ia:)2J:(4yVt)dy L.J (n !)2 o . 
n=O -lXI 

Remarquons ensuite que l'applicat1on de la transformation de Hankel aux 

deux membres de (45) et (47) permet de retrouver certaines equations integrales 

concernant les polynomes de Laguerre,- par exemple celle qui exprime que la 

fonction e-a: xa {L~) (x)} 2 est sa propre R2a- transformee. 82 

Remarques ajoutees a Ia correction des epreuves. 

Le present travail fait partie de nos recherches actuelles sur les polynomes 

de Jacobi et fonctions hypergeometriques. Un grand nombre de resultats de ce 

travail se trouvent dans mon Memoire »Contributions a la theorie des polynomes de 

Jacobi I, 2 (en hongrois, Matem. Fiz. -Lapok, vol. 48, I941, p. 453-504). Les 

81 G. SzEGo, loc. cit. sous 1: 

81 G. N. WATSON, Journ. Lond. Math. Soc: t. I I. (1936), p. 256. Voir aussi la relation (22 a) 
de loc. cit. sons u. 

18-41841. Acta mathematica. 75. Imprime le 25 juillet 1942. 



138 Ervin Feldheim. 

formules (II)-(I5) rentrent dans nne fonction generatrice generale des polynomes 

de Jacobi, etablie dans la partie II de ce Memoire {Ibid., sons presse). En rela

tion de (22) et (4 I), indiquons que les generalisations annoncees se trouvent dans 

rna Note »Alcuni 1·isultati sulle funzioni di Whittaker e del cilindro parabolico» 

(.Atti R. .Accad. Sc. Torino, vol. 76, I940-4I). Concernant (zg), (30) et (36), 
remarquons que les formules de multiplication les plus generales des polynomes 

de Jacobi, c' est-a-dire le developpement de p~a, ~l [I - (! (I - x)] en serie de p;,r. d'J (x), 

ont ete donnees dans mon travail I. en hongrois. Ces formules generales, par 

!'application des relations de passage du § 1' donnent ensuite des resultats 

interessants pour les autres classes de polynomes considerees ici. Finalement, 

nous avons donne des generalisations et applications des resultats du § 3 dans 

la Note » Sul prod otto di due polinomi di Laguerre». (So us pre sse, Comment . .A cad. 

Ponti£.) 


