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1. Soient, pour n > I, x1, ... , Xn les n coordonnees d'un point general de 

l'espace S, p1, .•• , Pn leurs derivees par rapport a un parametre "'· .Alors, les zn 
grandeurs x,, p, sont les coordonnees d'un element de ligne dans s, les p, sont 

en particulier les coordonnees (homogenes) de direction. 

Dans le present memoire nous considerons les transformations 

y, = y, (xi, · · ., Xn, P1, · · ., Pn), '11= I, ... , n, 

ou les y, sont homogenes de dimension o en p 1 , ••• , p .. , jouissant de la propriete 

suivante: 
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En derivant (I) pm· mppm·t a ,; et en posant 

dy~ 
q,=~, 

d-r: 
p= r, ... , n, 

on peut, en eliminant les p, et leurs derivees, exprimer les x, en fonctions des 

y,. et q,.: 

(2) p= I, ... , n, 

les x~ etant homogenes de dimension o en q1, ••• , qn; et vice versa, on peut deduire 

les relations (I), en derivant les relations (2) et en eliminant les q, et leu1·s derivees. 

Les functions y, et x, sont supposees donees de derivees premieres con

tinues. 

On pent evidemment envisager nos transformations comme transforma

tions entre les elements de ligne (x,, p,) dans S et (y,, q,) dans l'espace T des 

y1, ... , Yn· Mais ici les expressions des q,. dependent non seulement des x, et 

d . . d d, . , d d p, es p,, ma1s auss1 es er1vees secon es a::;· De meme, les expressions des p~'-, 

tirees de (2), dependent des y,, des q, et des ~~ · Il ne s'agit done pas ici 

necessairement des tramformations de contact dans le sens de S. Lie. Nons 

appelons nos transformations les transfm·mations reversibles de premier ordre on 

bien les transformations R tout court. 

Toutefois, on pent demontrer que pour n = 2 les transformations R coincident 

avec les transformations de contact. 1 Pour n > 2 il en est autrement: 

Theoreme I. PoUl· n > 2 une transformation R qui est une transfm·mation de 

contact, est une transformation ponctuelle. (§ I.) 

Cela veut dire evidemment que, si les expressions des qf!-, tirees de (I), ne 

contiennent que les x, et les p,, et si celles des pi'-, tirees de (2) ne contiennent 

que les y, et les q,, les fonctions yfl- sont independantes des p, et les xfl- ne depen

dent pas des q,. 

Pour n = 3 le theoreme I est equivalent a un resultat donne dans le traite 

de Lie-Scheffers sons nne forme differente 2
• 

1 A. OsTROWSKI: On the definition of contact transformations. Bul. Am. M. Soc. 47 (1941), 

pp. 760-763. 
2 Cf. LIE·SCHEFFERS: Geometrie der Beriihrungstransformationen, T. I. (1896), pp. 478-480 
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2. Pour arriver a nne premiere classification des transformations R, considerons 

les deux J acobiens 

{} (y1> · · ·, Yn) 
{}(pi, · · ., Pn)' 

On demontre facilement le 

a(x1 , ••. , Xn) 
{} (ql, · · ., qn) 

Theoreme II. Les rangs des deux jacobiens (3) sont egaux entre eux et 
n < -. (§ 1.) 
2 

La valeur commune k des rangs des jacobiens (3) sera appelee le rang de la 

transformation R consideree. k = o caracterise evidemment les transformations 

ponctuelles. Dans ce qui suit, nons supposerons toujours, sans le dire explicite

ment, que k > o. 

Du theoreme II il resulte evidemment qu'il existe 2 k fonctions 

(4) rx = r,. (xl, ... , Xn, Pt• ... , p,.); s,. = s,. (yl, ... , Yn, ql, ... , q,.), X= I) ... , k, 

homogenes de dimension o, les r,. par rapport aux p 1, ••. , Pn et les s,. par rap-

port aux q1, ... , qn, telles que les x., et les y., s'expriment respectivement par 

Yu ... , Yn, 8 11 ... , 8k et par x1, ... , Xn, r 1, ••• , rk: 

(sl 

(6) 

et que r,. et s,. s'expriment par les x., et les y.,: 

v =I, ... , n, 

v= I, ... , n, 

(7) r,.=R:(x1, .. • , Xn, y1, ... , y,.), s,.=S!(x1 , .• . , x,., y1, ..• , y,.), x=I, ... , k. 

En introduisant les expressions (5) dans les s: et les expressions (6) dans les R:, 
on obtient: 

(8) 

(9) 

8,. = S,. (x1, ..• , Xn, 1'1, ... , 1'k), x= I, ... , k, 

x= I, ... , k. 

On pent naturellement choisir les fonctions (4) de manieres tres differentes. 

Mais, les fonctions (4) nne fois choisies, on obtient dans les formules (5), (8) de 

l'un cote, et (6), (9) de l'autre, nne transformation ponctuelle R* entre les deux 

espaces a n + k dimensions 

(10) 
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N ous appelons R* la transformation caracteristique de la transformation R 

don nee. 

Les resultats que nons allons exposer se groupent autour du probleme 

suivant: Une transformation arbitraire (non-singuliere) R*{(5), {6), {8), {9)} entre les 
deux ~spaces (I 0) etard don nee, on demande de trouver les 2 k expressions (4) les plus 

generales satisfaisant a (8) et (9), et telles que les transformations (5), (6) formees 
m:ec ces expressions, rep1·esentent une transformatt.on R, dont R* est la transformation 
caracte1·istique. 

3. Voiei deux exemples de transformations reversibles: 

Exemple I: Soit pour n = 2, k = I, 

(A) 

ou 
r=~P2. 

P1 

En differentiant (A) par rapport a nne variable parametrique on a 

done, en eliminant r', 

Or, pour notre choix de r, !'expression de droite disparalt. 

et l'on obtient maintenant de (A) 

ou 

La transformation est done reversible sons !'hypothese {A1). 

La transforn:u_ttion earacteristique de eette transformation reversible est 

f Y1 = X2 + rx1, Y2 = 1·, 

l X1 = s, X2 = Y1- sy2, 

En partant de (A5) on obtient par le meme caleul qui nons a conduits a (A2), 
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Il est evident que chaque fois qu'on parvient a definir une fonction 

r (x:i, x 2 , p 1, p2) et une fonction s (y1, y2, q1, q2), telles que (A6) soit satisfaite en 

vertu des relations (A 5), on aurait defini line transformation reversible correspon

dant a la transformation caracteristique (A5). Or, ceci n'est possible que pour les 

expressions (A1) et (A4) des r et s. Ce fait resulte de notre theoteme IV du texte. 

En general, on vena que pour k = ~·la transformation reversible est complete-
2 

ment definie par sa transformation caracteristique sans qu'on puisse introduire 

dans son expression des constantes on des fonctions arbitraires. 

4:. Exemple II: Soit pour n= 3, k =I, 

(B) 

ou 
r=_P2 + Ps. 

Pt 

En differentiant (B) par rapport a une. variable parametrique et en eliminant 
I r, on a 

Des relations (B2) il resulte en introduisant la valeur (B1) de r, 

done, en resolvant avec cette valeur de x 1 les ~quations (B) par rapport aux x.,, 

ou 
q1 + q3 s=--, 

q2 

et notre transformation est reversible. Elle correspond a la transformation 

caracteristique 

{
y1 =x2 + rx1 , y2 =r, 

xl = s, x2 = Y1 - sy2, 
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Or, dans ce cas on trouve facilement encore d'autres transformations rever

sibles correspondant a la transformation caracteristique (B5). Par exemple, en 

posant au lieu de (B1), 

Ps + aps 
1"=- ' 

Pt 

on obtient, par un calcul analogue a celui qui nous a conduits ala relation (B4), 

pour s la valeur 

Plus generalement il suffit, par exemple, que 1· satisfasse comme fonction des 

x~ et P~ a une relation de la forme: 

ou p est une fonction »arbitraire» de ses quatre variables. En effet, il en resulte 

par le meme calcul que plus haut: 

8 
= qt- p(qs,Yt,Ys, Ys). 

q2 

Toutefois ces formules n'embrassent pas encore le cas general. N ous indi

quons au No. 19 un procede permettant d'obtenir les transformations reversibles 

les plus generales correspondant a la transformation caracteristique (B5). 

5. Avant d'aborder la resolution de notre probleme, nous considerons dans 

le § 2 les formes lineaires homogenes en p 1, ••• , p,.: 

II 

(II) 
~=1 

m'i f, sont des fonctions de toutes les 2 n + 2 k grandeurs x~-', y~-', rx, s" liees par 

la transformation caracteristique R*. Nous dirons que t jouit de la propriete C, 
si t peut etre mise, en vertu des relations (6) et (9) et de celles obtenues en les 

derivant, sous la forme 

(12) 
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oii les coefficients g~ sont aussi des fonctions des 2 n + z k grandeurs 

xf', y IL• 1·", s". 

De meme, la forme (12) de q1, ... , qn jouit de la propriete D, si elle pent 

etre mise, en vertu des relations (5) et (8) et de celles obtenues par derivation, 

sons la forme (r r). 1 

Dans l'exemple I du No. 3 les formes p2 + rp1, q1 - sq2 jouissent en vertu 

de (A6) des proprietes 0, D. 

Dans l'exemple II du No. 4 les formes p2 + rp1,p8 jouissent de la propriete 

0, et les formes q1 - sq2 , q3 de la propriete D. 

6. Pour trouver toutes les formes (r r) jouissant de la propriete 0, il suffit 

evidemment de trouver nne base de }'ensemble de ces formes, c'est-a-dire un 

nombre minimum de ces formes, par lequel toutes les formes t jouissant de 

la propriete 0 s'expriment lineairement, en admettant comme coefficients des 

fonctions des x~", y!L, r", s". 

7. Or, nons montrons 

elements et nons donnons 

Supposons que le jacobien 

(§ 2) qu'une base pour ces formes consiste en n- k 

nne expression explicite des formes d'une telle base. 

est ~o. Ceci est evidemment permis apres un changement de numerotage des X~. 

puisque, R* etant non-singuliere, le rang de la matrice fonctionnelle des X~ par 

rapport aux s" est = k. Alors, une base pour les formes t jouissant de la 

propriete 0 est donnee par les n - k formes 

Pl Pt · · · · · · Pk 

(14) 
. x~ •. 

1.. = k + r, ... , n. 

1 Done, dans la definition des proprietes C et D les quantites r "' s" sont it considerer com me 

coordonnees des espaces (ro), liees seulement par la transformation R*, et non comme les ex

pressions (4). 
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8. Pe m~me, une base pour les formes u, jouissant de la proprh~te D, 

consiste en les n -lc formes suivantes 

(I 5) 
Y.lr1 Y~r1 • ••••• Y~,., 

Ul.= A.= lc + 1, ... , n; 

. ·. 
Y.lr,. Y{,.k . ..... Y~,.Jc 

si l'on suppose que le jacobien 

(r6} K- a(Yt, .. . , Y,.) 
-a h .... , r~c} 

est if o, ce qui est permis apres un: changement de numerotage des Y,.. 

(I 8} 

9. Lest). s'expriment lineairement par les U;t etreciproquement. On obtient (§ 2}: 

~·A.t~ 
t.t= ~ K u~, 

p,=k+l 

U,t= ~ Bi.p,t 
~ J P,l 

p,=k+l 

si l'on pose 

A.=lc+ I, .. . ,n, /.L=l, .. . ,n·, 

(zo) A. = lc + I , . . . , n, f-L = I , . . . , n. 

En appliqmint les formules (i4}, (I 5) a nos exemples I, II on obtient comme 

bases pour les formes tJ. et U.t · j ouissant des proprietes 0, D les formes p2 + r p 1 

et sq2 - q1 pour .I, les formes p2 + rp1 , p8 et sq2 - iJ.1, q8 pour II. 

10. A cote des formes lineaires en p, resp. en q, jouissant des proprietes 

0, D, dont la definition depend ·seulement de la transformation R* et pas des 

expressions (4) de 1·,. et Bx, nous considerons. des fonctions 

U(x1, •.• , Xn, P1, · .. , p,.), V(yl, · · ., Yn, ql, · · ., qn}, 

homQgenes de dimension o par rapport aux Pv, q, et jouissant de la propriete 

qu'en vertu de notre transformation R, c'est-R.-dire en vertu des forinules (I), (2) 
et des relations. qu'on en derive par differentiation, on ait 

U(xt, ... , x,., Pt• · · ., Pn) = V(yt, . · ., Yn, ql, · · ., q,.). 
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11. On peut facilement caracteriser les fonctions U, V par les equations 

di:fferentielles suivantes qui sont fondamentales pour les demonstrations de nos 

resultats. Il resulte de (6), en derivant: 

n k 

(22) P~ = ~ X:yf' qf' + ~ X;s" s~, 
f£=1 x=l 

OU les k derivees 8~ des Sx par rapport a 7: representent k formes lineaires 

homogenes en q~, ., q;,, lineairement independantes. Il suffit done, pour 

t ' · 1 £ t' u d" · 1 d't' a u o bt· t carac er1ser es one IOns · , ecnre es con 1 rons pour que --;;--;- = o. n o 1en 

les lc equations 

n ' au 
~ X~s" -f) = O, 
~=1 P~ 

auxqnelles doit etre adjointe !'equation 

n {) U 
~P~{)-=o, 

P~ 
'V=l 

exprimant l'homogeneite de dimension o. 

us" 

X= I, ... , Jc,· 

12. Les equations (23) sont lineairement independantes d'apres nos hypotheses 

sur les Sx, tandis que !'equation (24) peut tres bien etre une consequence des 

equations (23). Designons par lc* le nombre maximum des integrales du systeme 

(23), (24), independantes par rapport a p 1 , •.. , p,. On a evidemment 

(25) lc* ~ k, 

les lc fonctions 1'" jouissant de la propriete caracteristique des fonctions U, 
d'apres (4) et (9). 

Pour l'exemple I du No. 3 !'equation (23): 

devient pour (A 1): 

c' est-a-dire, identique a (24). 



160 Alexandre Ostrowski. 

Dans l'exemple II du No. 4 !'equation (23) devient en vertu de (B1): 

Elle est done independante de !'equation (24), et l'on verifie immediatement 

qu'elle est meme en involution avec (24). 

13. La valeur exacte de k* est donnee par le 

Theoreme III. Pour k = !!', n pair, on a k*= k = ~, et l'equation (24) est une 
2 2 

consequence des equations (23) qui forment un systeme complet. (§ 3.) 

Pour k < !!' on a lc*= n- k- I, et les equations (23), (24) sont l£neaiTement 
2 

independantes et fm·ment un systeme complet. (§ 4.) 

n-I 
II resulte en particulier du theoreme III que pour k < -- il existe des 

2 

fonctions U qui ne s'expriment pas par les x~ et r,_ seuls. 

14. Pour pouvoir enoncer les theoremes contenant une solution du probleme 

du No. 2, representons les expressions (14), (15) des t1, u1 sous la forme 

k 

+ ~ f;.,_ (x1 , ..• , x,, r1 , ... , rk)P"' 
x=l 

k 

+ ~ g;_,_ (yl, · · ., y,, S1, ... , Sk) q", 
x=l 

l. = 1c + 1, ... , n, 

l=k+I, ... ,n, 

ou les coefficients sont exprimes, moyennant les formules (5), (6), (8), (9) par les 

x~, r,_, respectivement par les y,.,, s,_. 

Dans ce qui suit, T1 resp. U1 designeront Ies fonctions, univoquement 

determinees, des 2 n + k variables x,.,, p,.,, r" resp. y., q., sx, donnees par les ex

pressions de droite en (26), (27). 
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16. Au moyen des expressions (26), (27) la solution complete de notre 

probleme s't1nonce tres simplement pour k = !!: : 
2 

Theoreme IV. Pour k =?!, n = 2 k, la condition necessaire et suffisante poU1· 
2 

que la transformation R* {(5), (6), (8), (9)} soit la transformation caracteristique d'une 

transfonnation R, est que les 2 k expressions 

(28) 

(29) 

~ flx (x1, ••. , Xn, r 1, •.• , rk) 
J(x1, ... , Xn, r 1, .•. , rk) p,., 

x=l 

l = k + 1, •.. , n, 

;. = k + r, ... , n, 

soient independantes, les k premieres par rapport aux r1 , ••• , rk, les k de1·~1ieres 

par rapport aux s1 , ••• , sk. Si cette condition est 1·ernplie, les exp1·essions (4) des 

r,. (xh ... , Xn, Ptt ... , p,.), s,. (yl, ... , y,.., ql, ... , q,.) s'obtiennent des 2 k equations 

obtenues de (26), (27), en posant 

). = k + r, ... , n. 

Dans l'exemple I on obtient par ce procede immediatement 

P2 + 1·pt = o, 

r =- P2, 
Pt 

Le them·eme IV est demontre au § 3· 

16. Si, pour k < ~. et une transformation R donnee, les fonctions (4) ont ete 
2 

choisies, la transformation caracteristique R* est univoquement determinee, done les 

expressions (r4) et (15) des t). et des ulle sont aussi, des que, apres un changement 

de numerotage, J et K ne s'annulent pas. En substituant dans ces expressions 

des tl, pour les y~ et les s,. les expressions (5) et (8) et en rempla<;ant les 1·,. par 

leurs expressions (4), on obtient pour chaque tl une expression, univoquement 

determinee, en x~ et P~ que nous designons par t!: 

;. = k + I, ... , n. 

De meme, on obtient pour les Ul les expressions 

;. = k + I, ... , n. 
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17. Dans l'enonce du resultat analogue au theoreme IV pour k < ~, nons 
2 

faisons usage de quelques notions que nons allons introduire d'abord: Soit 

une fonction des 2 n variables indiquees, homogene par rapport aux tk+t, ... , fn. 

Rempla9ons y les r" et les x, par les expressions (9) et (6), et les t;. par les ex-

pressions (I 7 ), en y exprimant les coefficients 7 par les y, et les s". Alors, on 

obtient de Ji' une fonction univoquement determinee 

G (s1 , ..• , Sk, Uk+t, ... , Un, Yt, ... , y .. ) 

de ses 2 n arguments que nous appelons la transj01·mee de Ji' par la tmnsf01·ma

t£on R*. 

En rempla<;ant dans F et G les tJ., U). par T)., u~., on obtient les fonctions 

F* (r1, ••• , 1'k, p 1, ... , Pn, Xv ... , Xn) resp. 

que nons appellerons les expressions developpees de F resp. G. Un systeme de k 

equations de la. forme 

F! (rl, ... , 1'k, Pt> ... , Pn, xl, ... , Xn) = o, X= I, ... , k, 

sera dit »de rang k en r1, .•• , 1'k pm· rapport aux p 1, ••• , Pn», si ces equations, 

considerees comme equations en r 1, .•. , rk, ne possedent pas de solutions dans 

lesquelles une de ces variables 1·1, •.. , 1'k reste indeterminee; mais possedent au 

contraire une solution composee de k fonctions r 1, ... , 1'k en p1, . .. , p,., Xv •.• , Xn 

qui sont independantea par rapport aux p 1, ••• , Pn· Une notation analogue sera 

utilisee pour les equations en s1, ... , sk, q1, ... , qn, f/1 , ... , Yn· 

18. Pour l'exemple II du No. 4 !'expression developpee de la fonction 

est donnee par 

L'equation Ji'* = o est alors de rang I en r par rapport aux p 1 , p 2, p9, si elle 

possede une solution en r, qui depend effectivement de l'une au moins des trois 

variables p 1 , p 2 , p3 • 
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Il est facile d'etablir les conditions necessaires et suffisantes pour que ce 

fait se presente, si l'on fait !'hypothese que F soit un. polyn6me en r, t2 , t8 , x1, x 2 , x 3 • 

Si alors F contient effectivement t2 , on pent supposer que les coefficients des 

differentes puissances de t2 en F soient des polynomes en 1· avec le plus gra.nd 

commun diviseur 1. Mais alors, si !'equation F = o etait satisfaite pour nne 

fonction r (xl, x2, Xs) independante des P~. on aurait evidemment nne relation 
entre p 1, p 2, p3, x1, x2, x3 • 

De l'autre cote, si F ne depend pas de t2, il est, evidemment, necessaire et 
suffisant que le polynome F ne se decompose pas en un produit d'un polynome 

en 1· independant de t3, et d'un polynome en t8 independant de 1·. Nons avons 
done le resu]tat: 

F(r, t2 , t3 , x1, x 2 , x3) etant suppose un polynonw en ses six variables, la condition 
necessaire et suffisante pour que l'equation F* = o soit de rang I en r par rappm·t 

. o2 lg F 
aux p 1 , p2, p8 est que, ou bien F;. =Ji!!!E o, ou bzen 

0 0 
=Ji!!!E o. 

r Ps 

19. Theoreme V. Soit une transformation R donnee par les relations (4), (5), 
(6), (8),· (9), et soit R* sa transformation caracteristique. Alors, l'une au moins des 

expressions t! ne s'annule pas identiquement en p 1 , ••• , Pn, xh ... , Xn. En plus, il 
existe un systeme de k equations 

x= I, ... , k, 

oii I) les Fx sont homogenes par rapport aux tk+I, ... , tn; 2) les k equations 

J:i'! (rp ... , rk, Pv ... , Pn, x1, •.• , x,.) = o, x= I, ... , k, 

oi't les F: sont les exp1·essions developpees des F,., sont de r-ang k en r 1, ... , rk par 

mpport aux p1, ••. , Pn et 3) les k equations 

G! (sl, ... , Sk, ql, ... , qn, Yl• ... , Yn) = O, x= I, ... , k, 

oi't les G: sont les express£ons developpees des transformees 

des J;~ par R*, sont de 1·ang k en s1, ... , Sk pm· rappm·t aux q1, .•. , q11 • 

Reciproquement, si pour une tran.ifm·mation R* donnee on part d'un systeme de 
k equations (33) jouissant des trois p1·oprietes indiquees, on obtient, en resolmnt le 
systeme (34), (3 s), les 2 n fonctions (4), telles qu'en les substituant dans les relations 
de la transformation R*, on obtient une tmnsformation R dont R* est la trans

formation caracteristique. 
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En appliquant le theoreme V a la transformation caracteristique (B6) de 
l'exemple II du No.4, on est amene a considerer une fonction P(1·, ts, tlh xl, x2, Xs) 
homogene par rapport aux t1 , t8, et telle que !'equation 

soit de rang 1 en ,. par rapport aux p1, p 2, p8 et !'equation 

P(yz, ql- 8qz, qs, s, Y1- syz, Ys) = O 

soit de rang 1 en 8 par rapport aux q1 , q2, q8• 

En resolvant ces deux equations par rapport aux ,., s on obtient les 

expressions de r et 8 donnant la transformation reversible la plus generale 
correspondant a la transformation caracteristique (B5). 

De l'autre cote, si, par exemple, p se reduit a une fonction /(1·, ts, Xs) ne 
dependant que de 1'1 t3 , X 8 , les deux dernieres equations se reduisent a 

f(r, Ps, Xs) = o, 

dont la seconde n'est assurement pas de rang I en 8 par rapport aux ql> q2, q8 , 

tandisque la premiere est en general de rang I en ,. par rapport aux p1, p 2 , Ps· 
On voit done que des deux conditions 2), 3) du theoreme V chacune pent etre 
satisfaite sans que l'autre reste valable. 

Dans la demonstration du theoreme V il s'agit surtout de montrer que 
certains systemes d'equations sont d'un rang determine. Or, on ne connait qu'un 
cas suffisamment general dans lequel on pent affirmer qu'un systeme d'equations 
soit resoluble pour les valeurs generales des parametres - c'est le cas d'un 
systeme d'equations de la forme P,(x1, .. . , x,.) = y,, (v=I, .. . , n), si le jacobien 
des P, est ~ o (8ysteme d'-inversion). Et la principale difficulte qu'on a a sur
monter dans les demonstrations de ce genre consiste dans la reduction aux 
systemes d'inversion. O'est pourquoi les raisonnements des Nos. 38-47 sont 
necessairement plus detournees qu'il ne convienne a leur idee generale. 

20. Dans le cas k = ~ on k = n- I il resulte evidemment du theoreme III, 
2 2 

qu'on puisse exprimer.toutes les inb~grales du systeme (23), (24) par les x, et 1·,. 

Pour k < n-
1 

ce n'est plus possible, mais il est tres facile de montrer que 
2 

dans ce cas toutes les integrales du systeme (23), (24) s'expriment au moyen des 
expressions t!, r, et x,. 0' est le 
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n-J 
Tbeoreme VI. Pou1· k < -- les expressions (4) des 1·,. par les x, et p, et le.~ 

2 

quotients des t! satisfont aux equations (23), (24), et chaque t'ntegrale du systeme (23), 

(24) peut etre exprimee par les 1',., les quotients des t! et les X 1, ••. , Xn. 

Nous demontrons les theoremes V et VI au § 4· 

21. Au § 5 nous montrons sur quelques exemples, que les conditions du 

theoreme IV sont generalement satisfaites, et, en plus, que les conditions 2) et 

3) de ce theoreme sont independantes l'une de !'autre. 

Quant au theoreme V, nous montrons qu'il est applicable pour chaque trans

formation R*, si l'on suppose que les derivees secondes des fonctions (5), (6), 

(8), (g) sont continues. On est force, naturellement, a se horner aux voisinages 

de certaines valeurs convenablement choisies. Au No. 55 nons appliquons le 

theoreme v a uu cas particulierement simple, mais assez general. 

Enfin, aux Nos. 56-58, nous considerons les differentes transformations 

caracteristiques correspondant a la meme transformation R - done, dans 

un certain sens, equivalentes entre elles - et nons montrons que »l'inm1·iant 

caracteristique» de cette equivalence est donne par la correspondance de rang 

n- k entre les espaces 8 et T, obtenue en eliminant les r,. et less,. des equations 

(5), (6), (8) et (g). 

22. Nous avons deja consacre au cas special n = 3, done k =I, c'est-a-dire 

aux transformations d'elements de ligne dans l'espace a trois dimensions une 

etude etendue\ dans laquelle nous developpons la theorie de ces transforma

tions, en partant d'un point de vue different de celui auquel nons nous sommes 

places ici. 

La difference consiste surtout en ce que no us avons alors choisi, pour n = 3, 

les expressions 1·,., s,. de maniere univoque. Dans ces circonstances, la trans

formation caracteristique R* ne pouvait plus etre choisie arbitrairement, mais 

etait assujettie a la condition de transformer une certaine forme de Pfaff dans 

une autre. 

Quant a la fonction correspondant a !'expression de gauche en (33), elle se 

simplifie considerablement pour n = 3, puisqne 1!',. est alors nne forme bz'naire en 

t2 , t3 et peut done etre remplacee par une forme lineai1·e en t2 , t8 , done anssi 

en Pt, P2, Ps· 

1 A. OSTROWSKI: Sur une classe de transformations differentielles dans l'espace a trois 

dimensions. Comm. Math. Helv. 13 (1940/41), pp. 156-194; 14 t1941/42), pp. 23-6o. 
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C'est grace a ce fait que nous sommes parvenus a etablir, pour n = 3, un 

lien entre la theorie des transformations R et celle des transformations de contact, 

auquel est consacree la deuxieme partie du memoire cite.1 - Enfin, dans le 

memoire cite, la variable independante ,; a ete identifiee avec x1• Les formules 

perdaient par cette raison en symetrie, mais devenaient plus concretes et plus 

conformes aux notations habituelles dans la theorie des equations differentielles 

aux derivees partielles du premier ordre. 

Toutefois, dans l'espace a n dimensions, la symetrie des formules joue un 

rOle beaucoup plus considerable. C' est pourquoi nous avons prefere d' employer 

dans le present memoire les coordonnees homogenes de direction. 

§ I. Les theoremes I et II. 

23. Pour demontrer le theoreme I, supposons qu'il soit possible d'exprimer 

les quotients des p, par les y,. et les q,. seuls. En designant les derivees ~q: 
par q~, on obtient de (2): 

Done, si les quotients p,, v :P A., etaient independants des q~, on obtiendrait pour 
Pl 

chaqut> couple v, A., v ;P A., les relations 

n 

, ~ x:y"q" 
X, qf' x=l 
-,-=-n----=T,l, l=I, ... ,n, v=I, ... ,n. 
Xl ql' ~ , 

."'-l Xly,. q,. 
x=l 

Mais alors le rang de la matrice fonctionnelle des x, par rapport aux n variables 

q,. serait ::::::; I, et x1, ••• , Xn seraient exprimables, comme fonctions de q1, ..• , q11 , 

par une seule fonction Q (y1 , ... , Yn, q1, •.. , qn), homogene de dimension o par 

rapport aux q1 , ••. , qn: 

X,= :i,(yl, · · ., Yn, Q). 

1 Il existent aussi dans le cas general considere dans ce memoire des relations entre les 
transformations reversibles et les transformations de contact, mais ces relations sont beaucoup moins 
simple que pour n = 3· 
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On aurait done en derivant 

~ _, + _, dQ 
p~='""" X~yxq" X~Qd,;' 

x=l 

done, puisque les derivees secondes des Y11- ne sont eontenues qu'en ~~: 

P~ x:Q p ( Q) - = -,- = ~ Yt, · .. , Yn, , 
Pl X!Q 

et les 2 n- I quantites . d' d t P2 Pn m epen an es x1 , ... , Xn,-, · · ., - seraient representees 
Pt Pt 

en fonetions des n + I grandeurs y1, ... , Yn, Q. ll en resulte 

2n-I;;i;n+I, n ;;i; 2, 

et le theoreme I est demontre. 

24. Pour demontre1· la premiere partie du theoreme II, designons les rangs 

des Jaeobiens (3) resp. par k, l, et supposons qu'on ait, eontrairement a !'assertion 

du theoreme, k > l. Alors, il existerait k fonetions rx (xl, ... , Xn, PI> ... , Pn) et 

l fonctions s;,(y1, •• • , Yn, q1, .•. , qn), independantes, les 1·,. par rapport aux P11-• 

et s;. par rapport aux qi<, telles qu'on aurait 

(36) 

(37) 

(38) 

(39) 

Y• = Y. (x1, ... , Xn, r 1, ... , rk), 

1'x = Rx (x1, •.. , Xn, Yt, ... , Yn), 

v= I, ... , n, 

). = I, ... , 7, 

v =I, ... , n, 

x= I, ... , k. 

25. Mais, en substituant les expressions (36) dans les relations (39), on 

obtient des expressions des r,. par les y1, et les St.: 

rx = Rx(y1, ... , Yn, s1, ... , sz), x= I, ... , k. 

Maintenant les n + k expressions (36) et (40) sont exprimees en fonetions des 

n + l < n + k variables y1, ••• , Yn, sl> ... , s1• 11 en resulte une relation non

identique entre les r 1 , ... , rk, x1, ... , Xn, tandis que les rx sont independants par 

rapport aux p 1, ••• , p 11 • Done on a k;;;; l, et puisqu'on obtient par un raisonne

ment symetrique au precedent k ~ l, il resulte k = l, et les rangs des deux 

J acobiens (3) sont egaux. 
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26. Pour demontrer l'inegalite k ~?!, remarquons que le systeme (23), (24) 
2 

contient en tous cas au moins k equations lineairement independantes. On a done 

pour k*, nombre de ses integrales independantes par rapport aux: p1, ••• , Pn: 

k* < n- k, done par (25) 

k ~ n- k, k<~, 
-2 

et le theoreme II est demontre. 

§ 2. Les tJ. et UJ.. 

27. Derivons les relations (6) de la transformation R*, consideree comme 

transformation ponetuelle entre les espaces (10), par rapport a un parametre 'l. 

Designons les derivees des x,,, y~', r,., 8,. par rapport a ,; resp. par p~', q~', r~, 8~. 

On a 
n k 

p, = ~ x~v~' q~' + ~ x;.,. 8~. 
ft=l x=l 

28. Alors, en substituant pour un A.> k les expressions (41) dans le deter

minant de (14), on obtient pour tJ. la somme des deux determinants suivants: 

n n n 
~, XJ.v~' qfl, ~ x;v~' q,,, .. ., ~XI. vi' ql' 
ft=l ft=l ft=l 

x;.P, x~ •. ' 
.. . . , XI.., 

X{.k x;.k ' ' Xi:.k 

k k k 
~X)..,. s~, ~ x~ ... 8~, .. . , 2: X' , ks,. 8,. 

x=l x=l x=l 

x;.., x;., 
' 

.. .. , x;,., 

x;..k x;.k ' 
., x;,.k 
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Or, ici le second determinant s'annule, et l'on obtient, en developpant le premier 

determinant snivant les qfl- et en utilisant les expressions (19) des A2fl: 

n 

h = ~Alflqfl, l=k+r, .. . , n. 
fL=l 

Done, les t;. jouissent de la. propriete C. En plus, elles sont lineairement 

independantes, puisque chaque fl contient effectivement un p;. manquant dans les 

autres ~«· 

29. Supposons maintenant que la forme (I I) jouisse de la propriete C, et 

substituons dans le produit J t pour J p;., A.= k + I, ... , n, les expressions 

x=l 

obtenues de (z6). On obtient alors 

n k 

(43) Jt= ~ j2t;. + ~A~p~, 
l=k+l ~=1 

les A~ etant des fonctions des x~'-, y~'-, 1·,., s,.. L'expression 

k 

~A,p, 

jouit done de la propriete C. Mais alors on obtient, en substituant pour les p, 

les expressions (4I) et en ecrivant que les coefficients des 8~ s'annulent: 

k 

~A, x;.,. =o, X= I, ... , k. 
1'=1 

Done, puisque J;;tfo, tous les A, s'annulent, et I' on obtient de (43) la representation 

On voit que les t;. forment en effet une base pour toutes les formes t jouissant 

de la propriete C, et l'on obtient la representation (44) de t pa1· les hen remplat;ant 

t;. 
dans (n) les p .. avec v < k par o et les p, avec v > k pm· -;r· 
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30. Les resultats analogues sont valables par symetrie pour les u'A et 
n 

la propriete D. Or, la forme ~Alp, qp, dans la relation (42) est une forme u 
p,=l 

jouissant de la propriete D. Done, en la representant d'apres la regle analogue 

a eelle du No. 29 par la base Uk+t, ... , u,., on remplace dans (42) les qp, avec 

U>. ) !"' ~ k par o et chaque q"" avec !"' > k par K' et la relation (17 est demontree. 

La relation {18) s'obtient par symetrie. 

§ 3· 
n 

Le cask=-· 
2 

31. Pour n = 2 k les expressions r 1, ... , rk forment k integrales independantes 

des equations (23), (24). Or, si !'equation (24) etait lineairement independante 

des equations (23), ce systeme ne pourrait posseder plus de n- k- I = k- I 

integrales independantes, done, dans notre cas, !'equation (24) est une combinaison 

lineaire des equations (23), et le systeme (23), possedant k = n- k integrales 

independantes, est complet. La partie du theoreme III se rapportant au cas 

k = '13: est demontree. 
2 

32. D'apres ce que nous venous de montrer sur !'equation {24), le systeme 

d. equations linea ires 

k 

(45) ~ f"'x x: .. ,. +!loP~= O, v= 1, ... , n 
x=l 

possede une solution en f"'o, f,l.1, ••• , f,l.k avec !lo ~ o. 

Or, en prenant les equations (45) avec ')J = I' ... , k, A> k, et en eliminant 

f"'o, f,1.1, ••. , !Lk, on voit que le determinant de droite en {I4) s'annule. Done, dans 

notre cas, les expressions (26) s'annulent quand on y remplace r 1, ••• , n par leurs 

valeurs (4). 

33. De !'autre cote, on obtient de (26) pour t;. = o: 

A.=k +I, .. . ,n. 
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Si les expressions de droite n'etaient pas independantes par rapport aux r1, •.• , ?"k, 

il en resulterait une relation non-identique entre x1, ... , Xn, p 1, •.• , Pn, c'est-a-dire 

une equation di:fferentielle de premier ordre entre les n fonctions arbitraires 

x 1, ••• , Xn de 7:. Done, les expressions (28) sont independantes par rapport aux 

1\, .•• , 1"k, et, le raisonnement anal~gue etant valable pour les expressions (29), la 

nece88ite de la condition du theoreme IV est deruontree. 

34-. Supposons de l'autre cote, que la condition du theoreme IV soit remplie. 

Alors, en resolvant les equations (46) par rapport aux r1, .•• , rk, on obtient k 

expressions (4) pour r 11 ••• , rk. Ces k expressions seront evidemment independantes 

par rapport aux Pk+l, ... , Pn, done aussi par rapport aux p 1, ••• , Pn· En e:ffet, 

designons par d le jacobien des expressions de droite en (46) par rapport aux 

r 1, ... , rk, et par d 1 le jacobi en des r1, ... , 1"k par rapport aux Pk+l, ... , Pn. 

Alors il resulte de (46): ddl = (- I)k, dl ~ 0. 

Formons a partir des expressions des r 1 , ••• , n, tirees des equations (46) les 

fonctions 8x moyennant les relations (8). Il resulte des formu}es (I8) qu'avec 

tontes les formes t;. les formes U;. s'annulent elles aussi. En ecrivant les u;. sous 

la forme 

(47) 
k 

U;.=Kq;. + ~ g;.x(Yl> .. . , Yn, 81, ... , 8k)qx, 'A=k +I, ... , n, 
x=l 

on voit que les expressions des 81> •.• , 8k, tirees de (8), satisfont aux relations 

'A=k +I, ... , n. 

3o. Or, d'apres l'hypothese du theoreme IV, les expressions de droite en 

(48) sont independantes par rapport aux 8 1, ... , 8k, les k fonctions s1, ... , 8k 

peuvent done etre representees, moyennant les equations (48), en fonctions des 

y1, ..• , y,., q1, ... , q,.. Alors on a obtenu les 2 k fonctions (4) satisfaisant aux 

equations (5), (6), (8), (9), done une transformation R, dont R* est la trans

formation caracteristique. Et la transformation R de rang k, obtenue de cette 

fa«;on, est evidemment la plus generale possedant R* comme transformation 

caracteristique. La demonstration du theoreme IV est terminee. 
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Le cask<'!!:. 
2 

36. Si k < '1!: , il est impossible que pour une transformation R les n- k 
2 

relations 

t! =o, l= k +I, ... , n, 

soient valables toutes ensemble. En effet, de (49) on aurait les representations 

(46) pour n- k grandeurs PHt, ... , Pn par les k < n- k grandeurs r1, ... , 1"k et 

par les p1, •.. , Pk· En eliminant r1, .•. , rk, on obtiendrait done une equation 

differentielle pour les x1, •.. , Xn comme fonctions de 'r. 

37. Il en resulte que, pour k < 1!:' 1' equation (24) est lineairement independante 
2 

des equations (23). En effet, dans le cas contraire, les n equations (45) possede

raient une solution en p,0 , p,1, ••• , ftn avec fto ~ o, et il en resulterait comme au 

No. 32 que tous les t;. s'annulent. On a done pour k*, le nombre des integrales 

independantes du systeme (23), (24): 

(so) k* s n- k- 1. 

38. En changeant, s'il est necessaire, le numerotage des Xk+l, .•• , Xn, on 

peut done admettre que t: ~ o pour notre transformation R. Mais alors, les 

expressions 

(s I) 

sont homogenes de dimension o en p11 ••• , pn, et puisque ces expressions, d'apres 

la definition des t;., sont exprimables par Jes x~, p~ aussi bien que par les '!J~, q~, 

elles representent n- k- I > o integrales du systeme (23), (24). 

Or, les k fonctions 

rl (xl, ... , Xn, Pll ... , p,), ... , nc (xl, ... , Xn, Pt• ... , p,) 

representent, elles aussi, k integrales des equations (23), (24). 
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39. Soit l le nombre maximum des expressions (5 I), (52) qui sont indepen

dantes par rapport aux p 1, .•• , Pn· On a evidemment, les k expressions (52) 
etant independantes, 

(53) k ;;;;,_ l ;;;;,_ k*. 

En ehangeant le numerotage des Xk+1, ... , Xn-1, on peut supposer qu'en partieulier 

les l expressions 

tZ+1 tt -, ... ,-t: t! 

soient independantes par rapport aux p 1, ••• , Pn· On a alors, en exprimant les 

m =n-I-l autres expressions (5 I) par les (54), les relations 

(55) 

Done, le systeme de m equations 

(56) 

( 
tk+1 tl ) 

fn-1- fn/m 1'1, ... , l'k, t;' · · ., tn > X1, ... , Xn = 0 

est satisfait si l'on y remplace les t~ par les t! et les r,. par leurs expressions (4). 

4-0. Or, !'expression J reste =rf o si l'on y remplace les r,. par leurs ex

pressions (4), les r,. etant independants. Done, on obtient des relations (56), en 

y substituant les expressions T~ pour les t~ et en resolvant par rapport aux. 

Pl+1, ... , Pn-1, les m equations 

(57) 

hnmogenes de dimension 1 par rapport aux p~, qui sont satisfaites si l'on y 

remplace les r,. par leurs expressions (4). 
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4:1. lei les fonctions p 1, ••• , <pm sont independantes par rapport aux r 1, .•• , 1'k, 

puisque dans le cas contraire, en eliminant de {57) 1·1, ••• , rk, on obtiendrait nne 

relation entre les P~ et x~. Done, on a m = n - l- I ;:;:,; k, n - k - I ::; l, done 

par (53) et (so): 
n-k- I ;;:,;l;;:,;k*::=:n-k- 1. 

II en resulte premierement 

l = k* = n - k - I, 

ce qui demontre les theoremes III et VI. 

4:2. De I' autre cote, pour l = n- k- I on a m = k. Nons avons done en 

(57) k equations resolubles par rapport aux 1'1, ••• , rk. 

Done, pour les relations (56) la condition necessaire 2) du theoreme V est 

satisfaite. 

4:3. N ous avons main tenant a demontrer que le fait analogue a lieu pour 

les transformees des expressions de gauche en (56) par R*. 

Or, tout d'abord, il est clair par symetrie qu'apres un changement du 

numerotage des Yk+I, ... , Yn, il existe un systeme de k equations 

• • ( u:+l ?-':-k-1 ) 
Un-k-- u,.g1 81> ••• , 8k, -.-' · · ., --.-" 'y1, ••• , y,. = o, 

Un Un 

(59) 

• • ( ut+l U:-k-1 ) 
U,.-1- Un9k 81, · · ., 8k, -.-' • • '' --.-' Yl> • • ., Yn = 0. 

Un Un 

4:4:. Designons les k transformees des expressions de gauche en {56) par la 

transformation R*, par G1, ••• , Gk, et leurs expressions developpees par Gt, .. . , a:. 
Le systeme 

(6o) G!=o, ... , G:=o 

est evidemment equivalent au systeme consistant en equations (56) et en equations 

des transformations employees pour le passage de {56) a (6o), c'est-a-dire en 

equations (5), (6), {8), {g), (I 7), {I 8). Done, il suffit de montrer que l' ensemble 

des equations 

{6I) {(56), (s), (6), (8), (9), (I7), {I8)} 

pent etre resolu par rapport aux 8v ... , 8k comme fonctions des y~, q,, sans qu'il 

soit possible de laisser indeterminee nne des 8. 
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4:5. Or, en exprimant en (IS) les coefficients B;"' par les x~ et r", on pent 

representer les quotients 

(62) ... , 

en fonctions des 

t!-t ... , -t* 'X1, o o or Xn, 

" 

done, en utilisant les equations (56), c'est-a-dire (55), en fonctions des 2 n- k- I 

grandeurs 

... , 

Et les equations (8) et (5) donnent les representations des 

81> o . o' Sk, y1 , o o o' Yn 

par les memes 2 n- k - I grandeurs (63)0 

4:6. De I' autre cote, d'apres le theOI·eme VIet les formules (59), les 2 n-k- I 

quantites 

... , u:-k-1 

u: 
sont independantes comme fonctions des y1 , 0 0 0' y .. , q1, 0 0 0, qno Done, leurs 

expressions en fonctions des 2 n- k- I parametres (63) sont aussi independantes, 

puisque dans le cas contraire on aurait une relation identique entre les 2 n-k- I 

grandeurs (64). 

4:7. Done, les 2 n- k- I parametres (63) peuvent etre representes en fonc

tions des 2 n - k - I grandeurs (64)0 En introduisant ces expressions dans les 

expressions des 

(65) 
1-t~.-k u!-t 
-~: ' • 0 0' u! 

par les (63), on obtient les expressions des (65) par les (64), c'est-aodire k relations 

(59) qu'on a tirees des equations (6o). Les «transformees» des equations (56) par 

R* sont done equivalentes aux equations (59)0 Mais maintenant on arrive, 
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a partir des equations (59), aux expressions des 81, •.. , 8k par les y,, q, par 

le raisonnement symetriqne a celui applique aux equations (55) dans les Nos. 

39-42. 
La necessite des conditions du theoreme V est done demontree. 

48. Supposons de l'autre cote que les conditions I), 2), 3) du theoreme v 
soient satisfaites. .A.lors on tire des equations (34) les expressions des 1"1> ••• , rk 

en· fonctions des x, et des p,. En introduisant ces valeurs dans les equations (8), 

On obtient k fonctions 81, ••• , 8k qui peuvent etre representees, en resolvant les 

equations (35), en fonctions des y,, q,. On a done obtenu les 2 k fonctions 

(4), independantes respectivement par rapport aux p1, ••. , p,. et aux q1, ••• , q,. et 

satisfaisant aux relations (5), (6), (8), (g), cest-a-dire nne transformation R possedant 

R* comme sa transformation caracteristique, et la demonstration du theoreme V 

est terminee. 

§ 5. Exemples et remarques additionnelles. 

49. Nons allons d'abord analyser les conditions du theoreme IV relatives 

aux expressions (28), (29). Notre but est de montrer que I) ces conditions sont 

«en general» satisfaites et que 2) les conditions portant sur les expressions (28) 
peuvent etre satisfaites sans que les conditions portant sur les expressions (29) 

restent valables, et vice versa. 

N ous pouvons, dans cette analyse, sup poser que 1' on a: 

x,.=8,., y,.=r,., X= I, ... , k, 

ce qui se reduit a nne transformation, evidemment permise, de R*. .A.lors on a 

evidemment K=J= I, et l'on tire immediatement des formules (I4), (I5) les 

expressions suivantes de t;., u;.: 
k 

t~. = p;.- ~ xl.,.p,., 
x=l 

- k 

u;.=q;.- ~ Y.tr,.q,., 
x=l 

A.=k+I, ... ,n, 

A.= k + I, ... , n. 

Les conditions du theoreme IV se reduisent alors a ce que les k expressions 

k 

(66) ~ x.t.,.p,., 
x=l 
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exprimees en fonctions des xv, rx, Px sont independantes par rapport aux r1 , ., rk, 

et que les k expressions 
k 

exprimees en fonctions des Y~, s", q" sont independantes par rapport aux s1, .•. , Sk. 

50. Pour montrer que ces conditions sont generalement satisfaites, specialisons 

la transformation R* comme suit: 

Xk+x = Yx + Sx Yk+x, Xx = Sx, 1'x = y,., X= I, ... , k. 

On a evidemment, en resolva.nt ces formules par rapport aux y. et s,.: 

y,.=r,., s,.=x,., x= I, ... , k. 

Les k expressions (66) deviennent maintenant pour ). = k + x: 

x= I, ... , k, 

et sont evidemment independantes par rapport aux rl, ... , 1'k· 

Quant aux expressions (67), elles deviennent pour ). = k + x: 

q,. q" --=--, 
x,. s,. X= I, ... , k, 

et sont en effet independantes par rapport aux s1 , ••• , Sk. 

Les conditions du theoreme IV ne font done defaut que dans certains cas 

exceptionnels. 

51. Considerons de I' autre cote la transformation R* suivante: 

et son inverse 
x -r -r 

Y 
- 3 1 2 

3- ' 
Xt 

x --r -1· 
Y 

- 4 1 2 
4- ' x2 

12 
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lei les expressions (66) deviennent pour l = 3, 4: 

et ne sont evidemment pas independantes par rapport aux r 1, 1·2, tandis que les 

expressions (67) deviennent pour l = 3, 4: 

_ Pt + P2 = _ Pt + P2 , 
Xt 81 

et sont done en effet independantes par rapport aux 81, 82• 

Done, dans notre cas, les conditions du theoreme IV sont satisfaites pour 

les expressions (29) et ne le sont pas pour les expressions (28). 

52. Comme nous venons de le montrer, le theoreme IV n'est pas applicable 

pour certaines transformations R* exceptionnelles. II en est autrement pour 

k < ?!: · Dans ce cas, des que les derivees secondes des fonctions (5), (6), (8), (9) 
2 

restent continues, il est toujours possible de trouver un systeme d'equations (33) 

jouissant des trois proprietes indiquees dans le theoreme V, aux voisinages de 

certaines valeurs convenablement choisies des x,, y,, 1·,., s,.. 
Tout d'abord, on peut evidemment trouver 2 k constantes a 1, •.• , a~.:, b1, •• • , bk 

telles que les k expressions 

(68) a"r" + b,.s,., X= I, ... , k, 

soient d'un cote independantes par rapport aux 1·1, ••. , 1-k si l'on y exprime les 

s,. au moyen des equations (8), et de !'autre cote independantes par rapport aux 

81, .•. , Sk si l'on y exprime les r,. au moyen des equations (9). 

53. Soient maintenant 

les «valeurs initiales» des x~, y~, 1·,., s,., satisfaisant aux equations de R* et telles 

que pour ces valeurs I) le jacobien «total» des k fonctions (68) par rapport 

aux 1·1, ... , 1·k soit ~ o en (69); 2) le jacobien «total» des k fonctions (68) par 

rapport aux s1, •. . , Sk soit ~ o en (69); 3) les k formes tn-1, • .• , tn-k restent 

lineairement independantes. 
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Soient f!,., x = I, ... , k, resp. les valeurs des expressions (68) en (6g). 

Considerons les k equations 

(70) 
T .. _,. 

a,.1·,. + b,.s,.- (}"- Tn = o, X= I, ... , k, 

c'est-a-dire, d'apres (26): 
k 

Jpn-x + ~ fn-><,l.Pi. 
1=1 a,. r,. + b,.s,.- (}x - -----;kc-=---- = o, iC =I, ... , k. 

Jpn + ~ fn,lPA. 
l=l 

D'apres nos hypotheses, ces equations sont resolubles par rapport aux r1, •.. , r" 

pour Pn =I, p, = o, ., o;tf n, au voisinage de (69), et le Jacobien des expressions 

de gauche en (7o) reste ¢ o pour nos valeurs des p,. Done les equations (7o) 

sont resolubles par rapport aux r~> ... , 1'k pour les valeurs des x, au voisinage 

des x~ et celles des p,. au voisinage des valeurs speciales indiquees. 

54:. Pour montrer que les fonctions obtenues en resolvant (70) par rapport 

aux r,. sont independantes par rapport aux p,, choisissons un ensemble de k 

variables p,: (p,,, ... , p,J, p, ,-f p,., tel que le determinant des formes fn-k, ... , 

tn-1 par rapport aux p,,, ... , p,k reste o;tf o en (69), et designons les expressions 

de gauche en (70) par F,.. On a alors la relation entre les jacobiens 

p,, p,k 
dont il resulte que le jacobien des r,. par rapport aux -, · · ., - reste ~o. 

Pn Pn 
De !'autre cote, si l'on forme les equations transformees des equations (7o) 

par R*, on voit ae la meme fa~on que ces equations sont resolubles par rapport 

aux s1, •.• , Sk au voisinage de (69) et des valeurs des q, correspondant aux 

p 1 = · · · = Pn-1 = o, Pn = I, et que les expressions des s1, ••. , s~c ainsi obtenues 

en fonctions des q1, ..• , q,. sont independantes par rapport au:x: q1, ... , q,.-1, 

puisque les formes tn-t, ... , tn-k restent lineairement independantes, si l'on les 

exprime par q1, ••• , q,.. 
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55. N ous donnons enfin un dernier exemple, particulierement simple, pour 

I' application du theoreme V. Soit, pour n = 4, k = 1, la transformation R* 

Al01·s on obtient 

tl = Pl, U;. = ql, Pl = q~., 

et le systeme (33) se reduit a une equation 

resoluble par rapport a ?·1 et telle que sa transformee 

(v = 2, 3, 4), 

(v = 2, 3, 4). 

A.= 2, 3, 4, 

soit resoluble par rapport a 81. On choisira done F tel que les deux derivees 

F;,, F~. ne s'annulent pas. En specialisant F on obtient p. ex. l'equation 

a laquelle correspondent les valeurs de rh 81: 

La transformation R correspondante est 

(71) { 

Y1 _ fJJ (ps, Ps, p,, Xs, Xs, x") - X1, Y<t _ Xs, Ys _ Xs, Y.& _X", 

X1 - fJJ (qs, qs, q,, Ys, Ys> ?h.) - Y1, X2 - !Js, Xs - !Js, X4 - !J4, 

transformation qui est evidemment involutive. 

tp est ici une fonction arbitraire de ses 6 variables, homogene par rapport 

aux trois premieres et douee de derivees premieres continues. 

56. Les transformations caracteristiques correspondant aux transformations 

R, ne sont pas univoquement determinees par ces dernieres. .En e:ffet, on peut 

remplacer les 2 k fonctions (4) par 2k autres expressions r" en x~, p~ et s" en 

y., q, exprimables resp. par x~, r" et par y~, s": 
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si les equations (72) sont resolubles par rapport aux r,., s,.. En eliminant r,., s,. 
des relations (5), (6), (8), (9) et (72), on obtient une nouvelle transformation 

caracteristique appartenant a la meme transformation R. C'est nne «deforma

tion permise» de R*. 

57. Quels sont les elements invariants, communs a toutes les transformations 

caracteristiques d'une transformation R donnee? Il est facile de voir qu'en 

eliminant les r,. et s, des relations (5), (6), (8), (9), on obtient n- k equations 

entre les x~ et les y~, qui sont independantes et determinent nne correspondance 

0 entre les espaces S et T. Par cette correspondance, aux points de I' espace S 

correspondent des varietes de dimension n- k de l' espace T et vice versa. U ne 

telle correspondance sera appelee nne correspondance de rang n - k. 

Or, il est clair que 0 ne depend pas de la transformation caracteristique 

R* individuelle, mais seulement de la transformation R elle meme, puisqu'on 

obtient evidemment la meme correspondance, en eliminant les P~ des equations (I), 
on bien les q~ des equations (2). Done, on ne change pas la correspondance 0, 

en exer<;ant une deformation permise sur la transformation R*. Or, !'inverse est 

aussi exact: Deux transformations caracteristiques R*, R* conduisant a la meme 

correspondance 0, s'obtiennerit l'une de l'autre par une deformation permise. 

58. On demontre ce fait en observant que, par nne deformation permise, 

la transformation caracteristique pent etre toujours reduite ala forme ou chaque 

1·, est egal a un des Y~ et chaque Sx est egal a un des x.. On pent done reduire, 

par deJ'l deformations permises, nos deux transformations caracteristiques R*, R* 
aux formes suivantes: 

f { 0}, 

1 { 0}, 

X= I, ... , k, (R*), 

X= I, ... , k, (R*). 

lei { 0} designe !'ensemble des n-k equations determinantes de la correspondance 

0, et ces n- k equations sont resolubles par rapport a chacun des 4 systemes 

suivants de n- k variable-s: r) tons les y~ autres que y,.,.; 2) tons les Y~ autres 

que les y;;;,.; 3) to us les x~ autres que les x11,. et 4) tons les x~ autres que les x/i,.. 

Mais alors, en eliminant des equations (73) les k variables y~" et en resolvant 

les equations { 0} par rapport aux Y~ restants, on obtient evidemment les ex

pressions des r,. par les r,. et les X 1, •.. , Xn; et de la meme fa<;on on exprime 

les s" par les s,. et les y1, •• ,, y,., R* s'obtient done en effet de R* par une 

deformation permise. 
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59. On pourrait d'ailleurs developper la theorie des transformations R, en 

partant de la correspondance 0 obtenue directement de la transformation ( 1 ), 

sans utiliser les transformations caracteristiques. Les formules qu' on obtient 

ainsi sont moins explicites que dans la theorie donnee dans le present memoire, 

mais de l'autre cote ce point de depart permet de former toutes les transforma

tions reversibles non seulement dans le cas d'elements de ligne, mais aussi dans 

le cas ou l'on considere des elements differentials de dimension superieure a I. 
N ous e:x:poserons ces resultats dans un autre memoire. 


