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La relation simple, existant entre trois int6grales d'une 6quation diff6rent.ielle 

lin6aire du premier ordre, ainsi que celle qui existe entre quatre int~grales de 

l '6quation de Riccati, ont provoqu6 des recherches sur les 6quations diff~rentielles 

du premier ordre dont l'int6grale g6n6rale peut s'exprimer ~ l'aide d'une con- 

stante arbitraire et d'un nombre d6termin6 d'int6grales particuli~res distinctes. 

Ces recherches montrent  que le nombre des int6grales d'une ~quation du premier 

ordre, li6es par une relation d6pendant d'une constante arbitraire, est quatre au 

plus et que l'~quation correspondante es~ r~ductible s une ~quation lkl~aire 

lorsque ce hombre est inf6rieur s quatre ou s celle de Riccati lorsqu'il est 6gal 

quatre. 

A notre connaisance, c'est LEo KSNIGSBERO~R qui, le premier ~, a abord6 ce 

probl~me; viennent ensuite, dans l'ordre, MM. L. TCHAKALO~F 9 et G. MI~oc 8, qui, 

chacun, ignorant les recherches ant6rieures, sont parvenus, par des voles diff6- 

rentes ~ dont nous citerons l'616gante d6monstration donn6e par M. G. Mihoc 

l'aide de la Th6orie des groupes - -  aux conclusions cit6es. 

Mais les m6thodes de recherche emptoy6es dans t o u s l e s  cas pr~c6dents 

exigent la d&~ivabilitd des fonctions reucontr6es dans les d6veloppements des d~- 

monstrations; d'autre part, je me suis apergu que la m~me conclusion subsistait, 

~ b e r  die einer beliebigen Differenti~lgleichung erster  Ordnung angehSrigen selbst~ndigen 
Transcendenten,  Acta mathematica, t. 3, I883, P. 1--48. 

2 Le equazioni di Riccati, Giornale di Battaglini, V. LXII I ,  serie 3, 1925. Signalons aussi 
E. PASCAL, At t i  della R. Accademia delle Sc. Fis. e Mat. di l~apoli, vol. XVII ,  serie 2, n. 3, I924- 

s Asupra propriet~ti lor generale ale variabilelor stat ist ice interdependente,  (en roumain),  Bull. 
Soc. roum. Math. t. 37, x935. 
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du moins dans quelques cas particuliers, pour les dquations fonctio~elles du pre- 

mier ordre. J 'a i  6t6 amend ainsi ~ reprendre ce probl~me dans route sa gdn6- 

ralit6, en imposant seulement lu condition de continuitd aux fonctions rencontr6es 

duns les ddmonstrations qui, elles, sont diff6rentes des pr6cddentes, bien entendu, 

dtunt bas6es exclusivement sur la r6solution de certuines 6quations fonctionnelles, 

se ra t tachant  s des types que nous avons 6tudi6s auparavunt. 1 

Ajoutons aussi que notre raisonnement, par la nature-m6me de la question, 

est inddpendant du fair qu'il s'aglt d'une dquation fonctionnelle ou diff6ren- 

tielle, de sorte qu'il est valable aussi pour les 6quations diff6rentielles du premier 

ordre. 

Ce mdmoire est divis6 en trois parties: dans la premiere, nous dtudions 

les ~quations du premier ordre dont deux ou trois intdgrales sont lides par une 

relation d6pendant d'une eertaine fonetion que nous nommons itdrative; dans la 

deuxi6me, nous 6tudions les 6quations dont quatre int6grales sont li6es par une 

relation de m6me nature et duns la derni6re, nous 6tudions le eas d'un nombre 

sup6rieur s quatre d'int6grales reli6es de la mgme mani~re. 

Quelques 6quations fonetionnelles d'un type sp6eial sont reneontr6es dans 

ee travail: elles consti tuent 1'extension au eas de trois ou quatre variables des 

6quations dont s'est oecup6 Poinear6 duns ses e616bres travaux sur les fonetions 

automorphes et jouissent de la propri6t6 remarquable d'admettre une solution 

algdbrique, entre autres. Je  pense qu'elles sauront int6resser les chereheurs. 

Avant d 'entrer darts les d6veloppements de notre travail, nous estimons in- 

dispensables quelques d6finitions et pr6eisions. 

On appelle 6quution fonctionnelle route relation entre la fonetion ineonnue 

F(z )  et les expressions obtenues en y remphqunt  la variable z par des fonctions 

eonnues, relies que F(90), F(~p), F(0), ~0, ~p, 0, ete 6rant des fonetions con- 

nues de z. 

Int6grer  ou r6soudre une 6quation fonetionnelle donn6e revient s ddterminer 

la fonction la plus g6n6rale satisfaisant ~ l '6quation donn6e et telle que route 

autre solutio n de la mgme dquation s'en ddduise comme un cas particulier, sauf 

les solutions singulibres, qui existent pour certaines dquations fonctionnelles, comme 

nous l'avons montrd duns un autre travail, s 

i Sur une classe d'dquations fouctionnelles lindaires, Bull. Soc. math. de _France t. 68, t94o, 
p. Io9--I28. Voir aussi ,,O clas~ de ecuatii functionale% Pozitiva, v. I, I94O , p. 121--123 (en 
roumain). 

2 Sur une dquation fonctionnelle, Bull. de L'Ecole _Polytechnique de Timisoara, 194I, t. Io, 
fasc. 3--4,  P. 258--272. 
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Nous disons qu 'une 6quation fonctionnelle est d'ordre n, lorsqu'elle contient  

n op6rateurs fonctionnels  ~, ~p, 0, ind6pendants  entre eux ou pouvaDt s'en d~- 

duire les uns des autres par it&ation, par exemple, 

~0 -~= O 2 = 0 (0), 1D = 0 ( ~ )  = 08,  . . . On = 0 (0n--l) .  

Nous appelons constante itdrative du premier degr6 par rappor t  s la fonction 

O ou plus simplement conMante itdrative la fonction de z qui demeure invar iante  

par la subst i tut ion (z, 0(z)), cont ra i rement  s la dgnominat ion de fonction pdriodique, 
donn6e par  M. C. Popovici ~, vu que la derni~re a d6j~ une signification dans la 

Science, plus restreinte  que celle que nous venons de lui assigner, car elle cor- 

respond au cas part iculier  0(z) ~ z + a, a 6tant  une eonstante.  

L ' int6grale g6n6rale d 'une ~quation fonctionnelle d 'ordre n d6pend de n con- 

stantes it6ratives arbRraires. R6ciproquement,  route fonct ion d6pendant  de n 

eonstantes itdratives arbitraires satisfai t  ~r une dquation fonctionnelle du ~ ordre, 

dont  eUe est, en g~n6ral, l ' int6grale g6n6rale. 

I .  l ~ q u a t i o n s  ~ t r o i s  i n t 6 g r a l e s .  

1. - -  Consid6rons l '6quation fonctionnelle du premier ordre 

(I .  I )  

dans laquelle la fonct ion 0(z) 
absolument  quelconques Fl(z), 

t ion unique de la forme 

F ( 0 )  = 

est donn6e. Supposons qn'entre trois solutions 
F~ (z), Fs(z ) de cette 6quation il y air une rela- 

2) m ( F , ,  ---- u (z) ,  

u(z) 6rant une constante it6rative, c'est b~ dire, s a t i s f a i s an t  s 

(~. 3) u [0 (~)] = u (z). 

Si l 'on change l 'ordre des fonct ions Fi ,  dans (I. 2), on obtient,  par exemple, 

( F I ,  F s ,  F~)  - v (z ) ,  

dans laqueUe v(z) est n$cessairement une constante itdrative, parce que les solu- 

t ions F~ sont quelconques; comme la relat ion (I. 2) est unique,  v(z) d6pend uni- 

voquement de u (z), v = ~0 (u). 

Les 6quations fonctionnelles et leur parall61isme, etc, Bu l l .  des sc. math.  Juillet et Aofit, 1929. 
13 
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Mais on passe de q)(F~, F 8, F2) g Og(F~, F2, Fs) de la mSme mani~re que de 

q) (F~, F.,, F3) .s a) (F~, F~, F~), c 'est  ~ dire, en per inutant  les deux derni~res le t t res  

/72, F~ entre  elles; on a donc aussi u - ~  ~p(v). Comme u et v d6pendent  univo- 

quement  l 'une de l 'autre ,  on aura  

(~. 4) a u v +  b ( u + v ) +  c - ~ o ,  a , b , c - ~ c o n s t .  

En pe rmutan t  les Fi  de routes les mani~res possibles, on t rouve  six formes 

de cet te  re la t ion 

(I. 5) 

a~ (x, y, z) = u, 

�9 (z, y, x) = u,, 

�9 (x, z, y) - -  u,, 

�9 (z, x, y ) =  u~, 

qui doivent  6tre routes  des cons6quenees d 'une seule d 'en t re  eltes, au t rement  dit, 

les constantes  i t6ratives ui doiven~ 8tre li6es par  des re la t ions  de la forme (I. 4). 

Soit, par  exemple, u~ ~--2(u); on passe de u~ s u 3 et de ut "2 % comme de u 

s u~, c 'est  g dire, en changean t  les deux derni&res let tres en t re  elles; on a donc 

( , .  6) ,~ = z (,), ,,~ = z (,,.~), , ,  = z ( , , ) .  

En d6signant  par  /z(u) l 'opdrat ion qui permet  le passage de u g we, e 'est  ~ dire, 

lorsque la deuxi~me le~tre reste g sa place, et  par  v(u) l ' op&at ion  qui permet  

le passage de u g ,q, e 'est g dire, lorsque la troisi&ne le t t re  reste g sa place, 

on a l e s  relat ions 

{~. s) ,,, .... ~(u), , , , = , , ( , , ~ ) ,  ,~, = ,, (u, ). 

2 .  - -  D e t e r m i n a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  2, tt, r .  - -  Les expressions des fone- 

t ions 2, #, v se d6duisent  de (I. 4); on aura  

bu + c b 'u  + c' b " u  + c" 
(~. 9) z ( . , , ) =  ~, ~ , ( u ) =  b"  ~ ( ~ ) = -  b "  aU + a~"U + a t ' u  + 

On ne peut  pas avoir, par  exemple, ~ ( u ) :  • re(u), car les fonct ions ~, tt, 

sont  les mSmes pour  route  6quation fonct ionnel le  g trois int6grales,  donc aussi 

pour  l '6quation lin6aire, pour  laquelle (I. 2) est  1 

1 Equations fonctionnelles lindaires du premier ordre, Mathematica, 1942 , t. i8, p. 37--54. 
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(~. 2') F~ - F ,  : ~ (~) 
Fx - -  _~ 

eg pour laquelle Z ~ • #. On remarque ensuite qu'on a 

( , .  m )  z(~) = ~(~) = ~(z), z(~) = ~(~) = ~(z), 

qui ~onduisent, avec (I. 9), s des identit6s, desquels on d6duit les codfficients 

a, b, c, etc. Nous ne donnerons p~s ces c~lculs, ~.ldmentaires mais p~nibles et 

d6pourvua d'int~rS.t: nous en donnerons seulement les r~sultats, qui nous per- 

metten~ de prendre pour les fonctions Z, #, v les expressions 

i , ( ~ ) - - i - ~ ,  ~ ( ~ ) =  u (i .  i i) ~(u) = ~ ,  u ~ I  

On a donc, compte tenu de (I. 6), (I. 7) et (I. 8), 

(1. I2)  UUt-~ I ,  ~21~3 = I~ ~,4U5 = I~ 

(I. I3) u + u ~ : I ,  u s + u 4 : I ,  u ~ + u l : I ,  

(I. I4) u + u 4 =  u u~, u~ + us-~- u~ us, ul + u a =  u~ ua, 

de sorte que, 4'apr~s (i. 5), la fonction q)(x, y, z) est la solution commune du 

syst~me d'~quations fonctionnelles 

(i .  I5) 

(I. I7) (x, y, z) + ~ (y, x, 2) = �9 (x, y, ~) v (y, x,  ~), 

dont nous allons ddterminer la solution continue lu plus g~n6rale. Remarquons, 

d'abord, que les dquations pr6c6dentes ne sont pas routes distinctes, l'une 6rant 

la consdquence des deux autres. En effet, la deuxi~me, par exemple, devient, 

compte tenu de la premiere, 

I 
e~ (x, y, z) + ~(z ,  x, y) ~' 

muis, d'~pr~s la deuxi~me-m6me, on a 

(~, x, y ) =  ~ - �9 (y, x, ~), 

de sorte que la relation pr6c6dente se r6duit justement 'k (l. I7). 
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Nous  avons ainsi ~ rgsoudre le syst~me form6 par les 6quations fonctionnelles 

(I. 15) et  (I. I6). Remarquons,  en premier  lieu, que de (I. i5) on d6dui~ 

�9 (~, ~, ~.) �9 (x, ~, 8) = i,  

done q)(x, s, s ) =  +_ I. Si (P (x, y, z) est  continue,  il e n e s t  de mgme de �9 (x, s, s), 

done ce~e  derni~re fonct ion ne peut  prendre  qu 'une seule des valeurs __+ ~, autre- 

ment  elle es~ discont inue et $ ( x ,  y, z) aussi. I1 est aussi s remarquer  que, de 

(I. I6), on d~duit  encore 

(i .  Is) qJ(~,s ,x)=o ou a) ( s , s ,x )=2 ,  

suivant  la valeur de fl0 (x, s, s). 

Le syst~me d '6quations fonct ionnel les  (I. 15) et (I. i6) aura  par  cons6quent  

deux solut ions continues ~galement g6n6rales, telles que $(x, s; s)== I respect ive:  

ment  - - I .  En effet, il est facile de voir que, s route solut ion O, telle que 

q) (x, s, s) = i, il lui correspond une autre  T,  telle que T (x, s, s) -~ - -  I. Ces 

deux solutions ~ devant  se d6duire, l 'une de l 'autre,  d 'une mani~re univoque, autre- 

ment  elles ne sont  plus g6n6rales - -  sont  li6es par  une relat ion homographique,  

facile s 6tablir  et  qui y est  

(x; y ,  z) - -  2 
(~. i9) ~ (x, v, ~) = �9 2 �9 (x, y, z ) -  

Nous  pouvons  d6terminer  donc la solution g6n6rale du syst~me d '6quations 

fonctionnelles (I. I5) et (i. I6), telle que ~ (x ,  s, s) = I, de laquelle nous d~duirons 

celle pour  laquelle T(x ,  s, s ) -~  - -  I, s l 'aide de (i. i9). 

3. - -  Nous  pouvons commencer  par  r6soudre l '6quatlon fonct ionnel le  (I. I5), 

ee q u i  e s t  tr~s ~facile, ensui te ,  imposer  s la solution trouv~e la condi t ion  de 

sat isfaire  aussi  s l '6quation (I. I6). Ce proc6d6~ suivi ~.la '  lettre,  nous conduira  

d i f f ic i lement  au rdsultat ,  ainsi nous passerons par un dtat intermddiaire,  en re- 

marquan t  que route solution commune aux 6quations donn6es sat isfai t  aussi 

I. 20) �9 (x, v, ~) o ( v ,  z, x) v (z, ~, v) = - i ,  

qu'on peut  r6duire s la suivante 

(i .  2 i )  ~ ( x ,  y, z) + ~ ( y ,  z, x ) +  ~ ( z ,  x, y) = o ,  

avee la subst i tu t ion ~ ~L(-:-O),  avee laquelle, ~(I. I5) se rdduit: aussi 
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~(x,  ~, ~) + ~(x ,  z, y ) = o ,  

"de sorte que ~0(x, y, z) est la solut ion de (i. 2I), sym4tr ique gauche  par  r appor t  

an couple (y, z), solut ion donn4e duns not re  t ravai l  ant~rieur,  loc. cir. x p. I94. 

I1 s 'ensuit ,  pour  l '~quat ion (I. 2o), 

(~. 22) ~ ( z ,  y, z ) =  ~(~'  y' ~) 
u (y, z, x)' 

dans  laquelle u(x, y, z) est une  fonc t ion  arbitraire,  sym6tr ique par  r appor t  au 

couple (x, z). Cet te  expression de q), in t rodu i te  duns (I. !6), condui t  ~, 

. (~ ,  y, ~) . (y ,  ~, ~) + . (y ,  ~, x) . (~ ,  y, ~) + ~(~, z, ~ ) . (y ,  ~, ~ ) = o  

ou, compte  t enu  de la symgtr ie  de u(x, y, z), 

~(~, y, ~) . (y ,  ~, ~) + ~(y, ~, ~ ) .  (~, x, y) + . (~,  ~, y ) . (~ ,  y, ~ ) = o  

o n  enoore~ 

avec v (x, y, z) ---- u (x, y, z 1 u (y, z, x). Comme v (x, y, z) ~-- v (x, z, y), d 'apr~s la sy- 

mdtr ie  de u(x, y, z), ii s 'ensui t  que v(x, y, z) est  la solut ion de l ' f iquation fonc- 

t ionneUe (I. 2I), sym6tr ique  par  rappor t  au couple (y, z), donnde  (loc. cir. I p. I94 ) 

(~. ~3) v (~, y, ~) = ~ (~, .~, ~) ~ (y, ~, ~) = A (~, y, ~) - -  A ~ ,  ~, ~), 

par  duns laquelle A (x, y, z) est une  fonct ion  arbitr~.ire, sym~tr ique gauche  par  

r appor t  an couple (x, z). On  en d~duit  

done 

ensui te  

(y, z, x ) u  (z, x,  y) = v (y, z, x), 

u (z, x, y)u (x, y, z) = v (z, x, y), 

~ '  (x, y, ~ ) =  

done, d 'aprbs (I. 22), 

v (x, y, ~) v (z, x, y) , ,  x) v (x, .~, ~) v (y, z, z) 
v ( ~ , z , x )  , (y,z,  = v (~ ,x ,u )  

u(y, z, x) = *v(y, z, x) '  ~ = +- I .  
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Compte tenu de la symgtrie de v (x, y, z), cette fonct ion sat isfai t  ~ l '~quation 

(I. I6) Iorsque ~ ~ -- I, de sorte que, eu ggard aussi ~ (I. 23), on a 

8. ~ La solution g~ndrale continue du syst~me d'$quations fonctio~nelles (I. I5) 

et (I. I6), telle que q)(x, s, s ) =  -- I, es~ donate par 

A (x, .V, z) - -  A (z, x ,  .~) 
(I.  24) ~0 (X, y, Z) = A (~, z, x) - -  A (z, x, .y)' 

dans laquelle A (x, y, z) d~signe une fonetion continue arbitraire, symdtrique gauche 

par  raPlgort au couple (x, z). 
En posant  

B (x, V, z) = A (x, V, z) --  A (y, z, z) 

et eu 6gard ~ (I. 19), on a aussi 

b. - -  La solution gdndrale continue du syst~me dMquations fonctionnelles,(L ~5) 

et (1. 16), telle que �9 (x, s, s)-~ + i, est donnde par  

z , _ / ~ ( x , j  .v, z) - B(:r z, x) (~ �9 25) ~ ( ~ ,  U, B (x, y, ~ ) -  n (~ ,  ~, U)' 

dans laquelle B (x, y, z) ddMgne une fonction continue arbitraire, sym~trique laar rap- 

port au couple (y, z). 

4. m Pour  achever la d~e rmina t ion  de la fonct ion q), nous remarquons que, 

de (I. 25) , qu 'on peut  ~crire 

( i .  2s') B ( x ,  u, z) - -  B(U, z, x) = u [B(x ,  U, z) - -  B ( z ,  x ,  U)], 

on doit  pouvoir ddterminer z eu fonction de x et de g, par exemple, d 'une 

mani~re univoque, au t rement  les trois fonct ions F~ sont  lides par  plusieurs rela- 

tions distinctes. Vu que u(z) est une constante  itdrative urbRraire, il s 'ensuit  

que chaque membre de l 'dgalitd prdcddente doit contenir  un seul terme en x ou 

en y ou en z;. abstract ion fal te  d 'une fonction B(x ,  y, z) qui sat isfai t  k 

/~ (x, ~, z) = / ~  (~, z, x), 

la fonct ion B (x, y, z) doit  avoir, en premiere approximation,  l 'expression suivan~e 

B(x ,  y, z)-= A (x)[B(y) + B(z)] + C(y)C(z) + D(x) + E(y) +/~(z), 

qui donne 



Sur une classe d'6quations fonctionnelles du premier ordre. 199 

B(x ,  y, z) -- B(y,  z, x) -~ B(z) [.4 (x) --  A (y)] + C(z) [C(y) - -  C(x)] + 

+ A (x) B (y) --  .4 (y) B (x) + D (x) --  E (x) --  D (y) + E (y). 

Comme on doi t  avoir  un  seul t e rme  en z, il s ' ensu i t  C-----B et  l '6galit6 pre- 

c6dente  dev ien t  

2~ (x, y, z) --  B (U, z, ~) = B (z) [A (x) --  B (x) --  A (y) + B (y)] + 

A (x) B (y) - -  A (Y) B (x) '+ D (x) - -  E (x) --  D (y) + E (y), 

don t  la fo rme exige,  pour  les m6mes cons id6ra t ions ,  B ~  A et l '6galit6 pr6- 

c6dente  se r6dui t  

B (x, y, z) --  B (y, z, x) -~ [D (x) --  E (x)] - -  [D (y) --  E (y)] ---- U (x) --  U (y), 

de sorte  que (1. 25' ) dev ien t  

u(v)= 

dans  luquelle il suff i t  m a i n t e n a n t  d 'e f fec tuer  Ie c h a n g e m e n t  de fonc t ion  U(x)---- X,  

pour  6~re ramen6 s une  re la t ion  de lu fo rme  (I. 2'), qui  caractdrise les 6quat ions  

fonc t ionne l les  l in6aires (loc. cir. 7). Le  m~me c h a n g e m e n t  de fonc t ion  doi t  ulors 

r amene r  l '6qu~t icn  fonc~ionnel le  (I. I) s une 6qua t ion  l in6aire,  de la fo rme  

(I. 27) F(O)-~ A (z)F(z) + B(z), 

de sor~e que nous  avons  le r6su l ta t  g6n6ral  su ivan t  

e. - -  Si entre trois solutions absolument quelconques d'une 6quation fonetionnelle du 

premier ordre, telle que (I. I), il y a une relation de la forme (I. 2), d6pendant d'une 

constante it6rative u(z), alors ta relation (I. 2) est ~6c6ssairement de la Jbrme (I. 26), 

0r U(x) est une fonction continue connue, c'est ~ dire, de la forme 

( i .  2 6 )   (F1) - u(F ) = u - 

de sorte que le changement de fonction U ( F ) - ~ f ,  ram~ne l'6quation (I. I) d u n e  

6quation fonetionnelle lindaire, telle que (I. 27). 

On en d6dui t  un  6none6 ana logue  pour  les 6quat ions  diff6rentiel les,  en y 

r empla~an t  le m o t  fonctionnelle par diff6rentielle et en y s u p p r i m u n t  le m o t  

it~rative. 

P o u r  donne r  un  exemple,  considdrons  l ' 6qua t ion  

(1. 28) F (z) .F (0) + A (z)/~ (0) + .~ (z) F (z) = o; 
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on cons~ate facilement que trois solutions absolument quelconques de cette 6qua- 

tion fonctionnelle sont li~es par la relation 

i i [;,;] 
F ~  F ,  = u , u (o) = u (z), 

de sor~e que le changement de fonetion Ff---- I ram~ne cette 6quation ~. (1.27). 
I1 n'est pas besoin de consid6rer aussi le cas de la relation (I. 24), vu que 

celle-ci se ram~ne facilement g (I. 25) par le changement de fonction (I. 19). 

D'ailleurs, c'est de la forme (I .  25) qu'est la relation (I. 2') correspondant 
aux 6quations lin6aires, de sorte que nous la preudrons comme telle pour routes. 

5 .  - -  D'apr~s (I. I), (1.2) et (i. 3), la fonction ~) est une solution de r6qua- 
tion fonctionnelle 

(t. 29) ~[qg(u), ~v(v), g0 (w)] = ~(u,  v, w), 

dans laquelle z joue le r61e de 2~aram~tre. O'est une 6quation d'une g6n~ralit6 

6vidente, qui pourra faire l 'objet d'une ~tude sp6ciale. Signalons-en cependant, 
quelques r6sultats imm6diats: 

Si  a)' (u) est solution de l'dquation ~ une variable 

(~. 30) a)' [q, (u)] = o'  (u), 

toute fonction de la forme �9 [~' (u), ~ '  (v), ~'(w)] est une solution de l'6quation 

trois variables (1.29). 

En par~iculier 

L'~quation fonetionnelle 

(I. ~1) ~ ( A  u + B, A v + B, A w + B ) =  ~(u,  v, w) 

admet la solution 

(i. 32) ~(u,  ~, ~ )=  u -  v, 
U - - W  

quelles que soient A et B, eonstantes ou fonetions d'un param~tre z. 

L' 6quation fonetionnelle 

A u  A v  A w  ) = a)(u, v, w) 
(1.33) ~ , ~ - B '  v + B' ~ u  

admet la solution 
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(I. 34) ~(u, v, w) w(v--u) = ~ ( ~  - ~,)' 

quels que soient A et B. 
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II. ]~quations ~ quatre  int6grales. 

6. - -  Consid~rons de nouveau une 6quation fonc~ionnelle du premier ordre, 

telle que (I. I), mais supposons maintenant  qu'il y air entre quatre int4gl~les 

absolument quelconques ~'1 (z), F~ (z), F s (z), Fa (z) une relation unique de la forme 

2. I) a) ( F , ,  ~ ,  F~, ~ ' , ) =  ,, (~), 

u(z) 6rant toujours une constante it~rative, c'est ~ dire, satisfaisant ~ l'~quation 

fonetionnelle (I. 3). 

Si l'on change l 'ordre des fonctions F~, de routes les manibres possibles, on 

obtient vingt-quatre expressions, 

l 'une d'entre elles. 

Posons 

(2. 2) 

et soient 

qui sont routes des fonctions biunivoques de 

a) (x, y, z, t) = u, a)(y,  z, t, x)  = v, 

(l) (X, ~, y, t ) =  "1, ~ (y, t, Z, X) = Vl, 

(x,  t ,  z ,  y) = u2, q) (y, x ,  t, z) = v~, 

a~ (x,  y, t, ~) = ~,~, a ) (y ,  ~, ~ ,  t) = v~, 

a) (x, z,  t, y) = u , ,  a) (y, t, x ,  z) = v , ,  

( z ,  t, y,  ~) = ~,~, a) (y, ~ ,  ~, t) = v~, 

(2. 3) 

(z, x ,  t, y) = w l ,  q) (t, y,  x ,  z) = s l ,  

a) (~, y, ~ ,  t) = w , ,  a) (t, ~, y, ~)  = ~ ,  

a) (z, t, y, x) = ws,  �9 (t, x ,  z,  y) = ss,  

a) (~, ~ ,  y,  t) = w , ,  a ) ( t ,  y,  ~, ~)  = ~ , ,  

a ) (z ,  y, t, ~)  = w~, �9 (t, ~, x ,  y) = ,% 

u,  = ~ (u), u:  - -  ~ (u ) ,  ~,, = z (u), ~,, = Z(u), u~ - -  ~, (u); 

on remarque facilement qu'on a aussi 
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vl = ~ (v), v~ = ~(v), v~ = y (,:), v. = z (v), v~ = ~ (v), 

( 2 . 4 )  w l  = ~ (w) ,  w.~ - -  ~ (w),  ,v~ = ~ (,,~), w .  = z (w) ,  w5  = .  (~), 

~1 = .  (~), ,% = ~ (~), ,% = ~ (~), ~. = z (.~), ~5 = ~, (~). 

Nous allons d4terminer les fonc~ions a, fl, 7, 2, ft. A c e t t e  fin, remarquons,  par  

exemple, qu'on passe de u s ul et vice-versa en changeant  les deuxi~me et 

troisi~me lettre entre  elles; c 'est de la m~me mani~re qu'on passe de u a s u~ et 

de u~ s u 4 et vice-versa; on a ainsi 

qui mont ren t  qu 'on a a a ( u ) =  u et, d'apr~s (2. 3), 

(~. 5) 2(u)  = ~ ( , , ) ,  ~,(u)=.r(u), ~(u)  = . Z ( u ) ,  r(u)-=,~,(u), 

aft  d4signant le produit  des deux t ransformat ions  a et ft. 

On trouve, de ~a m~me mani~re, les relations 

u~ = t~(u~), u .  = ~ ( u ~ ) ,  ~ = ~(%),  .,~ = ~ ( u . ) ,  

qui donnen t  fl fl (u) = u et 

(~. 6) ~ (u) = ~ .  (u), z (~) = ~ ~ ( . ) , .  (u) = ~ .  (u), r (u) - ~ 2 (u),  

ainsi  que 

u .  = ~ (u , ) ,  % = y (~,), ~ = ~ (u . ) ,  . ~  = ~ (~) ,  

qui donnen t  77 ( u ) =  u et 

(2. 7) t (u) = 7 a (u), tt (u) = 7' fl (u), a (u) = Z 2 (u), fl (u) = 7 t t (u). 

Les relations aa(u)  ----- tiff(u) -~ 2 , 7 ( u ) = u  montren t  qu'on dolt  choisir pour 

les fonctions a, fl, 7, parmi celles donn4es par (i. II). En premier lieu, les fonc- 

t ions a, fl, 7, 2, re, sont diff4rentes entre  elles, deux & deux, car en supposant,  par  

exemple, a ~--fl, la premiere relat ion (2. 5} donne tt ~ - a a - ~ - u ,  ensuite, les deux 

premieres relations (2.7) donnen t  2 = it----u e t  on parvient  ainsi A 

U = U 1 = U 2 = ~ 8  = U 4  = U 5  

donc O(x, y, z, t) est sym6trique par rapport  aux variables y, z, t, prises deux 

s deux et, en fa i san t  le m~me ra isonnement  pour les vi, on en eonclut  que 

(x, y, z, t) dolt  ~tre sym6trique par rapport  s routes les variables x, y, z, t prises 
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deux ~. deux, ce qui n 'est  pas le cas g6n6ral, comme nous allons le mont re r  plus 

loin. En second lieu, aucune des fonct ions pr6c6dentes ne coincide avec _+ u. 

Si, par  exemple, a - ~  u, on re tombe sur le cas prgc6dent. 

En d6finitive, on peut  prendre  pour  les fonct ions a, ~, 7, les expressions 

k' u + k ,  
k - - u ,  u '  k~u -- I '  

dans un ovdre queIconque. Si l 'on prend, par exemple, 

]c/ = u + Z ' x  , 

11~: eo:nditiona (2. 5), (2.6) et (2. 7) exigent  

u Z ( u ) =  " - ~  , ( u ) -  1 
(2. s) . (~) = i - ~, #(u) = ~ ,  r (,,) = u - ~ '  - ~ '  ~ -  u 

Si l 'on prend les expressions des a, fl, y dans un autre  ordre, on ~ o u v e  Ies 

m6mes expressions pou r  2 e~ ~. :Nous conservons alors les expressions  (2. 8}. 

Les  relat ions (2. 2), (12. 3) et  (2. 8) mont ren t  ainsi que la fonct ion qJ(x, y , z ,  t) 

dol t  sa~isfaire aux 6quations fonctionnelles suivantes 

(2. 9) 

(2. io) 

(2. i i )  

(2. i2) 

(2. ,3) 

a~ (x, y, z, t) + o (x, z, v, t ) ~  I, 

�9 (x, v, ~, t ) ~  (~, t, ~, v) = i, 

a) (x, y, z, t) + a) (x, y, t, z) = ~0 (x, y, z, t) a9 (x,. y, t, z), 

1 + O(X, y ,g ,  t) O(X, g, t, y ) =  O(X, ~/, Z~ O, 

~ + �9 (~, y, ~, t) �9 (~, t, v, z) = �9 (x, t, v, z). 

On obt ient  encore trois groupes analogues  de cinq 6quations fonct ionnel les  

auxquelles dolt  satisfaire la fonct ion ~ ( x ,  y, z, t) en consid6rant  les v,, wi, st, ce 

que nous faisons plus loin. 

Remarquons ,  pour  ce qui suit, que 

sont  des consdquences de (2.9) et (2. lO). 

tenu de (2 IO), 

les 6quations (2. II), (2. 12) et  (2. 13) 

En effet, on d6duit  de (2.9), compte 

I 
(x, v, ~, t) + �9 (x,~, v, z ) =  i, 

qui n 'es t  autre  que (2. I3); on a ensuite, de (2. IO), 
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et on retrouve ainsi (2. I I). 

Pour  obtenir  (2. I2), on d6duit  de (2.9) 

( ~ ( X , ~ ,  t, I/) = I - -  ~)(X, t, Z, V), 

qui devient  (2. I2), compte ~enu de (2. I0). 

On a ainsi ~ r6soudre le syst~me form6 par les 6quations fonctionnelles 

(2.9) et (2. IO). 

7. ~ Pour  aehever la d6terminat ion de la fonet ion ~P (x, y, z, t), il fau t  t rouver  

la relation de passage des u~ aux v~, etc. Remarquons  qu'on passe de u ~'v par 

une permutat ion circulaire des variables, de m~me que de v s w e t  de w ~, s, 

etc. D6signons alors par a la t r ans format ion  homographique  qui r6alise ee 

passage; on aura  

v = ~ ( u ) ,  

w o  = ~ (u~),  

s~ = a (u), 
(2. I4) 

~ - -  a (us ) ,  

w s  = a ( u 2 ,  

s~ = a (ua), 

On d6duit  de ees relations 

a a (u) ~-/~ a a (u), 
( 2 .  i 5)  

a 2 ( u )  = r a a  (u ) ,  

w = a (v) ,  s = a ( w ) ,  u ~--- a ( s ) ;  

v ,  = a (w0) ,  8s  = a (v , ) ,  u ,  = a (.~s); 

w s = a (ss) ,  v s  ---- a ( w ~ ) ,  u~ = a (v~);  

~ = ~ (v , ) ,  ~ ,  = a ( ~ ) ,  u s  = a ( w , ) ;  

~1 = a ( w , ) ,  v~ = ~ (~,) ,  u ,  = a (v~);  

v s--~ a(s , ) ,  w , - -=  a(vs)  , ua = a ( w j ) .  

aft(u).= ftaaa(u), a T(u ) =  aa(u), 

ala(u)---- ]~aaa(u), aaaa(u) = u, 

l 'aide desquelles nous d6terminons la fonct ion 

a(u) = mu  + n 
p u + q  

Nous allons donner  les d6~ails des caleuls n6eessaires 

ruination. 

La  relat ion a 7 (u) -~-- a a (u) devient  

(m + n ) u - - n  _ ( p - - m )  u + q - - n  
(p + q ) u - -  q p u  + q 

d'ofi 
q ( q - - 2 n ) = o ,  p ( 2 m  + n - - p ) = q ( p - - m ) .  

pour eette d6ter- 
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Si q----o,  on  do i t  avo i r  p - ~ o  ou p = z m  +~.  

a ( u ) =  ~ ,  il nous  res te  

q-----o, p ~ 2 m + n .  

Si q = 2 n ,  on  a u r a  ( p +  n) (p ~ 2 m) = o, d o n c p - - - - n  ou p - ~ 2 m .  

D e  m~me, la r e l a t i on  a a ( u ) =  ttaa(u) dev ien t  

- -  m u  -~ m + ~ p ( m  + q) u + p n  + q~ 

- - p u §  ( p m + p q - - m ~ - - p n ) u + p n + q ~ m n - - m q  
d'ofi  

(2. i6) 
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C o m m e  p ~ o, a u t r e m e n t  

,~(p~ + pq -m-" - p , )  =p~(m + q), 

- m ( p n  + q ~ - - m n - - n q )  + (m + n)(pm + p q - - m ~ - - p n )  = 

= - -p (pn  + q~)+p(p + q)(m + q), 

(m + n)(pn + q~--ran--nq):.= (p + q)(pn + q~). 

Si m = z p ,  o n  a . . ~ z ~ -  3P  et la d e u x i ~ m e : d e s  r e l a t i ons  (2. I 7 ) c o n d u i t  

2 p  ~ - -  o, p = o ce qui  est  inadmiss ib le ,  c o m m e  nous  l ' avons  d~j~ m o n t r &  

S u p p o s o n s  a lors  q ~ - z n ;  l e s : r e l a t i o n s  (z. I6 /  d e v i e n n e n t  

p(m q- n ) ( m - - p ) =  rn 3+ np ~, 

(2. I9) (m + n) (pm -- m ~ - p ~ )  = m n ( 3 p - -  m + 2n),  

n(m + n)(p + e n -  m)== n (p  + 2n) (p  + 4n) .  

On  ne peu t  pas  avo i r  n = o ,  a u t r e m e n t  q = o  et a(u)-~const;  s i p = ~ n ,  

la p remie re  de ces r e l a t i o n s  dev ien t  

- .  (,n + . )3  = . ~  + . ~  = (m + . ) ( m  s m .  + ~), 

(2. I S) a (u) --~ ! = fl (u). 
U 

d ' o h  m == o ou m = 2/9. 

Si r e = o ,  on a p = . n  et 

Ces r e l a t ions  dev iennen t ,  p o u r  q ~ o, 

m ( p m  -- m s - - p n )  =- p~m, 

(z. ~7) - r a n ( p -  m) + (m + . ) ( p r o - m " - p , ~ )  = p ~ ( m - . ) ,  

. (m + . ) ( p  - ~ )  = p ' . .  

On ne peu t  pas avo i r  n = o ,  a u t r e m e n t  a ( u ) = c o n s t .  C o m m e t g = 2 m + n ,  

on a m + n = p  - m  et la dern i~re  r e l a t i on  dev ien t  ( p - - m )  ~ =%o ~, d o n c  p -  m ~ __+p, 



206 Michel Ghermanesc~. 

qui exige, ou bien m + n-----o, donc 

~(,,) = , 
2 

foncfi~)n qui  ne sat isfai t  pas ~ la condit ion aaaa(u)~-u, ou bien 

- - n ( m  + n ) ~ m  ~ - m n  + n ~, 

qni entralne m ~ + 2 n ~-~ o, relat ion impossible. 

Si p:-~ 2m., la troisi~me des relat ions (2. I9) devient  

. (m + . ) ( , ,  + 2 . )  = o; 

Comme n ~ o ,  on doit  avoir m- - - - - -n  ou m ~ - - - 2 n .  Si m - ~ - - n ,  on a 

a(u)----~; si m = - - 2 n ,  on a aussi a(u)= I - .  II s'ensuit~ que la seule forme pos- 

sible pour la fonet ion a (u) est celle donn~e par (2. x S), avec laquelle routes les 

autres  relat ions (2. I6) se t rouvent  aussi ~tre vdrifides. 

La  fonct ion O(x, y, z, t) sat isfai t  done, en plus, ~ l '6quation fonctionnelle  

iX, y, Z, t)(])(.~, Z, t, X) = I, (2. 20) 

qui condui t  

( 2 . 2 i )  

Les ~quations 

(~. 9) 

(2. ~o) 

(~. ~o) 

Ix, y, z, t ) - -  ~o (z, t, x, y )  

fonctionnelles (e. io) et (2. 2o) mont ren t  que ]a fonction 

q) (x, y, z, t) satisfait ,  en tout ,  aux ~quations fonctionnelles 

(2 .22 )  ~ (x, y, ~, t ) =  a~ (y, x, t, ~) - -  �9 (~, t, x, y) = a)(t, ~, y, x), 

proprigtg dont  joui t  aussi le rappor t  anharmonique de quatre  hombres. 

8. --- Syst~me d '6quat ions  ~ qua t re  var iables .  - -  Nous allons d~terminer 

la solution g~n~rale continue du syst~me d'~quations fonctionnelles 

a) (x, y, z, t) + a)(x, z, y, t ) =  ~, 

a) (x, :~, ~, t) �9 (x, t, ~, y ) -  i, 

(x, y, z, t)~o (y, z, t, x ) =  ~. 

Comme, dans les deux premiSres ~quations fonctionnelles prdc~dentes, x garde 

la mSme place, ces ~quations coincident avec (I. ~5), respectivement (I. I6), par  
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rappor t  aux variables y, z, t. La solution g~ngrale cont inue du syst~me formd par 

ces deux ~quations sera analogue s (I. 24) ou ~ (I. 25), suivant  que do(x, s, z, s)-~ I 

En considdrant  la solut ion qui donne d0(x, s, z, s ) ~  I, on aura  donc 

do (x, y, z, t) --  B (x, y, z, t) - -  B (x, y, t, z) _ C(x, y, z, t) 
B (x, t, z, y) --  B (x, t, y, e) C(x, t, z, y)'  

O U  - -  I .  

(: .  23) 

avec 

(~. ~4) 

B (x, y, z, t) 

C(x, y, z, t) = B (x, y, z, t ) -  B (x, y, t, z), 

~tunt sym~trique par rappor t  au couple (y, t). On volt faci lement  

que C(x, y, z, t) est sym~trique gauche par  rappor t  au couple (z, t). 

Nous  allons d~terminer la fonct ion B ( x ,  y, z, t) de mani~re que q~(x, y, z, t), 

donn~e par  (2.23): satisfasse aussi s l '~quation fonctionnelte  (2.20). 

Remarquons ,  en premier  lieu, qu 'on a, s cause de (2.9), 

(2 .25)  C(x,  y, z, t) = c ( x ,  z, y, t) + C(x, t, z, y), 

dquation ~atisfaite par C(x, y, z, t), donn~e par (2. 24). 

Eu second lieu, l 'dquation (2. 2o) donne 

C(x, y, z, t) c (y ,  x, t, z) 
(;(x, t, z, y) C(y, z, t, x) 

ou, grace 's (2. 25), 

ou encore 

c(x ,  z, y, t) c(.~/, t, x, z) 
C'(x, t, z, y) C(y, z, t, x) 

(2. :6) C(x, t, z, y) C(x, z, .v, t) 
C(y, z, t, x) (;(y, t, x, z ) =  ~ (z, y, z, t), 

q~ (x, y, z, t) ~tant une fonction symdtrique par  rappor t  au couple (z, t), comme le 

montre  l'(~galit~ fortune par les deux rappor ts  precedents.  

On a, d 'une parE, de la derni~re ~galit5 (2. 26), 

(2. 27) C(x,  y, z, t) - -  qv(x, z, y, t) C(z, t, x, y), 

done q~ (x, y, z, t) sat isfai t  

(2.2s) ~ (x, u, ~, t)~ (u, x, t, ~ )=  ~. 

D'aut re  parE, remplacons,  clans (2. 25), C(x,  t, z, y) et~ C(x,  z, y, t) par les 

expressions tir~es de (2. 26); nous avons 
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(2. 29) C(x, y, z, t ) =  ~ (.~, y, z, t)IC(y, z, t, x) + C(y, t, z, x)] 

= - ~ (x,  y, z,  t) c ( y ,  x ,  ~, t), 

d'apr~s (2. 25) elle-m~me. 

On d~duit  sans peine q~---- I e t  (2.29) devient  

c(x ,  y, z, t ) =  - c(y,  x, z, t), 

done C(x, y, z, t) est  symdtr ique gauche  aussi  par  rappor t  au couple (x, y). D~s 

lors, il reste ?~ ddterminer  la fonc t ion  B(x,  y, z, t), symgtr ique  par  r appor t  au 

couple (y, t), de mani~re que la difference [4galit6 (2. e4)] 

C(x, y, z, t) -- B (x, y, z, t) - -  B (z, y, t, z) 

soit  symdtr ique gauche  aussi par  r appor t  au couple (x, y): Cela revient  ?~ d~terminer  

les fonct ions  B (x, y, z, t), symdtr iques  par  r appor t  au couple  (y, t), telles que 

(2. 30) B (x, y, z, t) -- S (x, y, t, z) + B (y, x, z, t) --  B (y, x, t, z) ~ o. 

On en dddui t  

(5. 3 I) B (x, y, z, t) + B (y, x, z, t) ~- B (x, y, t, z) -~ B (y, x, t, z) = u (x, y, z, t) 

et ces ~galit~s m o n t r e n t  que u(x, y, z, t) est sym~trique par  r appor t  aux couples 

(x, y) et (z, t). On a, ensuite,  

B (x, u, z, t) + B (t, x ,  z, U) = u (x, t, ~, y),  
donc 

B (U, x ,  ~, t) - B (t, ~, ~, U) = u (x, U, ~; t) - -  ~ (x, t, ~, U) 

OU 

(:. 35) B(u,  x, ~, t) + ~(x,  t, ~, y ) = B ( t ,  x, ~, u) + ~(x ,y ,  ~, t ) =  ~(x, y, z, t), 

off v(x, y, z, t) est  sym~trique par  r appor t  aux couples (x, y ) e t  (x, t). On u, 

ensuite,  

B ( x , y , z ,  t) + u(y, t ,z ,  ~) = B (t, y, z, x) + u (x, y, z, t) : v (x, y, z, t), 

dgalit~ qui mon t r e  que v(x, y, z, t) est sym~tr ique par  r appor t  au couple (y, t); 

elle est donc symdtr ique  par  rappor t  h t ou t  couple. On en d~duit  que B(x,  y, z, t) 

est sym~trique aussi par  r appor t  au couple (x, z), ce qui ne suffit pas cependant ,  

pour  pouvoi r  sat isfaire s (z. 30). 
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On d6duit alors, de (2. 3o), 

(2. 33) B (x, y, z, t) - -  B (y, x, t, z) = B (x, y, t, z) - -  B (y, x, z, t) = w (x, y, z, t). 

(X~ 2')~ 
tOUS, 
Mors 
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(z ,  v,  t) - B (u, t, x)  = w v,  t), 

ainsi que trois autres 6galit6s analogues, obtenues de la pr6e6dente par des per- 

mutat ions  circulaires des variables: il s 'ensuit  4 w = o, w = o, donc 

(2. 34) B (x, y, z, t) = B (y, z, t, x) = B (z, t, x, y) --~ B (t, x, y, z). 

La fonct ion C(x,  y, z, t), donn6e par (2. 24), est bien sym6trique gauche par 

rappor t  aux couples (x, y), (z, t), de sorte que la fonct ion O(x, y, z, t), donn6e par 

(2.23) , satisfaira aux 6quations fonctionnelles (2.9), (2. I0), (2. 20), et, par con- 

s6quent, aux (2. 22). Comme @(x, s, z, s ) =  I, nous avons 

L a  solution g6n6rale co~tti,nue du syst~me d'~quations fo~ction~wlles (2.9), (2. I0) 

et (2. 20), telle qui  (P (x, s, z, s) -= I, est donnde p a r  

B (x, y, z, t) - -  B (x, y, t, z) 
(2. 23) q) (x, y, z, t ) - -  B (x, t, z, y ) -  B (x, t, y, z)' 

dans laquelle B (x, y, z, t )  d6signe une fonct ion continue arbib'aire, sym6bqque p a r  

rapport  aux  couples (x, z), (y, t) et qui sa t i s fa i t  aussi aux  ~quatio~s fonctiom~elles 

(2. 34). 
On trouve ensuite faci lement  la proposition 

L a  solution g~n~rale contirme du syst~me d'dquatio~s fonctiom~elles (2. 9), (2. I0) 

et (2. 20), telle que T (x, s, z, s ) - -  - -  i, est donn6e par 

q) (x, y, z, t ) -  2 
(2. 35) T(x ,  y, z, t ) =  , 

2 r (x, y, z, t) --  I 

oi~ @ (x, y, z, t) est la solution g6n6rale conti~me du m~me syst~me, telle que @ (x, s, z, s ) ~  I, 

donnde p a r  (2. 23). 

9. Les fonctions B (x,  y ,  z, t). - -  Avant  d'aller plus loin, pr6cisons un peu 

la forme des fonctions B ( x ,  y, z, t) qui en t ren t  dans la solution g6n6rale du 

syst~me d'6quations fonctionnelles (2.9, (2. 10) et (2. 20). Comme nous l 'avons 
14 

Le premier  membre de ces 6galit6s est sym6trique par rapport  aux couples 

(y, t); le second l 'est par rapport  aux couples (x, t), (y, z); il s 'ensuit  que 

donc w(x, y, z, t) aussi, le sont  par rappor t  s tout  couple. On en d6duit 
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d6jg &abli, ces fonctions sat isfont  aux 6quations fonctionnelles (2.34), 6rant 

sym&riques par rappor t  aux couples (x, z) et (y, t). Or, nous avons &abli ailleurs 

que la solution g6n6rale cont inue de l '6quation fonctionnelle 

(2.34') (x,  y, z, t) = ~ (y, z, t, x)  

est donn6e par  

(2. 36) q~ (x, y, z, t) = B '  (x, y, z, t) + B '  (y, z, t, x) + B '  (z, t, x, y) + B '  (t, x, y, z), 

off B '  (x, y, z, t) est une  fonct ion continue arbitraire.  Mettons en 6vidence, dans 

cette solution, les parties sym6trique et sym6trique gauche par rapport  au couple 

(x, z); on aura  

( 2 . 3 7 )  (~, v, ~, t) = u (x, y, z,  t) + ~ (x, y, ~, t), 

avec 

2 u (x, y, z, t) ---- B '  (x, y, z, t) + B '  (y, z, t, x) + B' (z, t, x, y) + B '  (t, x, y, z) + 

+ B '  (z, y, x, t) + B '  (y, x, t, z) + B '  (x, t, z, y) + B '  (t, z, y, x), 

2 v (x, y, z, t) = B'  (x, y, z, t) + B'  (y, z, t, x) + B'  (z, t, x, y) + B'  (t, x, y, z) - -  

- - B ' ( z ,  y, x, t ) - - B ' ( y ,  x, t, z ) - - B ' ( x ,  t, z, y ) - - B ' ( t ,  z, y, x). 

On reconnai t  faci lement  que u(x, y, z, t) est sym&rique aussi par rappor t  g 

l 'autre  couple (y, t); de m~me, v(x, y, z, t) est sym&rique gauche aussi par rapport  

ce m~me couple. On a, ensuite,  

u (~, v,  z, t) + v (~, y, ~, t ) =  u (y, ~, t, x)  + v (v, ~, t, x)  

et encore 

u (~, v,  ~, t) - v (~, v~ ~, t) = u (v, , ,  t, x) - v (y, ~, t, ~), 

desquelles on d~duit 

u (x, v, ~, t) = u (y, ~, t, x),  v (x, y, z,  t) - -  v (v, ~, t, ~), 

relations qui mon t r en t  que les fonctions u et v sat isfont  sdpar~ment g l '6quation 

fonctionnelle (2. 34'); on a ainsi 

Les parties symdtrique et sym$trique gauche par  rapport & l'un des couples 

(x, z) ou (y, t) (en rdalitd, par  rapport & tous les  deux ~ la lois), de la solution de 

l' dquation fonctionnelle 
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sont les solutions 

m~me 6quation. 

En posant 

on a 

g6n6rales, jouissant respectiven~ent de la m~me propri6t6, de cette 

q~ (x, y, z, t) = B (x, y, z, t) + C (x, y, z, t), 

(2.3 8 ) 
B(x ,  y, z, t) = U(x, y, z, t) + U(y, z, t, x) + U(z, t, x, y) + U(t, x, y, z), 

c(.% y, ~, t ) =  v (~ ,  y, ~, t) + v(y ,  ~, t, x) + v(~,  t, ~, y) + F(t,  ~, y, ~), 

U (x, y, z, t), V(x, y, z, t) 6rant arbitraires, l'une sym6trique, l'autre sym6trique gauche 

par rapport ~ l'un des couples (x, z), (y, t). 

10. - -  La fonction B (x, y, z, t) a ~t~ d~terminfie eu ~gard ~ la r6solution 

du syst~me d'~quations fonctionnelles (2.9), (2. IO) et (2. 2o). Si l 'on t ient  main- 

tenant  compte du r61e ]ou~ par la fonction a)(x, y, z, t ) p o u r  l '~quation fonc- 

tionnelle (I. I), des considerations analogues ~ celles faites au w 4, nous con- 

duisent ~ prendre pour la fonction U(x, y, z, t), qui figure dans l 'expression (2. 3 8) 

de B(x,  y, z, t), la forme suivante 

V(x,  y, z, t ) = A ( x ) A ( z )  + [B(x) + B(z)][C(y) + D(t)] + 

+ E ( y )  F ( t ) +  G ( x ) +  G ( z ) + H ( y ) + K ( t ) ,  

abstruetion faite d 'une fonction satisfaisant ~ l '~quation fonetionnelle (2. 34')- 
On a ulors 

B (x, y, z, t) - -  B (x, y, t, z) = [B (x) - -  B (y)] [C (t) + D (t) - -  C (z) - -  D (z)] + 

+ [ B ( t ) -  S(z)] [C(x)+D(x)- C(y)--D(y)] + 

+ [E (x) - -  ~ (y)] [F  (~)--  P(t)] + [~ (~) - -  E (t)] IF (x) - -  • (y)]. 

Cette expression 

en premier lieu, 

eontient un  seul terme en x, par exemple, lorsque l'on a, 

B = E ,  

c e  qui donne 

B(x ,  y, z, t ) - -B(x,  y, t, z) = [B(x)--B (y)] [[C(t) + D  (t)--F(t)] -- [C(z) + D (z)--F(z)]] + 

+ [B (t)--B (z)] [[C(x) + D (x)--F(x)] -- [C(y) + D (y)--F (y)]]. 
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Pour le m6me motif, on doit avoir finalement 

B = C + D - - F = U ,  

donc 

B (x, u, ~, t) - -  B (x, U, t, ~) - -  z [ V (~) - -  U (u)] [U(t )  - -  U(~)],  

de sorte que (2. I) devient, compte tenu de (2. 23) et de la relation pr6e6dente, 

u (x) - v (.u) u ( ~ )  - u ( . u )  
(2. 39) V (x) - U (t) : U (z) - U (t) - - u ,  

ou encore, en revenant aux fonctions F~ 

U (F,) - U (F,).  U(F~) --  U (F~) _ u(z) ,  
(z. 40) u ( ~ )  - v (F~) U(F~) - u (F~) - 

que le changement de fonction U ( F ) =  F r6duit ~ la forme la plus simple 

F1 -- F~ F~ -- F~ 
(2. 4I) F~ --  ~ :/~-~ -- ~ - ~  u(z),  

qui exprime que ]e rapport  anharmonique des qua~re solutions Ft est. une fonc- 

tion it~rative. I1 est facile de d6terminer l'~quation fonctionnelle (I. I) corres- 

pondant 's la relation pr6cddeute: rempla~ons, clans le second membre, u(z) par 

le premier membre, dans lequel on a remplacd z par 0(z); en prenant, par ex- 

emple, F~ comme fonction inconnue, on est conduit ?~ l'dquation fonctionnelle 

A F + B  
( 2 . 4 2 )  F(O)-  CF + D' 

avec A, B, C, D fonctions de z, ~quation trouvde directement par M. C. Po- 

povici. 1 

Nous avons obtenu ainsi le rdsultat gdndral suivant 

Si entre quatre solutions absolument quelconques d'une dquation fonctionnelle du 

premier ordre, telle que (r. I), il y a une relation de la forme (2. I), alors la rela- 

tion (2. I) est ndcessairement de la forme (2.40), oit U est une fonction continue 

connue, relation que le ehangement de fonetion U(F)  -~ F rdduit ~ (2.4I), L'dquation 

fonctionnelle (I. I) dolt alors se rdduire par  le mOme changement h (2.42). 

Loc. cir. I p. 193. 
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~u t remen t  dit, 

La condition ndcessaire et suffisante pour qu'il y air une relation de la forme 

(2. I) entre quatre solutions quelconques d'une 6quation fonctionnelle du premier ordre, 

telle que (I. I), est qu'il existe un changement de fonction F =  U( f ) ,  ramenant 

l'6quation fonctionnelle donn6e ~ la forme (2.42). 

L '6quation fonct ionnel le  (2.42) joue, parmi les 6quations fonctionnelles du 

premier  ordre le m~me rSle que celui jou6 par l '6quation de Riccati  parmi les 

dquations diff6rentielles du m~me ordre, jouissant  de propri~t~s analogues. 

Pa r  exemple, out re  la propri~t6 fondamenta le  concernant  le rapport  an- 

harmonique  de quatre  solutions, on peut aussi la r6duire ~ une ~quation lindaire 

si l 'on en connal t  une solution particuli~re, en faisant  le changement  de fonction 

F - ~  F 1 + f :  on est ramen6 d 'abord s l 'dquation fonctionnelle  (I. 28), etc. 

11. - -  D'apr~s (I. I), (I. 3) et (2. I), la fonction 60 est une  solution de l'~qua- 

t ion fonetionnelle,  analogue s (I. 29), mais por tan t  sur quatre variables, 

(2.43) 60 [go (u), ~ (v), ~0 (w), go (s)]---- 60 (u, v, w, s). 

Comme dans le cas de trois variables, nous pouvons signaler les r6sultats 

imm~diats suivants 

I. - -  Si 60'(u) est une solution de l'6quation ~ une seule variable (I. 30), toute 

fonction de la forme 60 [60' (u), 60' (v), 60' (w), 60' (s)] est une solution de l'6quation 

fonctionnelle (2.43). 

I I .  - -  L'6quation fonctionnelle 

(2.44) 60(C u + D AV+Cv+D,B .A W w + D A s + B s + - -  60 ( u , v , w , s ) 

admet la solution 

(2.45) 60(U~ V, W~ S) 
U ~ V  8 - - V  

U - - W ' S - - W  ~ 

quelles que soient A,  B,  C, D, constantes ou fonctions d'un param~tre z. 

I1 est visible que eette derni~re propri6t6 comprend comme un cas particulier 

eelle qui correspond ?~ l '6quation fonctionnelle (I. 33) et ~ la solution (I. 34), a la- 

quelle elle se r6duit  en faisant  B = o et s ~ o dans (2.44) et (2.45). 



214 Michel Ghermanescu. 

I I I .  ]~quations a plus de quatre int~gra|es. 

12. - -  Soit  a = q~ (x, y, z, t, u) une fonc t ion  de cinq variables,  telle que, si 

on y change deux variables ent re  elles, la nouvelle  valeur  de a soit rempla~de 

par  une  autre ,  fonet ion  biunivoque de la premiere.  

En pe rmu tan t  les le t t res  x, y, z, ~, u de routes les mani~res possibles, on 

obt ient  5! ~--I2O w l e u r s  de a, que nous rangeons  dans einq groupes de vingt- 

quatre,  la p remiere  le t t re  ~tant  la m~me duns routes les fonct ions  d 'un  m~me 

groupe.  

Nous  allons ~crire les t rois  premiers  groupes  seulement,  qui suffisent ~ nos 

besoins de d4monstrat ion.  

(3. 

avec 

(3.2) 

a ) ( x , y , z ,  t , u ) = a ,  

r (x, y, t, ~, u) = a~, 

(x, y,  u, t, z) ~ a~, 

q~ (x, y, z,  u, t) = as, 

r (x, y, t, u, z) = a4, 

if) (x, y,  is, z, t) -~ aa, 

q~ (x, t, u, y,  z) = al~, 

(x, t, y, u, z) -~ aja , 

q~ (x, t, z,  y, u) = 6~,, 

(1) (x, t, is, g, y) -~- a15 , 

(x, t, y, z~ u) - ~  6 1 6  , 

(I) (X, t, g, is, y) --~ a17 , 

(x, z, t, is, y) = 66, 

(x,  z,  u,  t, y) = aT, 

(x, z,  y,  u, t) --- 6~ 

(x, g, t, y,  is) = 69, 

�9 (x, z ,  is, y, t) = 6~o, 

a) (x, z, y,  t, is) = 61~, 

q) (x, u, y,  z,  t ) =  als, 

(]) (x, is, z, y, t) ~- 619 , 

(x, is, t, z, y) ~ a2o, 

�9 (x, u, y, t, z ) =  6~1, 

q~(x, u, z, t, y ) ~ a ~ ,  

q)(x, is, t, y, z )=a~8,  

a ~ a 8 ~ a 1 2  ~ a 2 0  , 

a l ~ a l a ~ a l 7 ~  a 9 ~ I - -  6 ,  

1 

a~ = =  a 1 8  = =  a j 4  ~ a 6 ~ - ,  a 

a 

a - - I  

a - - I  

a 4 ~  a 1 6  ~ -  H19 ~ a 7 - -  

! 

I - - a  



(3 3) 

avec  

(3 4) 

(3-s) 

Sur uae  classe d '6quations fonctionnelles du premier  ordre. 

(y, z, t, u, x ) =  b, �9 (y, t, u, x,  z ) =  b6, 

a) (y, z, u, t, x ) =  bl, 

�9 (y, z, x,  u, t) = b2, 

0 (y, z, t, x,  u) = bs, 

q) (y, z, u, x, t) = b4, 

O(y ,  z, x,  t, u) = b~, 

a) (y, t, x, u, z ) -  bT, 

(I) (y, t, z, x, u) = bs, 

�9 (y, t, u, z, x) --- bg, 

�9 (y, t, x, z, u) = blo, 

�9 (y, t, z, u, x) - -  bn, 

O (y, u, x, z, t) = bl~, 

q) (y, u, z, x, t) - -  bla, 

(y, u, t, z, x ) =  b14 , 

�9 (y, u, x ,  t, z ) =  b~5, 

O (y, U, Z, t, X) ~--- hi6 , 

(D(y,  U, t, X, Z) = b17 , 

O(y,  x, z, t, u ) - ~ b j s ,  

O(y,  x,  t, z, u )=bla ,  

O(y ,  x,  u, t, z ) = b ~ o ,  

q)(y, x,  z, u, t ) = b ~ t ,  

q)(y, x,  t, u, z ) = b ~ ,  

r x, u, z, t )=b~3 ,  

b = b  8 -~ b1~-- b2o,  

b I ~ - - - b l a ~ b l v ~ b 9  -~ I - - b ,  

I 

b 
b a = b ~ l = b ~ - ~ b l ~ : = b _  I '  

b - - I  
ba~--- b 1 6 =  b i g =  b7 - -  b 

I 
b5 -~ b21 ~ b9 ----- h i7  ~ I - -  b; 

�9 (z, t, u, x ,  y) = c, a) (z, u ,  x ,  y, t) 

�9 (z, t, x ,  u, y) = c~, �9 (z, u, y, x,  t) 

�9 (z, u, t, y, x) 

a) (z, u, x, t, y) 

q)(z, u, y, t, x) 

�9 (z, u, t, x, y) 

a)(z, t, y, x, u) ---ca, 

a) (z, t, u, y, x) = c~, 

a) (z, t, x ,  y, u) = c4, 

a~ (z, t, y, u, x) = c5, 

-~--C8, 

215 
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(3. 5) 

avec 

�9 (z, x ,  y ,  t, u) - -  c~., 

a) (z, x, t, y, u)-----c~3, 

�9 (z,  x ,  u,  t, y)  = c14 , 

�9 (z,  x ,  y ,  u,  t) = c ~ ,  

�9 (z, x, t, u, y) = c~, 

q) (z, x, u, y, t) = c . ,  

O(z ,  y, t, u, z) = cls, 

a)(z,  y, u, t, x ) = c x ~ ,  

�9 (z, y, x, u, t ) =  C~o, 

@(z, y, t, x, u ) ~  c~1, 

O(z ,  y, u, x,  t ) = c ~ ,  

$ ( z ,  y, x, t, u) = e~, 

~ C 8 ~ C 1 2 ~  V20~ 

e 1 ~ C13 - -  C17 ~ 0 9  ~- -  I - -  ( ~  

I 

C 
( 3 . 6 )  c~ = c l l  ~ c~s = c ~ 5 - -  

C - - I  

C4 ~ - - -  e l  6 ~ C19 = C 7 = - - - -  

C - - I  

C 

C 5 ~ C21 ~ C 9 ~ C17 ~ - - - -  
I 

I - - C  

Dans le groupe (3- I), la variable x reste s la m~me place; on peu~ le con- 

sid6rer donc comme parambtre  et alors les relat ions entre les diverses fonctions 

a~. sont, les mgmes que dans le cas de quatre  variables, cas traitd dans la seconde 

part ie  de ce travail.  Nous  prendrons  ainsi, pour  la fonction B ( x ,  y, e, t, u), 

l 'expression donn~e par  (2. 23), quant  aux quatre derni~res variables y, z, t, u: 

on aura  done 

(3. 7) d0 (x, y, z, t, u) =-: B (x, y, z, t, u) --  B (x, y, z, u, t) 
B (,% y, u, t, z ) -  B (x, v, u, z, t)' 

dans laquelle B (x, y, z, t, u) est sym6trique par  rappor t  uux couples (y, t), (z, u) 

et  sat isfai t  aux gquations fonctionnelles,  analogues aux (2. 34). 

(3. s) B (x, v, z, t, u) = U (x, V, z, t, u) + V (x, z, t, u, y) + 

+ U ( x , t , u , y , z ) +  U ( x , u , y , z , t ) ,  

la fonction U ( x ,  y, z, t, u) 6rant sym6trique par  rappor t  g l 'un des couples (y, t), 
(z, ~). 
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Pour  achever la d&ermination de la fonction q~ (x, y, z, t, u), il faut trouver 

la relation qui permet le passage de b s a, e'est ~ dire, de q)(x, y, z, t, u) 

�9 (y, z, t, u, x), ce qui revient s permuter circulairement les cinq variables x, y, 

Z, t,  U. P o s o n s  

(3. 9) b-~--a(a)-- p a +  q 
r a + 8  

En permutant circulairement les lettres qui figurent dans al, on trouve b l l  ; e n  

proc4dant de la m~me mani~re avec as, a a, a~, a~, on trouve respectivement b~4, 

bl, ha, ble, done 

b = a ( a ) ,  b n = a ( a l )  , b~4=a(a.~), b 1 - -a (aa )  , b 9~--a(a,), b~e~-a(as), 

de sorte que, eompte tenu des relations (3. 2) et (3.4), la fonction a(a) dolt satis- 

faire en m~me temps aux 6quations fonctionneUes suivantes 

( o )  o(a) 
- , - . ( I  - ~), (3" 10)  g (t2) C~ ~--- I ,  I (~ (a)  = a a I  a (a)  - -  I 

I - -  a ( a )  - -  a ( - - a  - ' . . . . . . . .  a ( a )  a �9 

En introduisant l'expression (3.9) de a(a) dans l'6quation fonctionnelle 

a(a) a(~)-~  I, on obtient s : p ,  r - ~ q ,  donc 

b-- c~(a) ~_pa -4- q 
q a + p  

Cette expression de a(a), introduite dans l 'dquation fonctionnelle 

~ - ~ ( a ) =  ~ , 

conduit ~ p ( p - - 2 q ) = o  et p ( p +  q)-----o. On ne peut pas a v o i r / ) ~ o ,  ear les 

relations p - - 2 q ~ o  e t p  + q = o  eonduisent ~ p = q - ~ - o .  On dolt done avoir 

p = o, de sorte que 

I 
a (a)  = - ,  

a 

qui satisfait s toutes les autres 6quations fonctionnelles (3. IO). On a donc 

( 3 . 1  i )  �9 ( ~ ,  y ,  z ,  t, u )  �9 (y ,  z ,  t, u ,  ~ )  = ~, 
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qui donne, avec (3.2) et  (3.4), 

L'dgalit~ a ~ bls, e 'est ~ dire, 

a~ (x, y, z, t, u) ~ g~ (y, x, z, t, u) 

montre  que g} (x, y, z, t, u) est symdtrique par  rapport  au couple (x, y). On a slots 

c1~ = a~ (x, z, y, t, u) 

et  l 'dga]itd r c'est ~ dire, 

(x, t, u ) =  �9 (x, y, t, u) 

mont re  que ~ ( x ,  y, z, t, u) est  symdtrique aussi par  rappor t  au couple (y, z). La  

m~me dgalitd cl~ ~ a mont re  aussi que a u = a, c 'est h. dire, d'apr~s (3- 2), 

G 

qui donne a ~ - o  ou a - ~  I, inacceptables toutes les deux. Donc, 

II  n'y a loas de fonction yoroprement dite, donnde par (3.7) et satis faisant d 

l'3quation fonctionnelle (3. I I), par  consequent ,  il n 'y a pas d 'dquation fonction- 

nelle du premier  ordre, telle que (r. r), dont  cinq solutions quelconques soient 

]ides par une relat ion ddpendant  d 'une  cons tante  itdrative arbitraire.  

A plus for te  raison, on arrive ?~ une conclusion ndgative dams le cas de plus 

de cinq solutions, de sorte qu'on a l e  rdsultat  suivant  

17 n'y a pas d'~quation fonetio~nelle du premier ordre, telle que (I. I), dont plus 

de quatre solutions queleonques soient li~es par une relation ddpendant d'une con. 

stante itdrative arbitraire. 

Y 


