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Dans cet article, nous r~solvons un probl~me proposd par M. Carleman duns 

son ouvrage ))Les fonctions quasi-unulytiques~) (Paris I926, pug. 77) ainsi que le 

probl~me qui lui correspond duns la thdorie des s~ries asymptotiques, probl~me 

qui se pr~sente tout naturellement quand on uborde celui de l'unicitd de lu 

somme duns la th~orie des s~ries divergentes. 

M. Carlemun, avec l'esprit de p~ndtration qui le caractdrise, avait remurqu6 

ddjs que ce probl~me ne peut pas ~tre r~solu au moyen des procgd~s habituels 

de la th~orie des fonctions quasi-unalytiques et qui consiste s r~duire l'identit6 

ou lu diversit~ de deux fonctions, s l 'unnulation ou non de leur difference. Pour 

r~soudre ce probl~me il faut une ~>m~thode de d6composition~): C'est cette m~thode 

que nous exposons dans les puragraphes I et I I  pour une g~n~ratrice de Stieltjes 

et de Laplace respectivement 1 mais qui pourrait ~tre utilis5 pour un algorithme 

quelconque avec g~n~rutrice, c'est-~-dire, intdgrale ou s~rie de la forme 

or 

f a(t)@(t,z)dt ou atePt(z) X.J 
0 t~O 

1 Un r6sum(~ rut  pr(~sent(i duns  lc Congres  d 'Osh) (R. SAN JUAN. , S u r  le p rob leme  de W a t s o n  

etc . -  E x t r a i t  des At t i  du  Congr~s  i n t e r n a t i o n a l  des  Ma th~mat i c i ens .  I936, I I  pug.  04. 
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les fonctions q)(t,z) ou Or(z) ~tan~ de types prefixes: fonctions enti~res, polynSmes 
ordinaires ou trigonom~triques ~, fractions simples, etc. 

Le proc~d~ indiqu~, qui permet d'obtenir des fonctions diff~rentes ayant des 

d~riv~es ~gales en un point sans y ajouter une fonction, de d~riv~e z~ro,, comme 

on le fair d'habitude, nous paralt susceptible d'applications duns la ~h~orie des 

fonctions quasi-analytiques. I1 est en effet d'une port6e plus grande que le premier 

auquel nous raisons allusion et dans lequel l 'une des fonctions ~tait f (x ) - - :o ;  

lorsqu'il s'~git, par exemple, de ddmontrer la ngcessit4 des conditions de quasi- 

analyticit~, de caract~riser les successions, qui rendent quasi-analytique la famille 

de fonctions holomorphes dgfinies par des sgries de fractions simples 

etc, etc. 
A.  2 

~ gn 

I. ~ On salt qu'une m~me sgrie peut ~tre le ddveloppement asymptotique 

d'un hombre infini de fonctions, et c'est pr~cis~ment dans cette inddtermination 

que rdside la cause de ce que l'on n'adopte pas la fonction asymptotique comme 

valeur de la s~rie duns la th~orie de s~ries divergentes, dans laquelle le probI~me 

de l'unicit~ est, comme on l'a ddjs dit a le  point le plus d~licat de route la th~orie. 

Mais la d~finition de Poincard peut ~tre convenablement modifi~e, de fa~on que 

la fonction reste univoquemen~ dgterminge par la s4rie, et que les propri~ds 

res~antes des dgveloppements asymptotiques continuent ~ subsister. M. Watson 

a 4tg le premier h aborder ce probl~me. C'est dans son int~ressau~ mgmoire 

))A theory of asymptotic series~) ~Trans. of the Royal Society of London, s~rie A 

vol. 2~], pag. z7g--~) qu'il d~montre l'unicitg quand les bornes de Poincar4 

J ~ t  ~ v~O 
Z n 

exemple, l 'application aux s~ries de polynSmes de Tehebychef Z a~ cos (n arc. cos x) a 1 Par ~t~ 

faite par M. Mandelbrojt qui a connu eette m~me exposition d~taill6e l'ann~e I938 par l 'entremise 
de M. Gorny. M. Mandelbrojt a g6n6ralis6 notre r6sultat et  ~ d6montr6 un joli th6oreme sur les 
fonctions ind4finiment d6rivables, qui permet de r6pondre d'une mani~re plus large ~ la demande 
de M. Carleman (Acta mathematica t. 72, p. I6). 

2 CARLEMAN, 1OC. cit. pag. 97 ou bien A. DENJOY. Introduction "~ la thdorie des functions 
de variable r6elle. Actualitds scientifiques et industrielles. Paris 1937, pag. 4 I. 

BOREL. M~moire sur les s~ries divergentes. Annales seientifiques de l']~eole Normale 
Sup6,rieure (I899). KOGBET~,IANT. Sommation de s~ries et int~grales divergentes etc, M~morial 
des sciences math~matiques T. LX (I93~). 
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dans un secteur angulaire de sommet o, croissent moins rapidement que k n. ](I-e)n 
�9 ~ 

c est-a-dlre 
.4.  < k". I(I-~)n, 

6rant > o et k une constante convenante. 

M. Nevanlinna, dans son travail >>Zur Theorie der asymptotischen Potenz- 

reihen>> (Akademische Abhandlungen, Helsingfors, 19I 8) g~n6ralisa imm~diatement 

ta solution en supprimant ~, et plusieurs ann~es plus tard, ]K. Carleman, dans 

son pr~cienx ouvrage >>Les fonetions quasi-analytiques>>, Paris, I926, pose le 

probl~me g~ngral d'obtenir les conditions non seulement suffisantes mais en m~me 

temps n6cessaires, que doivent remplir les bornes A,  relatives au eercle I x --  z I < I 

pour que les limitations de Poincar6 entralnent la d6termination de F(z), en 

donnant comme solution la divergence de l'int6grale 

c o  

log A~ x ~ =- ~ 
1 ~ 0  

ou ce qui revient an m~me, que la plus petit majorante non croissante de 

~ soit divergente, c'est-s /-JF  
2 

a'~ ~tant la borne inf~rieure de l'ensemble ~ ,  ]fA~+l, ~A--~+2 . . . .  

Oomme il arrive dans tout  probl~me de ceux que Borel a appel~ d'interpola- 

tion lin~aire en sens large 1, la fonction ne reste pas d6termin~e par la s6rie 

asymptotique seulement, sinon par celle c i e t ,  en outre, par une condition com- 

pl6mentaire que MM. Watson, Nevanlinna et Carleman ont impos~e aux bornes 

de Poincar6: 

~Iais tandis que les th~orgmes de MM. Watson et Nevanlinna donnent une 

seule condition d'unicit6: 

A ~ < k ~ l ( I - - e )  n ou bien A n < k  ~]n 

1 BOREL. Lemons su r  l e s  s~ries divergente~, pag. 35. 

32--41841. A e ~  mathematica. 75. Imprim6 le 15 juin 1943. 
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le th~orSme de M. Car leman  en donne un n o m b r e  infini, car  il y a un n o m b r e  

infini de successions diffdrentes An qui r enden t  l ' in t~grale  

lo A~ x ~" = ~ 

et il se pr4sente  le problSme de savoir  si deux fonct ions  qui rempl issent  la 

condi t ion de M. Car leman  avec un mSme ddve loppement  asympto t ique ,  mais  avec 

des bornes  diffdrentes, coincident ,  c 'est-s si les condi t ions  

I n - - 1  I 
"~=0 

gn An 

n - - 1  

~ 0  

~n A' z[ '~  I ~ pour  [ I -  

~o 

f dx log A~" x ~ -  -~ oo 
1 ~=0 

en t r a lnen t  F(z)  ------ F 1 (z). 

P o u r  repondre  ~ cet te  

ent iers  t~ et ~ tels que 

~ X 2. dx 
log A ~ ' ~  -~ oo 

1 ~ 0  

quest ion  nous allons d6finir une suite de nombres  

O *~ t 1 ~ E 1 "~ t 2 " ' '  ~ in--1 "~ tn  ~ tn " ' ' ,  tn - -~  O 0  

Prenons  d ' abo rd  un  t~ su f f i samment  g rand  pour  que 

f .  e--V2t~dt< I pour  i =  I = v  1 

t~ 

et  ensui te  un  il de telle mani~re  que 

/ '  e--gFtidt<t~ +1 pour  i = i , 2 , . . . ( 2 t l ) s = V l .  

Cela ~tant,  pour  n > I, les nombres  t~, tn son~ d~termin~s pa r  les condi t ions 
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oo 

f '  e-VTt*:dt <(L,_~) T M  pour  i = v . _ ~  + ~, v,,_~ -~ 2 . . . .  v n - 1  + (2~n--1)  ~ = ? / n  

tn 

4 

e - V t t ~ d t  < (tn) ~+1 p o u r  

L a  f o n c t i o n  a (t) es t  pa r  d6fini t ion 6gale ~r o dans  (o, t~) e t  dans  t o u t  in te rva l l e  

(i~-,, t~); dans  les in te rva l l es  res tants ,  a (t) = e -  1~  L a  f o n e t i o n  a (t) es t  ~gale 
4 

o dans  les in te rva l l es  (t~, L~); dans  les in te rva l l es  r e s t an t s  a(t) = e - V T .  Done  
4 

a(t) + a ( t ) = e  - - v r  p o u r  t --> o. P o s o n s  

o o 

On a 

f tx~ -= td t  < 
tt 

t l t  r 

f t*~< a(t)t~dt + e - V ~ d t <  2(~n) ~+~ p o u r  

0 tn+ 1 

done  

et 

v,,+, I (z t~) ~ 
Z Y - - >  1 

,=v,,+~ V ~  (2 t~) ~'+~ �9 ~ 

t 
- - ~ O 0 ~  

De la  mgme man ib re  on  t r o u v e r a  

i = v,, + x, . . . v,~ + (2 L , ) '  

> i 

e t  

#i < 

~ cio 

f a(t) t t d t  + e - V ~ t i d t <  
~ 

2 (tn) i +1 

i 
i = ,  

pour  i = ~ n - l + I , . . . ~ , ~  
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Mais 

f 
o 

/ / 4 4 4 

sin (Vi)t"dt + ~(t) sin (]/'Dt"dt= e-~}i sin (|/t) t " d t = o  
0 O 

p o u r  n ~ I ,  2, 3, �9 �9 "; 

d'ofi il s'ensuit que les fonctions: 

4 

A (t) -- a (t) sin (Vt) 
4 

A l ( t  ) = - -  c~(t) s i n  (V-t)  

out des moments ~gaux: 
e~ 

f A(t)t dt= 
0 

f A (t) t dt 
0 

et par consdquent les fonctions: 
ao 

= = f A , ( t )d  f A(t) dt  F~(z) 3 t + z  P(z) j -t u z 
0 0 

qui sont diff6rentes, puisque 
4 

e- V7 sin | : t  d t 

0 

n Cn ont le mSme d6veloppement asymptotique ~ ( - - I )  ~ avec des bornes An ~ / t ~  

et A~ = tt~ qui remplissent routes deux la condition de M. Denjoy et, par suite, 

eelle de Carleman. 

I1 existe done des sdries qui sont le d~veloppement asymptotique de fonctio,ns 
distinctes, avec des bornes diff6rentes qui remplissent la condition de M. Carleman 1. 

I U n e  condi t ion  su f f i s an t e  pou r  la  cofncidence de t ou t e s  los fonc t ions  qu i  a d m e t t e n t  u n  m~me  

d d v e l o p p e m e n t  a s y m p t o t i q u e  ~ , a n  zn avee h o m e s  de Ca r l eman ,  es t  qu ' i l  ex i s t c  n n e  fonc t ion  don t  

los bo rnes  r e m p l i s s e n t  l~ condi t ion :  

l i m y .  An < ~ .  
n ~  ~ r ]  a n [ 

N o u s  n ' a v o n s  pus  ddmont rd  que  cet te  condi t ion  es t  suf f i san te ,  m a i s  on voi t  i u m d d i a t e m e u t  qu 'e l l e  
e s t  v6rifi6e p o u r  r ou t e s  les  s6ries que  n o u s  conna i s sons  (G. N. WATSOn, A t heo ry  of a s y m p t o t i c  

ser ies ,  Phi l .  T rans .  Royal  Soc. London.  Ser. A, vol. 2xI ,  p. 312; T h e  carac ter i s t ic  of a s y m p t o t i c  

ser ies .  Some  ana l i t i c  assoc ia ted  w i th  t h e  G-funct ion .  The  Qua r t e r l y  Jour .  of  Pu re  and  App l i ed  

M a t h e m a t i c s .  n ~ ]69, I 9 i i .  ~ n ~ I74, I913 resp.). 
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La condition n~cessaire et suffisante pour que toutes les fonctions qui ont un 

m~me ddVetoppement asymptotique avec des bornes diffdrentes qui remplissent la 

condition de Carleman coincident, est que ce ddveloppement admette une f o n c t i o n  

d ' a p p r o x i m a t i o n  a s y m p t o t i q u e  opt ime ,  c'est-h-dire, dont les plus petites bornes 

en soie,nt ordon~ment moindres que les homologues A'~ de toute autre fonetion quel- 

co~que saul un facteur exponentiel: A,~ < A'n. K nl. 

Comme fonction d'approximation asymptotique optime, nous avons le 

prolongement analytique ordinaire et aussi les fonctions qui remplissent la con- 

dition de Watson-Nevanlinna, car A,  + n! remplit la condition de Carleman si 

An la r~alise. Les fonctions que Stieltjes assignait ?~ ses s~ries altern~es sont 

aussi d'approximation optime, parce qu'alors les bornes sont les coefficients de 

la s~rie m~me. On d~montre d'une mani~re analogue que la fonction exprim~e 

par la s~rie de Stirling et les int~grales de Fresnel qui se ddveloppent dans les 

s~ries de Cauchy, etc. sont d'approximation optime. C'est donc la fonction 

d'approximation optime qui, ?~ l'exclusion de routes les autres, doit ~tre considdr~e 

comme d~finie par la s~rie ?~ rayon nul, d'apr~s la phrase de Le Roy '~. 

On voit facilement que route valeur assignge h une s~rie de puissances est 

d'approximation optime si elle satisfait aux lois formelles d'unicit~, d'holomorphie, 

distributive et de suppression du terme initial. Cette notion r~sout donc le 

probl~me d'unicit~ dans la th~orie des s~ries divergentes de la mani~re la plus 

ample possible, compatible avec ces lois formelles du calcul; et pour certaines 

algorithmes, comme celui de M. Borel, qui ne permettent pas la suppression du 

terme initial ce~te conclusion subsiste lorsque la somme est asympto~iquement 

approchde par la s6rie, ce qui est l 'unique cas d'int~r~t analytique. 

I I . -  Au moyen de la transformation de Laplace, chaque probl~me de 

moments se convertit en un autre de fonctions quasi-analytiques rdelles et celui-ci, 

?~ son tour, en un autre de sdries asymptotiques. Ainsi donc, au moyen des 

fonctions: 

= (A(t)e-t dt f (x )  J 
o o 

Quelques propridt~s de cette notion, que nous avons introduite dans notre Mdmoire ~Somma- 
tion de s6ries divergentes et approximation asymptotique optime~ prdsent6 ~ l'Acaddmie des 
Sciences de Madrid en 1934 peuvent ~tre rues  dans notre article ,D6rivation et integration de 
s4ries asymp~otiques~ ~Unidn Matem~tica Argentina, 1938 ). 

2 I,E RoY, Sur les sdries divergentes et sur les fonctions d6finies par un d6veloppement de 
Taylor. Annales de la Facult~ des Sciences de Touleuse (I9oo) page 312. 
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on trouve la r~ponse n6gativo ~ la demande de Carleman (page 77 de son livre 

mention6 plus haut) sur la coincidence de deux fonctions r6elles qui ont des 

d6riv~es ~gales en un point: 

f "  (o) = f :  (o) (~ = o, l, 2, 3," �9 -) 

et remplissent la condition de Denjoy, e'est&-dire: 

- -  -~-~ ~(:~ e t  - - - a O  

#, e~ #" ~tant les maximums de I f "  (x) l et If~ (x) l respectivement dans l' intervalle (o, a). 
11 s'ensuit qu'il y a des classes quasi-analytiques, comme celles C~ et C~, 

ddfinies par les limitations 

I < 

If?(x) l < K ,  

dont l'ensemble agr6g6 C, + C~, n'est pas quasi-analytique d ,  a v e c l a  notation 

de M. Mandelbrojt x et par eons6quent qu'il n'y a pas de elasse quasi-analytique 

qui eomprenne routes les autres, paree que, si elle eontenait C, et C,,, elle 

coatiendrait  aussi leur ensemble agr~g~ et eette s~rie quasi-analytique. 

II Cexiste done pas de elasse quasi-analytique qui eomprenne routes les autres. 

Ce r~sultat est d~montr~ dans le livre de M. Carleman (page 3) pour les 

classes que M. Mandelbrojt appelle quasi-analygques I;  mais les deux d6finitions I 

et d qui sont 6quivalentes quand elles s'appliquent ~ une classe CA~ (M. Carle- 

man, loe. cir. page 9) eessent de l'6tre, m6me lorsqu'elles se limitent ~ des 

fone~ions d~rivables, pour les classes qui ne sont pas earact~ris6es par des limi- 

tations du type (~), ainsi que l'a d~montr6 M. Mandelbrojt (Sgries de Fourier et 

classes quasi-analytiques, Paris, ~935, P. ~32). 

S6minaire Math~matique de l'Universit6 de Madrid 2o-~-42. 

R. San Juan. 

x On sait que Mandelbroj~ ~ppelle classe quasi-t~nalytique zl une classe de fonctions ind~fini- 
ment  d~rivables dans un intervalle (a, b) lorsque deux fonctions de la classe coincident dans tout  
l ' intervalle si elles ont des d~riv6es ~gales en un point (~/[AlqDELBROJT: S4ries de Fourier et classes 
quasi-analytiques, Paris I935, page I3o); et il appelle quasi-analytique I une elasse de fonetions 
quelconque d~finies dans un intervalle, lorsque deux fonctions de la elasse eoincident dans tout  
l ' intervalle en tant  qu'elles coincident dans un intervalle partiel (~, fl) si pet i t  qu'il soit (page 50). 

v 


