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I .  

I. Wenn man die rationalen Punkte  auf einer kubischen Kurve yore Ge- 

schlechte p ~ I mit rationalen Koeffizienten aufsuchen will, so spielt es eine 

Hauptrolle,  dass anch der dritte Punkt,  der auf der Verbindungslinie yon zwei 

rationalen Punkten liegt, rational sein muss. Insbesondere gilt dies fiir die 

Tangente in einem rationalen Pnnkte. In  solcher Weise fiihrt die Existenz eines 

einzigen rationaleu Punktes,  wenn dieser kein Wendepunkt  ist, mit sich die 

Existenz anderer rationalen Punkte in endlicher oder unendlicher Anzahl, fiir 

welche der Pank t  als Basispunkt bezeichnet werden kann. Als Rang der Kurve 

bezeichnete nun H. POI~CAR~ 1 die Minimalzahl yon Basispunkten, welehe nStig 

sind, um aus denselben s~mtliche rationale Punkte  der Kurve abzuleiten. Ohne 

Beweis nahm Poi~c~R~. den Rang als stets endlich an. Den wichtigsten Fort- 

schritt in dieser Theorie ist L. J. MORVELL 2 ZU verdanken, indem es 1922 diesem 

Verfasser gelang einen Beweis fiir die obige Annahme aufzufinden. Aus der 

Endliehkeit des Ranges folgt aber keineswegs die Existenz einer oberen Grenze 

fiir ihn, und eine solche Grenze kenn t  man noeh nicht. Sp~ter sind wohl die 

wichtigsten Arbeiten, welche diese Frage betreffen, diejenigen yon W~IL, in denen 

Verallgemeinerungen yon MORD~LLS Satz gegeben werden, und iiberdies der Be- 

weis fiir diesen Satz vereinfacht wird. s 

1 Journal de Math~matiques, Ser. 5, Bd. 7 (I9OQ. 
�9 ~ Proc. of the Cambridge Philos. Society, Bd. 2I. 

, Sieh hierzu das eingehende Referat yon G. BILLI~6 in seiner Inauguraldissertation, ,Bei-  
triige zur a~ithmetischen Theorie der ebenen kubischen Kurven yore Geschlechte eins~ (K~nigl. Sozietfit 
der Wissenschaften zu Uppsala, I938). Diese Arbcit  enth~tlt eine Einleitung, welche zur Einfiihrung 
in die Theorie wohl geeignet sein diirtte. 
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Bei mangelnder Kenntniss einer oberen Grenze fiir den Rang bleibt noch der 

Ausweg iibrig, dass man das Problem yon der anderen Seite angrifft, indem man 

Kurven yon mSglichst hohem Range darzustellen sucht. Das wichtigste Ergebniss 

in dieser Richtung hat man yon BILLX~o, welcher in der Kurve 

y '  = x ( x '  - -  85 )  

das erste Beispiel einer Kurve yore Range 4 gegeben hat. Die vorliegende Ar- 

beit stellt sieh das Ziel zu zeigen, wie sich yon jedem Range _--< 5 Kurven in 

unbegrenzter Anzahl darzustellen lassen. Hierbei besehr~nke ich reich ausschliess- 

Itch auf Kurven yore Typus 

(I) y ' = x ( x +  a ) ( x +  b), 

wo a und b (oder, was hiermit iiquivalent tat, die GrSssen el, et und e s bei der 

iibliehen Bezeiehnung) rationale Zahlen bedeuten. Dieser Spezialfall scheint mir 

hi, milch besondere Erleichterungen fiir die Behandlung darzubieten. Wenn man 

andererseits nieht l~nger siimtliehe drei GrSssen el, e2 und e 8 rational ~nnimmt, 

so kenne ich nur das Beispiel yon BrLLXN(~ YOn SO hohem Range als vier. 

2. Es verh~lt sich ja so, dass hier die rationalen Punkte einer Kurve sich 

in Klassen verteilen, welche als Elemente einer Abelschen Gruppe betrachtet 

werden kSnnen. Abgesehen yore Einheitselemente, hat  jedes Element dieser 

Gruppe den Grad zwei. Die Basiselemente fiir die rationalen Punkte miissen 

nun zu solchen Klassen gehSren, we]che die Rolle yon erzeugenden Elementen 

der Abelschen Gruppe iibernehmen kSnnen. Jede Klasse wird durch diejenigen 

Faktoren charakterisiert, welche in x - - e  1, x - -e2  und x - - e  8 eingehen, oder im 

vorliegenden Falle, in x, x + a und x + b. Hier, wo wit im rationalen Zahlen- 

bereiche bleiben, t r i t t  nun die Vereinfachung ein, dass es sich bei der AuflSsung 

der frag]iehen GrSssen in Primfaktoren um rationale Primzahlen handelt. Es 

involviert natiirlich keine Beschriinkung, wenn wir a und b als rationale ganze 

Zahlen annehmen. Die Primfaktoren, welehe hier yon Bedeutung sind, besitzen 

die Eigenschaft, dass dieselben in ungerader Potenz auftreten, und dann selbst- 

verst~ndlieh in zwei yon den GrSssen x, x + a und x + b. Wie unmittelbar zu 

ersehen ist, kSnnen als derartige Primzahlen nut  Faktoren des Produktes 

ab(a--b) auftreten. Am einfachsten verfahren wit jetzt, wenn wit eine solche 

Primzahl als eharakteristiseh fiir die dritte GrSsse betrachten, welehe dieselbe gar 

nicht oder in gerader Potenz enth~lt. Eine Klasse yon rationalen Punkten auf 

der Kurve eharalrterisiert sich also dutch die in solcher Weise den GrSssen x, 
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x + a und x + b zugeordneten Primzahlen, wozu noch unter Ums~nden  der 

Faktor - - I  fiir die Gr6ssen, welehe etwa negativ sind, hinzukommt. Bei der 

Zusa]nmensetzung yon zwei Klassen multipiizieren wit fiir jede der Gr~Sssen x, 

x + a und x + b die charakteristischen Faktoren und verfahren dann wie vorhin 

]nit den Pri]nzahlen, welehe in ungerader Potenz vorkommen. Wenn man eine 

Kiasse ]nit sich selbst zusammensetzt, so erh~lt ]nan also die Einheitsklasse, wo 

die drei GrSssen x, x + a und x + b Quadrate sind, wie es ja naeh den Eigen- 

schaften der oben besprochenen Abelsehen Gruppe sein muss. 

Diese Verh~ltnisse wollen wir durch Beispiele beleuchten, in denen es sich 

um die spezielle Art yon Kurven 

(2) v'  = x (x' - 

handelt. Dabei fiihrt die Annahme, dass e ein Produkt yon lauter verschiedenen 

Primzahlen ist, keine Beschr~nkung mit sich. Zun~ichst sei 

(3) C'--  2 I O =  2 . 3 .  5" 7" 

Ohne Sehwierigkeit finden wir auf dieser Kurve den rationalen Punkt  

x - - e = i o s o ,  x----- 126o, x + e =  147o. 

Wie in anderen derartigen Fgllen halten wir es fiir zweeklos die zugehiSrigen 

beiden y-Werte niederzusehreiben. Wir  sehreiben den gemeinsa]nen Faktor 2IO 

fiir sieh, so dass der Punkt  (eigentlieh das Punktpaar) dureh 

(PI) (5, 6, 7) 2xo 

bezeiehnet wird. Wenn K 1 die zugehiJrige Klasse yon rationalen Punkten be- 

deutet, so wird dieselbe dureh 

(K1) 5, 2 . 3 ,  7 

eharakterisiert. In gleieher Weise fiihr~ 

x - - e = 3 1 5 ,  x = 5 2 5 ,  x + e = 7 3 5  

auf rationale Punkte, fiir welehe wir die Bezeiehnung 

(P,) (3, 5, 7) io5 

erhalten. Fiir die zugehijrige Klasse Ks beko]nmen wir 

(K,.) 3, 5, 7. 
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Die Zusammensetzung der Klassen K~ und Kz fiihrt zu einer neuen Klasse 

(K~,2) I, 2, 3 .5 .  

Bier  kommt man unmittelbar auf 

(_v~,,) (z, 8, ,5i 30. 

Betreffend die Klassen, zu denen die drei Punkt~ auf der Linie y = o ge- 

hSren, seheint eine Sehwierigkeit vorzuliegen, da fiir diese Punkte  eine yon den 

drei GrSssen x -  e, x und x + e verschwindet. Was soll man ngmlich damit 

meinen, class eine gerade oder ungerade Po~enz einer Primzahl in Null aufgeht, 

und welches yon den Zeichen + oder --  soll dabei fiir Null das richtige sein9 

Was das Zeichen betrifft, gilt natiirlich die Regel, dass das Produkt  der drei 

GrSssen als positiv betrachtet werden muss. Also sol[ das Zeiehen - -  entweder 

nicht oder zweimal vorkommen. Betreffend die a.ndere Frage, so gilt die analoge 

Regel, dass, wenn eine Primzahl iiberhaup~ in ungerader Potenz auftritt ,  dies 

zweimal geschehen muss. 

Um diese Verh~,ltnisse zu beleuehten, setzen wit  mit dem Beispiel (3) fort. 

Da haben wir erstens den Punkt  

(P,) (0, 210, 420). 

Wir sehen, dass bier die Primzahl 2, deren zweite Potenz in 420 aufgeht, sieh 

in anderer Weise verh~ilt als die iibrigen Primzahlen 3, 5 und 7- Fiir die ent- 

spreehende Klasse K 8 bekommt man 

(K~) 3 . 5 . 7 ,  ' ,  2. 

Wir  betrachten zweitens den Punkt  

CiO,) ( - 2 , 0 ,  o, 2,0). 

Bier  sind die Verhgltnisse fiir 2 und 3, 5, 7 gleichar~ig, and wir bekommen fiir 

die Klasse 

(K,) - - , , - - 2 . 3 . 5 . 7 ,  ~ .  

Setzen wir die Klassen K,  und K,  zusmmen,  so ergibt sich die Klasse 

(Ks.,) - - 2 ,  - - I ,  3 . 5 . 7 .  

Zu dieser Klasse gehi~rt offensiehflieh der drit~e Pmakt 

(e,. ,) (-- 420, - -  210, O) 

auf der Linie y = o. 
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Nicht viSUig in derselben Weise gestalten sich bier die Verhiiltnisse, wenn 

c n i c h t  li~nger eine gerade Zahl bedeutet. Wir nehmen etwa 

e ~- I I 5 5  ---~ 3 . 5 . 7 . 1 1 .  

Als Punkte auf y ~ o haben wir 

(o, II55,231o); (-- 1155, o, 1155);  ( - - 2 3 I O , -  1155, o ). 

Die zugehtirigen Klassen bekommen die Charakteristiken 

3 . 5 . 7 . I L 2 ,  I; - - 1 , - - 3 . 5 . 7 . I 1 ,  1; - - I , - - 2 , 3 . 5 . 7 . I I .  

Wie wir sehen, kommt bier in der Bezeiehnung fiir die zweit,  Klasse 2 gar nieht 

vor, und fiir die beiden iibrigen Klassen hat  diese Primzahl den mittleren Platz 

erhalten. 

3. Es ist jetz~ leicht zu sehen, dass fiir e =  210 die Kurve (2) mindestens 

den Rang 4 besitzt. Die Klassen Kt,  Ks einerseits und Ks, K,  andererseits 

kiinnen ja als Basiselemente fiir Vierergruppen betrachtet werden. Da diesen 

Vierergruppen nut  das Einheitselement, d. h. die Einheitsklasse, gemeinsam ist, 

so muss man, wenn man dieselben kombiniert, eine Abelsehe Gruppe der Ord- 

nung 2' bekommen. Von den seehszehn Klassen, welche die Bedeutung yon 

Elementen dieser Gruppe haben, kennen wir bereits KI, ITS2, K1,2, Ks, K4, Ks , ,  

bud die Einheitsklasse. Durch die Zusammensetzung yon K1, K 2, K1,9. einer- 

seits mit K s, Kt, Ks, ` andererseits erhalten wit die neun restierenden Klassen. 

Diese lassen sich in der folgenden Weise charakterisieren. 

(K1.8) 2, 7, 3. 

(K1.,) - -  7, - -  1, 5; 

(K~. s. ,) - - 3 , - - 5 , 2 ;  

(K,. s) x, 7, 2 . 5 ;  

(K, . , )  - - 7 ,  - - 2 ,  3; 

(K,. s. ,) - - 2 . 5 , - - 3 ,  1; 

(K1.,,s) 2.7, 3.5, I;  

( K I . , .  t) - - 3 . 5 , - - 7 ,  I ;  

( K I . I . s . t )  - -  I ,  - -  I ,  2 .  7 . 
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Wenn  wir als Repri~sentanten fiir diese Klassen P u n k t e  angeben wollen, so 

ha t  dies gar  keine Schwierigkeit .  Wi r  erhalten unmit te lbar  

(2, 7, 12) 42; 

(v , . , )  ( - 7 ,  - i, 5)35; 

(P1, $, 4) ( - -  12, - -  5, 2) 30; 

(P2, s) (4, 7, I o) 70 ; 

(P , ,  4) ( - -  7,  - -  2, 3) 42; 

(P~, $, 4) ( - -  I0, - -  3, 4) 30; 

( P l , t , s )  (I4, 15, I6 )210;  

(-PI.I~J, 4) (--I5,--7, I) 105; 
4 

(P1,2, s, 4) (-- I6, --  I, I4) 14. 

Wi r  haben also fiir siimtliehe Klassen, mit  Ausnahme yon K,, 3, 4, Reprii- 

sentanten mit  ganzzahligen Koordina ten  bekommen.  Fiir die Einheitsklasse ist  

es am e i u f a c h s ~ n  den unendlich ent fernten  P u n k t  als RepHisentanten zu w.~hlen. 

Als erzeugende Klassen  kann man Ks, K 4 und zwei beliebige andere Klassen 

mit Ausnahme yon Ks , ,  nehmen;  doch diirfen bei den beiden letzteren Klassen 

die Indizes I und 2 nieht in gleicher Weise  auftreten.  Als Basispunkte  kSnnen 

wir die oben angegebenen Repri isentanten fiir diese Klassen w~hlen, wobei wir 

ftir die beiden letzteren Klassen die W a h l  zwisehen zwei v-Wer ten  haben,  tt'ier- 

mit  is~ aber nicht bewiesen, dass man yon einer solchen Basis zu sgrntliehen 
rat ionalen Punk ten  auf  der  Kurve  gelangen kann, aueh niche, dass der  Rang  der 

Kurve  nicht  gr~Ssser als vier sein kann. Es ist wohl zu erwarten,  dass ein Be- 

weis hierfiir nicht  ohne umsti~ndliche Reehnungen  gegeben werden kann. 1 

W e n n  wir P1, P1 .s, P,,  4, PJ. s , ,  und in gleicher Weise  P2, P2, s, P2. 4, P2, s, 4. 

sowie P1, 2, P1, 2, s, P1, 2, ,, P,. 2, s, 4 zusammenstel len,  wobei wir die bez. gemein- 

samen Fak toren  weglassen, so erhal ten wir die Folgen 

(5, 6, 7), (2,7,12), ' ( - - 7 , - - 1 , 5 ) ,  (--  12, - -  5, 2); 

(3, 5, 7), (4, 7, lO), ( - -  7, --  2, 3), (--  1o, --  3, 4); 

(I, 8, I5) , (14, 15, I6), ( - -  15, - - 7 ,  I), ( --  16, - -  I, 14). 

t Wie sich ein solcher Beweis ausf~hren first,  flndet man in den bei BILLING (S. I4~---158 
seiner Dissertation) behandelten Beispielen. 
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Man sieht unmittelbar, dass hier Gesetzmiissigkeit herrseht. Siimtlichen drei Folgen 

kann man ja die Gestalt 

(a ,a+h ,a+2h) ,  (2h, a+2h ,  ga+zh) ,  ( --(a+2h),--h,a) ,  
(4) ( - - ( 2 a + 2 h ) ,  - -a ,  2h) 

geben. Hierbei ist es yon Bedeutung, dass die Bezeichnungen so  gew~hlt sind, 

dass in den drei Folgen a eine ungerade Zahl ist. Ohne weiteres versteht man, 

dass diese Gesetzm~issigkeit ihren Grund in einer besonderen Wahl  der reprii- 

sentierenden Punkte fiir die Klassen hat. Es handelt sich in der Tat um Be- 

ziehungen, welche zwisehon den beiden iibrigen Schnittpunkten einer geraden 

Linie mit der Kurve bestehen, fails die Linie dureh einen der drei Punkte der 

Kurve auf y = 0 geht. Diese Beziehungen lassen sich iibrigens leicht direkt aus- 

rechnen. Je nachdem die Linie dutch x := o, -- c, + c geht, erhalten wir bzw. 

(5) x , x . . =  - c~; (x,  + c ) (x ,  + e ) =  - 2 d ;  (xl - e)(x., - c) = 2e ' .  

Hierin steckt eine sehr grosse Menge yon Relationen zwischen den GrSssen, die 

in den Ausdrficken fiir die gewghlten repr~sentierenden Punkte auftreten, wobei 

hier natiirlich die gemeinsamen Faktoren fiir x -- c, x und x + c mitgenommen 

werden miissen. Um die Lageverhiiltnisse hier klar zu fiberschauen, kann man 

die Parameterdarstellung benutzen. Man sieht dann leichter, wie die Punkte zu 

je dreien in gerader Linie liegen. 

4. Bei Behandlung yon neuen Beispielen kSnnen wir stets zwei Basispunkte 

mit y = o annehmen. Bei der Festsetzung yon neuen Basispunkten sind dann 

zweierlei Vorsichtsmassregeln in Acht zu nehmen. Ein neu hinzukommender 

Basispunkt darf zu keiner yon den Klassen gehSren, welche durch die bereits 

vorhandenen bestimmt werden. Man daft  auch nie zu einer yon den drei Klassen 

�9 gelangen, zu denen die drei Punkte auf der Geraden y = o gehSren. Gelingt es 

unter diesen Bedingungen v neue Basispunkte einzufiihren, so ist der Rang der 

Kurve wenigstens 2 + v. Wir geben in dieser Nummer einige Beispiele mit einem 

Range > 4. Dabei lassen sich die Angaben fiber die repriisentierenden Punkte 

mit Leichtigkeit durch Benutzung der Bemerkungen am Ende der vorhergehenden 

Nummer vervollstiindigen. 

I) e = 3 3 o = 2 . 3 . 5 . i i .  

(P1) (~, 6, i~)  66;  

(PIJ) (5, 8, II) IiO; 
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(K1) I, 2 .3 ,  I I ;  

(Ks) 5, 2, I I ;  

(K~, ~) 5, ~, ~; 

(P~, ,) (5, 27, 49) I5. 

2) e = 2 7 3 o = 2 . 3 . 5 . 7 . x 3 .  

(P1) (7, xo, x3)91o; 

(P,) (5, r3, 2I) !36---~5 
4 

(Kt) 7, 2.5, x3; 

(K,) 5, 13, 3.7; 

(K~. s) ~3, ~.7, 3.5;  

('P1. ,) (I3, I4, I5) 273 ~ 

3) e = 3 5 7 o = 2 . 3 . 5 . 7 . x 7 .  

(Pt) (3, xo, x7) 5 lo; 

(P,) (7, I7, 27) 357; 

(K~) 3, 2.5 ,  x7; 

(K,) 7, I7, 3; 

(KI.~) 7.17, 2-3.5,  I; 

(P,,,) (II9, x2o, ~21) 27so. 

Wir nehmen noeh zwei Beispiele, in denen e ungerade ist. Dabei wird man 
finden, dass die Primzahl 2 hier in etwas anderer Weise auftritt. 

4) e =  x i 5 5 = 3 . 5 . 7 . I I .  

(P,) (8, ~5, 22) ~65; 

(P,) (io, 2i, 32) io5; 

(K~) ~, 2 .3 .5 ,  I~; 

(KI) 5, 2 - 3 . 7 ,  I; 

(KI, |) I, 7, 5- I I ;  

(P,. ,) (i, 28, 55) s85. 
9 
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5) e =  I2155 = 5 . I I . I 3 . I 7  �9 

(26, 81, I36) 221; 

( I ,  2 2 1 ,  4 4  I )  22I, 
4 

13, 2, 17; 

I ,  13 . I 7 ,  I : 

I 7 ,  2 ,  1 3 ;  

(306, 36I, 416) 22I. 

5" Bei diesen Untersuehungen war das Hauptziel eine Kurve yon hi~herem 

Range als vier zu entdeeken. Dies ist uns auch gelungen und zwar fiir 

(6) e = 5 1 0 5 1 0  = 2 .  3 . 5 " 7 "  I I .  13 . I 7 ,  

also bei einem so grossen e-Wert, dass es zweifelhaft erscheinen kSnnte, in wie 

weir die Eigenschaften der Kurve sich iiberschauen lassen. Doch waren einige 

Augenblicke genug, am die Uberzeugung zu gewinnen, dass die~e Kurve nicht yon 

nie&'igerem _Range als f i in f  sein kann. Ich f~nd niimlich unmittelbar die drei 

rationalen Punkte:  

(42, 55, 68) 39270; 

(80, 9I, lO2) 464IO; 

(xx, 65, 119) 85~ 
9 

Man nehme je dabei eiue beliebige yon den beiden zugeh6rigen y-Werten. Hier  

haben s~mtliche drei Ausdriicke zwischen den Klammern die Eigenschaft, dass 

das letzte Glied den Faktor 17 besitzt. Hieraus sieht man sofort, dass die zu- 

geh6rigen Klassen yon einander unabh~ngig sind, so dass die Punkte  eine Basis 

fiir ein System rationaler Punkte yore Range drei darbieten. In den Charak- 

teristiken tier Klassen dieses Systems tr i t t  offensiehtlich I7 entweder gar nicht 

oder bei dem letzten Gliede auf, und das Zeichen - -  ist bei denselben gar nicht 

vertreten. Es sind dies Eigenschaften, welehe, wie wit aus der 2. Nummer 

wissen, keiner yon denjenigen Klassen zukommen, zu denen die drei Punkte  auf 

y = o geh6ren. Der Rang der Kurve muss mithin ~ 5 seiu. 

Um bier die Zasammenstellung (4) direkt benutzen zu k6nnen, muss fiir die 

Basispunkte das erste Glied in den Klammern eine ungerade Zahl sein, und es 

ist dies tier Grund, warum wit in der folgenden Zusammenstellung nicht das 
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obige Punk~tripel als Basis gew~hlt haben. Wir ersetzen also dieses Tripel mit  

einem anderen Tripel, be, welchem die oben besprochene Bedingung fiir das erste 

Glied erfiillt wird und verfahren dann wie be, dem Falle e =  2]o. Die zwei 

Basispunkte auf y = o m~gen hier mit  P~ und P5 bezeichnet werden. Die ge- 

meinsamen Faktoren f i i r x  -- e, x und x + c werden mitgenommen.  

(Px) (I3, 34, 55) 243IO; 

(P,) ( , I ,  5I, 91) 5 '~  
4 

(Pa) ( i , ,  65, ,I9)'85~ ; 
9 

(K,) I 3 , 2 . I 7 ,  5 .1I ;  

(Ks) 'x, 3 . '7 ,  7.13; 

(K s xl, 5 . I3 ,  7 . ' 7 ;  

(Kl.s) ' ,  2 . 3 . 1 ' . I 3 ,  5 .7 ;  

(K,. s) 5-17, 2. I I, 7" I3; 

(Ks, a) I3" I7, 3"5, I; 

(K1. ~. a) 5, 2.3,  I I . I 7 ;  

(P,. ~) (84I, 858, 875) 3o03o; 

(PL s) (85, 88, 9 I) 17OI70; 

(P~t,$) (221,375, 529) 3315; 

(P,. ~. a) (5, 96, 187) 56IO. 

Hier folgen nun sieben Zusammens~ellungen naeh dem Typus (4) yon repl~- 

senfierenden Punkten  der Klazsen zu je vier. &usgangspunkte sind dabei die 

oben angegebenen Punkte  P , ,  Ps, Pa, 

( '3, 34, 55) 24310; (42, 

( - 5 5 , - - 2 , ,  '3) ,50,5; 

(II, 51, 9 I) 5IO5I', (80, 
4 

(-- 91, -- 40, I I) IOOIO; 

/',,s, P~,a, Ps, a u,,d P,.s.a. 

55, 68) 39270; 

(--68,  -- 13 , 42) 9282. 

91 , ]o2) 464IO; 

( - -  I02 ,  - -  I I, 80) 5610. 
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(IX, 65, I19)85085; (1o8, II9, I3O ) 46410; 
9 

( - - I19,  --54, II)7854;  (--I3O , - - I I ,  IO8)4290. 

(84I 858, 875 ) 3o030; (34, 875, 1716) 510510" 
' 8 4 1  ' 

( - - 8 7 5 , - - I 7 , 8 4 1 )  595; ( - - I 7 1 6 , - - 8 4 1 , 3 4 )  14586 
25 

(85, 88,9I)  I7OI7O; (6,9I, 176) 6oo6; 

( - - 9 1 , - - 3 ,  85) 232o5., 
4 

( - - I 7 6 , - - 8 5 ,  6)56IO. 

(22I, 375, 529) 3315; (3o8, 529, 750) 23IO; 

(--529, --154, 22I) 34o34., 
25 

( - - 7 5 o , - - 2 2 I ,  308) 510510 
529 

(5,96, 187)5610; (I82, I87, 192)102102; 

85085. 
( - - I 8 7 , - - 9 I ,  5) 16 ' ( - - 1 9 2 ' - - 5 '  I82)2730. 

Wie man sieh~, sind yon diesen 28 Reprfisentanten 20 mit ganzzahligen 

Koordinaten. Den nahen Zusammenhang zwischen den Ausdriicken fiir je vier 

zusammengehSr~ge Punkte  ist hier nich~ zu verkennen. So etwa wenn ffir einen 

Punkt  ein Quadrat wie 841 im Nenner auftritt.  Fiir die drei anderen Punkte 

in demselben Quadrupel ist dann 84I Faktor eines Gliedes zwisehen den Klam- 

mern, und zwar jedesmal an einer anderen Stelle. 

6. Vermutlich existiert es Kurven (2) in unbegrenzter Anzahl yore Range 

fiinf und vielleich~ auch solche yon hSherem Range. Doch diirfte ein mehr 

methodisches Verfahren erforderlich sein, wenn man hieriiber Klarheit zu schaffen 

wiinscht. Nimmt man an, dass c Produkt  yon r verschiedenen Primzahlen ist, 

so liisst sich leicht in 2 r  + I bzw. 2 r +  2 eine obere Grenze des Ranges er- 

mitteln, je nachdem 2 eiue yon diesen Primzahlen ist oder nicht. 1 Diese Grenze 

lgsst sich doch wohl nut  in dem Falle erreichen, wo r ~  I ist. Es gibt also 

Fglle, wo c = eine Primzahl p und der Rang vier ist. Als erste Bedingung hier- 

fiir findet man leicht p---- I (rood 8). Hierzu kommen noch weitere Bedingungen. 

t Diese  Grenze  f indet  m a n  S. 56 in der A b h a n d l u n g  yon BILLING in Z u s a m m e n h a n g  m i t  

Untersuchungen tiber die obere Grenze in allgemeineren Fltllen. 
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Da wir aber vielleicht ein anderes real auf unsere diesbeziiglichen Untersuehungen 

zurfickkommen, so wollen wit bier nicht  n~iher auf dieselben eingehen)  Die drei 

ersten Fglle mit dem Range vier hat  man flit 

p = 4 I ,  I37, 76I. 

Wir  begniigon uns mit einer Zusammenstellung in analoger Weise wie in den 

vorhergehenden Nummern yon Rep~sentanten  ftir die Klassen im Falle e----4I. 

Dabei werden die  drei Klassen mi~ Repriisentanten auf der Geraden y-----o sowie 

die Einheitsldasse ausser Acht gelassen. 

4I .  4_Ix 
(9, 25, 4x) ~-~, (32, 41, 5o) 9 ' 

( - -4 I ,  - -  I6, 9) 4 I .  25' ( -  50, - -9 ,  32). 

41. 
(961 IO25, IO89) ~--~, (128, IO89, 2oso ) 41 . 

' 961 ' 

41 
(-- 1089, - -64,  961) i -  (--2050, --961,  128) I089" 

25 ' 

(4 I, 441,841) 4 I "  (800, 84I, 882); 
400 , 

4I 
(--841, --400,  41) 4t_t. (-- 882, - -  41, 8oo) 841" 

441' 

Ieh habe aueh den Fall in Betraeht gezogen, w o e  Produkt  yon zwei Prim- 

zahlen ist. Doeh ist es mir dabei nieht gelungen eine Kurve mit einem Range 

> 4 zu finden. Den Rang 4 bekommt man beispielsweise fiir e ~ 3 4  und c=65. 

. 

(i) 

fiber. 

II.  

Wi r  gehen jetzt zur Behandlung der allgemeineren Kurve 

y'  = + + b) 

Eben auf Grund der grSsseren AUgemeinheit dieser Kurve scheint hier 

die in der vorhergehenden Abteilung benutzte Methode weniger anwendbar. Wi t  

nehmen unseren Ausgangspunkt yon dem Umstande, dass, wenn man fiir einen 

r~tionalen Punkt  

z Man vergleiche die eingehende Behandlung der Fglle yZ----x(zt+p)und yZ=.~(xs+ 2p) 
in der Abhtmdlung (S. IO5--II6 ) yon BILLING. 
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(7) x = ka 

setzt, k immer eine rationale Zahl bedeutet. Es ergibt sich die Bedingung, dass 

k(k +  )(ka + b) 

Quadrat einer rationalen Zahl sein muss. Man erhiilt hieraus 

(8) b = - k + k + ,) , , ' ,  

wo x eine rationale Zahl bezeiehnet. Wiinseht man als Ausdruck fiir b eine 

gauze Zahl, so kann nachher eine leiehte Transformation efforderlich sein. Wenn 

also die Kurve (I) einen rationalen Punkt,  fiir welehen (7) gilt, enthalten soil, so 

muss ihre Gleichung auf die Ges t a l t  

(9) y~-----x(x+ a ) ( x - - k a +  k ( k +  1)x 2) 

gebraeht werden k~innen. Wie man leieht sieht, sind hier die Werte k----o und --x 

auszusehliessen. Fiir x s gilt, (lass die Relationen a----(k + I)x 2 und a ~  kx B 

zu vermeiden sin& In allen diesen Fifllen erhiflt man ja entweder b = o oder 

b =- a. Da wir voraussetzen, class es sieh in (7) um einen neuen rationalen Punkt  

handeln soil, tier also nieht auf der Aehse y =-o liegt, so muss x ~ o sein. 

Geben wir jetzt k in (9) einen bestimmten Wert,  so bekommen wir ein 

System yon Kurven, welches wir eine Familie nennen. In einer Familie sind 

mithin a und x 2 veriinderliehe Parameter. Da man in (7) yon einem beliebigen 

rationalen PunkCe ausgehen kann, so geh(ir~ eine und dieselbe Kurve zu mehreren 

Familien. Hierzu kommt noeh, class die Gleiehung einer Kurve in seehs ver- 

sehiedenen Weisen die Gestalt (I) nehmen kann, da man ja freie Wahl hat, welehe 

yon den drei Faktoren man als x, x + a und x + b bezeichnen will. Hierbei ist je- 

doch zu bemerken, dass k dureh - - (k  + I) ersetzt wird, wenn x und x + a mit 

einander vertauseht werden. Die Parameter k und k' bestimmen mithin dieselbe 

Familie, wenn zwisehen ihnen die Relation 

( I O )  • "~ k t "4- I = 0 

besteht. 

In einer Familie besitzt jede Kurve rationale Punkte ausserhalb der Achse 

y----o. Es ist grosse Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebig aus der Familie 

herausgegriffene Kurve den Rang drei besitzt. Doch existieren, wie wir sehen 

werden, in jeder Familie aueh Kurven yore Range vier oder noeh hiiherem Range, 

und sogar in unbegrenzter Anzahl. Es gibt abet auch Familien, in denen Kurven 
6-632047 Acta mathemalica. 76:3-4 



238 A. Wiman. 

auf t re ten ,  welche bloss yore Range  zwei sind. Dies wird dann  zutreffen, wenn 

die Anzahl  der ra t iona len  Punk te  einer  Kurve  eine endliche ist. Man hat  hier  

die MSglichkei ten yon acht, zwSlf oder  sechszehn ra t ionalen Punkten .  1 

Bei zwSlf ra t iona len  P u n k t e n  miissen sowohl die drei  reel len Wendepunk te  

als auch die yon diesen P u n k t e n  ausgehenden je drei Tangenten  ra t iona l  sein. 

I n  den beiden F~llen mi t  ach t  oder  sechszehn ra t ionalen  P u n k t en  mtissen ra- 

t ionale Ta nge n t en  yon demjenigen  Punk te  der Achse ausgehen, der auf  dem un- 

paaren Teile der Kurve  liegt. W~hl t  man  diesen P u n k t  als x = o, so ha t  man 

a und b > o, und  wir  kSnnen schreiben a - ~  a ~, b = f~. Fiir  die Winkelkoef-  

fizienten tier vier  Tangen ten  bekommen wir dann  +_ a Jr f .  Sind a und  b Qua- 

dra te  yon ra t iona len  Zahlen, so erhal ten  wir also in den Ber i ihrungspunkten  vier 

neue ra t ionale  Punkte .  Fi ir  diese Punk t e  ha t  man  x = + aft.  Nehmen  wir a 

und  f > o, so l iegen die beiden Punk te  mit  x = aft  a u f  dem unpaaren  Teile der 

Kurve.  Die MSglichkeit  l iegt  vor, dass auch die Ber i ih rungspunkte  der Tangenten  

yon diesen beiden le~zteren Pun l~en  ra t iona l  sind. t I ierf i i r  ha t  man die Be- 

dingung,  dass fiir diese P u n k t e  die GrSssen x, x + a und x + b Quadra te  yon 

ra t ionalen  Zahlen sein und also zur Einhei~sklasse gehSren sollen. Fiir  die frag- 

l ichen GrSssen bekommt man die Ausdriicke aft, a (a + fl), fl(a + f), wobei man 

a, f > o annehmen  kanu.  Hie raus  l~sst sich leicht  erschliessen, dass, falls die 

Kurve  sechszehn rat ionale Punk t e  besitzen soll, so miissen a, fl und a + fl, wenn 

man yon einem gemeinsamen Fak to r  absieht, Quadrate  yon ra t ionalen  Zahlen sein. 

:Man bemerke, dass bei acht  ra t iona len  P u n k t e n  der P u n k t  x = o zur Ein- 

heitsk[asse gehSrt.  Der  unendl ich  en t fe rn te  P u n k t  und  die drei  P u n k t e  auf  der 

Achse y = o repr~sent ieren dann nur  zwei Klassen und gehSren also n icht  l~inger 

zu vier verschiedenen Klassen.  Ebenso ist ersichtlich, dass in dem Falle,  wo 

man  yon acht  zu sechszehn ra t ionalen P a n k t e n  steigt,  yon den acht  P u n k t e n  

diejenigen auf  dem paaren  und unpaaren  Zuge der Kurve  zu je einer und  der- 

selben Klasse gehSren. 

Bei dem speziellen Falle (2) ist  die MSglichkeit  mi t  acht,  zwSlf oder  sechs- 

zehn ra t iona len  Punk t en  ausgeschlossen. Fi ir  acht  ra t ionale  Punk te  l~isst sich 

ja  die Bedingung,  dass 2 c 2 Quadra t  e iner  ra t ionalen Zahl sein soll, n ich t  erfiillen. 

Behufs der Bes t immung der W e n d e p u n k t e  erh~ilt man  die Gle ichung 

3 x 4 - 6 v  ~x ~ -  C 4 ~ O .  

B. LEvi, *>Saggio per una teorie arilmetica delte forme cubiche ternarie, (Atti della R. Ac- 
cademia delle Scienze di Torino, 4 I, I9O6 ). 
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Hieraus ergibt sich 

)' 
3 - - I  = 4 .  

x z 
Wie man sieht, ist also c~ I keine rationale Zahl. 

939 

darn  auch fiir x. Auch der Bedingung ffir zwSlf rationale Punkte  liisst sich 

mithin in diesem Falle nicht geniigen. 

8. Finder man, class eine Kurve zu zwei verschiedenen Familien (9)gehSrt, 

so daft  man erwar~en, dass die Kurve einen hSheren Rang als drei besitzt. Dabei 

ist selbstverstRndlich vorauszusetzen, dass die Wahl  der Kurve und diejenige der 

Familien unabhi~ngig yon einander gemacht worden sin& Ohne Schwierigkeit 

lassen sich die zwei Familien gemeinsamen Kurven durch eine Gleichung zu- 

sammenfassen. Sind k und kl die bestimmenden Parameter, so ist ja fiir b ausser 

der Relation (8) noch 

(8x) b "~- - -  k 1 a + k I (k I + I )  X~ 

zu erfiillen. Fiir a und b bekommen wir jetzt die Ausdrfieke: 

~:(k + 1) x' - -  k, (k, + i)xl (Xl) ; 
k -- kl 

(12) b=~C~! [(~1 + I)X~-- (~ + I)X •] 
k--kl 

Ffir das gesuchte Kurvensystem gilt mithin die Gleichung . 

In (I3) haben wir eine Unterfamilie yon (9), die wir wohl aueh als eine Familie 
zweiter Stufe bezeichnen kSnnen. In  einer derartigen Unterfamilie sind Kurven 

yore Range 3 (oder 2) Ausnahmen und kSnnen wohl nur in begrenzter Anzahl 

vorkommen. Als der normale Rang kann vier betrachtet werden. Doch gibt es 

in einer Uuterfamilie auch Kurven yon hSherem Range in unbegrenzter Anzahl. 

Als erstes Beispiel nehmen wir k =  I, /~1 = -  2. Es geht dann (13) in 

( : ) ( :  ) (I4) y ' = x  x +  3(xZ--xl) x + ~ ( 2 x '  + x~ 

fiber. Da nach (to) k =  I und k, = -  2 dieselbe Familie bestimmen, so ist (I4) 

Selbstverstiindlich gilt dies 
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nicht  in eigentl ichem Sinne als gemeinsame Unterfamil ie  yon zwei versehiedenen 

Famil ien zu betraehten.  Nun  itndert sich die Gleichung einer Kurve, wenn man  

yon dem Paramete r  k zu dem Paramete r  - - ( k  + I) iibergeht. Die Relat ionen 

zwischen den eingehenden Kons tan ten  a, b bzw. 5, b sind dabei 

(I5) a + 5 = o ,  b - ~ b - - a ,  b = - b - - 5 .  

W e n n  jetzt  eine Kurve die Eigensehaf t  besitzt, dass dieselbe zwei real bei dem 

Paramete r  k und also auch bei dem P a r a m e t e r -  (k + I ) au f t r i t t ,  wobei zwischen 

den Kons tan ten  der betreffenden Gleichungen die Relat ionen (I5)gel ten,  so wird 

dadurch eine Unterfamilie definiert, und yon dieser Ar~ ist  (I4). Da wi t  also 

dieselbe Kurve, nur  mig einer anderen Gleichung, erhalten, wenn wir die Wer te  

der Paramete r  x und x I vertauschen, so kSnnen wit  in (I4) x ~ x I setzen. 

Bei der Untersuchung einzelner Kurven (x4) habe ich bloss einen einzelnen 

Fal l  mit  dem Range drei gefunden,  und zwar fiir x ~ 2, x~ ---- I. Die Gleiehung 

dieser Kurve  ist  

y ' = x ( x +  2 ) ( x + 6 ) .  

Fiir alle anderen yon mir  behandelten Kurven (I4) ist der Rang  ~> 4. Wi r  geben 

bier einige Beispiele. 

X = 4 ,  Xl = I.  y~ = X ( X  -F IO)(X -{- 22); 

x = 5, xa = I. y ' = x ( x  + x6)(x + 34); 

~. ---- 7, xa = I.  yZ ~-- X ( X  + 32)(X + 66); 

x----5, x ,= -2 ,  y ' = x ( x +  x a ) ( x + 3 6 ) .  

Wi r  betraehten aneh den Fall  k----I, kz----2. Es ergibt sieh dann aus (I 3), 

wenn wir kl und" x~ dureh kz bzw. x~ ersetzen, 

(I6) y ' = x ( x - - 2 x  z -~ 6xl)(x + 4 x 2 - -  6x,2). 

Die folgenden drei Knrven (16) haben nur  den Rang  drei. 

X = I,  X z =  I.  U z = x ( x  + 4 ) ( X - - 2 ) ;  

X-~2,  XS= I. V 2 = X ( X - -  2)(X + IO); 

x ---- 3, xz = 2. y~ = x (x + 6) (x + 12). 

Auf die erste Kurve,  doch in einer anderen Form der Gleichung, sind wir be- 

reits fiir k = I, kl ~-- --  2 und x = 2, x~ ---- I gestossen. Die Gleiehung der dri t ten 

Kurve liisst sich in 



0ber den Rang yon Kurven y ~ =  x(x + a)(x + b), 241 

yz = x ( x  z - -  3 6 )  

iiberfiihren und komm~ in dieser Gestalt in der Tabelle am Ende der Abhandlung 

yon BIT, LISa vor. Es seien noch zwei Kurven (x6) mit dam Range vier angefiihrt. 

= ~, ~, = 2. y '  = x ( x  + 2 2 ) ( z  - 20); 

X = 3, XZ= I. y Z = X ( X _ _  12)(X q- 30). 

Die fraglichen Verhiiltnisse mSgen dutch besondere Behandlung der Kurve 

y Z = X ( X  "l- IO)(X q- 22) 

be leuch te t  werden. Nach den berei~s bekannten Eigenschaften muss die Kurve 

die rationalen Punkte 

0~ (xo, 20, 32); 

(Pz) ( - -  20, - -  IO, 2) 

enthal~en. Die zugehSrigen Klassen K 1 und K s lassen sich so charakterisieren: 

(gl) I, 2, 5; 

(K,)  - -  2, - -  x, 5 .  

Fiir die zusammengese~zte Klasse K~, z ergibt sich 

(KLz) -- I, -- I, 2. 

Ohne Schwierigkeit finder man fiir diese Klasse den repriisentierenden Punkt  

(P,. ,) ( -  ~s, - s, 4). 

Fiir die Punkte auf der Aehse  erhiilt man 

(Ks) 
(P,) 

(r,) 

( g,, ,) 

Da also keine der KIassen K~, 

(O, IO, 22); 

2, I I , .  5; 

( -  Io ,  o ,  12); 

- -  3, - -  I, 2 . 5 ;  

( - -  22, - -  I2, O); 

- -3 ,  - - 2 . 1 I ,  I. 

K s und KI, ~ mit einer der Klassen Ks, K,  nnd 

Ks, , zusammenf~ll~, so kann der Pang  nicht kleiner als vier sein. Wenn 

wit yon der Einhei~sklasse absehen, so gibt es noch neun Klassen rationaler 

Punkte. Diese ents~ehen durch Kombination yon Kl,  Kz, KI. 2 einerseits mit 
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Ks, K~, Ks, 4 andererseits. Wenn wir Reprgsentanten fiir diese Klassen angeben 

wollen, so gelingt dies am leichtesten in der folgenden Weise. Wenn fiir die 

beiden iibrigen Schnittpunkte einer Geraden dutch x----y = o m i t  der Kurve die 

Abszissen mit xl und xs bezeichnet werden, so suchen wir die Relation, welche 

zwischen x x und x s besteht. Ist  nun x I bereits bekannt, so finder man hieraus 

x~ und natiirlieh aueh xz + a und x z + b. In gleicher Weise suchen wir fiir eine 

Gerade dutch x + a - - - - - y = o  die Relation zwischen x l + a  und x s + a  und fiir 

eine Gerade durch x + b = y = o  die Relation zwischen x l +  b und x z + b .  Es 

handelt sich hier um Verallgemeinerungen yon (5). Als Resultate bekommen wir 

fiir die allgemeine Kurve (I) 

(I7) x,x..---~-ab; (x I + a)(x~ + a ) = - - e l ( b - - a ) ;  (x 1 + b)(xz, + b)~-----b(a--b) 

und fiir die behandel~e spezielle Kurve 

(I8) X 1 a s = 220; (X 1 + IO)(X~I + I O ) =  - -  120; (371 + 22)(;172 + 2 2 ) =  264. 

Mi~ Benutzung der obigen Angaben finden wir leieht die folgenden repriisentie- 

renden Punkte:  

(v~. ,) 
(Ps. ,) 

(P,, s. ~) 

( P , . , )  

(P., ,) 
(/'~. ,. ,) 

(F, .  ,. ,) 

(V,. s. ,) 
(P, .  ,. s. ,) 

In 

wir als 

(22, 32 , 44); 

( - -  I I ,  - -  I ,  l I ) ;  

( -  16, - -  6, 6); 

(2, 12, 24); 

(5, 15, 27); 

(XIO, I20, 132); 

(44, 54, 66). 

ganz ~.hnlicher Weise wiirden sieh die Verh~.ltnisse gestalte~ haben, wenn 

Beispiel eine andere Kurve gew~.hlt hgtten. 

9. Wenn wir den vorangehenden Gedankengang einen Schritt weiter ent- 

wickeln, so gilt es Kurven yore Range fiinf in den gemeinsamen Kurven yon drei 

verschiedenen Familien (9) aufzusuehen. Bedeutet ks einen neuen rationalen Para- 

meter, so fragen wir also nach der Bedingung, welche (I3) mit 
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(, 9) y' = x (x + a) (x - k, a + ~, (2, + ,) g)  

identisch macht. Wi t  gelangen so zu den Gleichungen: 

k(2 + , ) x ' -  k,(2, + i)~ 
(20) ~ = 

} _ } ~  

2~,((k, + , )~  - ( 2 +  ,)~s) 
(2,) --]r Jr- /~,(]~s "~- I)xs = 

2 - -  k ,  

I)aroh Elimination yon a bekommen wir die gesueh~e Bedingung 

(22) (k, - ~,)k(2 + x)~' + (ks - k)~,(2, + , )~  + ( 2 -  2,)ks(2, + , )~  = o. 

Es existieren also keine derartlge gemeinsame Kurven bei solchen Kombinationen 

yon /c, ]r und 1r fiir welche die terni~re Quadratische Form (22) keine Nul l form 

bedeutet, and man iiberzeugt sieh leicht, dass, falls man etwa k, kl und ks be- 

liebig als ganze Zahlen wllhlt, die NuUformen verhi~ltnismi~ssig selten sind. In  

den yon uns in der vorhergehenden Nummer betrachteten Beispielen hatten wir 

/r I, k 1 = -  2 and 1r und fiir diese Parameterwerte bekommen wit die 

Nullform 

(~3) 4 x' - -  x~ - 9 xl = o. 

Die L6sungen yon (23) lassen sich unmittelbar aus denjenigen yon 

herleiten. Wenn  wir Liisungen mit einem gemeinsamen Faktor  fiir x, y and z 

wegweffen, so haben wir bekanntlich fiir diese letz~ere Gleiehung die allgemeine 

ganzzahlige Ltisung 

~ m '  -{- n ' ,  y ~ m  s - n s ,  Z ~  2 f t ~ .  

Dabei sind m u n d  n ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teller, und yon diesen 

Zahlen muss eine ungerade und die andere gerade sein. Mit Riicksicht auf die 

vorliegende Frage sind bier zwei Fiille zu unterscheiden, je nachdem eine yon 

den Zahlen m u n d  n dutch 3 teflbar ist oder nicht. Es ist ja im ersten Falle 3 

Teiler yon 2 m n  und im zweiten you m s --  n'. Wi t  kiinnen jetzt die ganzzahligen 

L6sungen yon (23) angeben. 

I) m n  hat 3 als Teiler. 

(24) x = m'  + n',  x ,  - -  2 ( m  ~ - . ' ) ,  x ,  = 4m___~n 
3 
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2) m n ist durch 3 nicht teilbar. 

(25) x--=mZ + n s, ~.l~-4mn, ~.~= 
2 (m-" - , , s )  

Fiihrt man diese Werte yon x und xt in (x4} ein, so bekommt man die Kurven 

I) y s = x ( x - - z 6 ) ( x  + 76); 

2) yZ = x(x  + 46)(x + 292); 

3) Y Z = X (  x + 22)(X "~ 556). 

Diese Kurven kann man auch dutch Einfiihrung der Wer te  yon x und x s in (15) 

erhalten. Dasselbe gilt, wenn man in 

(26) y S = x  [x  + 3x~z--x~] (x + 3 x~, + xl) 

die Werte  yon x~ und xj einfiihrt, wobei wit  in (26) die Gleiehung haben, in 

welehe (I 3) fiir die Parameterwerte 2 und - -2  iibergeht. Wiinscht man fiir die erste 

Kurve die GrSsse a > o, so ist x -  26 durch x zu ersetzen. Die Gleiehung der 

Kurve wird dann 

ys = X(X "F 26)(x "4- I02). 

Es tri t t  hier nach (IO) eine Um~nderung der Parameterwerte ein, und zwar er- 

his man k = ~ 2 ,  k ~ - I ,  k s = ~ 3 .  

Man finder leieht, dass keine yon den drei oben ~ngefiihrten Kurven einen 

niedrigeren Rang als fiinf haben kann. Dieselbe Eigensehaft wird sieh fiir andere 

Kurven bestii,tigen, welehe man aus der dutch (23) definierten Sehar beliebig 

herausnimmt. Man hat  also gut~n Grund zu der Yermutung, dass siimtliehe ls 
dieser Sehar den Rang f i in f  oder einen noeh hb'heren Rang besitzen. Doeh seheint 

ein strenger Bowels hioffiir mit gewissen Schwierigkeiten verbunden zu sein. 

Es ist n~mlieh fiir den Beweis wesentlieh, dass gewisse binKre biquadratisehe 

Formen, weleho bei den drei vorliegenden Kurven Primzahlen 17, I9, 4x, 73, 89 

und I39 bedeu~en, keine Quadrate darstellen kfnnen, und die Feststellung yon 

derar~igen Eigensehaften igt ja  im aUgemeinen keiue leiehte Aufgabe. Die Null- 

Als Beispiele geben wir die drei ersten F~ille. 

i) m = 2 ,  u = I ,  z = S ,  z 1 = 8 ,  x ~ = 2 ;  

2) r a = 3 ,  n = 2 ,  x = 1 3 ,  x l = i o ,  x ~ = 8 ;  

3) m = 4, n = I, x = I7, x t = I6, x z = IO. 
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form (23) seheint in dieser Hinsieht eine ausgezeichnete Stellung einzunehmen. 

Fiir alle anderen yon mir untersuchten Nullformen (22) gibt es niimlich in der 

zugeh/Srigen Schar you Karven Ausnahmen, fiir welehe der Rang < 5 jst. 

xo. Der niichste Schritt wiire nun zu Kurven yore Range seehs aufzusteigen. 

Hier kommt uns nan eine Zufiilligkeit zu Hilfe, indem die Karve 

(27) V = x (x + 4 6 ) ( x  + 292), 

mit welcher wir bereits in der vorhergehenden Nummer Bekanntsehaft gemacht 

habeu, diesen Rang besitzt. Zur Vermutung, dass diese Kurve einen hiSheren 

Rang als fiinf hat, wurde ieh dutch Umstiinde gefiihrt, welche aus den folgenden 

Entwicklungen verstiindlich sein diirften. 

Variiert man in (22) k, ki und k s und kombiniert man die so entstehenden 

Formen zu einem linearen System, so dass jedesmal demselben Parameter /c die- 

selbe Veriinderliche x zugeordnet wird, so treten in diesem System keine anderen 

terniiren Formen auf als eben die Gruadglieder (22). Fixiert man niimlieh neben 

k, kl und k s noeh einen vierten Parameter ks, and kombiniert man dann (22)mit 

(28) (k l - -ks)  k(k-{- I)xs-}- (ks -- k) kl (kl q - i)x~-}- (k--kl )ks(k . -J-  i ) x l = o ,  

indem man (22) mit k s -  k and (28) mit k s -  k multipliziert, so erhiilt man naeh 

Wegschaffung des Faktors k -  k, als Differenz der so erhaltenen Ausdriieke 

(29) (ks - k,) k (k + ~) ~' + (k, - k) h (ks + ~) ~I + (k - k,) ks(ks + ~) ~l = o. 

In entspreehender Weise bekommt man 

(30) (k, - ks)k~(k, + ~)~,' + (ks - -  k,)ks(k,  + ~)~' + (k~ - -  ks)ks(ks + I) ,~ = o. 

Man versteht jetzt, dasses zuliissig ist flit die Grundglieder des in Rede stehenden 

lineareu Systems die Besehr~nkung einzufiihren, dass k und k~ feste Werte an- 

nehmen soUen, so dass nut  k s variiert. 

Hat  man in (I) b > a > o, so finder man, wenn man einen rationalen Punkt  

dutch (7) definiert, dass k entweder > , oder < -- I sein mass. Im ersten Falle 

sind siimtliche drei Faktoren x, x + a und x + b > o, im zweiten Falle nut  der 

letzte Faktor. Fiir o > k > -- I bekommt man eiu negatives Produkt. Kommen 

b, a und o in anderer Reihenfolge beziiglich der GriSsse, so t r i t t  hierin eine 

�9 ~inderung ein. Na t  kann es fiir keine Gestalt der Kurvengleichung eintreffen, 

dass man rationale Punkte mit k-Werten in allen drei Intervallen k >  o, o > k > -  I, 

k < -- I erhiilt. Hiermit stimmt es iiberein, dass nut  dann, wenn yon den Para- 
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metern k, kl und kj je einer in jedem yon diesen In~ervallen liegt, die terniire 

Form (22) definit wird. 

Wi t  fiihren jetzt neben den Parametern k----I, kl = -  2 und ks----2 noch 

einen viert~n Parameter k s = - - 4  mit der zugehiSrigen Ver~nderlichen x s ein. 

Durch Kombination der vier Parameter zu je drei bekommen wir vier quadra- 

tische Formen, welche demselben Biischel angehiiren. Yon diesen Formen kennen 

wir bereits eine aus (23). Die drei iibrigen werden hier angegeben. 

(3x) 2 x ' -  5 x l  + x S x ~ = o ;  

(32) 2 x'  - 5 x~ - 2 xl = o;  

(33) x~ --  x] --  4 x] = o. 

Ohne Miihe erkennt man aueh in diesen letzteren Formen Nullformen. Aus 

ihren rationalen Nulls~ellen lassen sieh drei neue Kurvenseharen vom Range fiinf 

herleiten. Hier  t r e~n  jedoeh nieht nur Ausnahmen yon hiSherem Range sondern 

aueh solehe yon niedrigerem Range auf. 

U n ~ r  den L6sungen yon (3I) bemerken wir 

x = I - - - - x s ,  x a = 2  ; x = 9 ,  x x = 6 ,  X $ = I ;  X = I 3 ,  X I =  IO, X$~--- 3. 

Als Gleichungen der zugeh~rigen Kurven erhiilt man 

v '  = x (x - 2) (~ + 4);  

y' = x ( x  + 3o)(x + ~32); 

y ' =  x (x + 46)(x + 292). 

Die erste yon diesen Kurven ist uns schon bekannt und hat nur den Rang drei. 

Fiir (32) haben wir als die niedrigsten IAisungen 

x = 7 ,  x z = 4 ,  x a = 3 ;  x = I 3 ,  x z = 8 ,  xs-~-- 3. 

Die Gleiehungen der entspreehenden Kurven sind 

yZ=X(X__  2)(~ + ZOO); 

y2 ___ x (x + 46)(x + 292). 

Yon diesen Kurven hat die erste nur den Rang vier. 

Zuletzt beLa~hten wir fiir (33) die L~Sstmgen 

X t : 5 ,  Xz~-3, XS~---2 ; X l :  IO , X z = 8  , X $ = 3 ;  X l : I  3, X z = 5 ,  XS=6.  

Naeh (26) erhalten wir fiir dieselben die Kurven 
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v'- -  x(x + i)(x + 52); 
y '  = x (x + 47) (x + 244); 

yZ = x (x + 46)(x + 292 ). 

Aueh bier hat die erste Kurve nut  den Rang vier. 

Hier  verdient die Tatsaehe besondere Aufmerksamkeit, dass, wie wir sehen, 

die Kurve (27) gemeinsames Glied der vier Karvenseharen ist. Jeder  der Ver- 

Knderliehen x, xl, xs und xs grit~ dabei drei real auf, aber immer mit demselben 
Wert, und zwar hat  man 

(34) x = 13, xl = Io, x z =  8, x 8 = 3. 

Es liisst sieh demnaeh (34) als Nullstelle des Biisehels betraehten; in welehem 

(23), (3i), (32) und (33) eingehen. Dieses Biisehel kSnnen wit als ein iVuUbiisehel 
bezeiehnen. Fiir die Kurve (27) kSnnen  wir mighin in (7) k----- 1, --  2, 2 und 

- - 4  setzen und bekommen in dieser Weise vier rationale Punkte. Die Frage 

ist nun, ob man in diesen P u n k ~ n  nebst zwei Purikten auf der Aehse y ~= o 

seehs unabh~ngige Ba~ispunkte hat, so dass der Rang der Kurve mindestens 

sechs ist. 

Stellen wit  zusammen die Werte, welehe x, x + 46 und x + 292 fiir die 

Punkte  der Achse annehmen, so bekommen wir 

o, 46, 292; - -46 ,  o, 246; - -292 ,  - -246 ,  o. 

Diese Punkte  gehSren zu drei verschiedenen Klasse~, und in den charalr~eristischen 

Primzahlen fiir jede yon diesen Klassen tri t t  mindest~ns eine yon den Primzahlen 

41 und 73 auL Da, wie wit  sehen werden, diese Primzahlen gar nieht bei den 

vier auf  der Achse nicht liegenden Basispunkt~n auftreten, so sind die Basis- 

punkt~ auf der Aehse yon den vier anderen unabhi~ngig. 

Es bleibt noch iibrig nachzuweisen, dass die vier letzteren Basispunkte yon 

einander unabhi~ngig sind. ~rie in friiher behandelten Beispielen g e b e n  wir zu- 

ersg die Folgen x, x + 46 und x + 292. 

(Px) (46, 92, 338); 

(P,) (-- 92, --  46, 2o0); 

(Ps) (92, I38, 384); 

(P,) (-- 184, - -  I38 , IO8). 

Die entspreehenden Klassen lassen sieh in der folgenden Weise eharakterisieren. 
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(KI)  I ,  2, 23 ;  

(K,) - -  2, - -  I ,  23 ;  

(Ks) 2 . 3 ,  I, 23; 

(K4) - -  3, - -  I, 2 . 2 3 .  

Wie wir bereits bemerkt haben, kommen hierbei die Primzahlen 41 und 73 nieht 

vor. Indem wir die obigen vier Klassen mi~ einander kombinieren, bekommen 

wir ausser der Einheitsklasse die folgenden I t neuen Klassen. 

( K I . , )  - -  I ,  - -  I ,  2;  

(K1.$) 3, I ,  2;  

(Ks.,) - - 2 . 3 , - - I ,  x; 

(Ks . s )  - - 3 , -  I ,  I ;  

(Ks.,) 3, 2. x; 

(K.,,) - - I , - - 2 ,  I ;  

(K1. s. s) --  3, --  2, 23; 

(Kl.s.,) 3, I, 23; 

( K I . $ . t )  - -  I ,  - -  I ,  23 ;  

(Ke.t. 4) I ,  I ,  2 . 2 3 ;  

( K l . , . $ , a )  2, I ,  I .  

Hieraus ist ersichtlich, dtms die vier Punkte PI, P~, Ps und Pt  Basispunkte fiir 

ein System mtionaler Punkte yore Range vier sin& Der Rang der Kurve (27) 

ist also mindestens seeks. 

Ohne grosse Miihe k(innen wir Reprgsentant~n aueh fiir die I I Klassen 

KL t , . . .  KI. s. 8., bestimmen. Wo es der I)eutliehkeit halber wiinsehenswert er- 

seheint, wird dabei Faktorenzerlegung vorgenommen. 

(/)1. ,) (-- 288, --  242, 4); 

(V~.,) (8, S4, 3oo); 

(P,. ,)  (-- ~ ,  - -  'So, 96); 

(/)2, s) (--  49, --  3, 243); 

(Pj.,) (2. 48. 294); 



(P,. ,) 

(P,. ,. 8) 

(P,. ,. ,) 

(V,. 8. ,) 

(P,, s. ,) 
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(-- 5 ~ , - -4 ,  242); 

( - -  42~. 46 - -  24.46 
25 

(25 �9 23, 27.23, 3. 289); 

4 

(169-46' 259 .4------6-6, 4"84I )  ; 9  

6-8_41/; 
25 ! 
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(PI, ~, 8. 4) (676, 2 .36I ,  2. 484). 

Man bekommt 45 neue Klassen durch Kombination der 15 Klassen K~, . . .  

K1, ~, 8., mit den drei Klassen, fiir welche die Punkte  der Achse Rep~sentanten  

sind. Fiir diese Klassen findet man sofort Repriisentanten, wenn man noeh auf 

(17) Riieksicht nimmt. Hier erhiilt (I7) die Gestalt 

x~ a: 2 = 46. 292, (xl + 46) (x~ + 46) = --  46. 246, (x t + 292) (x, + 292 ) = 246. 292. 

In  den Ausdriicken rechts kommt hier kein anflerer Quaflrat als vier vor. Man 

ersieht hiemus, dass Quadrate wie 9, 25, 49, 8I, I2I, I69, 289, 36I, 841, 96I, 

welche oben in den Z~hlern auftreten, bei den neuen Repr~sentanten ihren Platz 

in den Nennern haben. Fiir die Quadrate 16 und 64 erh~lt man dagegen in 

den entsprechenden Nennern nur 4 bzw. I6. 

I I. Nach geometrischer Betrachtungsweise Jaat das Biischel, zu welchem 

(23), (3I), (32) und (33) gehiSren, eine Durehschnittskurve vierter Ordnung vom 

Geschleehte eins. Dabei bezeiehnen x, xl, x,. und xs homogene unabhiingige Ver- 

i~nderliche, und der Punkt  (34) bedeutet einen rationalen Punkt  dieser Kurve. 

Gibt es nun bereits drei rationale Punkte auf der Kurve, so hat  die dureh diese 

Punkte  bestimmte Ebene noch einen vierten rationalen Sehnittpunkt mit der 

Kurve. Insbesondere gilt dies fiir die Schmiegungsebene in einem rationalen 

Punkt  wie (34). Dabei ist jedoeh zu beriieksiehtigen, dass die Schmiegungsebene 

fiir einen Punkt  in einer Koordinatenebene stationiCr ist und also keinen neuen 

Punkt  aussehneidet. Es ist kaum zweifelhaft, obwohl nieht streng bewiesen, dass 

wir in soleher Weise mit Ausgangspunkt yon (34) eine unbegrenzte Menge yon 

rationalen Punkten erhalten k6nnen, und diese Punkte  geben Anlass zu Kurven, 

fiir welehe wir den Rang sechs erwarten diirfen. 
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Von der  hier  be t r aeh te t en  K u r v e  kennen  wir  aber  yon vornhere in  in der  

Ebene  x~ = o noch vier  andere  r a t iona le  Punk te ,  und zwar  h a t  m a n  dabe i  

z~ : + 2x  = + 2x,.  

Bei E inf i ih rung  des gewShnl ichen P a r a m e t e r s  u ftir e l l ipt isehe K u r v e n  kSnnen 

wir  u = o  fiir einen yon diesen P u n k t e n  setzen. Die drei ande ren  P u n k t e  be- 

k o m m e n  dann die P a r a m e t e r w e r t e  w wt und  co + w~ - - -  - -  w o  (o und w~ die Grund-  
2 '  2 2 ' 

per ioden bezeichnen.  Es ist  weiter  zu bemerken,  dass ein ra t iona le r  P u n k t  wie 

(34) sieben andere  ra t iona le  P u n k t e  mi t  sich fi ihrt ,  welehe m a n  dureh  Zeichen- 

~nderung  der  GrSssen xi erhs Fiir  aeht  so zusammengehSr ige  P u n k t e  b e k o m m t  

man,  wie le icht  zu beweisen isL die P a r a m e t e r w e r t e  

+__u, +__u+ ~ + u +  ~ +_.u+ (~176 
2 2 2 

D a  in den Koeff iz ienten von (I3) die GrSssen u~ nu r  in Quadra t en  auf t re ten ,  so 

f i ihren s~mtl iche diese acht  P u n k t e  zu derse lben Kurve .  

Wi r  kSnnen je tz t  den P u n k t  u = o als e inen neuen  Bas i spunk t  fiir r a t iona le  

P u n k t e  annehmen .  W i r  bezeichnen das A r g u m e n t  im P u n k t e  (34)mi~  v und 

legen eine Ebene  durch  die T a n g e n t e  in diesem Punk t e  und den P u n k t  u = o. 

D e r  vierte  S c h n i t t p u n k t  mi~ der  K u r v e  b e k o m m t  dann  das A r g u m e n t  - - 2  v. 

Naeh  den obigen ErSr t e rungen  ist  es gleichgiil t ig,  ob wir  diesen P u n k t  oder  

den jen igen  mi t  dem A r g u m e n t e  2 v aufsuchen.  H i e r  handel t  es sich offensichtl ich 

um die Jacob i schen  e l l ip t ischen Funkt ionen .  Die  Beze ichnungen  lassen sich le icht  

fes~legen. W i r  sehre iben 

_ 2X s 2X 
X ~ = s i n a m u ,  - - e o s a m u ,  - -  = J a m u .  
x1 Xl ~1 

Durch  B e n u t z u n g  der  h d d i t i o n s t h e o r e m e  b e k o m m e n  wir  ftir den gesueh ten  P u n k t  

(35) x = 552I, x I = 5858, x 2 ~ 3120, • = - -  2479. 

W e n n  wir  diese W e r t e  fiir x und x I in (I4) einfi ihren,  so b e k o m m e n  wir  fiir a 

eine siebenzifferige und fiir b e i n e  achtzifferige Zahl. H ~ t t e n  wir  andere  ra t iona le  

P u n k t e  be rechnen  wollen, so w~ren Zahlen mi t  noch viel m e h r  Ziffern zn er- 

war~en. Unser  Resu l ta t  ist  also, dass zu dem yon uns  be t r ach t e t en  Nullbi ischel  

zwar  eine Schar  yon unbegrenz t  vielen K u r v e n  des Ranges  sechs gehSrt,  dass 
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aber diese Kurven mig Ausnahme von (27) gewissermassen in eine fiir uns un- 

nahbare Ferne riicken. 

In unseren Engwicklungen haben wir uns auf die vier Nullformen (23), (3I), 

(32), (33) und das Nullbiischel, zu welchem diese Formen gehSren, beschr~nkg. 

Andere Nullformen und Nullbiischel lassen sich in unbegrenzter Menge bilden. 

Am bequemsgen geschiehg dies, indem man k, kl, ks and k s nach (7) aus rationalen 

Punkgen einer schon bekannten Kurve bestimmg. In solcher Weise erh$1g man 

unbegrenzg viele Scharen yon Kurven mig dem Range fiinf oder sechs. Es isg 

welter zu bemerken, dass man hier za gegebenen k, k 1 and k s den viergen Para- 

meter k a in verschiedener Weise w~hlen kann. Dies hat  die Bedeutung, dass 

eine Nullform wie (23) sich in verschiedenen Weisen zu einem Nullbiischel er- 

g~.nzen l~ssg. Hierin haben wir einen husdruck dafiir, dass aus der zu (z3) ge- 

hSrenden Schar yon Kurven des Ranges fiinf Scharen in unbegrenzter Anzahl 

yon Kurven mig dem Range sechs sich extrahieren lassen. Natiirlich kann dabei 

dieselbe Kurve in mehreren Scharen vorkommen. Es ]~ssg sich aber. fragen, ob 

sich die in einer Schar yore Range fiinf eingestreugen Kurven yore Range sechs 

durch eine endliehe Anzahl yon Scharen erschSpfen lassen. Die Kurven yore 

Range sechs, welche man in solcher Weise findet, geilen doch wohl si~mtlich den 

oben beriihr~en (Ibelstand mi~ gar zu vielzifferigen GrSssen a und b. Suchg man 

Kurven yore Range sechs mit m~ssigen Begriigen fiir a und b, wie es bei (27) 

der Fall isg, so is~ wohl der einzige Ausweg die Engdeckung yon Nullbiischeln 

ohne Anleigung an einer schon bekanngen Kurve. So war es ja der Fall mit 

dem yon uns in dieser Arbeig behandelten Nullbiischel. Dass die Kurve (27) 

sich ganz isolierg yon allen anderen Kurven vom Range sechs so zu sagen im 

Endlichen befindet, wird man ja nicht gern annehmen. 

Ich will keine l~Ieinung dariiber aussprechen, in wie weir es 'hier  Kurven 

yon noch h5herem Range als sechs gibg. Jedenfalls kenne ich kein Nitgel um 

eine solche Kurve zu besgimmen. 


