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Le thdor~me que nous allons 4tablir  dans cet te  Note fair  pat t ie  d 'une  thdorie 

spectrale encore inpubli4e, e t  sa d4monstra t ion pr imordiale  reposai t  sur l 'usage 

de la thdorie  gdn6rale des int~grales de Fourier .  M6me si le thdor~me en ques- 

t ion  appar t i en t  ~ cet te  branche  de l 'Analyse,  on peut  l '6tablir  par  des mdthodes 

dldmentaires et  c 'est  pour  cet te  raison-lg que nous le publions ici sdpardment 

avec quelques applicat ions immddiates. 

Convergence non uni forme des fonet ions  born~es et cont inues  sur  un  

ensemble  ouvert.  

Soit  0 un ensemble ouver t  de points,  et ~, ainsi que Tj; T2, . . .  des fonct ions 

borndes et  cont inues sur O. En ddsignant  d 'une maniSre gdn~rale par  I1~11 la 

borne sup4rieure du module ]~ ]  sur O, lu convergence uni forme de la suite T ,  

vers ~p se t r adu i t  par  la condi t ion 

lim II~v-  9onll = o. 
?1= Qo 

Nous allons dans cet te  recherche employer  une notion particuli~re de con- 

vergence,  appellde dans la suite convergence ~troite et ddfinie ainsi: la suite ~,~ 

sera dire 6 t ro i tement  convergente  sur O, si 

1 ~ elie converge un i formdment  sur t ou t  ensemble fermd i n d u s  dans O, 

2 ~ lim II {P,, II = II ~P II < c ~  o~ ~ ddsigne la fonet ion l imite de la suite. 
n ~ c ~  
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La  convergence un i forme implique dvidemment  la convergence 6troite, tandis  

que la rdciproque n 'es t  pas vraie. Citons s cet dgard un exemple qui sera aetuel  

plus tar& Si An est une suite de nombres  r~els t e n d a n t  vers la l imite finie 4, 

la suite e~'n ~ converge ~t roi tement  vers d ~-z sur l 'axe rdel - - ~  < x <  ~ ,  mais la 

convergence n 'es t  pas uniforme,  car on a en effet II d ; " Z ' - e i ; z [ I  = 2. 

Envisageons un ensemble C de fonct ions born6es et continues.  P a r  sa 

fe rmeture  6troite C' nous en tendrons  rensemble  C augmentd  par  les l imites des 

suites 6 t roi tem6nt  convergentes  qu'i l  cont ient .  On d6duit  ais~ment de la condi- 

t ion 2 ~ que la f e rme tu re  C' est un ensemble ferm~ par  rappor t  ~ la convergence 

6troite.  

Consid6rons en par t ieul ier  le cas off O se confond avec 1'axe r6el, et intro- 

duisons comme distance If, g] des deux fonct ions f et  g, l 'expression 

"f(~)-q(x) I ]llfl[ I[g 
[f , .q]  = , + ~ .  + - II [. 

L'6ear t  ainsi d6fini sat isfai t  vis iblement  g l ' in6galit6 t r iangula i re  

[f, h] -< if, g] + [g, h]. 
On reconnal t  aussi que la condi t ion 

lim [g), q~,,] ~- o 

exprime jus tement  que la suite cn converge d t ro i tement  vers ~p, et  de plus, que 

inf  IV2, 9r ----- o 

est la condit ion n~cessaire et  suffisante pour  que ~ appar t ienne  ~ la f e rme tu re  

dtroite de l 'ensemble C. D'aprbs l ' indgalitd t r iangulai re ,  la f e rme tu re  C' est done 

mani fes tement  fermde re la t ivement  s la convergence 6troite. Faisons r emarquer  

que cet te  propri~t6 ne subsiste plus si l 'on remplace 2 ~ par  la condi t ion moins 

restr ict ive que les ~ ,  soient  un i form~ment  born6es. 

Sur le spectre d'une fonction born6e et uniform6ment continue sur l'axe r~el. 

Nous allons examiner  pour  - - ~  < x < o c  le syst~me cont inu  des fonct ions 

9o (x + ~), - -  ~ < ~<  ~ ,  

off T e s t  une fonct ion born6e et uniform&ment cont inue  en ce sens qu'elle possbde 

un module de eontinuit& 
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qui tend verso avec d. 

lindaires 
R 

+ . . . . .  

1 

off c, sont des nombres complexes et ~, des nombres rdels quelconques. 

129 

sup 

A cet effet, envisageons l'ensemble T~ des combinations 

La 

fermeture dtroite T~ de cet ensemble jouit de la propridtd remarquable suivante. 

Thdor~me I. L'e~semble T~ contient au moils u~e fonetion de la forme e i~, 

of~ it est un nombre r6el, sinon 9~ est identiquement nulle. 

D'apr~s ce thdor~me on peut faire associer ~ ~ un certain ensemble de 

hombres r~els, s savoir les nombres it pour lesquels e ~ c T ~ .  Nous convenons 

d'appeler cet ensemble le spectre de la fonction. Comme nous verrons de suite, 

le spectre est un ensemble fermd. En effet, si la suite itn appartient au spectre et 

converge vers la limite it, la suite ei~n ~ converge dtroitement vers la fonction e i;-~, 

qui appartient donc elle aussi ~ T~, cet ensemble dtaut fermd par rapport ~ la 

convergence 6troite. Par tant  de la notion du spectre ainsi ddfinie le th6or~me 

prdcddent regoit le curuct~re d'un thdor~me d'unlcit6: la fo~ction s'annule identi- 

quement si son spectre est vide. 

Dans cette Note nous ne considdrons le spectre que pour les fonctions 

borndes et uniformgment continues, le cas le plus important et le plus simple. 

Faisons done remurquer que, en modifiant les ddfinitions employdes, on peut 

6tendre le Thdor~me I ainsi que la d6finition du spectre, h, l'ensemble des fonctions 

borndes et mesurables, et encore ~ certaines classes des fonctions sommables sur 

tout  intervalle fini. 

D6monstration du Th6or~me I. Ddmontrons d'abord que route fonction de 

la forme' 

= f - 
--aO 

uppartient s T~, h dtant une fonction ubsolument intdgrable sur l'uxe rdel. En 

effet, ddsignant par d un hombre positif et par w (d) le module de continuit6 de ~, 

on obtient rindgalit6 

9 - -  6 3 2 0 4 2  Aeta  mathematica.  77 
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I1 s 'ensuit  qu'on peut d6terminer  d 'abord ~ assez petit, et puis un entier  Na s s e z  

grand pour que, dans la s6rie du premier membre la somme partielle 6tendue 

entre - - N e t  N diff6re de ~ sur t0ut  l 'axe r6el par une erreur arbi t ra i rement  

petite, ce qui entralne que ~0 est compris dans T,~. 

Comme fonction auxiliaire h nous choisirons une fonct ion enti6re sat isfaisant  

~Ir~l 
IhCf+iv)l  < const, f.  + v----~, 

(3) f h ( f )  d f  = r, 
- - C O  

c 6rant une constante positive quelconque. I1 est permis du supposer que la 

fonction d6finie par (I) esg ~ o  si ~ o .  En effet, si ~ p ~ o  mais ~ p ~ o  on 

remplace h(f) par a h ( a f ) ,  a +rant un nombre positif, et on obt iendra ainsi une 

nouveIle fonction auxiliaire sat isfaisant  encore aux condit ions pos6es, tandis  que 

la nouvelle fonct ion ~0, 
CO CO 

~p (x) ---- f 99 (x - -  f) h (a ~) a d f = f q~ (x - -  f/a) h (f) d f ,  
- -  O a  - -  O 0  

sera manifes tement  ~ o  pour  a assez gTund, cmr en vertu de (3) on aura  

O0 cO 

I +,, , + , -  +(+>,--If,+,(+>- +,+- +:,+,, , ,+ '++1 <- f" (I~)I,+,+>, ,++, 
- - 0 0  - - ~  

off le second membre tend v e r s o  quand a augmente.  
~" f O "  " En fa isant  dans ( I ) l e  changement  de la variable dmte~, rahon x--f- - - - f1 ,  

~) se pr6sente sous la forme 
cO 

(4) ~,(~) = f ~(f,)hCx-- f,)df~, 
- - 0 0  

d'ofi l 'on conclut, en tenant  compte de (z), que ~O est une fonction enti~re satis- 

fa isant  s une in~galit6 de la forme 

(5) I~ (z  + r < const. : J.i. 

Rempla~ons main tenan t  dans l ' int6grale ci-dessus x par x + a t  ~r162 et la variable 

fl par x - - f ,  a e t  fl 6gant des hombres r6els. On obtient alors 

Oo 

~(x  + .  + i~) = f ~ ( x - f ) h ( f  + ~, + i~ )df .  
- - 0 0  

aux conditions 

(2) 
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Cette formule,  6rant de la forme (x), met  en 6vidence que ~ p ( x + a + i ~ ) a p p a r t i e n t  

T,~ quel que soit le nombre eomplexe a + i~. Nous allons profiter de ce fair 

en ddterminant  une suite infinie de nombres complexes a~ + ifl~, telle que les 

fonetions 

(6) ~v(a .+ i~ . )  ' n = i, 2 , . . . ,  

convergent 6troi tement  sur l 'axe rdel vers une exponentielle d ~'~, qui est done 

elle.m~me contenue dans T,~. 

Dans ce but  introduisons la quantit6 

~ ( v ) =  sap log I~ (x  + iv) l. 
~ CO < : X < :  r io 

La fonction ~ p ( x + i y )  6rant born6e dans route bande - -~--<y<~,  et de plus ~ o ,  

on sait par un thdor~me bien connu de la thdorie des fonctions analytiques,  

que t~(y) est une fonction convexe de y. Elle poss~de, eonform6ment ~ (5), une 

mQoran te  de la forme c[y] +const . ,  et sa ddrivde /~', ~tant monotone, reste done 

en valeur absolue infdrieure ?~ la constante  c. Les limites 

a = lira ~' (y), b = lim ~' (y), 
y ~  no y = - -  00 

sont par suite finies, et b--< a. La  diffdrence t~ ' (y ) -  a tend par  ddfinition vers o 

pour y - *  ~ ,  d 'o5 rgsulte par une intdgration entre les limites •et  f l + y  que l 'on 

a uniformdment  sur tout  intervalte fini - - ~ - <  y < Q, 

(7) lira It*(~ + y ) - -  t*(r - -  ay} = o .  
( /=oo  

Cela 6rant, prenons pour ~ des nombres r6els quelconques tendant  vers + ~ ,  

et d6terminons ensuite les a ,  tels que 

o~ e,, sont des nombres positifs qui tendent  vers o. I1 s 'agit  ma in tenan t  de 

montrer  que la suite (6) ainsi obtenue converge 6troi tement  v e r s e  -;"x, ou, ee 

qui revient au m~me, que la suite 

f .  (x) = e ia~" tp (x + a,, + ifl,,) 
~p(~,, + i r 

converge dtroitement vers la constante I. Selon le ehoix des a~ on a 

] f~ (x + i y) [ --< (i + e,) exp (k*(/~, + Y) --/~(/~,) --  a y). 
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D'apr~s cette in6galit6 et la relation (7) il est possible de d6terminer une suite 

de nombres positifs Qn tendant vers l'infini avec /~n, et tels que, sur la bande 

-- t~n---< Y < Qn, on ait ]fn(x + iy) l <-- 2, n ----- i, 2 , . . . .  En appliquant l'int6grale de 

Cauchy on obtient pour x r6el 

Iz-xl=en 

d'o5 r~sulte, en int6grant l'in~galit~ ci-dessus entre o et x, et en notant que 

fn (0) ~--- I ,  

I < e , , ( i  + x")  - -  en 

En remarquant que I < Ilfn]l --< I + rn on obtient enfin [1,fn] <-- I/~n + '~n, ce qui 

6tablit le th6or6me. 

De la m6me mani6re on peut construire une suite an + iffn, avec /~n - " -  0% 

telle que ]es fonctions (6) convergent 6troitement ve r se  -~b,. Donc, si a # b ,  le 

spectre de 9 comprend au moins deux points. On en peut tirer une conclusion 

int6ressante. Si le spectre se r6duit g u n  seul point g, on a n6cessairement 

a=b------L La d6riv6e p' est par suite constamment 6gale g --$, et en cons6quence 

# une fonction lin6aire de la forme - - $ y + c o n s t .  La fonction enti6re e-~Xx~p(x) 

est par suite born6e dans le plan complexe, et se r6duit donc g une constante, 

d'o5 r6sulte que ~p est de la forme 

(9) a e' x. 

Or, nous avons vu que la fonction auxiliaire h peut 6tre choisie de sorte que 

la difference 1 9 -  ~Pl reste arbitrairement petite sur l'axe r~el, ce qui entralne 

que 9 est elle-m6me une fonction de la forme (9). 

En suivant la m~thode employee, on d6montre ais6ment, si le spectre consis te  

des points 41, 2~,. . .  2n, en nombre fini, que 9 s'identifie avec un polynome trigono- 

m6trique 
n 

a , e " , ' ,  .4. o, 
1 

et de plus, si le spectre est d6nombrable mais sans point limite "~ distance finie, 

que 90 est la limite d'une suite uniform6ment convergente de polynomes trigono- 

m6triques de la forme (~o). 
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Application b certaines ~quations fonctionnelles l in~aires .  

Consid~rons une t ransformat ion fonctionnelle lin~aire L (~o) sat isfaisant  aux 

conditions suivantes: 

l ~ L(~0) est ddfini pout  route fonct ion continue et bornde g0 (x), - ~  < x ~  o~, 

et L(alqD 1 § asr + asL(qD~), al et as dtant  des constantes. 

2 ~ r  +3)  est une solution de rdquat ion  homogbne L ( ~ v ) ~ o  en m~me 

temps que r �9 dtant  un hombre rdel queleonque. 

3 ~ Si la suite ~0n converge uniformdment  v e r s o  sur t~ut  intervalle fini 

en res tant  uni formdment  bornde sur l 'axe rdel, la suite des fonctions 

L(~on) converge vers o en tout  point  fixe. 

Nous supposerons aussi, ce qui est sans importance,  que la t ransformde 

L(~) ----- L(~(~); x) de 9o est une fonct ion ddfinie pour --~v ~ x ~ ~ .  Une opdration 

de ce genre nous est fourni  par l ' inb!grale de Stieltjes 

(I I) L(r  ------ f r (x --~) d/~ (~), 
- - 0 O  

off / z e s t  une fonct ion ~ variat ion totale finie sur (--Q v, ~ ) .  Mais il existe aussi 

des operations r4pondant  aux conditions pos~es, qui ne peuvent  pas 8tre ramen~es 

la forme (II). En effet, si K(~) est une fonction mesurable telle que, pour 

tout  ~ r~el, la difference K(~+ . ) - -K(~) ,  mais non pas la fonct ion K(~)elle-m81ne, 

soit sommable sur ( - -or ,  Qo), on constate faci lement  que 

oo 

(I2) L(~) ------- f ~o (~){K(~ + x ) -  K(~)} d~, 
- - o 0  

satisfai t  s nos trois conditions. D 'autre  part,  on ne pea t  pas dans le cas g~n4ral 

r amener  (I2) ~ la forme (I I). 
Cel~. ~tant, nous aUons appliquer le Th~orSme I ~ l '~quation homogSne 

(13) L(9)  = o .  

Si 9 est une solution born6e et continue, toute somme finie de la forme ~a~9(x+,~) 
l 'est 6galement d'apr~s I ~ et 2 ~ ainsi que, en vertu de ~o, route l imite d 'une suite 

6troi tement  convergente des solutions. Chaque fonction de l 'ensemble T~ satisfait  

donc ~. (I~), d 'od ce th60r~me: 
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Si l'dquation L (q~)= o possOde une solution 9~ ~ o born$e et uniforrndment continue, 

elle possOde au rnoins une solution de ha f o r m e d  ~,  et d'ailleurs toute exponentielle 

dont ha frdquence ~ appartient au spectre de qo. 

Quund il s'agit de l'6quation ~ 

(i4) 
oo 

f ~ (~ - ~) d ~ (~) = o, 

il n'est pas ndcessaire de par~ir d'une solution suppos~e continue. Si, en effet, 

est une solution born~e et mesurable ne s 'annulant pas presque partout, on 

obtiendra en posant 
z + h  

' f (x)dx, h>o,  

une solution ayant les proprigt~s r~quises, tandis que 90h ne peut pas s'annuler 

identiquement pour route valeur particuli~re du param~tre h. 

Appliqu~ ~ (x4) le th~or~me precedent conduit ~ cette proposition: 

Si l'~quation (I4) est v~rifi~e par u~e fonctlon born~e et uniforrn~raent continue 

q~ ~ o, la t#ansformde de Fourier-Stieltjes 

s'annule sur le spectre de q~, donc eT~ un point au moins. 

Application b la th~iorie taubbrienne de M. Wiener. 

Le Th~or~me I conduit s une d~monstration tr~s simple des deux importants 

th~or~mes taub~riens que l'on doit s M. Wiener ~. Consid~rons d'abord la pre- 

miere variaute: ~,Soit K(~) une fonction donn~e sommable sur (--Qv, ~) .  Pour 

que l'hypoth6se 
oo 

(I) f ~ ( x - - ~ ) g ( ~ ) d ~ - ,  A J'K(~)d~, x - ~ ,  

1 Cf.: A. BEURLING, Sltr les intdgrales de Fourier absolument convergonies et leur application 
h une transformation fonctionnelle, Neuvi~me congr~s des mathdmaliciens scandinaves, Helsingfors 1938. 

T. CARLEMAN, L'intdgrale de Fourier et questions qui s'y ratiachent, Lemons professdes i~ 
l'[nstitut ~liftag-Leffler, Upsal 1944. 

2 Cf.: N. WIENER, The Fourier integral and cerlain of its applicalions, Cambridge 1933, les 
th~oremes 4 et 5 P- 73- 
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o{i 9 est une fonction supposge born~e et mesurable, entralne 

Qo ao  

(II) f ~ (x -- ~) H(~) d ~ -* A f H(~) d ~, x -~ co, 
- - 0 0  - - 0 0  

pour route fonction H(~) sommable sur (--~c, ~) ,  il faut et il suffit que 

0o 

( I I I )  fe-*~g(~)d~#o, - - ~  < ~ < ~ . , ,  
- - 0 0  

La condition (III) 4tant 6videmment n6cessaire, il suffit de prouver qu'elle 

est aussi suffisante. En remplagant d'abord ~0(x) par ~0(x)+ A, et en d6signant 

ensuite par f(x) et g(x) les premiers membres des formules (I) et (II) respective- 

ment, il s'agit de d6montrer que f ( x ) ~ o  entraine g(x)~o. Les fonctions f et g 

sont born4es, et, ce qui sera essentiel pour la quite, eUe sont uniform6ment 

continues. En effet, supposant [~0 (x)] -< M et posant ]x, --  x, ] = 6, on obtiendra 

par un calcul facile, 
QO 

]g(x,)--g(x~)] <-- f lH@ + (~)- H(~)[ d~, 
- - 0 o  

off l'int~grale tendra v e r s o  avec ~ conform6ment s une propri~t6 bien connue 

des fonetions sommables. 

Ceci pos6, remarquons cette relation importante entre f et g, 

cO Oo 

f f(x--v)H(n)dv= T f g(x--~--~)g(~)H(~)d~dv= 
. . . . . .  

O o  

-~ f 9(x -- ~) K(~)d~, 

obtenue eu faisant dans l'int6grale double un changement de l'ordre d'int6gra- 

tion, ce qui est 16gitime en vertu de la convergence absolue. D6montrons main- 

tenant le th6orSme par l'absurde, e n  supposant, qu'il existe une suite de nombres 

xn'-"~ tels que [ g ( x ~ ) [ > ~ > o .  Pour x ~ ,  f ( x - - v )  converge par hypothSse 

vers o, et la convergence est uniforme dans tout  intervalle tint --Qg~-----Q, d'otl 

suit que (15) tendra 6galement vers o, et l'on aura par cons6quant pour x fixe 

Oo 

lira f g(x + x,~--~)g(~)d~=o. 
n ~  c o  _ c o  

La fonction g 6rant born6e, on peut, par un proc6d6 classique, extraire de la 

suite g,,=g(x+x,~) une suite partielle gn,, qui converge en tout  point rationnel x. 
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Grace ~ la continuit~ uniforme de g, on conclut par un raisonnement bien connu 

que la suite partielle converge en tout point, et de plus, que la convergence est 

uniforme sur tout intervalle fini. La fonction limite ~p(x) ainsi obtenue, satisfait 

manifestement ~ l'~quation int~grale 

( 1 6 )  - = o .  

Or, ~0 ~tant born~e et uniform$ment continue et d'aSlleurs ~ o ,  car ]~0(o)[___r 

il s'ensuit que l'~quation (I6) poss~dera au moins une solution de la forme e t~'~, 

ce qui est contradictoire s la condition (III). Le premier th~or~me taub~rien de 

M. Wiener est ainsi 4tabli. 

En se reportant h ranalyse pr~e~dente, on arrivera ~, cette proposition: 

Soit L(qD) une transformation fonctionnelle satisfaisant aux conditions pos~es, 

et soit qo une fonction queleonque, sulopos~e bornde et uniformdment continue. Pour que 

la relation lira L (~o(~ + v); x)----o, valable en tout point fixe x~ entraine lira q~(~)= o, 

il fau t  et il suffit que l'~quation homogOne L(~o)=o n'admette auoune solution de la 

f o rm8  e ~)'x. 

Sans citer explicitement le second th~or~me taubdrien de M. Wiener, nous 

faisons remarquer qu'on peut rumener la dSmonstration s la proposition ci-dessus 

en operant exactement comme nous venous de le faire pour la premiere variante 

du thdor~me. Ainsi, on d~montre d'abord que les intdgrales nouvelles (I) et (II) 

reprfisentent des fonctions uniform~ment continues f et g, puis, qu'il est pennis 

d'intervertir l 'ordre d'intdgration dans l'int~grale double correspondant h (I5). 

Apr~s cela le th~or~me ci-dessus est directement appliquable. 


