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Einleitung. 

Bei der  klassischen Sturm-Liouvi l leschen Eigenwer taufgabe  hande l t  es sich 

bekannt l ieh  darum, LSsungen  der Different ia lg le ichung 

dxx p (x) + (~ Q (x) + g (x)) y = o ( I ) 

zu finden, die ausserdem in den Endpunk ten  eines endl ichen Interval]s ,  das wir 

der E infachhe i t  halber  gleich (o, z) nehmen,  Randbed ingungen  der Form 

. y  (o) + ~ y ' ( o ) =  o [  (2) 
ry( - )  + ~y'( . )  = oJ 

geniigen. X ist ein Paramete r ,  p(x), e(x), g(x) sind wohldefinierte reelle Funk- 

t ionen, p(x) ,  r  und a, fl, 7, ~ Kons tan ten ,  fiir die l a [ + l ~ l ~ o ,  1 7 [ +  

+ l ~ l ~  o gilt. Die ausgezeichneten ~-Werte,  fiir die solche LSsungen wirklich 

existieren, sind die Eigenwerte ,  die en tsprechenden LSsungen sind die Eigen- 

funkt ionen.  

Bei dieser wie bei allen E igenwer taufgaben  en ts tehen  zwei Haup tp rob leme:  

das J~igenwertproblem und das I~twicklungsproblem. 1 Beim ers ten Problem ist  man 

mi t  den Fragen  der Exis tenz und der  E igenschaf ten  der E igenwer t e  besch~ftigt ,  

beim zweiten Problem un te r such t  man die Voraussetzungen,  un te r  denen eine Funk-  

t ion f(x) in eine nach den E igenfunkt ionen  y~(x) fo r t schre i tende  Reihe  

f (~) = ~ ~ y,~ (x) 

entwickel t  werden kann. 

1 Vgl. KAMKE [I], S. 194. Wir werden im folgenden mehrfueh seine Verkiirzungen anwenden. 
Vgl. S. XVII. 

[ ] bezieht sich auf das Literaturverzeichnis. 
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Im Gebiete des ersten Problems gab sehon STuR~ 1 I836 die wesenflichen 

Ergebnisse, die man nun unter dem Namen STuR~s Oszillationssatz zusammen 

zu fassen pflegt. Seine Beweise sind yon BOCHER ~ bearbeiteg und strenger ge- 

staltet worden. Wir  geben einige seiner Resultate an: 

Es gibt unendlich viele Eigenwerte ~,~ : )~o < ~ < ' "  < 3- < " "  mit dem ein- 

zigen Hiiufungspunkt ~ ,  alle sind reell und einfach. 

Jede Eigenfunktion y,~ (x) (n = o, I, e . . . .  ) hat im offenen Intervall  (o, z) 

genau n Nullstel len:  

L1OUVILLE 4 hat  sieh in drei ,,m6moires" mit dem Entwicklungsproblem be- 

sehi~ftigt. Dabei gab er aueh Abschi~tzungen der Eigenwerte und Eigenfunk~ionen 

ffir grosse Indizes n an. U . a .  stammt yon ihm die Transformation, dureh die 

man die Gleiehung (I) auf die Form 

d ' ~  
d x ~ + (x + ~0 (x)) y =- o (3) 

bringen kann, dies jedoch unter der Voraussetzung, dass p (x) und 0 (x) zweimal 

differenzierbar sind. 

Die Sturm-Liouvillesehe Eigenwertaufgabe diirfte eine der am eingehendsten 

behandelten Eigenwertaufgaben sein. Jedoch ist im Wesentlichen die Frage- 

stellung dieselbe geblieben, So dass die Untersuehungen nach STUR~t und LIov- 

VXLLE gr5sstenteils als Verschi~rfungen und Erweiterunge=l ihrer Ergebnisse im 

Gebiete der genannten Hauptprobleme erscheinen. Diese Probleme werden da- 

durch eharakterisiert, dass die D g l :  und die Randbedingungen vorgegeben sind 

und die Eigenschaf~en der Eigenwerte und Eigenfunktionen gesucht werden. 

Es gibt jedoch aueh Ansiitze zur Behandlung einiger anderer Probleme,  die ge- 

wissermassen eine Umkehrung der obigen sind. Diese Probleme, denen die vor- 

liegende Abhandlung gewidmet ist, sind yon folgender Art: Es sollen Eigenwerte 

und Randbedingungen als bekannt vorausgesetzt werden, wiihrend eine zugeh~rige Dgl. 

yon Liouvilleschem Typus (3) und ihre Eigenschaften gesucht werden." 

Solche Probleme und ihre Bedeutung fiir  die Physik sind yon AgBARZU~IA~ 6 

1 STUIll~I [I]. 

BSCH~R[I] ,  [3] S. 6 3 ft. 
Vgl.  z .B .  KAYIKI~ [I] S. 260. 
LmuWH,E[I], [2], [3]- 

5 Dgl. i s t  e ine  Verk i i rzung  yon Dif ferent ia lg le ichung,  vgl. K a m k e  [I] S. X V I I .  W i r  werden 
sie iln Fo lgenden  a n w e n d e n .  

6 A)IBARZU.~IIAN [I]. 
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erws Wenn auch nicht ausgesprochen, finder man eine analoge Frage- 

stellung bei I~CE 1 und MARKOVIC ~ saint bei W. MOTRWURF. "~ Ihre Ergebnisse 

sollen im vierten Kapitel ns besprochen werden. 

Die klassischen Eigenwertaufgaben sind aus Problemen der Physik ent- 

standen. Die I)gl. (I) erh{ilt man z .B.  bei der Behandlung des Problems der 

Wiirmeleitung in einem Stab. l%Iit g(x)~" o tri t t  sie bei vielen Problemen der 

elastischen Schwingungen auf, z.B. werden die Schwingungen einer Saite durch 

die Dgl. (I) mit g ( x ) -  o charakterisiert. Aueh unser umgekehrtes Problem hiingt 

,nit Problemen der Physik zusammen, wie es sehon AMBARZU~IA~ bemerkt hat. 

Wenn man eine Saite eindeutig dutch ihren Grundton und ihre ObertSne zu 

charakterisieren such%, so erhi~lt man offenbar ein Problem yore umgekehrten 

Typus. Es gibt aber auch andere Probleme der Physik, die mehr unmittelbar 

zur genannten Fragestellung fiihren. Folgendes Beispiel  ist den Physikern wohl- 

bekannt. 

Bei der Reflexion der Elektronenstrahlung an der Grenze eines Kristall- 

gitters hat man gefunden, dass der Reflexionskoeffizient yon der Totalenergie der 

einfallenden Elektronen abhiingig ist. Wenn man die Totalenergie als Abszisse 

und den Reflexionskoeffizienten als Ordinate wiihlt, so ergibt sich, dass die 

Ordinate in gewissen Intervallen approximativ konstante Werte  annimmt, die 

zugleich die Maximalwerte der Ordinate sind. Die Lage dieser Intervalle, der 

Intervalle der Totalreflexion, ist eharakteristisch. 4 

Diese Erscheinungen sind yon KRONIG und PENSEY 5 in einem einfachen 

Falle mathematisch behandelt worden, n~mlich wenn das Kristallgitter als ein- 

dimensional aufgefasst wird. Die SchrSdingersehe Wellengleichung der Elektronen- 

bewegung im Kristallgitter erh~lt dabei die Form (3), hierbei ist ~ der Total- 

energie des Elektrons und ~ (x) dem inneren Potential  des Kristallgi~ters pro- 

portional, also fiir die Kristallstruktur charakteristisch. 6 ~ (x) muss also perio- 

disch sein, es sei w die Periode. Die Gleiehung (3) mit periodischem Koeffizi- 

enten q~(x) hat wohlbekannte Eigenschaften. U . a .  gilt, dass die Eigenwerte 

dieser Dgl. bei den Randbedingungen 

' INCE [I]. ~ MARKOVI(~ [I]. 
8 MOT/ZWt~RF [I]. Man  h a t  auch  u m g e k e h r t e  P rob l eme  im Gebie te  der  R a n d w e r t a u f g a b e n  

s tud ie r t .  Vgl. z .B .  DEMTCHENKO [I], I~IABOUCHINSKY [I], [2]. Vgl. auch  LA~CJER [I]. 
4 Vgl. z. B. R U P P  [I]. Das Beispie]  i s t  im  Ansch luss  an  Kroxlig und  P e n n e y  ~ grob  schemat i s i e r t .  
KRONIG und PENNi~Y [T]. 

s SCHRODING~CR [ I ] S .  4 2 , STRUTT [I~, S. 7. 
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Y, (~  ( to)}(4)und y ( o ) ~ - - - y ( a ~ ) } , ,  
y (o) - -  y '  ( . , )  y '  (o) - -  - -  y '  (,,,) (5) 

die ~-Achse, die also der Energieaehse entaprieht, in zwei Arten yon Intervallen 

zerlegen; es sind dies die sogenannten Instabilith'ts-und Stabilith'ts-Intervalle. 1 
Wenn ~ zu einem Intervall der vorigen Art gehSrt, hat  die Gleichung (3) eine 

exponentiell nach Null abnehmende LSsung, die offenbar als die Darstellung 

eiaer ged~impften Welle aufgefasst werden kann. Wenn )~ zu einem Intervall 

der letzten Art  gehSrt, sind alle LSsungen yon (3) beschrRnkt, oszillatorisch a n d  

haben nieht den Grenzwert Null. Sie kSnnen als die Darstellung durchgehender 

Wellen aufgefasst werden. Man deutet deshalb die Instabilit~tsintervalle als das 

mathematische Gegenstiick der Intervalle der Totalreflexion. Wenn man es dann 

so einrichtet, dass z. B. die Breite und Lage dieser Intervalle gemessen werden 

kSnnen, so entsteht die Frage, was man daraus hinsichtlich der Kristallstruktur 

schliessen kann. Nach dem oben Gesagten gilt es also, die Funktion ~(x) aus 

der Kenntnis der Eigenwerte der Aufgaben (3), (4) und (3), (5) zu bestimmen. 

Wean ausser ~ (x + co) ~ ~ (x) auch ~ (-- x) ----- ~p (x) gilt, so sind die genannten 

Eigenwertaufgaben mit zwei Aufgaben yon Sturm-Liouvillescher Art gleichbe- 

deutend s, so dass wir gerade ein Problem yon unserer umgekehrten Art  er- 

halten. 

Bei der Behandlung der umgekehrten S-L Eigenwertaufgabe "~ in dieser Ab- 

handlung soll die Dgl. yon der Form (3) sein. Wir  gehen folgendermassen vor: 

Im ersten Kapitel zeigen wir einige allgemeine Ziige der umgekehrten Auf- 

gabe. Wenn wir die Folge yon Eigenwerten der Aufgabe (3), (2) das S-L 
Spektrum yon q~ (x) (bei den tIa~dbedingungen (2)) nennen und die Folge yon Fourier- 

koeffizienten der Entwicklung yon ~p(x) nach den Funktionen des trigonome- 

trisehen Systems die Fourierkoeffizientenfolge yon qD (x) nennen, so werden wir zu- 

erst das S-L Spektrum mit der Fourierkoeffizientenfolge yon ~o (x) vergleichen. 

Dadurch werden wir in dem allgemeinen Falle ~ (x )<  L(o, z) 4 zu einer Ein- 

teilung der umgekehrten Eigenwertaufgabe in drei Hauptf~lle gefiihrt, in denen 

eine weitgehende Analogie zwischen dem S-L Spektrum und der Fourierkoef- 

t HAMEL[I] ;  HAUPT [I]. 

2 Vgl. BOCHER [2] S. 448. Vgl. auch Anm. 3, Satz Ps, Kap. 3. 
3 S-L wird als Verkiirzuug yon ,Sturm-Liouvilleschen" u. dgl. gebraucht. 

4 Mit der Bezeichnung r ~) werden wir wie gewShnlich ang(ben, dass ~P(x) im 
Lebesgueschen Sinn im Intervall (o, ~) integrierbar ist (L I~ L). Diese Bezeichnung soll immer im 
folgenden angewandt werden. 
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ilzientenfolge yon ~ (x) vorliegt. In dem speziellen Falle: ~ (x) und ~' (x) total- 

stefig treten daneben Eigensehaften des S-L 8pektrums auf, die nieht mit denen 

der Fourierkoeffizientenfolge vergliehen werden kSnnen. 

Die Analogie zwischen S-L Spektrum und Fourierkoeffizientenfolge yon 

(x) in den obigen drei Hauptf~llen wenden wir dann zur Behandlung einiger 

P rob lemeder  umgekehrten Art an: wir setzen Eigensehaf~en des S-L Spektrums 

als bekannt voraus und leiten daraus Regu[arit{i~seigensehaften v0n ~0(x) her. 

Die Hauptprobleme der umgekehrten Eigenwertaufgabe liegen etwas tiefer. 

Sie sind sowohl aus den Problemen der Physik als aueh aus der oben erw~hnten 

Analogie zwischen dem S-L Spektrum und der Fourierkoeffizienten yon ~(x) 

entstanden. Es sind dies die folgenden: 

Problem P. In welchem Masse ist die Dgl. (3), d. h. die Funktion 9~ (x) dutch 

ein oder mehrere S-L Spektren eindeutig bestimmt? 

Problem .P*. I. Man gebe notwe~dige und hinreiehende Bedingungen dafiir an, 

dass eine Folge {2~}n=0,1, 2... ein S-L Spektrum bei vorgegebenen Randbedingu~gen 
einer Funktion qD (x) < L s (o, z) ist. 

2. Wenn {2n},=0, 1, o... ein S-L Spektrum einer Funktion qD (x) 

< L~(o, z~) ist,: die dutch das Spektrum eindeutig bestimmt wird, so konstruiere 

man diese Funktion. 

Die Probleme P und P*: 2 entstehen naturgem~iss aus den Problemen der 

Physik. Das Problem P * : I  entsprieht offenbar dem Problem, das im Gebiete 

der Fourierkoeffizienten yon ~(x) zu dem wohlbekannten Riesz-Fisehersehen 
Satz fiihrt. 

Bei der Behandlung dieser Probleme miissen wir uns auf einige Spezialf~lle 

obiger }taupff~lle besehri~nken. Es werden dabei einige vollstiindige Funktionen- 

sysgeme verlangt, die wir im zweiten Kapitel uutersuehen. Die  Untersuchung muss 

in jedem der Spezialfi~lle gesondert durchgefiihrg werden, 

Im drit ten Kapitel fassen wir die Ergebnisse des zweiten Kapitels zu Exi- 

stenz- und Eindeutigkeigss~tzen zusammen. Hinsichtlich des Problems P ergibt 
sich im wesentliehen folgendes: 

I. qD (x) wird im allgemeinen ~ffeht &~reh eiu einziges S-L Spektrum eindeutig 

bestimmt. 

Vielmehr gilt, dass e i n  S-L Spektrum in gewissem Sinn die ,,H{ilfte" der 

Fourierkoeffizientenfolge yon q~ (X) bestimmt, Die im zweiten Eapitel behnndetten 

SpezialfKlle fiihren zu einer Pr~zisierung dieser Aussage: 
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2. Zu jeder beliebigen S .L Eigenwertaufgabe gehSrt wenigstens eine ,,er- 

g~iuzende" Eigenwertaufgabe, so dass folgendes gilt: ist ausser dem Spektrum der 

vorgegebenen S-L Eigenwertaufgabe das Spektrum einer ergduze~den S-L Eigen- 

wertaufgabe be]~annt, so wird dadurch q9 (x) eindeutig bestimmt. 

2". Bei der speziellen 2morro R1 : y (0) --  y (~) - -  0 oder B2 : y' (0) ~- y' (~) ~- 0 der 

S-L Randbedingu~gen gilt: wird die Funktion qD(x) dutch die Bedingung 9(x)-~ 

= ~  ( ~ -  x) besehrdnkt, so ist sie durch ihr Spektrum bei den llandbedingungen t~x 

oder den Randbedingungen B2 eindeutig besti~mt. 

Hinsichtlieh des Problems P* haben wir in obigen Fi~llen der eindeutigen 

Bestimmtheit Existenz- und Konstruktionssi~tze ,,ira Kleinen" bewiesen, d.h.  wir 

setzen voraus, dass die vorgegebene Zahlenfolge {)~,} sich in einer gewissen Niihe 

eines S-L Spektrums einer bekannten Funktion 9 (x) befindet. 

Das vierte Kapitel i s t  einigen Beispielen gewidmet. Auch werden Ergeb- 

nisse, die innerhalb der vorliegenden Probleme friiher erhalten worden sind, ein 

wenig diskutiert. 

Kapitel I. 

t J b e r  d e n  Z u s a m m e n h a n g  z w i s e h e n  d e n  S-L S p e k t r e n  u n d  d e r  F o u r i e r -  

k o e f f i z i e n t e n f o l g e  e i n e P  F u n k t i o n  9 (x). 

1. Wir  beginnen damit, unsere in der Eiuleitung erwi/hnten Voraussetzungen 

zu pri~zisieren. Die Dgl: unserer S-L Eigenwertaufgabe soil in der Liouvil- 

lesehen Normalform 

y" + (z + q~(~))y = o (~) 

Die Randbedingungen sollen sieh auf das Intervall (o, ~) geschrieben sein ~. 

beziehen: 

. y ( o )  + #v'(o) = o i  I-I + I#1 > o (2) 
zy (~)  + ~ v ' ( . ) =  o t  Izl + I~1 > o. 

Wir setzen voraus, dass ~ (x) reell und im Lebesguesehen Sinn im Intervall (o, ~) 

integrierbar ist, was wir wie folgt schreiben wollen: 

(x) < L(o,  ~), (3) 
dass ferner 

1 Strich am Funktionenzeichen soll Differentiation nach der unabh~ngigen Variablen be- 
deuten. 
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.]'~o (x) dx  -- 0 (4) 
0 

und dass a, fl, 7, c? reelle, endliche Konstanten sind. Die Bedingung (3) soil in 
dieser Abhandlung immer befriedig~ sein. 

Nebst der Eigenwertaufgabe (I), (2) werden wir die yon der Dgl. 

z" + ~ z = o  (5) 

und den Randbedingungen (2) gebildete Eigenwertaufgabe betraehten. Wenn die 

Eigenwerte der Aufgabe (x), (2) mit  X,~ (n = o, I, 2 . . . )  und die der Aufgabe (5), 

(2) mi~ zn (n = o, i, 2 . . . )  bezeiehnet werden, so wollen wir den Zusammenhang 

zwischen den S-L Spektren und der Fourierkoeffizientenfolge yon r mit  

Hilfe der Eige~wertd(~'erenzen 

dn=)~n- xn ( n = O ,  I ,  e . . . .  ) 

untersuchen, Wir  tun dies anfangs durch Abschiitzung der Eigenwerte der Auf- 

gaben (I), (2) und (5), (2).  Die Methoden bei diesen Eigenwertabsch~ttzungen 

gehen auf LIOUVILLE zuriick I. LIOUVILLE und die lYIa~hematiker, die nach ihm 

dieses Problem studiert  haben, zielten mit  ihren Absch~tzungen grSsstenteils 

darauf bin, fiber die Konvergenz gewisser Fourierentwicklungen nach den Eigen- 

funktionen entscheiden zu kSnnen. Da aber sowohl unser Ziel als auch unsere 

Voraussetzungen yon den ~l$eren verschieden sind, k5nnen wir durch Versch~rfung 

alter Methoden noch etwas Neues gewinnen. 

2. Unter  den angegebenen Bedingungen ist die Dgl. (I) keine Dgl. im 

gewShnlichen Sinn. Wir  geben deshalb einige Eigenschaften dieser Art  yon 

Dglen. an. 

Unter einer LSsung der Dgl. (I) wollen wir irgend eine Funktion y(x) ver- 

stehen, die nebst y' (x) totalstetig ist und die Dgl. fast iiberall (f. ii.) ~ befriedigt. 

Nach CARATH~ODORY 8 gibt es solche LSsungen. Er beweist dies in viel allge- 

meineren F/illen als dem vorliegenden mit  tt i lfe yon Volterraschen Integral- 

gleichungen. Im  vorliegenden Fall wollen wir den Beweis mit  Hilfe der Inte- 

gralgleichung 

1 Vgl. LIOUVILLE If], [2] besonders S. 22 If., [3]; KAMKE [I] S. 262; I-IILB-SZ~SZ [I] S. 1256 f.; 
cAr.too [i]. 

'~ Im folgenden werden wir  f .  ~'~. als Verki i rzung yon fast ~berall anwenden.  
a OARATItEODORY [I] S. 665 If. 
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andeuten, in der 

y (x) -~ z (x) + ] H(x ,  t) qD (t) y (t) d t (6) 
0 

z(x) = e cos l x  + g sin lx, 
l = lfZ (Z > o); e, g Konstanten, / 

(7) 

H (x, t ) =  I - t s i .  l ( x - t )  

ist. f i a t  diese Integralgleichung eine beschr~nkte LSsung y(x), so miissen olden- 

bar y (x) und y' (x) to~als~etig sein und y (x) tier Dgl. (I) f. ii. geniigen. Eine solche 

LSsung exis~iert. Denn die Gleichung (6) ergibt, wenigstens formal, 

x xt Xp--1 p 

p = l  0 0 0 ~,:1 

wobei Xo-----x sein soll. 

halb setzen wir 

mit 

und erhalten 

also 

Ebenso wird 

Wir woilen beweisen, dass die Reihe konvergiert. Des- 

(x) = ~, (x) + ~ (~) 

I q,(x)l-< M, / l~(x) Id~< ~ <z 
0 

I y (x) -~(x) I -<  I~(~1 I~.~. ~ ~ ~ ]  
p = l  q=O 

�9 [, ~.~Mx~r I- ~162 (r'Jv q) (~,)q-- i }, 

I : / (~ ) -  ~'(~) I -< I ~(~) I,~," z" J ~ '  ~'~/~'-')- 'I (,o) ( '- i  ] 

(8) 

Die Ver~tnderungen, die fiir ~ _< o eintreten, sind offenbar. 

Man sieh~ nun leich~ ein, dass die so gefundene beschr~nkte Funk~ion y(x) 
der In~egralglelchung (6)genf ig t ,  woraus die Existenz einer LSsung der 
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Dgl. (I) folgt, die in einem vorgeschriebenen Punkt  (x = o) vorgeschriebene Werte 

y (o) und y' (o) annimmt. Diese LSsung ist auch die einzige. Denn wenn es noch 

eine LSsung y~ (x) mit y~ (o) = y (o), y~ (o) = y' (o) g~ibe, so ware ~ (x) ----- y (~c) --  Yl (x) 

eine Lfsung mit den Anfangswerten ~](o)-~o, r]'(o)~-o der Dgl. (I), die also 

die Integralgleichung 
t 

~(X) + f .f (~ + qp(T))~('g)dTdt-~--o ( I I )  
o o 

befriedigen muss. Hieraus folgt nun leicht nach CARATn/JODORY, dass ~ (x )~-o  

sein muss 1. Hiermit  ist die Existenz und Eindeutigkeit yon LSsungen der oben 

genannten Art  unserer Dgl. (I) bewiesen. 

Fiir die Dglen. (I), (3), die also eigentlich nut  als fast iiberall giiltig aufzu- 

fassen sind, gilt wieder der Sturmsche Oszillationssatz, was leicht mit Itilfe der 

BScherschen Me~hoden bewiesen wird. ~ 

3. Wir miissen 

F~ille unterscheiden, 

genden Formen sind: 

bei der Untersuchung der Eigenwertaufgabe (I), (2)vier  

je nachdem die Randbedingungen (2) yon eiuer der fol- 

Ia: y (o )=y ( z )=o .  

Bei dieser Form der Randbedingungen (2) wird (I), (2) die erste Eigen- 

wertaufgabe nach HILB~RT s. Wir werden die Randbedingungen Ia  auch mit 

R1 bezeichnen. 

I b :  ~ y ( o )  + ~ ' ( o ) = o  
! ~ y (~) + y' (~) = o. 

Fiir a ~-- 7 ~ o wird die Eigenwertaufgabe (I), (I b) yon der Form der zweiten 

Eigenwertaufgabe nach HiLBF~RT 3. Die entsprechenden Randbedingungen 

.r (o) = y' (~) = o 

wollen wir R~ benennen. 

H a :  / Y (o) = o 
I r Y ( ~ ) +  Y ' ( ~ ) = o  

H ~ :  ~ y ( o ) +  y ' ( o ) - - o  
lY(~)  - - o .  

Offenbar miissen die Randbedlngungen (2) immer yon einer dieser Formen sein. 

I CARATHEODORY [I] S. 672 ft. ffi ]~SCHER [3]. s HILBERT [ I ] S .  4 I. 
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4. Die Funktion ~ (x) ist nur  im Intervall  (o, ~) definiert. Ausserhalb dieses 

Intervalls definieren wir sie durch die Festlegung 

~ ( - x )  = ~ ( x ) ~ .  (,~) 
(x + 2 ~) = ~ (x) ! 

In bezug auf die weitere Festlegung (4) werden wir als Fourierkoeffizientenfolge 
von ~ (x) die folgende betraehten: 

g$ 

a , , = ~ r f q ~ ( x ) e o s , x d x  ( n =  i, 2 , 3 . . .  ). 
0 

Wir wollen nun immer die Eigenwerte, Eigenfunktionen und Eigenwertdifferen- 

zen yon Null ausgehend numerieren. Dann-gi l t  die in der Einleitung angegebeue 

Formulierung des Sturmschen Oszillationssatzes. Wir nennen den Eigenwert) , ,  den 

n:ten Eigenwert u. s. w. 

Es soil nun ein Safz fiber die Eigenwertdifferenzen bewiesen werden. 

S a t z  1: Fiir die Differenzen dn--- ~:, ~ xn (n = o, I, 2 . . . )  der Eigenwerte der 
beiden Eigenwertaufgaben (I), (2) und (5), (2)gelten die Ausdriicke der folgenden 
Tafel: 

i 

gul~ritgt 
(x) 

bedingunge n 

Ia  

I I  a 

'Zb 

/ / b  

~@)<L(o,~) ~p (x) < Lip a 
o<~<I 

(x) yon besehriink- 
ter Sehwankung 

a..+: o(;) 

a..~ +o(1) 

_a"+~+~ o(~) 

a ~ n + 2  . 0 1  i 

a2.1+2 0(~)  
I T ~ + o (~ )  

--~ 0(~)  

~ 0(.~) 

a~.,~ + 0(~)  

a2n2 t -O(  I )~-~ 

]. 

(x) und ~' (x) 
totalstetig 

~ (,) 
(2n.{_:2)~------- ~ -t- 0 

c, (x) 
( 2 n +  l) - - - - - ~  + o 

.. +o(I) 
(2 n)' 

[2 f l  "~- I )  ~ 

Die Konstanten C sind wie folgt bestimmt: 

I f  . I [  , ~p, 

0 

Hiermit wird wie gewShnlich gemeint, dass I~(x, --  ~(xs) I ~ Konst. Ix~ -- x sla ist, wenn 
o<--x~ ~ ,  o<--x~<--~ ist. 
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,.-r 

= ~ qD (x )dx - -  ~[479(~)  + r + 9'(o:] 
o 

?g 

0 

+ 9 ' ( z ) - -~ ' ( a ; ]  

I $ . ,  (x) dx 
0 

I 
+ - [ 4 a 9 ( o ) +  9 '(z)  + q/(o)]. 

7g 

A n m .  Selbstverstiindlich gelten die Ausdrficke der ersten Kolumnen aueh 

in dem spezieUen Fall  ~(x) u n d  ~' (x) totalstetig. In  diesem Fall bildet abet der 

Fourierkoeffizient v o n ~ ( x )  nicht  das Hauptglied. 

Beweis: Zuerst  bilden wit  die Gleichung, die yon den Eigenwerten der Auf- 

gabe (5), (2) befriedig~ ist. Setzen wir k = ~ ,  so ist die Funk~ion 

z (x)  = A cos k x  + B sin k x  

eine LSsung der Dgl. (5). Wir  best immen k, A und B so, class sie eine Eigen- 

funkt ion der Dgl. (5) bei den Randbedinguugen (2) wird. Dann muss k der 

Eigenwertgleichung der Eigenwertaufgabe (5), (2): 

I ~ I ' = o ( I 3 )  
7 c ~  7 s i n k ~ +  ~k c o s k z  

genfigen. Nachdem der n : te  Eigenwert  x~ aus dieser Gleichung bestimm~ worden 

is~, erh~lt man leich~ die eutspreeheuden Werte yon A und B: 

Am ilk,, _ 7 s i n k ,  z + ~ k - c o s k ~ z  , 
~ -  " O n  - -  " ( ~ n  

V a s + #2 k~. V r  ~ + ~' k,~ 

Bn tt 7 cos k,~ z - -  6 k,~ s i n  k~  z , 
= C n  ~ - -  " C n ,  

V~ ~ + ~ V :  + ~k' .  

(14) 

wobei c,, eine beliebige Konstante  und c~ ----- + Cn oder --  cn ist. Es ist also 

z . ( x )  = A,~ cos k,~x + B~ sin k~x  (I5) 

die n : te  Eigenfunktion von (5), (2), 

Nun gehen wit  zur Konstrulv~ion der Eigenwertgleichung der Aufgabe (x), 

(2) fiber. Dann schreiben wit  die Dgl. (x) auf die Form einer gestSrten Dgl. (5): 

y" + x v + ( Z - z  + r = o, (~6) 
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zu de r  f o lgende  V o l t e r r a s e h e  InCegra lg l e i chung  gehSr t :  

f sin (x - t) (z ~. + ~(t))u (t) dt (k VZ). (~7) (~) = ~ (*) - :k k - = Y 
0 

W g h l e n  wi r  n u n  2 = 2,, = n : t e m  E i g e n w e r t  yon (I), (2), z = z,, = n : t e m  Eigen-  

we r t  yon  (5), (2) u n d  f e r n e r  z ( x ) = z n ( x ) ,  so wi rd  aus (:7) e ine  L S s u n g  der  Dgl .  

(1) fi ir  2 = 2n in de r  f o l g e n d e n  F o r m  e r h a l t e n :  

r162 x x t Xp -~ 1 

+ z f "j  p = l  
0 0 0 ( I S )  

P 

. . .  K (x,,-~, x,,) z,, (xv) H (q) <Xq)d xq), 
q=l  

wor in  
K ( x ,  x 0 = - -  s in k .  (x - -  x 0 

u n d  
(x) -= ~.,~ - -  z .  + p (x) = dn + p (x) (~ 9) 

is~. F i i r  x = o gen i ig t  y,~ (x) den  R ~ n d b e d i n g u n g e n  (2). W e n n  n u n  /t, ein E igen-  

wer t  ist,  muss  also y,,(x) eine E i g e n f u n k t i o n  sein. D u r c h  E i n s e t z u n g  yon  y,~(x) 

in die l ~ a n d b e d i n g u n g e n  (2) f i i r  x ~ ev wi rd  m a n  so zur  Eigenwertgle ichun~ 

.7 ~ 2.1 a'p 

U(X) ~ ( x )  d x  -~- " '"  ( 1 ~ ( / 1 , . . . X p + l )  ( { ~ ( x q ) d x q )  

p = l  ~" " "  (1=1 
0 I) 0 0 

= o (20) 

gef i ihr t ,  in der  

Q ( x ~ ,  x~ . .  . x ~ + ~ ) =  z , ( x O K ( x , ,  x~) . . . A:(x~, x~ ,+l )Z , (X~+~)  (2~)  

is t  u n d  q)(x) gemgss  (I9) def in ie r t  ist. W e n n  x,~ gen i i gend  gross  ist, so wi rd  

die k le ins te  W u r z e l  d e r  t r a n s z e n d e n t e n  G l e i c h u n g  f i i r  d,~: (20). Bei  de r  Abschi~t- 

zung  d ieser  W u r z e l  miissen wi r  s ch r i t twe i se  vo rgehen .  

I) Beweis  der Abschfftzu.ng dn = O(1). 

U m  obige  A b s c h g t z u n g  zu zeigen,  mi issen  wi r  zur  F o r m e l  (8) zu r i i ckkehren .  

W i r  se tzen  l ~ 1, = ] / ~ ,  wobei  L, der  n : t e  E i g e n w e r t  yon (:), (2) sein soll, u n d  wei ter  

.~' (x) := .:,~ (x) : :  e~ cos 1,~ x + g,~ sin tn a" 
mi t  
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e,~ V a ~ + fl~" 1,~ c. ,  g,, V a ~ + ~ l;~ cn, cn > o. 

Also ist 
~. (o) + fl ~ (o) = o. 

Die en~sprechende Funkt ion  y ( x )  der Gleichung (8) muss dann eine n : te  Eigen- 

funkt ion  yon (!), (2) sein. I)a  

und fiir grosse it, 

I ~'rt (X) [Max = V e~ "~- gg = c,, 

f-. z. (x) d x = c. + 0 

0 

ist, so folgt  aus den Ungleichungen (9) und (IO), dass die (z. B. durch  die Be- 
g 

�9 i f  . d m g u n g ~  y ; ~ ( x ) d x =  I) normier te  n : te  Eigenfunkt ion  yon (I), (2) fo lgender-  

0 

massen geschrieben werden kann:  

also p ~ 

wobei 2n (x) wie y.(x)  normier t  gewi~hlt werden kann. Es sind also alle normier- 

ten Eigenfunkt ionen  y ,  (x) gleichm~ssig beschri~nkt, auch wenn nur  ~ (x) < L (o, ~r) 

gilt. 1 Da  nun 
v.  (~) + ~ u~ (~) = o 

ist, wird 

oder  

( (')) 7 z,~(z) + 0 ~ + ~(z'.(z) + 0 ( t ) ) = o  

I ~ "" t I + ( 7 +  ~ l , , )O I = o .  

V ~  ~- ~ l  ~ , v ~ 7 cos in 7~ - ~ In sin In ~v, 7 sin 1. z + ~ l~ cos l. z t 

(i) 
Nach  Stre ichung der Glieder 0 ~ und E r se t zung  y o n  In durch k in dieser 

Gleichung wird sie mit  der Eigenwer tg le ichung (I3) fiir die Eigenwer te  xn der 

E igenwer taufgabe  (5), (2) identisch. Hieraus  folgt  unmi t te lbar  die Behauptung.  

i Diese E igenscha f t  ist,  wenn  z. B. cO(x) s te t ig  ist ,  w o h l b e k a n n t .  Vgl, z. B. COUI1ANT-HILBERT 
[~] s. 388. 
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2) Beweis der Formeln des Satzes bet den Voraussetzungen q~(x)<L(o,z), 
< Lip a uud ~ (x) von beschrdnkter Schwanku,~g. 

Diese werden aus der Eigenwertgleichung (2o) unter der Voraussetzung 

d~ = 0 ( I )  erhalten. Wit  fiihren 

durch, ni~mlich im Fall 

Ib: 

den Beweis nur in einem der Fi~lle Ia - - I Ib  

{ r v (o) + v'  (o) = o 

r v ( ~ )  + v ' ( ~ )  = o. 

Die iibrigen F~lle beweist man analog. Fiir kn wird in diesem Fall aus (I3) 

erhalten 

kn-----n+ I a)+ 0 ( I t  (22) 

Aus (I4) erh~lt man dann (fiir en = I) 

Wir miissen zeigen, dass der Index n yon k, A und B der richtige ist. Dies 

folgt daraus, dass die mit diesen GrSssen gebildete Eigenfunktion y (x) (Gleichung 

(18)) fiir n geniigend gross sicher genau n Nullstelten im offenen Intervall (0, ~) 

hat. Nach dem Sturmschen Oszillationssatz 1 soll dann diese Funktion in unserer 

Numerierung (n-~ o, I, 2 . . . .  ) den Index ~ haben. Dasselbe gilt dann auch yon 

k, A und B. 

Wir  schiitzen nun die Glieder  der Gleichung (20) der Reihe nach ab. 

.Das erste Glied yon (2o)erh~ilt nach Einse~zung yon zn(x) (Relation (I5)) 

die Form 

o o (24 )  

+ A~ B,~ / sin 2 kn x 9 (x)d x. 
0 

Wetter ist nach (22) 

( cos2]6 t xqg (x )dx - - J ' co s2nxq~(x )dx - -27 - -a f  sin 
�9 ~ n  j 
0 0 0 

2nx.xq~(x)dx + 0 ( ~ ) ,  

so dass wir erhalten 

t Vgl. die Einleitung S. 3. 
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f o('lf I z ~ ( x ) @ ( x ) d x - ~ d n  + 0  ~ + 4 a 2 n  + n s i n 2 n x ~ ! ( x ) d x  + ~  �9 (25) 
0 0 

In  dieser Relat ion ist  ~pj (x) yon n unabhi~ngig und ha t  dieselben Regulariti i ts- 

e igenschaf ten wie ~ (x). 

Im zweiten Glied von (20) zerlegen wir den Kern  Q (x~, x~) folgendermassen:  

Q (x~, x~) -~ - -  ~- sin 2 k,~ (x~ - -  x~) A'~' - -  B~ (sin 2 kn x~ - -  sin 2 k~ x~) + 
4 4 

+ A~ B~ (cos 2 k~ x~ --  cos 2 k~ x2). (26)' 
2 

In  bezug auf  (23), die Definition ~ (x )  : d,  + q~(x) und d~ ~ 0 ( I )  erh~lt man dann 

;g 931 

Q (~, ~) �9 (~) �9 (~) d ~  d ~  = 
0 0 

4 )~n (sin 2 k, (x~ --  x~) + sin 2 k~ x I - -  sin 2 k, x~) ~ (Xl) ~0 (3~2) d x  1 d x , - -  
0 0 

4 k n . J  sin 2 k . , x l f ( x , ) ( 2 x  l - ~ ) d x l  + 0 -~ �9 (27) 
0 

Entwickel~ man noch sin 2 k ,~(x~-  x~) wird ersichtlich, dass alle Glieder rechts  

( ('I) yon (27) ausser  0 ~-~ einen Fak to r  der  Form 

, feos  n l/ 
k,-~ sin 2 k, xl I ~p*" @1) d xl  (0 <-- x <-- ~) 

o 

enth~lten,  in dem wiederum ~0~(x) yon ~ unabh~ngig  ist  und dieselben Regu- 

larW, i tse igensehaf ten wie ~0 (x) hat.  Das zweite Glied yon (20) erh~tlt also in bezug 

auf  (22) folgende Fo rm 

 j'fe(x,, x,lo( ,l 
0 0 

x 

q) @2) dx ,  d x 2 =  0 o ~ < ~ -  .~p, (x,) dxl  + (28) 
~t..,(.,) n l j  sin 2 n xlj  -~ " 

0 

Die iibrigen Glieder con (2o) kSnnen, weil d,~ = 0(1)  ist, nach der Zerlegung 

(~) = ~ (x) + ~ (x), I ~ (x) l -< M, f l ~ (z) l d x  < 
0 
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analog der Reihe (8) summier~ werden, wodurch wir 

ar 7r xi  Xp p + 1 

z~f f..-f Q(.,,x,.....+,)lli~r '29) 
p = 2  0 0 0 q = l  

erhalten. 

Setzen wir nun die Ausdriicke (25), (28), (29) in die Gleichung (2o) ein, so 

erhalten wir 

, o ( , )  d. + ~ - a . . . +  ~ + r . = o ,  (30) 

worin 

" ' lr~176 I) r, = 0 |o~.-<. - ~ (x) dx  
: X ,,,(~ n I j s i n  2 

0 

ist und ~(x) wie ~1 (x) und ~ (x) dieselben RegularitKtseigenschaften wie ~ (x) 

hat. Wir  brauchen nur noch r~ unter den verschiedenen Voraussetzungen hin- 

sichtlich tier Regularits yon r (x) abzusch~tzen, um die behaupteten Formeln.zu 

erhaIten. 

Gilt nur ~ (x) < L(o,  ~) (d. h. ~(x) < L(o, ~)), so erhalten wir mit Hilfe des 

Riemann-Lebesgueschen Satzes ~ 

Dann erh~lt man also aus (30): 

agn + 0 
2 

was die erste Behauptung des Satzes bei den Randbedingungen I b ist. 

Wenn r ( x )~  Lip a, sch:~ttzen wir das Glied r,, wie folgt ab: 

oder 

x+ z_ 
x 2 n  

: 
n j s i n  2 ~ ( t ) d t - = -  n sin 2 n t 

0 ff 

I (COS 27~t] I f COS 2 ' ~ t /  ( (T~))  
,~ a ~ i ~  2.,  t I ~p(t) , i t = - - -  2 n . / s i n 2 n t J  ~p(t)--~O t + ~ dt + 

0 0 

+ 0  : 0  �9 (0 ~ ce < I) 

i Vgl. z.B. Ho~soN [1] S. 514. 
2-6;52046 Acta mathemativa. 78 
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Also wird die zweite Behauptung des Satzes erhalten: 

dn--------a2n + 0 
2 

Wenn sehliesslieh 90 (x) yon beschriinkter Sehwankung ist, erhiilt man mit Hilfe 

des zweiten Mittelwer~satzes der Integralrechnung die Abschiitzung 

I/oos,,   (I) 
,SO sin 2 n t J  ~ p ( t ) d t =  o -~ , 

o 

so dass wir sehliesslich aus (30) die dritte Behauptung unseres Satzes 

bekommen. 

3) Beweis der Tbrmeln 

tolalstetig. 

d, ' ('o) - -  a 2 .  + 0 
2 

des Satzes unter der Voraussetzung 90 (x) und 90' (x) 

Eine grSssere Regulariti~t yon 90 (x) fiihr~ nicht zu besseren Ausdriicken fiir 

das Res~glied der vorangehenden Abschiitzungen. Stat~ dessert tr i t t  ein neues 

Hauptglied hervor: w~hrend der Fourierkoeffizient a2. in das Restglied eingeht. 

Diese Verhitltnisse werden in der letzten Kolumne der Tafel S. I I dargestellt. 

Wir wollen nun die Formel des Falles I b beweisen. Dabei mtissen wir das 

Ergebnis der Abteilung 2 )anwenden :  

- - - - a 2 .  + 0 
2 

d.h.  

d, = o 

da dies offenbar fiir a2~ gilt, wenn 99'(.) totalstetig ist. 

Da nun 9 " ( x ) <  L(O, zr) ist, kann man das erste Glied z'on (20) dureh zwei- 

malige teilweise Integration absehiitzen. Wir gehen yore Ausdruek (24) aus und 

erhalten 

0 

+ ~ [4 (~ 90 (,~) - ~ 90 (o)) + 90' (~) - 90 (o)] + p �9 (3 ,1  
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N e h m e n  wir nun  auf  d,, = o ~  I)1\ und k~ = 0 (n) Bezug, so erhitlt  das zweite 

(;lied yon (20) nach  der  Zer legung (26) die Form 

g, . Q (x .  x~) a~ (.,) ~ (~._) dx ,  d.~ = 
0 0 

3" I 

_ i ( f  4 k,~. sin 2 k,~ (x~ --  x~) 9 (x~) 9 (x~.) dx~ dx~ - -  
0 0 

A i " ~ B :  f f s i n .2k , , x ,g . ( x , )~ l , (X . ) , l x ,  d x .  + 
2 k ,  . . . .  " 

0 0 

+ - -  -~,: cos  

0 0 

2 knXl  ~a(xi) ~(3&) d x l  dA'.2 + o ( I } )  �9 (32) 

I m  ers ten Glied rechts  in tegr ieren  wir tei lweise e inmal  und  erha l ten  

a" / I t  

, j j  , ; 4k, ,  s i n 2 k , , ( x , - - x ~ ) q ) ( x , ) q a ( x ~ ) d x ,  dx.~= 8n"  . qD~(x)dx + ~  ~ " 
0 0 0 

Die iibrigen Glieder  rechts  yon (32) s ind o(~,., ) ,  

g ra t ion  ersicht l ich wird. Also wird 

(33) 

was nach einer te i lweisen Inte-  

.C 1 

0 0 
, f  q~ (x~) (~ (x~) dx~ dx~  = - -  S n ~ q :  (x) d x  + o 

0 
(34) 

Wi r  miissen nun  auch das dritte Glied yon (20) gesonder t  abschit tzen 

wird nach  Zer legung 

I 
q ( x .  x.~, x ~ ) =  - ~ + 'l (x,, .~_~, ..:,), 

Es 

worin q(xt, x~, x.~) eine Summe  yon t r igonomet r i schen  F u n k t i o n e n  der F o r m  

t f t cos 1',, (l' xl + m' .,.,~ + ..' x~), sin k,, (/ :q + m x-, + ~ x..) 

ist mi t  /', m', ..' = ganzen Zahlen,  fiir die o < 11'14 Im' l  + I,a'l --< 6 gilt. 

dri~te Glied yon (20)erh i i l t  dann,  in bezug auf  d,~ = o  (I  / ~ ! ~ ,  die Form 

Das 
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0 0 0 q = l  0 0 0 q = l  

Da aber f ~ (x) dx  
0 

+ 

, f r f  () + -i'~]cn ~ q(xl' x~' xa) H (q~(Xq)dXq) + ~ -~ 
0 0 0 q = l  

= o ist, wird auch 

O 0 0 q = l  

Mit Hilfe des Riemann,Lebesgueschen Satzes kSnnen wir das folgende Integral  

mi t  dem oben genannten Kern q(xl, x~, xs)abseh~tzen; es wird = o  ( I )  

Zusammengefasst  wird also 

/ / ;  () I 3 I 

k-~n Q(Xl, x,, xa)II(O(xq)dxq) = o ~ �9 (35) 
0 0 0 q = l  

Schliesslich erh~lt man ffir die iibrigen Glieder yon (20) nach einer Summation,  

derjenigen analog, die zur Ungleichung (9) gefiihrt hat:  

Z "~ f " ' f  Q(XI' X''*'Xp+I) ( ( ~ ( X q ) d x q ) 1  . (3 6 ) 
p = 3  0 0 0 q = l  

Die Rela~ionen (31), (34), (35) und  (36), in (2o/ eingesetzt, ergeben die Formel  
des Satzes bei den  Randbedingungen Ib  und der Regularit~it: ~(x) und q~'(x) 
totalstetig. 

Wenn die Randbedingungen (2) yon der Form I a  bzw. H a ,  ]rib sind~ er- 

halten die GrSssen k,~, A,~ und B~ an~ere Wer~e. Sie werden unmit telbar  aus 

den Formeln (I3) und (I4) unter  Beachtung des Sturmschen Oszillationssatzes 

erhalten. Sonst verlEuft der Beweis wie oben. Der Bewels ist h iermi t 'beendet .  

Anm. Wenn die Randbedingungen (2) yon der Form I a  oder Ib  sind, gelten 

die Formeln des Satzes I unvergndert,  wenn ~o(x) ausserhalb (o, z) start  durch 

die Relationen (I2) durch die Festlegung 

definiert wird. 
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5. Wir  wollen in dieser 51r. die Analogie zwischen den Eigenwertdifferenzen 

dn - - - -g , -  xn und den Fourierkoeffizienten yon 9 (x), die durch den Satz I her- 

vorgehoben ist, in anderer Form darstellen. 

Der Kiirze halber bezeichnen wit  mit an' den Fourierkoeffizienten, der ge- 

m~ss Satz I ( 9 ( x ) <  L(o,  z)) als Hauptgl ied  in dem Ausdruck fiir d,, auftrir Es 

soll also n' = 2 n + 2 bzw. 2 n bzw. 2 n + I sein, je nachdem die Randbedingungen 

der Eigenwertaufgaben (I), (2) und (5), (2), zu denen dn gehSrt, yon der Form I a  

bzw. I b  bzw. / /  sin& Dann erhalten w i t  

Satz 2: Wenn ~ (x) ~ L ~ (o, u) und d,~ = ).,~ --  z,~ die u:te Eigenwertdifferenz 

de; Eigenwertaufgaben (I), (2) und (5), (2) ist, sind die Reihen 

fib" atte 

Idnl~ ,,rid ~ l~n'l" 
n=O n ~ O  

gleichzeitig konvergent und divergent. 

2 

3 

Beweis: Wenn p > I is~, erh~lt man unmittelbar aus dem Ausdruck 

, (:) Id,, l  = ~  I~,,,'I + o , 

der aus Satz I folgt, nach Anwendung der Minkowskischen Ungleichung 

I' ( oL Idnl p ~---- ~a.' + 0 - ~  , 

was die Behauptung ergibt. 

Wenn p ~ I ist, miissen wir zur Eigenwertgleichung (2o) zuriickkehren. In 

bezug auf die verschiedenen Formen I a - - I I b  der Randbedingungen (2)erhalten 

die GrSssen kn bzw. A,, B,  verschiedene Werte. Da aber der Beweis in allen 

derselbe isg, fiihren wir ihn auch bier nur in dem Fall der F~llen wesentlich 

Randbedingungen 

•  I '~Y (o) + v ' (o)  = o 
l ; ,y(~) + y ' ( ~ ) = o  

durch. Mit Hilfe der Relationen (22), (25), (27) und (29) kSnnen wir dann die 

Eigenwertgleichung (2o) auf die folgende Form schreiben: 
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3" 1 

d,~ ~ + 0 ~ + ~- a2 n 4 n .  s i n  2 n (x i - -  x~) ~ (xl) q~ (x~) dxl dx~ + 
0 0 

0 

(37) 

Die Funk t ion  ~p (x) ist  yon n unabhiingig, und infolge 9 (x) < L ~ (o, z) g i l t  aueh 

~0 (x) < L 2 (o, ~r). (38) 

Die Behaup tung  des Satzes fiir den Fall I b  erh:~lt man aus (37). Um dies 

zu zeigen, wollen wir zungchsg beweisen: 

wenn 9~ (x) < L ~ (o, rr), so ist  

OV ~ Xt  0 

(f f ) 
n = O  0 0 

(39) 

Denn  bilden wir 

mit  

r ~1 

f f [  " ], �9 . ~ (x,) ~ (~.) - ~ ~,, s in 2 .  (x, - x .)  d x ,  d x ,  
0 0 n = O  

'.r I 

c~ = ~ .  sin 2 n - -  (xl)  99 (x~) d x l  dx . , ,  

0 0 

darauf  Bezug nehmend,  dass 

0 0 

O ,  

2 n (x~ - x~) s i n  2 m (xl - x~) d x l  d x .  = ~. 

4 

ist, so wird nach Entwicklung  des Quadrates  die Ungle ichung 

d .h .  

IT ~t 

(xl) ~o (x~)] ~ d xi d xo - -  - -  c,~, -> o 
" 4 ,t=o 

O 0 

~ < ~  
~ 0  

erhalten.  Dies ist die Behauptung.  
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Mit Hilfe der e lementaren Ungle ichung 

I ,+.: +,. I,, < z I,++. I,, ( O < p ~  I)  

erhal ten  wit nun  aus (37) fiir 2 < P <_ i die Ungleichung 
.3 

E Id+l"-< E ~-?, + 

~+'L 

++ ff I,,_+ + ~ ~ ~i~ 2 .  (< - .+) ~ (x,) ~ (~.y dx, ax.  
~ no 0 0 

~g 

(1:/ I ++ ')] + o ~i~ 2 ,+ x ~ (~) d x  ;;.,, , (40) 

in der  "o eine beliebige, grosse Zahl sein soll. Es sind offenbar, yon 

Z '  I" -- Q2n 
,=,o 2 

abgesehen,  in bezug auf die Relation (39) und die Voraussetzung ~v < L ~ (d. h. (38)) 

glle Glieder reeht~s yon (40) yon der  Form 

o F~ (4,) 

mit 

Dann  aber ,st 

o o  

E <-;<~. 

konvergent ,  wenn 

~ IC ' I  p { ~ }P [ x ~ ] ' \ 2 P ]  "-v 

,st. Es folgt also, dass, wenn 

ist, auch 

gilt. 

2 p>- 
3 

oo 

r 

7 t ~ O  
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Aus der Gleiehung (37) kann auch eine Ungleiehung derselben Form wie 

(40), aber mit  Platzwechsel yon ~ [ dn I" und ~ 2 a~n , erhalten werden. Daraus 

folgt die Umkehrung obiger Behauptung.  Der Beweis yon Satz 2 ist damit  beendet. 

6. Durch die S~tze I und 2 t reten allgemeine Ziige der umgekehr ten Eigen- 

wertaufgabe hervor, vor allem die Analogie zwischen einem S-L Spektrum und 

einer Teilfolge der Fourierkoeffizientenfolge yon ~o (x)(~o(x)< L(o, z)). Ein we- 

sentlicher Zug is~ auch das Hervor~reten yon Eigenschaften des S-L Spektrums 

yon ~o(x), die kein Oegenstiick im Gebie~e der Fourierkoeffizien~en yon ~0(x) 

haben, und zwar mit  waehsender RegularitRt yon ~ (x) (~o (x) und ~o'(x) totalstetig, 

vgl. Satz x). 

Die Analogie zwischen S-L Spektrum und einer Teilfolge der Fourierkoeffi- 

zientenfolge yon ~0 (x) kann zur Klassifikation der umgekehrten Eigenwertaufgabe 

angewandt  werden. G em~ss Satz I gilt  (~ (x )~  L(o, ~)) 

I 
dn  ~ - a 2 n + 2  -t- o 

2 

I 
d, = -- - a2 n + o 

2 

I dn-= ~ -aen+l -]- o 2 

(:) ( "  

(~) (Ib) I 

(n I-) ( + i m F a l l / / a , - - i m F a l l / / b ) .  (44) 

Die Teilfolge der Fourierkoeffizientenfolge yon ~0(x), die in dieser Weise 

durch ein S-L Spektrum lJestimmt wird, ist also gewissermassen der ,,H~lfte" der 

ganzen gleich. Die Best immung der Funkt ion  r (x) durch ein einziges S-L Spek- 

t rum scheint also im allgemeinen nicht  m5glieh. Well die Fourierkoeffizienten, 

die in den Formeln yon Satz I vorkommen, fiir kleine Indizes nicht  eindeutig 

best immt sind, kSnnen wir aber die umgekehrte  Eigenwer~aufgabe in drei Haupt- 

fi~lle einteilen, in denen das S-L Spektrum der ganzen Fo]ge yon nicht  ver- 

schwindenden Fourierkoeffizienten der Funkt ion ~v (x) in dem durch die Si~tze i 

und 2 angegebenen Sinn analog ist. Diese Fiille sind offenbar folgende: 

I. D~fferentialgleichung: qD(x) soll durch die Bedingung 

a ~ §  = ~ ~ (x )  c o s  (2 ra + I) x e x  = o 

o 

(m--> mo, mo beliebige gauze Zahl) charakterisiert  sein. Besonders: 

~0(X) ~ -  ~0(71: - -  X) f .  # .  ( t 7 2 m + l =  O, m - ~ -  O, I ,  2 . . .) 
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RandbedingwJ~gen : 

Ia"  y ( o ) : y ( z ) : o  oder I b :  ~ a y ( o ) + y ' ( o ) : o  
[ ~ y ( ~ )  + u ' ( ~ ) =  o. 

Die Folge yon Eigenwertdifferenzen sind d~nn durch die Formeln (43) gegeben 

(-  -> too). 

2. Di~'erentialgleichung) qD(x) soil durch die Bedingung 

2 f (x) a2m = - q~ cOS 2 m x  dx  = o 
7g 

0 

(m --> too) charakterisiert sein. Besonders: 

(x) = - ~ (~ - x) f .  ii. (,.,m = o, m = o, i ,  2 . . . )  

Ra~dbedingungen : 

11a:  ] y (o) = o oder  l i b :  Ia y (o) + y' (o) = o 
I;, :~ (~) + u '  (~) = o ] :,/(~) = o. 

Die Folge yon Eigenwertdifferenzen sind dann dutch die Formeln (44) gegeben 

( ,  _ too). 

3. Differentialgleichung: q~(x) soil eine beliebige Funktion < L ( o ,  z) sein 

mlt f f (x) dx = o, Fourierkoeffizien~enfolge {a~}.=a, e, a . . . .  
0 

Ra~dbedi~zgun#en: Zwei  Syst;eme yon IN.ndbedingungen sollen gegeben sein, 

yon denen des erste yon der Porto I a  oder I b  ist und das zweite yon der Norm 

H a  oder l i b .  

Die Folge yon Eigenwertdifferenzen sind dann im ersten Fall durch die For- 

meln (43) und im zweiten Full durch die Formeln (44) gegeben. 

W i r  werden sparer zeigen, dass diese Einteilung in dem Sinn notwendig 

ist, dass es im allgemeinen unmSglich ist, die Funktion ~ (x) ~ L (o, zr ohne weitere 

Beschr~nkung mit Hilfe eines einzigen S-L Spektrums zu bestimmen. 

Sp~ter werden wir such einige wichtige Spezialf~lle der obigen drei I=laupt- 

f~tlle ausw~hlen und gen~u behandeln. Wir  werden zeigen, dass in diesen F~llen 

die eindeu~ige Bestimmung der Funktion r durch die entsprechenden S-L 

Spektren wirklich m5glich ist, so dass in diesen F~illen, besonders wenn ~ (x), q~'(x) 

nich~ totalstetig sind, eine weitgehende Analogie zwisehen dem S-L Spektrum 

(oder vielmehr: der Folge von Eigenwertdifferenzen) und der Fourierkoeffizienten- 

folge yon ~v (x) besteht. 
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7. Nun wollen wir ein spezielles, aber umfassendes Problem der umgekehrten 

Art ein wenig behandeln. Es ist dies folgendes: /~'s sollen gewisse S-L Spektren 

yon !P (x) gegeben sein. Was kann aus den Eigenschaften dies~r Spektren hi~sicht- 

lich der ReguZaritdt yon ~ (x) gefolgert werden? Offenbar ist es dabei angemessen, 

die Eigenschaften der S-L Spektren in entsprechende Eigenschaften der Fourier- 

koeffizientenfolge yon 9 (x) zu ,,fibersetzen" und danach die Theorie der Fourier- 

reihen anzuwenden, mit  deren Hilfe man in gewissen Fiillen zu Aussagen fiber 

die Regulariti~t yon 9 (x) gelangen kann. 

Unsere S~tze im Gebiete dieses Problems kSnnen in jedem der obigen drei  

Hauptfiille formuliert und bewiesen werden; sie werden abet  in den drei Fiillen 

analog, weshalb wir uns dami~ begniigen, die Siitze in einem Fall auszusprechen 

und zu beweisen. Wit  wiihlen dabei den ersten Fall und zwar nur die Eigen- 

wertaufgabe 

~v" + (~ + ~ (x)) v = o, ~ (~) < L (o, ~), ~ (~) = ~ (~ - -  x) f .  : ; .  
A : [  V(o) = y ( ~ ) = o .  

Der ers~e Sa~z dieser Ar~ ist folgender 

Satz 3: Hat die Folge yon Eigenwertdifferenzen der Eigenwerta,~fgabe 

A: L v ( o ) =  y(~)  = o 

die Eigenschaft 

so muss 

f i i r  I I -- ~ I s e i n  1. 

q P 
Beweis: Aus 

n ~ O  

(x) < Lq (o, ~) 

ZId,,Ip < 
~tt~O 

I < p < - ~ 2 ,  

folgt nach Satz I 
1 1 

I ~  a,n+, = Ele~l" + 0  E ~  <oo.  

1 I n  dem verk i i rz ten  Ausd ruck :  die Eigenwertdifferenzen yon (i), (2) u. dgl. h a t  m a n  s ich 

offenbar:  und (5), (2) h inzuzudenken .  H i n s i c h t l i c h  der  B e d e u t u n g  yon r  zt) vgl. S. 5. 
Fus sno t e  4. 
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Wenden  wir nun den wohlbekann~en Young-Hausdorf fschen Satz ~ an, e rha l ten  

wir mit  Hilfe  obiger Ungle ichuog die Behauptung .  

Ein  wenig m e h r  besag~ fo lgender  Satz: 

Bat~. 4: Gilt in der Eigenwertaufgabe A (Sate" 3) ~wch die Voraussetzung 

(x) < L ~ (o, ~), und wird  gesetzt: 

I ~ 
- - -  s .  (~), s.~ (x) = y ,  d .  ~os (2 ~ + 2) x . ~ d  ~.. (x) 2 m + 2 

~ 0  n~O 

so ist eine notwendige und hi,nreichende Bedingung f i i r  die Beschrdnktheit  (Stelig- 

keit) yon q~(x), dass die Folge {am(X)},~=o,x,~... in m und x gleichmh'ssig beschrh'nkt 

(gleichmdssig konvergent) ist. ~ 

Beweis: Es gi l t  

(x) ~ ~ a~,, co s  2 ,~ x.  

m 

Die Tei lsummen der  Reihe  sind S,~(x) ~ ~,  a~n cos 2 nx ,  und wi t  setzen 
n ~ l  

~ (x) = -~ ~ s ,  (x). 
n ~ l  

Nun  is~ eine no twendige  und h inre ichende  Bedingung  ffir die Beschr i inkthei t  

(Stetigkeit)  yon r  dass die Folge {am(x)}m=l,U,a... in m und  x gleichmiissig 

beschri~nkt (gleichmiissig konvergent)  ist ~. 

Um die Behaup~ung des Satzes zu beweisen, b rauchen  wir also nur  zu zeigen, 

dass die Folge {~(x)}  und die Folge  {a~(x)} gleichzeit ig die oben ver langten  

Eigenschaf ten  haben. Wi r  setzen zu diesem Zweck 

6n ~ dn - -  i_ a2n+.,.. 
2 

Also wird 

~ (x) = i s~+l  (x) + ~ 6.. cos ( 2 .  + 5) x.  
2 

~t~0  

Mit der  Bezeichnung 

rm (x) = ~ 6, cos (2 ,~ + 2) x 
*n=0 

Vgl. ZYG~VND [I] S. I9o. 
~" Vg!. ZYG~/UND [I] S. 79, FEJER ill .  Genau gesprochen: die Bedingungen sind dafiir not- 

wendig und hinreichend, dass ~ (x) einer Funktion mit den genannten Eigenschaften f. ii. gleich ist. 
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erhal ten wir also 

G6ran Borg. 

,.. (x) 
I + . = o  

4 2 m + 2  

Nun  ist die Folge  {rn(x)}n=o, 1,2... und  also auch 

2 m  + 2 m=0,1,2... 

co 

gleichm~ssig konvergent .  Denn  die Reihe ~ ]6n ] kSnnen wir mit  den Reihen 
~ 0  

d e r  zwei le~zten Zeilen yon (40) absch~tzen (p-~  I). Die Formel  (4o), die eigent- 

lich fiir den Fall  der  Form I b der  Randbed ingungen  (2) gebi ldet  ist, gi l t  n~m- 

lich auch im vorl iegenden Fal l  (Ia).  Da ~ ( x ) ~  L~(o, z), finder man  nach  (4I) 

und (42), dass sie konvergen~ ist. Hie raus  folg~ der  Satz, der  h iermi t  be- 

wiesen ist. 

Wei te re  S~tze dieser Ar t  kSnnen le icht  gefunden und  bewiesen werden. 

W i r  begniigen uns mi t  dem Obigen und schliessen mi t  einem Satz ab, in dem 

nu r  die Eigenwertdif ferenzen selbst vorkommen.  

Satz 5: Gilt  in der zEigenwertaufgabe A (Satz 3) noch die Voraussetzu~g 

I. qp (x) st~ckweise stetig, und ist  dann 

so kann q~ (x) keine einfachen Unstetigkeiten haben 1. 

2. q~(x) yon beschrSnkter Sehwankung, so ist  eine notwendige und hinreichende 

Bedingung dafiir, dass qD (x) stetig sei, dass 

lira -t ~ v ] d , , ] = o  

gilt. 

t d.h. es kann nie (p (Xo + o) * ~ (x o -- o) sein. Der Satz gilt aueh, wenn wir nur (p (x) ~ L  (o, ~) 
voraussetzen und daun die einfache Unstetigkeit in einem Punkt x o durch lira r ~x o -- t) ~ lira ~ (;r o + t) 

t ~ O  l==O 

definieren und dabei die Existenz dieser Grenzwerte voraussetzen. 
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Beweis: 1. Wi r  werden uns auf  einen Folgesatz  eines Satzes yon LucXcs 

stiitzen, der  laute t t :  

W e n n  f ( x )  ~ x} (a. cos n x + b,, sin n x) ist und a,~ I , ~'J �9 b,, J = o n so kann f ( x )  keine 
n : 0  

einfachen Uns te t igke i ten  haben.  
oo 

In  unserem Fall  ist ~(X) ~ ~ a ~  cos 2 ux,  also gil t  d i e  Behaup tung  des 

Satzes, wenn nur  

ist. Da  nun nach Satz I 

0(,) a2  n ~ 

- g 2 n + 2  + 0 
2 

isf und nach Vorausse~zung 

haup tung  I is t  bewiesen. 

2. H i e r  wollen wir uns auf einen Wienerschen  Satz  stiitzen ~, der  besagt:  
o~ 

Wenn f ( x )  ~ ~ ,  (a. cos n x  + b~ sin nx)  yon beschr~nkter  Schwankung  ist  und 
~ 0  

#,~ = ~ + b~ gesetzt  wird, so ist  eine notwendige  und h inre ichende  Bedingung  

dafiir, dass f ( x )  s~et.ig sei, dass 

l im-I  ~ v O , , : _ _ o  

gilt. 

Da  nun  r = l a2. I, r = o isL so brauchen wir  also nur  zu ze igen ,  dass 
?b n 

I 
2 n  Z 2 , [a2 , , [  und I n -~  v ld" [ gleiehzeit~ig den Grenzwert~ Null  haben,  um unseren 

I'=~. 'v=ml 

8atz zu beweisen. Wir  erhal ten  naeh Satz i 

Hie raus  folg~, wenn man 

d. =-2 a~.+2 -t- 0 I . 

Vgl .  LUCACS [I]  S. IO8; ZYG31UNI)[I]  ~.. 28. 

2 Vgl .  Z~ B. ZYG31UNI)[ lJ  S. 2 2 I ;  WIENEI~ [I]. 
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setzt, 

I I 

. n§ t I ( + ; )  
- = -  2 , ~ , a 2 ~ , , .  I + 
~ 2 2 n + 2  

o(~). 

Also haben I ~ v l d ,  [ und I - - -  2 v I a2,. I gleichzeitig den Grenzwert Null, wor- 
n 2 ~ 

* ,=1  ~ = 1  

aus der Satz folg~. 

Kapi~el 2: 

t iber ,  d ie  Vol l s t~ indigke i t  e i n i g e r  F u n k t i o n e n s y s t e m e .  

8. Im vorigen Kapitel (Nr. 6) haben wlr die umgekehr~e Sturm-Liouvillesche 

Eigenwertaufgabe in drei Hauptfs eingeteilL die durch eine gewisse Analogie 

zwischen den S-L Spektren und der Fourierkoeffizientenfolge der Funktion ~(x) 

(Gleichung (I), Kap. I) charak~erisiert sind. Wie dor~ erw~hnt, erweist sich diese 

Einbi lung auch bei den Haup~problemen P und P* der umgekehrten S-L Eigen- 

wertaufgabe ~ yon Bedeutung. In  dem vorliegeuden und dem folgenden Kapi~el 

werden wir die genannten Probleme untersuchen. Wir  beschrs uns dabei 

auf vler wichtige Spezialfs obiger Hauptfittle: 

Im Gebiete des Hauptfalles 1. untersuchen wir folgende zwei Eigenwert- 

aufgaben : 

IDgl: y" + (it + 9 ( x ) ) y = o ,  9(x) < L(o,~:), 9 ( x ) = 9 ( ~ : - - x )  fl  ii. (I) 
A: ~ Randbedingungen: y (o) = y (~) = o. (R~) 

B :  .( 1)g~: ( ~ ) 
[ Randbedingungen: y' (o) = y' (~) = o. (R~) 

Im Gebiete des Huup~falles 3. un~ersuchen wir die Kombination folgender 

zwei Eigenwertaufgaben : 

~Dgl: y" + (Z + 9 ( x ) ) y = o ,  qp(x)< L(o, ~) (2) 

,J R~.db~i~.,,..ge..: i ~'J (o) + ~ y' (o) = o, I .  I + ,~' > o 
l l v (~) = o. 

1 Vgl. die Ein le i tung S. 6. 
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Dgl: (2) 

~ . ~ ( o )  + ~ y ' ( o )  o, I~1 + I~1 > o 
Randbedingungen : 

�9 ( ~  y (~) + .v, (~) = o. 

Auch in diesem Fall entstehen zwei Unterabteilungen: 

C: /~----o, wobei die Randbedingungen yon der Form I a  bzw. I I a  sind. 

D: f l ~  o, wobei die Randbedingungen yon tier Form / / b  bzw. I b  sind. 

Es soll in diesem Kapitel immer folgende Normierung gelten: 

3] 

fqD(x) dx = o. (3) 
0 

In bezug auf die Probleme P und P* sollen die Spektren und die Rand- 

bedingungen obiger Eigenwertaufgaben bekannt sein, w~ihrend die Existenz und 

die Eindeutigkeit der zugehSrigen Funktion ~0(x) bewiesen werden soll. Wir 

pr~zisieren unsere Voraussetzungen: 

I. Bei den Eigenu, ertaufgaben A und C sollen alle ~igenwerte bekannt sein. 

2. Bei den Eigenwertaufgaben B und D sollen alle Eigenwerte ausser ev. dem 

kleiusten Eigenwert bei den, Randbedingungen R~ bzw. lb: ~ay(o) -b  y' (0)= 0 be- 
(ry(~) § y'(~)=o 

lcannt sein. 

9, Die Randbedingungen R~ sind yore Typus Ib.  Der Einfachheit  halber 

nennen wir das Spektrum einer Dgl. (2) bei Randbedingungen I b, wenn der 

kleinste Eigenwert nicht mitgerechnet wird, das reduzierte Spektrum der Dgl. 

(2) bei den Randbedingungen I b. 

Da wir unsere Probleme mit ttilfe vollst~indiger Systeme yon beschr~nkten 

Funktionen 15sen werden, die im Interwall (o, z) definiert sind, fiihren wir die 

Definition der Vollsth'ndigkeit solcher Systeme an: 

Das System {U,(x)},=o, 1,2,. yon beschr~nkten Funktionen U,(x) soll voll- 

st~indig in bezug auf einen Raum im Lebesgueschen Sinn integrierbareri im 

Intervall (0, z) definierter Funktionen heissen, wenn jede Funktion f ( x ) d e s  

Raumes, die die Bedingungen 

f f (x)  U,(x) dx  = o (~ = o, l, 2 . . . )  
0 

befriedigt, fast iiberall - - o  ist. 
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Wir werden auch folgende Bezeichnungen brauchen: 

L (o, z) soll der ganze Raum der in (o, z,) definierten und im Lebesgueschen 

Sinn integrierbaren Funktionen bedeuten. 

Wenn f ( x )  eine Funktion des Raumes L(o, z) ist, schreiben w i r f ( x ) <  

< L ( o ,  ~). 
Der Raum der Funktionen f (x)  < L (o, z), die die Eigenschaft 

f (x)  = f ( ~  -- x) fi  Z.' 

haben, nennen wir JLg. 

Die entsprechenden R~Lume der quadratisch in~egrierbaren Funktionen nennen 

wir L ~(O, ~) bzw. L ~g. 

10. 

Eigenwertaufgabe A: 

y" + (~ + ~ (x)) y - -  o, ~ (x) ~ L g 

:,1 (o )  - y ( ~ )  - o ,  

Die Eigenwertaufgabe A. 

Der Einfachhei~ halber behandeln wir in allen Einzelheiten nur die 

( i )  

die auch die einfachste ist. Zuerst werden wir dann in folgender Weise zu den 

genannten Funktionensystemen gefiihrt. 

In  bezug auf das Problem / '  wollen wir untersuchen, ob die Funktion 

9~ (x) ~ L g  durch das Spektrum der Eigenwertaufgabe A eindeutig bestimmt wird. 

Ist dies nicht der Fall. gibt es noch eine Eigenwertaufgabe yon derselben Form: 

I z" + (~ + ~ (,~'~) z - o, ~ (x) < L .q (I') 
A ' :  I z (o) - -  z (~) = o,  (B1) 

yon der wir voraussetzen k5nnen, sie habe dasselbe Spektrum wie di~, E~;!le~ncert- 

a,~.t'qelbe A. Wir nehmen welter an, es sei 

J ' ,  (~) ~l ,,~ - o. (3') 
0 

Es seien y, (x) ( ~ -  o, i, 2 . . . )  die Eigenfunktionen der Eigenwertaufgabe 

A,  z,,,(x) (n-~ o, I, 2 . . . )  die Eigenfunktionen der Aufgabe A' und ~, ein gemein- 

! f. ii. ~ f a s t  i i b e r a l l .  V g l .  S.  8. 
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samer Eigenwert. Aus (I) und (I') erh~lt man dann sogleich, in bezug auf die 

Rartdbedingungen y. (o) ----- yn ( ' )  = o und z,~ (o) = z,~ (.)  ----- o: 

qD (x) - 0 (~)] ~,, (.~) z,, (x) d x = = o L (4) 
7t~ (x) z; (:~) 

0 " 

Also kSnnen wir sagen: Wenn das System 

{y~ (x)~ , ,  ( x ) } ,  =o, ,, _~ (5) 

in bezug auf L g vollst~indig ist, muss 

ep (x) = ~ (x) f . a .  (6) 
seth. 

Wir  werden die Eindeutigkeitsfrage (Problem P) hinsiehtlieh der Eigenwert- 

aufgabe A mit l:lilfe des Funktionensystems (5) 15sen. Es wird sieh zeigen, dass 

dieses System aueh fiir das Problem T *  eine wiehtige Rolle spielt. 

Ein Bauptziel unserer Untersuehungen hinsiehtlieh der Eigenwertaufgabe A 

wird dann offenbar, zu zeigen, dass das System (5)in bezug auf L g  vollstandig 

ist. Um dies zu tun, werden wir zuerst die u dieses Systems in 

bezug auf den entspreehenden l~aum L~g beweisen. Dies soll in den zun~iehst 

folgenden Nummern getan werden. Dabei ist es vorteilhaft, nieht das System 

(5) selbst zu studieren, sondern das ein wenig abgei~nderte System, das wir dureh 

folgende Definition A festlegen: 

r I 
~'0 (~) - 

U2,,+~. (~) = L f y,~(x)~,(.~)dx--y,,(x)~,,(x) ( , = o ,  ~, 2...)~ 
I o, 

0 

u'orin y,, (x) und z.  (x) dutch folgende Bedingungen festgelegte Ei.qe~fi~nktionen der 

lS;genwertaufgaben A bzw. A' sein soUen: 

f y ~ ( ~ ) d x =  v~-z~, j ~ : ( x ) d ~ =  V ~  (7) 
0 0 

Man sieht leicht ein, dass die u in bezug auf L~'g des obigen 

Systems mit der des Systems (5) gleiehbedeutend ist "~. 

1 Man  bemerke ,  da s s  d iese lbe  Re la t ion  fiir al le s e l b s t a d j u n g i e r t e n  E i g e n w e r t a u f g a b e n  bet  den  
Dglen .  ( I )  u n d  ( I ' )  gil t .  

"-' Vgl.  Sa tz  A1 : I .  

3-6:~2046 Acta mathemali~a. 78 
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Wir beweisen nun einige einfachen Eigenschaften des so definierten Systems. ~ 

Hilfssatz A~: Es sei das Sys tem { U~ (x)},,_--o, 2. 4. .. dutch  die Definit ion A fest-  

gelegt. Dan~  gil t  
U~ (x) < L~ ~, 

U,. (x) = [ / ~  cos v x + j~;r(x-) (v = o, 2, 4 . . . )  

E_(x)  = o f i i r  v = o mi t  E~. (x) u ~ d - ~ x  fi'ir ~dle v ~ d  x gleichmh's~;g 

besehr~inkt. 

Beweis: Die erste Behauptung kommt, da die Funktionen U,,(x) beschr~nkt 

sind, darauf hinaus, das Bestehen tier Relationen 

u~ (x) = u ,  (~ - x) (s) 

Gem~iss der Definition A dieser Funktionen folgt (8) aus der Eigen- zu beweisen. 

schaft 
.,t, (x) = ( -  i)n.~jn (~ - -  x) (9) 

der Eigenfunktionen y,~ (x) der Eigenwertaufgabe A und der entsprechenden Ei- 

genschaft der Eigenfunktionen z~(x)  der Aufgabe A' .  Diese folgt ihrerseits in 

einfacher Weise aus der Symmetrie 

(x) = ~ (~ - x), ~ (x) = ~ (~ - x) f .  i;. 

der Funktionen q~(x) und ~P(x). Bei der Eigenwertanfgabe A z.B. muss nebst 

y,(:~:) offenbar auch y n ( z - - x )  eine Eigenfnnktion sein, so dass man 

y, (x) = k y~ (z -- x) (k eine Konstante) 

erh~lt. Hieraus folg~ nun leicht, in bezug auf STURMS Oszillationss~tz, die 

Formel (9). 

Die zweite Behauptung des Hilfssatzes beweist man durch einfache Ab- 

schiitzung tier Eigenfunktionen :~, (x) und z, (x) ffir grosse Werte der Indizes ~. 

Wenden wir die Formeln (I3) , (I4) und (I8) und die Bezeichnungen yon Satz I, 

Kap. I, an, so finden wir, dass die Eigenfunktionen der Aufgaben A und A' 

der Integralgleichung 
.q! 

y,,(x) - - -B~ sin (,, + I)X I ~ s i ~ ( ~  + i)(x-~)~(x,)y,,(x,),~x, 
J 

Vgl. Fussnote 2, S. 35. 
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geniigen. In dem oben genannten Sa~z zeigten wir weiter en passant, dass 

die normierten Eigenfunktionen y,~ (x) und z,~ (x) gleichmiissig beschriinkt (n-* r 

sind. ~ Nehmen wir dann auf die Festlegung (7) Bezug, erhalten wir 

+ + 

12~n+l(X)-~-O(I),~'~(R~! 3C)) : 0 ' I '  ft ir  alle ~$ ~ o und x sind, Einsetzung worin 

'f ogiger Ausdrtieke in die Defini t ionsformel  U~. (x) = ~ y ,  (x) z ,  (x) d x  - -  y,~ (x) e,~ (x) 
o 

ergibt die zweite Behauptung des Hilfssatzes, der damit bewiesen ist. 

11. Das System { U,(x) },=o,2,4... der Definition A kann als ein sehief~inkli- 

ges Koordinatensystem in dem Raum L~g aufgefasst  werden. Die obigen Er- 

gebnisse zeigen dann den Weg an, die Vollsffs dureh.Studium der Trans- 

formation zu best~tigen, die dieses System mit dem orthogonalen, normierten 

und in bezug auf L ~ g vollstitndigen Koordinatensystem cos v x , = o,2,,..." 

verbindet. Wi t  werden dann in folgender Weise zum Studium eines unendlichen 

linearen Gleichungssystems i'm Hilbertschen Raum gefiihrt. 

Lassen wir z wie v die Folge o, 2, 4 - . .  durchlaufen, so gelten infolge des 

Hilfssatzes At die Entwicklungen 

V~,(X)~'Zl',ul//~ e O S x X  t ~ - O ,  2 , 4 . . . ) ,  ( I I )  

worth ~ die Summation tiber die Folge yon Indizes ~ = o, 2, 4 �9 �9 �9 bedeuten soll3 

Wetter ist 

0 
gesetzL Es set nun f ( x )  eine beliebige Funktion ~ L "~ Mit den Bezeiebnungen 

Vgl. 8. 14. 

E s  8o11 h ie r  und  im fo lgenden  i m m e r  cos v x fiir v = o du reh  e r se tz t  werden.  

a Bet den Eigenwer~a t l fgaben  A u n d  B sol len  z und  v i m m e r  die Folge  o, 2, 4 . . .  dureh-  
]alffeo, u n d  ~ ,  ~ soil  S u m m a t i o n  fiber diese Folge  bedeu ten .  
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f f/( 
o o 

erhKlt man aus (I I) das unendliehe Gleiehungssystem 

Infolge des Hilfssatzes A~ gilt 

4.. .)  (I3) 

(~=o,  2 ,4 . . . ) .  (I4) 

Dasselbe gilt offenbar aueh yon ~ a~. Das Gleichungssystem (I4) ist das erw~hnte. 

Es gibt offenbar immer eine L6sung {a~}~=o,~,~... im Hilbertsehen Raum des 

Systems (z4) (d. h. eine LSsung, fiir die ~ a~ < ~ gilt). Gibt es nur eine, so 

hat  das Gleiehungssystem 

Z r,.~x~ ~--- o (r-~ o, 2, 4 . . .) (I 5) 

nur  die triviale LSsung x~ = o (~ = o, 2,4 ...) im ttilbertsehen Raum. Dies be- 

deutet, dass jede Funktion f (x )  < L ~ g, die zu alien Funktionen U, (x) (~ = o, 2, 4 . . . )  

orthogonal ist, aueh zu allen Funktionen V ~  cos ~x(r  = o, 2 ,4 . . . )  orthogonal 

sein muss, was f ( x ) = o  f. ii. ergibt. Das System {U~(x)},r ist dann voll- 

sti~ndig. Also kSnnen wir sagen: 

Wenn das Gleiehungssystem (15) ' in der die Koeffizienten r,~ durch die Glei- 

chungen (I2) definiert sind, nut die triviale LSsung x,  ~-o (~-~ o, 2, 4 . . )  im Hil- 

bertschen Raum hat, ist das System { U,(x)[,=o,~,,4... i~ bezug auf  L~g vollstff;Mig. 

Unser Problem der u des Systems {U.,(x)},.=o,.,,~... (Def. A) is t  

also auf das Problem der eindeutigen AuflSsbarkeit der Glemhun~ssysteme (r4) 

und (I5) zurfickgefiihrt. Sie haben die einfache Eigenschaft, VoUstetig im Hil- 

bertsehen Sinn zu sein. Dies ist mit der im folgenden Hilfssatz darzustellenden 

Eigenschaft der Koeffizientenmatrix R ~-(r,~) gleichbedeutend. 

Wir sagen, eine Matrix ist vollstetig, wenn die entsprechende bilineare 
Form vollstetig ist, ~ 

' Man bemerke, dass hierdurch % eine etwas andere Bedeutung als friiher erh~lt, Vgl. S. ! L 
Wir werden die Benennungen der klassischen Arbeiten yon HILBERT [[] und I-IELLIN(4EK 

TOEPLITZ [l], anwenden. 
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Hflfssatz A~: Es seien die Koeffizienten der Matrix R =(r,~) 

c o s z x d x  (v,x = O, 2 , 4 . . . )  
0 

mit den Funktionen U, (x) der Definition A gebildet. Dann ist 

I t = E +  B*, 

wobei E die Einheitsmab'ix und B,* vollstetig ist. 
Beweis: Es ist 

R = E +  R* 

mit E gleich Einheitsmatrix und 

R *  = (r. ~ - -  &. ~), 

[ o , v ~ z  
worin &, die Kroneckersche Symbo!e isL d. h. &~ = ]  

1, Z. 
% 

Wir wollen zeigen, dass R* vollstetig ist. Bekanntlich ist dies der Fall, wenn 

Y % 

konvergent ist. ~ Diese Reihe is~ wirklich konvergenL Wir erhalten 

Z Z ( r .x - -  ~ , .z ) '=  Z (I --2r.,.v -{- Z l ' : x ) .  (I6) 

Gemiiss dem Hilfssatz A, wird 

, . _  = f I.,V 2 f e o s v x d x =  1 + _1 . (x e o s , , x d x .  (17) 
V 

0 0 

Infolge der Parsevalschen Relation erhalten wir weiter 

Y , r '  = g ~ ( x )  d x = l + 2  ~ , , . ~  / L  (x cos  ~x dx  + E, (x)  d x .  (18) 

0 0 0 

(I7) und (18) eingesetzt in (I6) ergibt, da naeh Hilfssatz A 1 E~(x)=  0 ( l ) i s t ,  

~ f f  C" j ~ , ( x ) d x  < oo (19) 

0 

i Vgl. HILBERT [I] S. I50 , 16 4. 
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p 

~_~ soll Summation fiber die Folge yon Indizes v = 2, 4, 6 . . .  bedeuten. Also ist 

R* vollstetig. Der Beweis ist damit  beendet. 

12. Die einfache Theorie der vollstetigen Gleichungssysteme, die yon HIL- 

BERT geschaffen ist, s teht also nun zur Veffiigung, wenn wir die Vollsfiindig- 

keit  des Systems {U,(x)},=o,~.4... (Def. .4,  S. 33) zeigen werden. In bezug auf 

die Relation (19) kann sogar in weitem Umfang die v. Kochsche Theorie der 

absolu~ konvergenten Determinanten angewandt  werden :  Die bisherigen Ergeb- 

nisse reichen aber nicht  hin, um die eindeutige AuflSsbarkeit der Gleichungs- 

systeme (I4) und (I5) zu slehern. Dazu wird eine andere Eigensehaft  der Funk- 

t ionen U,(x) verlangt. U m  sie herzuleiten, brauehen wir eine formale Eigen- 

schaft beliebiger Produkte  
~' (~) = v (x) .  ~ (x) 

yon einer LSsung der Dgl. 

V" + (~ + ~ (x))y = o, 

und einer LSsung z (x) der Dgl. 

z"  + (~ + , ( x ) ) z  = o, 

(x) < L (o, z) (2) 

~0 (x) < L (o, z) (2') 

bei demselben Parameterwert  ~t. Wir  setzen hierbei niehts yon den Spektren der 

Dglen. bei S-L Randbedingungen voraus. 

Es gilt niimlich, dass ein solehes Produkt  u(x) der Integrodifferential- 

gleichung 

L(u) + 2;~u(x) + 2X f u'(t)dt = o (20) 
0 

mit  

L (u) ------ u" (x) + (9 (x) + ~ (x)) u (x) + f [9 (t) + ~ (t)] u' (t) d't + 
0 

z t 

+ f ,~ (t) f ,~(~)u(~:)d~dt + c(u) f ~(t)dt + d(u) 
0 0 0 

(21) 

~" Vgl. H. v. KOCH [I]. Vgl. auch RIESZ [1] S. 33 f" f', S. 39" Die dutch die Relation (I9) 
ausgedriiekte Eigensehaf~ der Matrix i~----(r~) kann leieht dazu angewandt werden, die Vollstgn- 

digkeit des Systems {U~ (x)), , im Kleinen" zu beweisen~ d.h. unter Besehrgnkung v o n f  I~o (@]dx und 
0 

f [ ~ v ( x ) l d x  , was gemgss der Relation 44) zu einer Eindeutigkeit ,,ira Kleinen" der Funktion ~v(@ 
0 

ffihr~. Diese Eigensehaft, die den umgekehrten S-L Eigenwertaufgaben eharakteristiseh ist, ist mit 
einer wohlbekannten Eigensehaft der v. Koehsehen Determinanten gleiehbedeutend. Vgl. Riesz 
[~] s. 38. 



Eine Umkehrung der Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe. 39 

f. ii. geniigt. In  dieser Gleichung ist 

v , ,  ly,(o) ,(o)1 I (22) 
d(u)  : - -  2 ? f ( o )  z ' ( o ) l  

Die Gleichung wird durch einfache Rechnungen  aus (2) und (2') gewonnen.  

Es isf 
u " ( x ) = y " z +  2y'z '  + y z " - ~ - - 2 ] t u ( x ) - - ( q ~ + ~ ) u ( x ) + 2 y ' z '  f .  ii. (23) 

x 

y'  ( , )  ,,' (x) ' ' - f [ (  , ~  = = y (o) z (o) z (t)) y z' + (z + ~ (t)) y' z] d t  
0 

" i - -  y '  (o) ~' (o) - z f , , '  (t) a t  - [ ~  (t) y , '  + ~ (t) y' d e t  
0 0 

(24) 

y' z - -  y z' = - -  e (u) - -  f [q9 (t) - -  ~0 (t)] u (t) dt. 
0 

Aus den Gleichungen (24) und  (25) folgt  

2 y' (x) z' (x) -= - -  d (u) - -  2 ;t f u' (t) d t - -  f [r (t) + ~p (t)] u' (t) d t - -  
0 0 

--c(u) f ,~(t)dt-- ~(t) f ,d(~)u(~)d~dt. 
0 0 0 

(25) 

Dieser  Ausdruck fiir 2y'(x)z'(x), in die Gleichung (23) eingesetzt,  gibt  die ver -  

langte Gleichung (20). 

Aus der Gleichung (20) kann  man eine Formel  herlei ten,  die die Rolle einer 

Greenschen Formel  fiir diese Gleichung spielt. W i r  f i ihren zuerst  eine abgekiirzte 

Schreibweise ein. Unter  der  ,,belasteten Integration" des Produkts  zweier Funk- 

t ionen u(x) und v(x) wollen wir folgende Opera~ion vers tehen:  

72 ~ 

, f  , f )1 I(u(x), v(x)) = ~- [u(x~v (x)--u'  (x)v(x)]dx= u(x)v '(x)dx--  I �9 - u (x) v (x  (26) 
2 

0 0 0 

(Die Reihenfolge der  Glieder u (x) und  v(x) ist also wesenflich). 

Es seien nun  y(x) und  z (x) L5sungen der  Dglen. (2) bzw. (2 ')bei dem Para- 

mete rwer t  ~-~ 5tu, dann  setzen wir 

u (x) = .v (*) .  ~ (*), (z = z,,). 
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Es seien weiter ~7(x)und 

meterwert Z = Z~ und 

0(x) L6sungen yon (2) bzw. (2') bei dem Para- 

v (x) = ,~ (x) 0(-), (z = z,,), 

so dass u (x) und v(x) LSsungen von (2o) fiir 2 = 2,, bzw. 2 = 2~. sind. 

h~lt man 

4 (z,, - z , )  s [(,~ cx),.~ ~z)), (7 (~) 0(x))] = 

I (-) (x) I 
I I  �9 sx (:~)z' (x) l Iv' (z) 0' (~)1 l y' (x) v' (x) l z' (x) 0' (x) l 

I . ( ' ) 0 ( ' ) 1  + y' (x) 0' (-) 

§ 

II ~' (x) n' (x) 

Dann er- 

(27) 

Diese Formel erhiilt man durch teilweise Integrat ion yon f L (u) v' dx. 
0 

wird zuerst 

Es 

f [L (u)v' + L(v)u'] dx = u' (x) v' (x) /  w ,[" l,(t) d(t) dt. f 
0 0 0 O 

~,(t)a(t)dt-- 

- .(,,) j el . l j  
0 0 

u(t)J(t)dt + 

" i i i )/ +.(~)( f (++V,),"dt+ ~(t) a(.).(=)d, dt+~(,,) ~(t)dt+,~(,,) + 
0 0 O O 0 

z t x / 

+ v (x ) ( j  (qg-l-~p)u'dt+ j'~(t)f ~c(~)u(~)d~dt§ c(u) f d(t)dt+ d(u)) . 
0 0 0 0 0 

(28) 

Mit Hilfe der Gleiehungen (2) und (2') kSnnen die Integrale der ersten und 

zweiten Zeile rechts in Determinantenform geschrieben werden, z.B. wird 

f ,(t)~(t)dt= ] ~ (~) ~ (~) 
I ~'(~) ~" (~) ["  

0 0 

Beachtet man die Definition der Konstanten c(u) und c(v), so gehen die ent- 

sprechenden Glieder der ersten und zweiten Zeile nach einigen einfachen Reduk- 

tionen in 
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_ y (.~)z (x) (~) ; (x) 

0 

fiber. 

Die letzge Zeile yon (28) wird mit Hilfe des Ausdrueks fiir das Produkt  

S. 39, auf die Form 
2 y' (~) z' (x), 

(~) ( -  2 y' (x) ~' (x) 
0 0 

gebracht. Analog reduziert man die vorletzte Zefle. Rechts yon 

hierdureh nun der Ausdruck 
~g 

- '  (x) v' (x) - ~ v (x) y' (x) ~' (x) - 2 .  (~) n' (~) ~' (x) [ 
0 

(28) kommt 

vor. Man sieht n ach leichten Rechnungen ein, dass er auf die Form 

_ r l ,  (x/i ( tl r 
[I y' (x) v'Cx) I1 ~' (x) ;'(x) I y' (~) ~'(~)1 I ~' (~) v' (x) l]o 

gebraeht werden kann. Nach diesen Reduktionen enth~ilt das rechte Glied yon 

(28) nur den Ausdruck rechts yon (27) (mit umgekehrtem Vorzeichen) nebst den 

Gliedern 

0 0 0 

Bringt man diese in das linke Glied yon (28), wendet die Gleiehung (20)und die 

Definition der belasteten Integration (26) an, so erhgl~ man leicht die verlangte 

Formel (27). 

Anm. Offenbar kSnnen analoge Formeln hergeleitet werden, wenn anstat t  

der Gleichungen (2) und (2') Gleichungen der Form 

d--~ x + (Z ~ (x) + g (x)) y = o 

gegeben sin& Dies dfirfte in den F~llen yon Nutzen sein, in denen p (x) und 
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Q(x) NuUstellen haben oder anderweitig nicht  die Bedingungen dafiir befrie- 

digen, dass obige Gleichung auf die Liouvillesehe l~ormalform (2) gebraeht  wer- 

den kann. 

Mi~ Hilfe der Greenschen Formel  (27) kSnnen wir nun eine Eigensehaft  des 

Systems {U,.(x)},=o,2,4... herleiten, die den Beweis der Vollstiindigkeit unter  der 

einzigen Voraussetzung q~ (x) ~ Lg,  ~p(x) ~ L g  ermSglieht. Zuerst  erinnern wit  

an folgende Definition : 

Das yon den beiden Folgen beschr~,i.nkter Funkt ionen {U,(x)},.=0,~,,4... und 

{ J'~(x)}~,=o,2,4... gebildete System 

{ U ,  (x), V ,  ix) } ,  = 0, 2 , , . . .  

soil im Intervall (o, z) biorthogonal und normiert  heissen, wenn 

f U'(x) Vt~(x)dx:I~ Y=~ v= ,t 
o 

gilt. 

Die genannte Eigenschaf~ spreehen wir nun in folgendem Hilfssatz aus. 

Hilfssatz As: Es sei das Funktionensystem { U,(x)},=o,2,4. dureh die Defini- 

tion A festgelegt. Dann gibt es ein System { V,(x)},=o,2,4... beschrh'nkter Funktionen 

mit V, (x)~ L~ g so dass das System 

{ U,(x), V,(x)},.=o.2,4... 
biorthogonal und normiert ist. 

Beweis: Wir  beweisen zuerst die Behauptung flit ~ :> o. Wir wenden dabei 

die zu den Dglen. (I) und (I') gehSrige Formel (27) an. Gem~ss der Definition 

A S. 33 ist U, (x) fiir �9 = 2 n § 2 mit  der Funkt lon  Yn (x)zn (x) verkniipft. Wi t  

wollen deshalb die Funkt ion  u(x) der Formel (27 )~yn(x )z , (x )w~h len .  Also 

wird auch ~u----~n (~n gleich dem n: ten  Eigenwert  der Aufgabe A). Offenbar soll 

nun die Funkt ion V~ (x) (/~ ---- 2 m + 2) mit  Hilfe der Fank t ion  v (x) = ~2 (x) ~ (x) 

(Formel (27)) so definiert werden, dass ~ = ~m wird und dabei folgende For- 

derungen befriedigt sind: 

]) f U , (x)V~(x)dx  soil, vom Fak~or 4(~--)~m) abgesehen, mit  dem linken 
o 

Glied yon (27) iibereinstimmen. 

2) das entspreehende rechte Glied yon (27) soll verschwinden. 

3) u,. (x) r ,  (x) d = i. 
o 
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Denn dann folgt aus I) und 2) und der Formel (27) 

4(,~m - -  ;tn) f U,,(x) V g ( x ) d x - ~  o ,  
0 

also, da immer ),~ =~ )~ ist, wenn m ~ n ist, 

I U,, (x) V~, (x) d x  = o, ~ :4 l~ (29) 
0 

(v,/~ > o) und aus 3) die Normierung des Systems. 

Um diese drei Forderungen zu befriedigen, werden wir yon der Form des 

linken Gliedes yon (27) veranlasst, V,,(x) wle folgt zu w~ihlen: 

V2,+2 (x) ~- (ffn(;TC)~n(X))' ( ,  = o, I, 2 . . . ) ,  (3 O) 

worin y.(x) eine durch (7) festgelegte Eigenfunktion der Eigenwertaufgabe A und 

~n(x) eine LSsung der Dgl. 

, "  + (z + g , ( x ) ) ,  = o, ,/ ,(z) < L g  (, ') 

fiir Z = Z, (gleich dem n:ten Eigenwert der Aufgabe A) sein sollen. 

Infolge der Randbedingungen R~: y (o) ~- y (re) = o finder man, dass (~---- 2 n + 2) 

0 0 

woraus folgt, dass die Forderung 1) befriedigt ist, d.h.  es gilt 

f u ,  (x) v, ,  (x) d ~ - -  - -  I [(y,~ (x) z,, (x)), (urn (x) 5~ (x))]. (3 :) I) 
0 

2) Setzen wir in (27) 

d. h. y = y , ,  z = z , ,  ~7 = Y,,,, ~ = ~ ,  finden wir sogleich, dass das rechte Glied, 

sogar unabh~ingig yon der Wahl der Funktion ~m(x) verschwindet, so dass die 

Forderung z) befriedigt ist. 

3) Die Forderung 3) ist, gem~ss der Relation (32), einer Anfangsbedingung 

fiir ~(x)  in einem beliebigen Punkt  x-----x0 gleichbedeutend. Es ist nach (26) 
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~- I / ' , 
I[(yn(X) gn (X)), (~ln(X) bn (X))] ~-- ~ d [(Un gn) (yn Cn) --(ynF.n) (Vn gn)] d x  = 

o 

0 

Da nun die Wronskisehe Determinante 

dx. (33) 

w(z)  = I ~- (~) ~-(~)1 
I *; (*) ~; (x) I 

einen yon x unabh~ingigen Wer t  hat, folgt die obige Behauptung, und die For 

derung 3) ergibt, 

legung (7), 

wenn x o = ~ gew~ihlt, wird, in bezug auf (32) und die Fest. 

(~) (~),(~) ~~t---  ~ = - V  2. (34) 

Wird ~n (x) gem~ss (34) gewghlt, was immer mSglieh ist, folgt aus obigem un- 

mittelbar die Biorthogonalit~t un4 Normierung des Systems { U, (x), V, (x)},=2, 4, 6... 

~n(x) ist aber nieht eindeutig bestimmt. Wir kiinnen noch eine Anfangsbedingung 
Yg 

im Punkt  x0 = -  vorsehreiben. Sie wird wie folgt gewiihlt: 
2 

(-:) ~2k ~-  0 

(35) (~) ~k+l = O ,  k = o ,  1 ,2  . . . . .  

Dann bilden (34) und (35) ein lineares Gleiehungssystem ffir die Unbekannten 

~n(~) uo~ ~ ( ~ )  ~ ~mor ~ o ~  ~ wenn nur 

(~) (~) z~ k r o, z2k+l ~ o (36) 

gilt (d. h. z,~(x) daft  nicht die Anfangsbedingungen (35)befriedigen). Dies ist 

aber der Fall. z,(x) befriedigt die Relation 

zn (*) = ( -- I)n zn (~ --  x), (9') 
wora l lS  
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Z 2 k  ~ O~ 2 ' 2 k + 1  ~--- O 

folgt. Da f z:~(x)dx = V ~  ist, miissen die Bedingungen (35)befr iedigt  sein. 
0 

Die Wahl der Anfangsbedingungen (35) hat nun die Eigenschaft V, (x) = 

= V,(z--x) d. h. 
v .  (x) < L ~ g (37) 

zur Folge. Denn aus Symmetriegrfinden folgt (vgl. Hilfssatz A1) 

und die Funktionen y~(x) befriedigen die Relation (9). Dies ergibt naeh der 

Definition (3o) die Behauptung (37). 

Sehliesslich: die behauptete Beschr~nktheit der Funktionen V, (x)(~ > o) ist 

offenbar, so dass alle Behauptungen fiir v > o bewiesen sind. 

W i r  definieren nun 
I 

Vo (x) = ~ .  (3o') 

Gemiiss der Definition A und (3o) erhiilt man in bezug auf die Relationen (3 x) 

;U,(x) Vo(x)dx=/Uo(x) V,(x)dx~{O, ~ o  
0 0 I~ ~ ' ~ - - 0  

Da Uo(x), Vo(x ) beschr~inkt sind und < L~g, ist hiermit der Hilfssatz end- 

giiltig bewiesen. 

13. Es ist nun leicht, die Vollst~ndigkeit des Systems {U,(x)},=o,e, 4, 
(Def. A) zu beweisen. Bevor wir zu diesem Beweis iibergehen, fiihren wir H*L- 

~ERTS klassisches Ergebnis hinsichtlich vollstetiger Gleichungssysteme an. 

Alternat ivsatz-  Wenn die Matrix R = (r~.~) (r, z = o, 2, 4 -.-) yon der fol- 

genden Form ist: 
R = E + R * ,  

wo E die Einheitsmatrix und B* vollstetig ist so gilt: 

Entweder hat das unhomogene System 

Z r,.~ a~---o:, (,, ~-~ o, 2, 4 . . .  ) (I4) 
x 

und gleiehzeitig das transponierte System 
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Zr,~a:=a',, ( x = o , : 2 , 4 . . . )  (14') 

fiir beliebige rechte Seiten yon konvergenter  Quadra tsumme eine eindeutig best immte 

LSsung yon konvergenter  Quadratsumme,  oder das homogene System 

= o  (,,= o, 2, 4 . . . )  
x 

und gleichzeitig das t ransponier te  System 

(x=o ,  4 . . . )  ('53 

besitzt mindestens eine nicht  identlseh verschwindende LSsung yon konvergenter  

Quadra tsumme 1-. 

Wir  spreehen auch zwei Folges~ttze aus. 

Folgesatz 1: Es seien unter  denseiben Bedingungen wie im hl ternat ivsa tz  

die Systeme (I5)und (I5') 15sbar. W e n n  tx i~  ( i = - I  2, j) die l inear unab- �9 .1 , " ' "  
h~tngigen LSsungen des Systems (15') sind, so ist fiir die L5sbarkei t  des un- 

homogenen Systems (I4) notwendig,  dass 

~ , x ~ ) a , . = o  ( i =  i, 2 , 3 . . . j )  

gil~. Entspreehendes gi l t  fiir das t raasponier te  System (I4') ~. 

Folgesa tz  2: Dami t  die Systeme (~5) und (15') unter  der Bedingung 

R = E + R* nur  die triviale LSsung x,  : o (~ : o, 2, 4 �9 �9 .) im t t i lber tsehen Raum 

haben, ist  notwendig  und hinreiehend, dass eine der  quadrat ischen Formen 

fiir alle {x,.} mit  v " ,.~ X;, ~-- I 

>---m "~ > 0 

ist. 

14. 

Systems 

In  dieser Nummer  sollen die S~ttze der Vollst~ndigkeit  hinsichtl ich des 

{U,(x)},=0,2,4... bewiesen werden. Wi r  sprechen sie jedoch mit  Hi l fe  

Vgl. z.B. HELLIN'GER-TOEPLITZ [I] S. ]4o 9 f. 
Vgl. die Bedinguug: notwendig und hinreichend, z. B. bei HELLINOER-ToEH.ITZ [I] S. I4l. ~, 

H I L B E R T  [ I ]  S .  168 f. 



2. Zu jeder Zahlenfolge {e~},=o, 1,2... 

eine Funktion f(x)  < L ~ g, fiir die 
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des anfiinglichen Systems {yn(x) z.(x)},=0,1,2.., aus. Weiter  brauchen wir Ana- 

loga des Riesz-Fischerschen Satzes und der Parsevalschen Relation. Sie werden 

auch hier bewiesen. 

Unser erster Satz der u bezieht sich auf den Raum L ~ g. Es 

ist der folgende: 

Satz A~: .Es sei alas Funktionensystem {y,~ (x) z,  (x)},=o, 1, 2... mit den dutch (7) 

festgelegten .Eigenfunktionen tier Eigenwertaufgaben A bzw. A'  gebildet. Dann gilt 

I. Das SyStem ist in bezug auf  L~ g vollstdndig. 
oo 

mit ~ e~ < o0 gehiir t ei~deutig in L 2 g 

f f(x) dx = o 
0 

e , - - - - - f f (x )y , (x )z , (x )dx  (n = o ,  I ,  2 . . . )  
0 

~st. 

3. Es gibt zwei 

M, so dass 

yon f (x)  unabhdngoe, endliehe, positive Konstanten m u n d  

oO ~ Or 

m' Z e'. <- f f ( x ) d x  <- M" Z c,~ 
7~=0 0 n ~ O  

gilt. 

Beweis: 1. Das System {U,(x)},=o,~,4 . . . .  der Definition A ist in bezug auf  

L'-g vollst~ndig. Denn das entsprechende Gleichungssystem (I5) hat nur die 

triviale L5sung x , = o  ( v = o ,  2, 4 . . . .  ). Hiitte ni~mlich (I5) eine nichttriviale 

LSsung, so mass, well R ----- E + R* ist (Hilfssatz A~), auch (I 5') eine nichttriviale 

LSsung haben (Alternativsatz). Es sei {x,},=o, 2.4... eine solche L5sung, die wir 

so w~ihlen k5nnen, dass .~x,----- I wird. Da aber auch das System (I4) immer 

eine LSsung besitzt, wenn die a, durch (I3) definiert sind, folgt aus dem Folge- 

satz I, S. 46, dass 

Zx.,.=o= f /(x) U.(x)dx 
y i, 0 

fiir jede Funktion f(~) < L2g sein muss. Dies ist aber unmSglich. Denn in der 

Folge {x,},=0,2,4.. muss es mindestens eine Zahl x t, # o geben, es sei z. B. 
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x , . = o  fiir v<#~, x s # o .  Dann wghlen w i r f ( x ) =  V ~ ( x ) < L  ~g und erhalten 

gemi~ss dem Hilfssatz Aa den Widerspruch 

Z X~ a% ---~ X~r ~g O. 
q~ 

Also kann (I 5) nur die triviale LSsung x , = o  ( v = o ,  2 , 4 . . . )  haben, und 

das System {U,(x)},=0,2,4:.. ist infolge der Aussage yon lqr. I I S. 3 6 in bezug 

auf L~g vollstgndig. 

Hieraus folg~ fast unmittelbar die erste Behauptung des Satzes. Gilt hi, m- 

Ilch (f(x) < L ~ g) 

~g 

f f ( x )  vn ( ~ ) ~  (x) d x  = o (,, = o, i, ~ . . . ) ,  
0 

so erhglt man, da nach dem Hilfssatz A 1 and der Def. A 

' fy.(X).n(X)dX-- U2n+2(x) = V~ ( 
0 

ist, 

und also auch 

f f ( x ) d x  + o ( I ) = o  
0 

(') I - C O S ( 2 n + 2 )  x ) + O  n 

f f(x) U, (x)dx = o (~ = o, 2, 4 . . . )  
0 

d. h. f ( x ) -~  o f. ~. 
2. Die entsprechende Behauptung hinsichtlich des Systems { U,(x)},=o,~, , .  

(Def. A) ist richtig. Denn in der Abteilung I dieses Beweises ist gezeigt, dass 

das Gleichungssystem (15) nur die triviale L5sung x,----o (v----o, 2, 4 . - . ) h a t .  

Infolge /~ = E § R* und des Alternativsatzes hat  dann das Gleichungssystem (I4) 

fiir jede Wahl der Folge {a,},=0.~_.4... mit ~ < ~ eine eindeutig bestimmte 

LSsung, es sei {a,,},.=o,~.,~... die der Folge {~,} entsprechende LSsung, Dann gibt 

es well ~ a~ < or ist, gemi~ss dem Riesz-Fischerschen Satz eine Funktion < L~y 

f ( ~ )  ~ y ,  ~ c o s  ~ ~, 
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fiir die man mit  Hilfe der Parsevalsehen Relation und den Gleiehungen (I4) 

finder: 
yf 

0 z 

Infolge der Voraussetzung ~ c~ ~ oo kSnnen wir auf diese Weise speziell 
~0 

die zu der Folge {a,} mit a 0 ~- o, a2~+2 = -- e, geh5rige Funktion f(x) bestimmen. 
Sie ist gemitss dem Ergebnis der Abteilung I dieses Beweises in Ls9 eindeutig 

bestimmt. Nehmen wir auf die Definition A der Funktionen b% (x) Bezug, folgt 

sogleich aus den Relationen (38), dass diese Funktion f(x) die behauptete ist. 
3- Das Gleiehungssystem (I4) stellt eine beschr~nkte Transformation im 

Hilbertsehen Raum dar. Also gilt 

I 
worin - -  die obere Sehranke dieser Transformation istk Wei ter  gilt, gem~iss dem 

~t 2 

Folgesatz 2, infolge der eindeutigen AuflSsbarkeit des Gleiehungssystems (I4) 

~, _ _  ~ I 
> o, (39) 

i 
wenn wir die Konstante  m ~ dieses Satzes dureh ~-~ ersetzen. Aus diesen Un, 

gleiehungen erha]ten wit mit  der obigen Wahl  a 0 -~-o, a2~+~---~- e, und in be- 

zug auf die Parsevalsehe Relation 

0 

die Behauptung 3- Hiermit  ist der Satz bewiesen. 

Die Vollst~ndigkeit in bezug auf L~g eines Funktionensystems hat  nicht 

allgemein die Vollstitndigkeit in bezug auf L g zur Folge. Wir  miissen deshalb 

diese letzte Eigenschaft  unseres Systems gesondert beweisen. 

Vgl. z. B. RIESZ [I] S. 79, 8I. 
4-632046 Acta ma~hemat/ea. 78 
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Satz A~: Das Funktionensystem {yn(X)Zn(X)},=O.L',_ .... das im Satz A1 de- 
finiert ist, ist in bezug auf L g vollstdndig. 

Beweis: Wie im Satz A~ folgt die Vollstiindigkeit des Systems 

{y~ (~) & (*)l,,=0, ~, ~.. .  

aus derjenigen des Systems_{ U~(x)},=o.~, 4... der Def. A. Wir" brauchen deshalb 

die Behauptung nur fiir dieses System zu beweisen. Dabei gehen wir so vor, 

dass wir d a s  Gleichungssystem (I4) wirklieh auflSsen. Zu diesem Zweck bilden 

wir mit den Funktionen V,(x) des Hilfssatzes A s die Koeffizienten 

e , . ~ - = / F , ( x ) ~ c o s z x d x  (v, z = o ,  2, 4 . . i ) .  ~ 
0 

Wir wollen zeigen, dass diese Koeffizienten folgende Eigenschaften haben: 

I) Z r,,t, Oulr = / O, V ~ X  

2) ? = (~,~) = E + P * ,  

wobei E die Einheitsmatrix und P* vollstetig ist. 

3) 2 ~ l e , ~ l  < oo.  

und 2) befriedigt, erhiilt offenbar das LSsungssystem yon (I4) fol- Sind I) 

gende Form 

oder 

a~ = ~ {}~ e6. ( x = o ,  2 , 4 . . .  ) 

0 ' 0 

und diese Relationen sind fiir aUe f ( x )< L~g giiltig. Infolge der Eigenschaft 3) 

kSnnen wir. aber die Integrations- und Summationsordnung umkehren, so dass 

wir erhalten 
r 

0 * 

I ES soll immer V ~  cos x x  fiir z = O durch ~ ersetzt werden. 
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V ~ c o s  x x und ~ q~. U,(x) stetig sind und zu L~g gehSren, folgt Weil nun 

also (f(x) beliebig < L~g) 

/ ~ c o s  • = ~.~ q,~ U,(x), (x = o, 2, 4 . . . ) ,  

und die Reihe ist absolut konvergent, t t ieraus folgt unmittelbar, dass jede Funk- 

tion g(x)< Lg, fiir die fg(x)U,(z)dx=o (~ = o ,  2, 4 . . . )  gilt, auch den Rela- 
0 

tionen f g ( x ) V ~ c o s , x d x = o  (~,=o. 2,4. . .  ) geniigt, d . h .  g(x)-~o f. ii., 
0 

woraus die Behauptung folgt. 

Wir  brauchea also nur  noch obige Eigenschaften I), 2) und 3) zu beweisen. 

I) folgt aus dem Hilfssatz A3: 
/,g 

~,, . . ,~e~,.  = (x) V ~ ( x ) d .  = 
I ,  '/Y ~ :g. 

0 

2) Wir  setzen ~ = 2 n + 2 und 

yn (~) 5, (X) = ~'~ (~'). 

Die Funktion yn(x) ist im Hilfssatz A1 durch die Relation (IO)abgeschgtzt. Die 

Dunktion ~n(x) ist im Hilfssatz Aa durch die Anfangsbedingungen (34), (35)fest- 

gelegt. Daraus folgt leicht 

4 

I COS ( ~  + I ) X  -'[- ( ~  -I- I )  ~ '  Cn (x) = ,, ~ 

worin R,+I ( x ) =  0 (I), d x \ n + I ! O(1) ist. Also wird (~ = 2 n + 2) 

1 4  - I sin ( 2 n +  2) x +  ( 2 n + 2 )  "~' (40) V~, (X) = 2 ',* q- 2 

una nach der Definition yon V, (x) (3o), (30'): 

V,(x)=  e o s ~ x + I  d ; ~ ( , ,= o, z, 4 . . . )  (40 

mit 
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) .~ , (X)-~ 0 ( I ) ,  ~ ~ . E , ( x )  ~- O( l ) .  

Wie im Hilfssatz A~ folg~ nun die Eigensehaft 2). 

3) Wit  seh~tzen die Koeffizienten 

~*'x-~- V~ X COS XX + X 

0 0 

sin xx v,(x) dx (42 ) 

ab. Fiir ~,, # 0 erhiflt man mit Hilfe der Gleichung (20) (v = 2 n + 2) 

worin wir 

f f z sin xxv,(x) dx= ~ ,  
0 0 

sin xx(v:; -t M (v,.)) dx, 

L (v,) - -  2 Z,, v ,  (o) - -  v :  (x)  = M (v,) 

gese~zt haben. Es 

teihveiser Integration 

(43) 

sei weiter 4;L,, # x ~, v # x, so erhi~lt man nach zweimaliger 

f v : (x )  sin x:~dx= - - x  v,(x)cos x x / - - z ' ~  v~(x)sin 
0 0 0 

zxdx.  

Setzt man dies in die Gleiehung (43) ein, 

fachungen 

yg ,,~ 

x f  sin zxv,(x)dx= z' / 4 ~,, - -  ~ v,.(x) cos x x 
0 0 

erhi~l~ man nach leichten Verein- 

4,~-__z, M(v,)sinzxdx. (44) 
0 

Fiihren wir schliesslich die Ausdriieke fiir M(v,) und L(v,) ein, und wenden wit 

die Rela~ionen (4o) an, so erhalten wir naeh einigen teilweisen [ntegrationen aus 

(44) und (42) die Abschiitzung 

[O,,,~[ < [ 4 Z  _ z ~ ]  I + (K Konstante), t45) 

die also fiir s ~ o, 4 s # • # v 2 # o giiltig is~. Hieraus folgt unmittelbar die 

Eigenschaft 3), well nach Satz I, Kap. i s (n ~) ist. Hiermit  ist der Satz 

bewiesen. 

Anm, 1. Beschr~nkt man sich auf das Studium der Funktionensysteme 

{U,.(x)},=o, 2.4... und {V,(x)},.=o,o,,4 .... so kSnnen allen Ergebnissen eine mehr 



Eine Umkehrung der Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe. 53 

symmetrische Form erteilt werden. Nehmen wir auf die Eigenschaft 2) (ira 

Beweise yon Satz A2) Bezug, so finden wir leich~, dass auch das System 

.{ V~(x)},=o,2,4 .. in bezug auf LZg vollstiindig ist. Is t  dann f ( x )  eine beliebige 

Funktion < L ~ g und 

a .... f f ( x )  U~(x)dx,.~, = f f ( x )  V,(x)dx, 
O. 0 

so erhi~lt man eine einfache ,,Parsevalsche Relation" in der Form 

ff(x)dx=Z~,g,. 
0 

und 

Der Zasammenhang zwischen den beiden Funktionensystemen { U,.(x)},.=o,2,4... 

~/1/_2 I kann besonders einfach ausgedriickt werden. Es ist COS ~ X l r = 0 , 2 ,  i . .  " t v  z 

/ / ~ c o s z x = ~ _ ~ Q , ~ U , ( x )  (x = o, 2 ,4 . . . ) .  

U,(xl=-~r,,~cosxx (v = o, 2 , 4 . . . ) .  

B e i d e  Reihen sind absolut konvergent (was fiir die letzte Reihe wie im Satz As 

fiir die erste bewiesen wird), die Matrizen R = (r,~) und P =  (q,~) sind yon der 

Form E + B* bzw. E + P* (R* und P* vollstetig), und es ist 

I o i ~, + x 

/* 

Anm. 2. Man erhiil~ aus den Formeln (39), dass die Konstante M des Sat- 

zes A~ >-- I ist. Mit Hilfe der Relation (4 i) erhiilt man fiir f ( x ) =  V,(x): 

/ M2 Z c t :  = M 2 ~_ Z a,~ = V~ ( x ) d x =  I + 0 -->I,  v - ~  oo.  

r ~' 0 

18. 

setzen 

Die Eigenwertaufgabe B. 

In der Eigenwertaufgabe B:  

~v" + (~ + ~(~))v=o ~(x)<Lg 
! v'  (o) = v' (~) = o 

wir gemgss 2) S. 31 nut  das reduzierte Spektrum 

( I )  

(R2) 

als bekannt voraus. 
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Hierdurch, wie auch durch die neuen Randbedingungen R~, werden einige Modi- 

fika~ionen im u zum Verfahren bei der Eigenwertaufgabe A notwendig, 

die wir kurz angeben werden. 

Wir  nehmen wieder an, es gebe noch eine Eigenwertaufgabe 

B': ~z" + (~ + ~(x))z = o ~p (x) < L g  (I') 
( ~' (o) = ~' (~) = o (R , )  

(~0(x) soll die Bedingung (3 t) befriedigen), deren reduziertes Spektrum mit dem der 

Eigenwertaufgabe B iibereinstimmt. 

Wir fiihren zuerst ein modifiziertes t t i lfssystem dureh folgende Definition B 
ein : 

I 
V o (x) - -  

I 
u s n  (x) = yn (x) ~. (x) - ~ y~ (o) ~ (o) ( .  = ~, 2, 3 . . . ) ,  

wobei y,(x) und z,. (x) dutch die Bedingungen (7)festgelegte Eigenfu~ktionen der 

Eigenwertaufgaben B bzw. B '  sein sollen. 

Die Vollst~ndigkeit dieses Systems wird mit  Hilfe der entsprechenden Glei- 

chungssysteme (I4) und (I5) bewiesen, dem Verfahren im Fall A analog. Durch 

formale Erweiterung erhalten wir analog den entsprechenden S~tzen A: 

B ,  : U,.(x) < L ~ g, U,  (x) = | / / ~ -  cos ~ x + E ,  (x____~) (~ = o, 2, 4 . .  -). Hi l f s sa t z  
v ~ 

Hilf,, , R* = f  
0 

Hieraus folgt, dass die Gleichungssysteme (i4) und (I5) vollstetig sin& Die 

eindeutige AuflSsbarkeit dieser Systeme wird dureh folgenden Hilfssatz gesiehert. 

Hilfssatz Bs: Es sei das Funktionensystem {b;(x)},=o,~,, .... dutch die Defini- 

tion B festgelegt, Dann gibt es ein System { V, (x)}, = o,~,,4.., besehriinkter Funktionen 
mit V, (x)< L~g, so dass das System 

{ U,. (x), V,. (x)},.=., ,, ,;... (46) 

biorthogonal und normiert ist, wdhrend fiir Vo (x) gilt." 

( 1 o,~, 4 o 
�9 u, ,  (~) Vo (~) d x  = I ~, �9 = o.  (4~) 
0 
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Beweis: Die Behauptung hinsiehtlich des Systems (46) ( v > o )  ist der im 

Hilfssatz A s fiir v > o analog. Wir  w~hlen hier 

v,,.,~ (x) = (vn (x) 5, (z))' (,  = ~,2, 3 . . . ) ,  (4s) 

wobei y,,(x) die dureh die Bedingung (7) festgelegte n:te Eigenfunktion der Auf- 

gabe B und ~n(x) eine LSsung der Dgl. (I') fiir den n: ten  Eigenwert it = itn der 

Eigenwertaufgabe B sein sollen. Dann gilt (vgl. die Forderungen I), 2) und 3) 

im Hilfssatz Aa) fiir v = 2 n, # = 2 m: 

I) f v ,  (x) r~ (x) dz  = Z[(Vn (x~ ~ (z)), (v~ (x) ~ (x;)], (3z') 
0 

denn rechts steht naeh der Definition (26) 

r / I 
(v~ (x) ~ (x)) (v,~ (~) ~,. (~))' a x - ~ v,, (~) ~ (x) v~ (~) 5~ (x) , 

0 0 

was infolge der Eigenschaft y,~(z)zn(z)-----yn(o)zn(o)(ttilfssatz B~)in 

f (y,,(x)zn(x)) (ym(x)~m(x))' dx I - -  2 y~ (o) z~ (o) [Ym (x) ~ (x)]0 (49) 
0 

iibergeht. Gemi~ss der Definition B hat  aber der Ausdruek links yon (32') ge- 

fade diese Form (49)- Die Relation (32') is t  damit bewlesen. Die Konslanien 

I 
~- y~ (o) z~ (o) sind gerude zu diesem Zweek in die Funktionen U, (x) eingefiihrt. 

2) )'iir u (x) ~-~ yn (x) z~ (x) und v (x) = y~ (x) ~m (x) versehwinaet das rechte 

Glied yon (27) , unabhiingig yon der Wahl  der Funktion ~ (x). 

Die Funktion ~m(x) kann nun eindeutig bestimmt w~rden, wenn man die 

Eigenschaft 

0 

und die Effiillung der Anfangsbedingungen (35) verlangt (vgl. Hilfssatz Aa). 

Aus I), 2) und 3) fo lg t  die Biorthogonalit~t und Normierung des Systems 

(45) (vgl. Hilfssatz As). Aus 3) und (35) folgt V~,(x)~L~g und es sind die V,,(x) 
beschriinkt. Die Behauptungen fiir ~ > o sind damit bewiesen. 

Um die Behauptung (47) zu beweisen, gehen wir wie folgt vor. Wir setzen 

Vo (~) = (Vo (x) ~o (x))', (48') 
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worin yo(X) die dureh (7) festgelegte o:ge Eigenfonkt ion der Aufgabe B ist und 

~o(X) eine I~sung  der D g l .  (i') fiir den o : ten  Eigenwert  2 ~ 2 O  der Eigenwert~ 

aufgabe B, es sei 2 o ein Eigenwert  der Eigenwertaufgabe B '  oder nicht. Wir  

w~hlen ~0(x) so, dass sie die Anfangsbedingungen (35)fiir ~ ~ 2k--~ o befriedigt,  

d . h .  es soil 

sein. Dann versuchen wir diese LSsung so zu bestimmen, dass sie die Bedin- 

gung der Behauptung (47): 

Uo (,~) ro  (x) d x = ~ (~o (,~) ~;o (~) - -  Yo (o) ~o (o)) = ~ (So) 
0 

befriedigt. Wie friiher folgt  aber nun  aus der  Symmetrie  der Funkt ion  ~)(x): 

~o(~) = --~o(~ " x ) ,  

und da Yo ( x ) =  yo(z~-  x) (,gl. G1. (9)) ist, geht  also (5 o) in 

fiber. Die Relation (5I) kann aber immer dureh angemessene Wahl  der Funk- 

tion ~o(Z) befriedigt werden. Denn erstens ist .qo(~)~ o, weil y ~ ( ~ ) = o  und 

fyo'(X)dx=l/~2~ ist. Zweitens ist aueh ~0(z~) immer ~ o ,  wenn ~o(X)~O ist, 
0 

denn 2O ist sicher ~ ~1 (der erste Eigenwert  der Eigenwertaufgaben B und B'), 

und dieser gemeinsame Eigenwert  der Eigenwertaufgaben B und B '  ist gem~iss 

STuR~S Oszillationssatz dadurch charakterisiert,  dass die entsprechenden Eigen- 

funkt ionen yj (x) und z~(x) nu t  eine Nullstelle im ot~enen, infolge der Rand- 

bedinguSgen R~: y' (o) ~ y' (g) ---- o sogar im abgeschlossenen Intervall  ( o ,  z~ 

haben. Dasselbe muss dann aueh yon ~o(X) gelten. Also kann ~o(x) so gew~ihlt 

werden, dass aueh die Relation (5 I) befriedigt wird. 

Wi t  braochen also nu t  noch die Orthogonalit i i t  zu beweisen: 

f U, (x) F'o (x) dx  = o, ~ > o. 
0 

Diese folgt sogleieh aus der Oreensehen Formel (27), denn man  findet leieht, 

class die obigen Forderongen I) und 2) befriedigt sind, aueh wenn /t ~ o, ~ > o 

ist, und ferner  ist immer /t, ~ 2O, wenn n ~ o. 
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Aus obigem folgt nun allgemein ~ ( x ) ~ L ~ g ( ~  > -- o) und V,(x) besehr~nkt, 

was den Beweis beendet. 

Allm. Wenn wir vorausgesetzt hgtten, es sei auch go ein gemeinsamer Eigen- 

weft  der Eigenwertaufgaben B und B', so hgtten wir n icht  obige spezielle Unter- 

suehung hinsichtlich der Funktion Vo(x) gebraucht. Es wird sieh aber zeigen, 

dass hinsichtlieh des Problems P die Voraussetzung, dass go bekannt  sein soil, 

iiberfliissig ist mad hinsichflich des Problems P* keine Voraussetzung mi~glieh 

ist, wenn "die iibrigen Eigenwerte vorgeschrieben werden, weil gemiiss den Er- 

gebnissen im Gebiete des Problems P go sich als yon diesen Eigenwerten nieht 

unabhKngig erweist (vgl. Nr. I8). 

Die Sgtze der Vollstiindigkeit k/~nnen nun bewiesen werden. 

f~ ta  B1: Es  sei das Funktionenaystem {y,(x)en(x)}~=j.g,3... mit  den dureh (7) 

festgelegten Eigenfunktionen der Eigenwertaufgaben B bzw. B" gebildet. Dann gelten 

die Behauptungen des 8atzes A1, wean die Folge n = o, i, 2 . . .  dureh die Folge 

n --  I, 2, 3 .- �9 ersetzt wird. 

Der Beweis ist formal derselbe wie der des Satzes A 1. W i t  brauehen nur 

A dutch B zu ersetzen und die durch die Definition B bedingten Veriinderungen 

zu beaehten (es sob a ~  ~- + e, start  a~n+2 = - -  e~ gewii~lt werden). W i t  bemerken 

jedoch, dass der Beweis der ersten Behauptung des Satzes, der darauf hinaus- 

kommt, die Unmi~gliehkeit einer Relation 

yf  

~, 0 

fiir a l l e f ( x ) < L Z g ,  wenn ~x2 ,  --- I i s t ,  zu zeigen, wesentlich davon abhitngt, 

dass die Funktion Vo(x ) wie oben bestimmt werden kann. 

S&ts B j :  Da.~ Funk#ionen~stem {y~(x)z~(x)}.=~,s,3 .. des Satzes B 1 ist in bezug 

auf  L g vollstdndig. 

Beweis: Das System {~(x) ,  V,(x)},=o,l.~.... ist nicht im allgemeinen biortho- 

gonal und normiert. Deshalb ki~nnen wit  nicht gleich einfach wie oben den Be- 

weis aus dem entsprechenden im Fall A erhalten. Wir  miissen zuerst obiges 

System dutch ein biorthogonsdes und normiertes System ersetzen. Dies wird wie 

folgt  getan. 

Wir  setzen (f(x) ~ L ~ g) 
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~,.~= v , . ( x  cos  : x  dx ,  8, = x ) F , ( z ) d x ,  a,, = x) e o s , , x d x  

0 0 0 

und erhalten folgendes Gleichungssystem: 

Z q'~ a, = {?, (,, = o, 2, 4 . . . ) .  (I4') 

Dieses Gleichungssystem ist, wie das entspreehende Gleichungssystem (14), 

fiir alle reehte Seiten mit ~.. if', < oo eindeu~ig auflSsbar. Um dies z u  zeigen, 

braueht man nut  wie bei dem Gleichungssystem (I4) die Eigensehaft P.-----(q,,~) = 

E + P* der Matrix des Gleichungssys~ems zu zeigen und dann den Hilfssatz 

B a anzuwenden. Die Eigenschaft P = E + 19, zeigt man durch Abseh~itzung der 

(') Funk~ionen V,,(x): g,(x)= e o s v x +  0 ~- ,  woraus wie im Hilfssatz A2 

obige Eigensehaft folgt. Dann ist also das Gleiehungssystem (I4')vollstetig. Die 

eindeutige AuflSsbarkeit dleses Systems wird nun dutch den Hilfssatz B s ge- 

sichert (vgl. den Beweis der ersten Behauptung des Satzes A1). 

W~ihlen wir dann flo= I, ~,----o (v ----- 2, 4, 6 . . .), so gehSrt hierzu ein ein- 

deutig bestimmtes LSsungssystem {a,},.=0,2,4.,. mit ~ a~. < r Gemgss dem Riesz- 

Fischerschen Satz gibt es also eine Funktion f(x)-~ U~ (x) ~ ~,~ as cos z x < L e g. 
V iv 

Ffir sie gilt offenbar 

f U~(x) V,(x)dx-- ~ Q,,~a.=fl,,={ ~176 
x I ~ - - - 0 .  

0 

Das System {U,(x), V,(x)}*, in dem das Zeiehen * andeuten soll, dass 

I 
Uo (x) = ~-~ durch U~ (x) ersetzt worden ist, ist dann biorthogonal und normiert. 

Dieses System ist das verlangte. Wir  bilden das zum System {U,(x)}* gehSrige 

Gleiehungssystem (i4) und 15sen es auf. Wie im Hilfssatz A~ finden wir dann 

zuletzt 

/ ~  cos  ,. ~ = ~0~ u ~  + y ,  (x) f .  ;i. (,. = o, 2, 4 . .  -) 

( ~ '  soll Summation fiber die Folge v : 2,4, 6 . . .  bedeuten), wobei die Reihe 
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reehts absolut konvergent ist. Da cos ~x und ~ '  Q,~ U,(x) stetig sind, kann 

aueh U~(x) stetig gew~hlt werden, so dass obige Gleichungen iiberall giiltig 

werden. Ist  dann g (x) eine Funktion ~ L g, die den Bedingungen 

f g ( . ) u , ( . ) d x = o  (~= o , : ,4 . . . )  
0 

geniigt, so wird aueh 

f f o = g x x dx  = g x dx  = 

0 0 0 

Da gem~ss Hilfssatz B 8 

eoo = Vo (x) dx = 
0 0 

ist, folgt 

und also 

9(*)[~0o U~(x) + ~ ' ~  y.(x)] dx = 
1, 

y$ 

= ~oo f g (x) u~ (x) 
0 

Vo (x) Uo (~) dx = 

f g (x) u :  (~) dx = o 
0 

dx. 

0 0 

, f  + ~ 0,~ g(x) U , ( x ) d x = o  (x == o, 2 ,4 . . . ) ,  
0 

woraus wir g ( x ) ~ o  f.ii. erhalten. Also ist das System {U,(x)},=o,2,~... in bezug 

auf L g vollst~tndig. In  einfacher Weise folgt hieraus die Vollstiindigkeit in be- 

zug auf L g  des Systems {y,~(x)zn(x)}~=~,2,~... (vgl. Satz A 1, Abt. I). 

Anm. Fiir das System {U~(x), K,(x)}* gilt die Anm. x, S. 52 und fiir die 

Konstante M d e s  Satzes B1 gilt die Anm. 2 S. 53. 

Wit  haben nun yore Hauptfall I, Nr. 5, der die Randbedingungen /~l 

- - / a :  y (o) = y (Jr) ---- o uud I b: ~a y (o) + y' (o) ---- o umfasst, die Randbedingungen 
Ir y(-) + y '  (~) = o 

I a  hinsiehtlieh der Vollstiindigkeit des entspreehenden Systems (5) in yon uns 
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verlangtem Umfang ersch5pfend behandelt. Bei den Randbedingungen I b haben 

wir nur den Spezialfall a = 7  = o behandelt. Wenn in den Randbedingungen 

Ib  a ~ o, ~, =4: o, gelten die Ergebnisse im  Fall a = 7 = o im allgemeinen nicht 

mehr. Dies beruht darauf, dass die Funktionen U~ (~) und V~(x) nieht mehr die 

Eigenschaft U,(x) ~ L2g, V,(x) < L~g besitzen. ~Vir geben ein Beispiel an, in 

dem eine Eigenwertaufgabe (I), (Ib) zu einem in bezug auf L2g nieht vollst~in- 

digen System {y,(x)z,~(x)},~=L2,3... fiihrt: 

Die Eigenfunktionen fiir n > o der Eigenwertaufgabe 

fm v (o) + v' (o) = o y" + ~ y = o ,  
t ~ v ( ~ )  + v ' ( ~ ) =  o 

sind yon der Form 

m ganze Zahl > o 

I 
- ( . e o s . x - m s i n n x )  ( . =  J,2, 3---)- ~,, (x)  V m ~ + ~,~ 

W~hlen wir dann als Gleichung (I') dieselbe Gleiehung wie oben, erhalten wir 

n ~ - -  m'* m n 
= ]-- + cos 2 n x - -  -------~ sin 2 n x  

.,1~ (~)~ (~) ~ ~ (.~ + m ~) m" + 
(~:= 1 , 2 , 3 . . . ;  n ~ m )  

ym(x)zm(x) = ~ - - L s i n 2  mx. 
2 2 

Offenbar ist die Funktion c o s 2 m x ~ L ~ g  zu allen Funktionen des Systems 

{y~(x)z,,(x)},=l,~,3... orthogonal. Dieses System ist also nicht in bezug auf L2g 
vollstKndig. 

D i e  E i g e n w e r t a u f g a b e n  C u n d  D .  

16. Die Ergebnisse bei den Eigenwertaufgaben A und B zeigen, dass die 

entspreehenden Funktionensysteme {y~(x)~(x)} in gewissem Sinn in bezug auf 

,,die H~lfte" des Raumes L(o,~r) vollst~ndig sin& Das Ergebnis am Ende yon 

Nr. I5 zeigt, dass diese ,,Hi~lfte" nicht immer gleich einfach zu charakterisieren 

ist wie in den genannten F/illen (Lg). Wir werden in dieser Nr. zeigen, (lass 

zu einer beliebigen S-L Eigenwer~aufgabe jedoch immer eine ,,erg~inzende" S-L 

Eigenwertaufgabe gehSrt, so dass das System {y,~(x)z~(x}} der ersten Aufgabe 

dutch das entsprechende System der zweiten Aufgabe zu einem in bezug auf 

L(o, It) vollst~ndigen System erg~nzt werden kann. 
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Die Eigenwertaufgaben C sind folgende: 

( / '  + (~ + ~(~))~= o, ~'(~) < L(o,,~) (2) 

jy(o)  = ,j (~,) = o ( [a )  
i 

C: t 

/ ~, (o) = o l  ( n , , )  
/ r y (~) + y (~) = o/.  

Wie gewShnlieh bilden wit die entspreehenden Eigenwer~ufgaben C' bei 
der Dgl. 

z " + ( Z + ~ ( x ) ) z = o ,  ~(x} < L(o, z) (2') 

(es soi l  ~O(x) der Bedingung (3') geniigen) und nehmen an, die Aufgaben C und 
C' haben dieselben Eigenwerte. 

Wir spreehen sofort unsere HA uptsittze aus: 

$&t~ C1: Ee sei das System 

{y. (z) z.  (x)}.=o, ~,~.... 

mit den dureh (7)festgelegten Eigenfunktionen tier Eigenwerta~fgaben (2), (I a)bzw. 
(z'), ( t  a) und das System 

{#. (x) e,(x)l.=0,,,~.. .  

mit den dutch (7) festgelegten Eigenfunktionen der Eigenwertaufgaben (2), ( II  a) bew. 
(e'), (IIa) gebildet. Dann gilt 

x. Die Funktionen dieser beiden 8ysteme bilden zusararaen ein in bezv41 auf 
L ~ (o, z~) vollsth'ndiges System. 

z. Zu jeder Zahlenfolge {e.}.=o,,,,... und {e.},,=o,,.,... mit ~ ,  (e~ + el) <. oo 

geh~rt eindeutig eine ]Funktion f (x)  < L ~ (o, ~), fiir die 

f f (x)  dx  = o 
0 

e. = f f ( x )  ~. (x) z.  (z) dz,  e. = f  f (x )  #. (x) ~. (x) dx  
l) 0 

ist. 

dass 

3" E8  gibt  z w e i  ~o~ f (~) u~abha~gig~ K o ~ t a ~ t e ~  m ~ d  M ,  o ~ { M }  ~ oo ~ 80 

rl.~O 0 ~t=O 
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S a t z  if2: Das z~ammengesetzte Funktionensystem, das im Satz  C1 definiert ist, 

ist in bezug a u f  L (o, ~)vollstSndig. 

Die Beweise dieser S~tze werden grSsstenteils durch formale Erweiterungen 

aus den Beweiseu im Fall A erhalten. Zuerst fiihren wir das Hilfssystem 

{ U, (x)},=o, 1, 2... dureh folgende Definition C ein: 

I 
Uo (x) = VT~ 

,f U~,,+~ (x) = -~ yn (x)zn (x) d x  - -  y ,  (x) Zn (X) 
0 

'f- u ,  ~+l(X) = -~ y .  (x) ~ (x) d ~ - -  ~ (~) ~ (x), 
0 

wobei die Bezeichnungen dieselben wie im Satz C, sind. Zu diesem System ge- 

hSrt das Gleichungssystem (I5) mit  v, z = o ,  I, 2 . . . .  Dieses Gleichungssystem 

ist vollstetig infolge folgender Eigenschaften des Systems {/); (x)},=o, 1, 2...: 

H i l f s s a t z  C1:  U ,  (x) = ] / / ~ - 2  c o s  v x + E ,  (x) (v = o ,  i ,  2 . . .). 
v ~r 

Hilfssatz C2: R = (r,~)  = E + R *  (v, x = o ,  I ,  2 , . . ) .  

(Diese Hilfssiitze werden formal wie die entspreehenden Hilfssiitze A~ und A~ 

erhalten). Die eindeutige AuflSsbarkeit des Gleiehungssystems, die mit  der Voll- 

sti~ndigkeit des Systems { U, (x)},=o, 1, 2... in bezug auf L ~ (0, z) gleiehbedeutend 

ist (vgl. Nr. I I) wlrd dureh folgenden Hilfssatz gesiehert: 

H i l f s s a t z  6~: Es  sei das Funktionensystem "{U,(x)},=o,l, 2.. .  dutch die De- 

f init ion C festgelegt. Dann  ,gibt es ein System { 17, (x)},=o, 1, 2... beschrffnkter Funk- 

tionen, so dass alas System 

{ V , (x ) ,  V,, (x)},=O, l, 2 . . .  

biorthogonal und normiert ist. 

Beweis: Wir  w~hlen hier 

ro  (x) = ' I ] 
(52) 

J V 2 n + l  ( ~ )  = - - "  ' (yn (X) Ca kX)) (n = O, I, 2 
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wobei Cn(x) eine LSsung der Dgl. (2') fiir den ~:ten E igen~er t  s der Eigen- 

wertaufgabe (2), (_ra) und ~ ( x )  eine LSsung der Dgl. (2') fiir den n:ten Eigen- 

wert  ;~ = 2, der Eigenwer~aufgabe (2), ( H a )  sein sollen. 

Es sei zuerst ~ > o. Setzen wir 

Wie im ]=[ilfssatz A~ erzielen wir eine der Relat ion (32) analoge Relat ion 

~) f u,(~) r , ( . ) d x  = - 1(~, v) 
0 

mit  u = un oder u = ~ je naehdem r gerade = 2 n  + 2 oder ungerade = 2~ + I 

ist  und mi~ entsprechender  Fes t legung yon v. 

Wel te r  verlangen wir, dass 

2) bei der obigen W a h l  der  Funkt ionen  u(x) und v(x) das rechte Glied der 

Relat ion (27) verschwinden soll. 

Man sieht sogleich ein, dass die Forderung  2) fiir jede W a h l  der Funkt ion  

.~= ( ~ ) b e f r i e d i g t  ist, wenn u - - u , ,  v------v~ o d e r  u = f i , ,  v = ~ m  gesetzt  wird, 

wie dies im I-Iilfssatz A a der Fall  war. W e n n  aber u - ~  u~, v = ~m o d e r u----~n, 

v = v~ ist, bleibt im allgemeinen der Ausdruck (rechts yon 27) 

[ ly Ix,  lx, l Ix, Ix, l+ f y Ix, lx, l Ix,  lx, I I y (x) ,~' (x) ~' (x) ~' (o4 y (.) ;' (.) . '  (.) ,f  (.) .=. .  

in der also y - - y , ,  z--~z,,; r j = ~ ,  ~ = ~ , ~  o d e r  y = ~ ,  z = a n ;  ~ = y , n ,  ~=~,~ 
zu setzen ist, yon Null  verschieden, weil yn (x), zn(x) einerseits und  ~)~ (x), ~,~ (x) 

anderersei ts  fiir x----z  verschiedenen Randbedingungen  geniigen. Die Funk t ion  

~m(~m) ist aber noch unbest immt.  W~ihlen wir ~,,,(x) so, dass ~ ( x )  die Rand- 

bedingungen der Funkt ionen  ~ (x) und Z~ (x) fiir x = z befriedigt,  d. h. 

z ~,~(~) + ~;~(~)=o (53) 

und ~m(x) in entsprechender  W eise: 

~,,, (,~) = o ,  (54) 

so verschwindet  auch dieser Ausdruck, und wir erhalten im rechten Glied von 

(27) Null. 

Wghlen wir ~,~ (x) und _~m(x) wie oben, erhglt  man 
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V , ( x ) d x = ,  : o  (~, > o). (55) 

o / "(~) ~'(x) / 0 

Nehmen wir nun  auf  die Definition der belasteten In tegra t ion  (26) Bezug, 

finden wit  sogleieh, dass die Forderung I) befriedigt ist. Wei ter  ist die Forderung 

2) befriedigt. Dann folgt  gemKss der Relation (27) z. B. (~ ~ 2 n § 2, u 2 m + 2) 

4(~-- ~ ) f  U.(x) V~(x)dx =o. 
0 

Analoge Relat ionen werden erhalten, wenn �9 oder p oder beide Indizes ungerade 

sin& Weil  itm ~ ~tn, ~m ~ ~ fiir ~z ~ m i s t ,  i tin ~ ~ ,  folgt  also 

0 
(, > o). 

Sehliesslieh verlangen wir die Normierung des Systems: 
~g 

3) f U , ( ~ )  ~T, (X) d x  = - -  I (~(;~), r ) ( x ) ) =  I .  
o 

Man finder wie im Hilfssatz A~, dass diese Bedingung mi t  einer Anfangs- 

bedingung fiir ~ (~)  in einem beliebigen Punlrt  gleichbedeutend ist. Da zur Be- 

s t immung yon ~,~(~) schon die Anfangsbedingungen (53), (54)vorliegen, erhalten 
wir also z. B. fiir ~ ( x )  folgendes System yon Anfangsbedingungen:  

~,~.(~) + ~ ( ~ ) = o  (53) 

- ~ (~) ~" (~) + ~" (~) ~" (~) = - V ~ "  (34') 

Weft 7zn(z~).+ z ~ ( ~ ) ~  o ist, folgt  hieraus die Miigliehkeit, die Funkt ionen 
~. (x) wie verlangt zu bestimmen. Ein gleiches gilt flit ~ (x). 

Damit  haben wir gefunden, class das System {U,(x), V,(x)},=l, 2, a... bi- 

orthogonal und normiert  ist. Aus den Definitionen C und (5 2) und mit  Hilfe 

der Relation (55) erh~ilt man  

f b~o(x) r , (x)dx fJ,(x) ro(x)dx----] i, ~ = o .  
0 0 
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Da offenbar die Funktionen V, (x) beschriinkt sind, ist hiermit der Hilfssatz 

bewiesen. 

Anm, Man sieht sogleich ein, dass der einzige nichttriviale Punkt  in diesem 

Beweis, tier im Verh~|tnis zum Beweis des Hilfssatzes A 8 neu ist, mit der Wahl 

der Funktion ~ ( ~ )  verkniipft is~ 

Nunmehr  kann man die Beweise oblger S~tze durch formale Erweiterung 

aus den entsprechenden Beweisen der S~tze A 1 und A~ unmittelbar erhalten. 

I-Iiermit schliessen wir die Behandlung der Eigenwertaufgaben C ab. 

Die Eigenwertaufgaben D sind folgende 

~y" + (~ + ~ (x)) y : o, ~ (x) < L (o, ~r) (2) 

~, y (o) + y' (o) = o ~. ( I  b) 

. y (o) + y' (o) = o ] 
(1I b) 

y(~)  = o ~, 

u n d e s  ist nur das reduzierte Spektrum yon (2), (Ib) bekannt. Hierdurch wird die 

Behandlung dieser Eigenwertaufgaben derjenigen der Eigenwertaufgabe B ana- 

log, in derselben Weise wie die Eigenwertaufgaben C der Eigenwertaufgabe A 

analog behandelt wurden. Es gilt hier analog der Anmerkung am Ende des Be- 

weises des  Hilfssa~zes C 8, dass die Wahl der Funktionen ~n (x)(~,(x)) die einzige 

nichttriviale Erweiterung i m  Verh~ltnis zum Fall B ist. Deshalb fiihren wir den 

Beweis nich~ durch, sondern begniigen uns damit, die Haupts~tze auszusprechen. 

Wie gewShnlich nehmen wir dabei an, die entsprechenden Eige~wertaufgaben D' 
bei der Dgl. (2') haben dieselben (reduzierten) Spektren wie die Eigenwertaufgaben D. 
Dann ergibt sich: 

Satz D~: Es sei das System 

{yn (30) Zn (Z)}n=l, 2 ,3 . . .  

,~it den dutch (7)festgelegten Eigenfu~ktionen der Eigenwertaufgabe~ (2), (Ib) bzw. 
(2'), (I  b) und das System 

{0~ (x) ~,, (~)},=o, ~, ~. . .  

mit den durch (7) festgelegten Eigenfunktionen der Eigenwertaufgaben (2), (H  b) bzw. 
(2'), (IIb) gebildet. Daun gelten die Behauptungen des Satzes C~, wenn die Folge 
{cn}~=o, 1, 2... durch die Folge {cn},=l, 2, ~... ersetzt wird. 

5-632046 Acta mathematica. 78 
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Sa,tz D2: Das yon den beiden Funktionensystemen {y,, (x) zn (x)}~=l, 2, 3 .... und 
{:~n(X)2n(X)}~=o,~,2... des Satzes D~ gebildete zusammengesetzte System ist in bezug 
auf L (o, ~) vollstiindig. 

Da immer die Sturm-Liouvilleschen Randbedingungen yon einer der Formen 

I a - - l l b  sind, folgt aus obigem der am Anfang dieser Nr, erw~hnte Saehverhalt, 

dass zu jeder Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe eine erg~nzende Eigenwert- 

aufgabe gehSrt, so dass die entspreehenden Systeme {y, (x) z~, (x)} zusammen-ein 

in bezug auf L (o, ~) vollst~ndiges System bilden. 

Kapitel 3. 

E i n d e u t i g k e i t s -  u n d  E x i s t e n z s ~ t z e .  

17. In diesem Kapitel werden wir unsere Hauptergebnisse hinsichtlieh der 

Probleme P und /~* 1 angeben. Wir behandeln zuerst das Problem /v, d. h. das 

Problem, inwieweit eine Funktion ~0(x)< L(o, z) durch ihre S-L Spektren ein- 

deutig bestimmt wird. 

Wenn die Randbedingungen yon der Form I b: [ay(o)+ y'(o)-----o sind, soll 
I ry(~,) + y ' ( ~ ) =  o 

immer das entspreehende Spektrum ein reduziertes sein e. Wenn die Randbe- 

dingungen in allgemeiner Form gegeben sind, sehreiben wir s~att nur Spektrum: 

(reduziertes) Spektrum, womit gemeint wird, dass das Spek~rum reduziert sein 

soil, wenn diese Randbedingungen gerade die Form I b haben. 

Wir wollen auch den Ausdruek: ergSnzende JEigenwertaufgabe in derselben 

Bedeutung wie in der Nr. I6 anwenden. Wir definieren den Begriff genau in 

folgendem Satz, der unser Hauptsa~z hinsiehtlieh des Problems P ist. 

Satz  P:  I) Die Funktion ~o (x) einer 1)gl. 

y" + (z + ~(x))y = o, ~(z)  < L(o, ~) (~) 

ist hie durch die Kenntnis des (reduzierten) Spektrums bei den Randbedingungen 

=y(o) + #W(o)=o I~I+I#I>o (2) 
zy(~) + ~y'(~)--o 17! + Ir 

eindeutig bestimmt. 

Vgl, die Einleitung, S. 6. 
2 Hinsichtlich der Bedeutung des reduzierten Spektrums, vgl. S, 31. 
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2) I~.t auch das (reduzierte) Spektrum einer e~'gd~zenden Eige~wertaufgabe: 

67 

I Dgl. (I) 

Randbedingungen: Iay  (o) + ~y'  (o) = o l a ] + [fl] > o (3) 
}/y(~)+~'y'(~)---o I / l + l ~ ' l > o  

mit 
~ ' = o ,  I ~ l +  I ~ ' l > o  

bekannt, so wird 9 (x) eindeutig bestimmt. 
3) Ist ein einziger Eigenwert der (reduzierten) Spektren obiger Eigenwertauf- 

gaben nicht bekam~t, so bleibt qD (x) unbestimmt. 

Beweis: Die Behauptungen I) und 3) sind Folgerungen aus dem sp~teren 
Satz /~*. 

Die Behaup~ung 2) beweist man mit  Hilfe der Siitze C~ und D~, Kap. 2. 

Wie man unmit~elbar elnsieht, ist die ergiinzende Eigenwerta.ufgabe so gewiihlt, 

dass die Kombinatiort obiger Eigenwertaufgaben en~weder mit  der kombinierten 

Eigenwertaufgabe C o d e r  D iibereinstimmt. Um die Ideen zu fixieren, mSge 

fl----o sein. Die Kombinat ion der l~andbedingungen (2) und (3) ist dann mit  der 
folgenc~en iibereinstimmend: 

:~ (o) = v (~) = o (x ~) ~na  v (o) = o / 
r v ( ~ )  + v ' ( ~ ) =  o j  ( H ~ ) ,  

u n d e s  liegen Mso die Eigenwertaufgaben C, Kap. 2, vor. I)er Einfaehheit  halber 

wollen wir fqD(x)ax=o voraussetzen, was offenbar keine Besehriinkung be- 
0 

deutet. Wenu nun die Dgl. 

z" + (~ + ~p (x)) z ---- o, ~0 (x) < L (o, z) (4) 

dieselben Spektren bei obigen Randbedingungen I a und H a  wie die Dgl. (I) 

hut, erh~ilt man die der Relation (4), Kap. 2 analogen Relgtionen 

f [~ Ix~ - ~ (~:)] y.  (x) ~,~ (x) d ~ = o 
o,~ (.,, = o, i, 2 . . . ) ,  (S) 

f [~ (x) --  ~t, (x)] ~),, (x),~ (x) d x = o 
0 

worin y~ (x), zn (x) Eigenfunkt ionen der Dgl. (I) bzw. (4) bei den Randbedingungen 

(Ia) und ~,~(x), 2~(x) entsprechende Eigenfunktionen bei den Randbedingungen 
(Ha) sein sollen. 
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Wie man unmi~elbar  finde~, gilt nun nach der Festlegung (7), Kap. 2, z. B. 

au~h ~enn f ,  (x)a~ ~ o ist. Also ~olgt aus (5) f [~ ~ ) - ~  (~] a~  = o (1) d.h. 
0 0 

f [~ (~) - ~ (~)1 a ~ = o, 
0 

so dass auch fw(x)dx-= o sein muss. 
0 

Nach obigen Festlegungen und Ergebnissen is~ also die Kombination de r  

Eigenwertaufgaben (I), (Ia) und (I), (Ha)  mit der kombinier~en Eigenwer~aufgabe 

C, K~p. 2 iden~isch, und die Kombination (4), (Ia) und (4), (Ha)  is~ mi~ der 

kombinier~en Eigenwer~aufgabe C' iden~isch. Gemiiss Satz C~, Kap. 2 folgt also 

aus den Relationen (5) 

was unsere Behaup~ung is~. 

der Beweis beende~. 

(x) - - ,  (x) f. a.. 

Analog beweist man ira Fall ~ # o. Hiermit  is~ 

Allrn. 

aufgabe auf die Form 

~'v{o) + #'W(o) = o 

mit fl#'=o, }#[ + [ # ' ] > o  schreiben. 

Man kSnnte auch die Randbedingungen der erg~nzenden Eigenwert- 

I~ ' l+  I # ' l > o  

Denn dieser Fall wird nach der Trans- 

formation x ' =  z -  x yon derselben Form wie der obige. Gerade deshalb ist er 

auch nur  eine triviale Erwei~erung des obigen FaUes. 

Kehren wir einen Augenblick zu den A~sfiihrungen der Nr. 6 zuriick. Ge- 

mi~ss obigem Satz kSnnen wir sagen, dass die ganze Fourierkoeffizien~enfolge der 

Funktion 9 (x) dutch zwei angemessen gew~hl~e S-L Spektren eindeu~ig bestimm~ 

wird, und dass dazu eines nicht  hinreicht (Hauptfall 3. Nr. 6). ~ffan kann dann ver- 

mu~en, dass ein einziges Spektrum eine gewisse Teilfolge der Fourierkoeffizien~en- 

folge eindeutig bestimmen soll (die ,,Fliiafte", vgl. Nr. 6, besonders die Haupt- 

fiflle i und 2). In  bezug auf das Ergebnis am Ende yon Nr. 15 scheint es schwer, 

diese Teilfolge bei ~llgemeinen Randbedingungen zu charak~erisieren; das Er- 

gebnis diirfte wohl auch yon geringem Interesse sein. Wir  haben jedoch zwei 
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Eigenwer~aufgaben: A und B, Kap. 2, behandelt,  in denen diese Charakterisierung 

einfach ist. Sie ergeben folgende Siitze: 

S a t z  PI :  Die Funktion qD (x) eiuer Dgl. (I) ist dutch die Keuntnis des STek- 

trums der Dgl. bei deu l~andbediuguugeu RI: y ( o ) ~  y ( ~ ) =  o eindeutig bestimmt, 

we~o~ die Bedingung 

( x )  = - x )  f . i i .  

auferlegt wird. 

S a t z  P~: Die Funktion q~(x) einer Dgl. (i) ist durch die Keuntuis des redu- 

zierten Spektrums der Dgl. bei den l~andbedi~gungen B~: y' (o) --~ y' (~) ~ o ein- 

deutig bestimmt, wenn die Bedingung 

f. 
auferlegt wird. 

Die Beweise sind dem yon Satz P:  2 analog. Wir  stiitzen uns aber bier 

auf die Si~tze A 2 und B~ start auf die Sittze C~ und D~, Kap. 2. Das im Sa~z 

P : 3  angegebene Verh~ltnis gilt  in analoger Form auch hier. 

Anna. 1. Die Frage, ob die im Satz /9 angegebenen ergi~nzenden Eigenwert- 

aufgaben die einzigen sind, bleibt unentschieden. Dies hi~ngt yon der yon uns 

angewand~en Methode ab. 

A n m .  9.. Gemiiss den obigen Si~tzen P, P~ und P~ ist der Inha l t  der Si~tze 

des vorigen Kapitels einfacher als der dor~ ausgedriiekte. Z.B.  sind die Eigen- 

wertaufgaben A und A' identlseh. In  den Siitzen A ist es also angemessen, 

y~ (x)z~(x) durch y~n (X) ZU ersetzen. Entspreehendes gilt in  den anderen F~llen 
B - - D .  

Anm. 3. Es ist einfaeh, zu zeigen, dass die Eigenwertaufgaben (3), (4) und 

(3), (5) der Einlei tung fiir w = ~ und ~0 (-- x) = ~0 (x) dieselben Eigenwerte und 

Eigenfunkt ionen wie die Eigenwertaufgaben A und B, Kap. 2 haben ~. Aus obigen 

Siitzen /)1 und P~ folgt  also, dass, wenn ~ (-- x) = ~ (x), ~ (x + z) = q9 (x) ist, 

die Funktion ~ (x) dutch die Instabilitdtsintervalle eindeutig bestimmt wird. 

18. Die im Kap. I hervorgehobene Analogie zwisehen dem (reduzierten) 

Spektrum und der Fourierkoeffizientenfolge yon 9(x) in den drei Hauptfiillen 

yon Nr. 6 wird dureh obige Si~tze in den hier behandelten Fiillen (Eigenwert- 

aufgaben A - - D ,  Kap. 2) vertieft. Wie in der Nr. 6 erwi~hnt, t reten im speziellen 

I Vgl. BOCHER [2j S. 448. Er erw~hnt nur den Fall der Randbedingungen { y (o) ~ y (~). 
y' (o) y' (~) 
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Fall: 9(x) und 9'(x) totalstetig auch andere Eigenschaften des S-L Spektrums 

hervor, die keiu Gegenstiick im Gebiet der Fourierreihen haben. Analog verhi~lt 

es sich, wenn es sich um die eindeutige Bestimmung der Funktion 9(x) durch 

S-L Spektren handelt. Wir erhalten folgenden einfachen Satz: 

Wenn in der Dgl. 
,,-r 

v " +  (4 + 9lx))y = o ,  f g ( x ) d ~  = o, 
0 

ist, 9 (x) nebst 9' (x) totalstetig ist und ihr Spektrum bei den Rand- 9 '  (o) = 9 '  (~) 
bedingungen 

u (o) = u (~) = o 

unendlich viele Quadrate ga~zer Zahlen enthSlt, so n~uss 

9 (x) =- o 
sein. 

Beweis: Da man nach Satz I,  Kap. I, 

d n = ~ , n - - ( .  + I )2=  o(I) 

hat, so muss es offenbar nach Voraussetzung eine Folge ~ geben, so dass 

d~, = 4 . .  - -( ,n .  + I) ~ = o ,  n~ ~ 

gilt. Hieraus und aus den Vorausse~zungen, dass 9(x),9 '(x)  ~otalstetig und 

9' (o)----9' (~) ist, folg~ nun nach dem genannten Satz 

0 

und also 
r~ 

f r ~, ~ oo, 
0 

was die Behauptung beweist. 

Entsprechende Behauptungen kSnnen mit Hilfe yon Satz I, Kap. I auch bei 

anderen Randbedingungen bew.iesen werden. 

Bei der speziellen Form l b: ~ ay (o )+  y' (o)== o der Randbedingungen (2) 
z y (~) + u' (~) = o 

haben wir nut  mit  dem reduzierten Spektrum gea~beitet. Wie friiher erwiihnL 

nimmt der Eigenwert 4 o eine besondere Stellung ein. Da die Funktion 9 (x)auch 

ohne die Kenntnis dieses Eigenwerts in den Eigenwertaufgaben der Sgtze P und 

P2 eindeutig bestimmt wird, erweist sich also )~o als yon den iibrigen Eigenwerten 

dieser Aufgaben nicht unabhiingig. In einem einfachen Falle kann umgekehrt  
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halten folgenden recht trivialen Satz: 
Es m6ge die Dgl. 

Y"  + (~ + 9 ( x ) ) y  = o,  

mit f 9  (x) dx  = o bei de~ Randbedingungen 
0 

v' (o) = g (~) = o 
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Kenntnis yon go die Kenntnis aller iibrigen Eigenwerte ersetzen. W i r e r -  

9 (x) < L (o, z) 

(6) 

(7) 

(S) 

(9) 

Zahlenfolge {t~,}, die der Bediugu~g 

Z I z , , - i , , l '  + Z l ~ , , , - r . . l : < - o  ' 

geniigen, die reduzierten) Spekh'en einer und ,~mr ~ner Dgl. 

(i * 
" (x)) y = o Y +  + 9  

mit 
o 

9 (x) - 9 (x) < L ~ (o, ~,:) 

f (9 <x) - -  9 ix)) d x  ---- o 
0 

bei den Ra~dbedingungen (2) bzw. (3) darstellem 

den kleinsteu Eigemcert ),o ----- o habem Dann muss 9 (x) -~ o f i  il. sein. 

Beweis: Der kleinste Eigenwert entsprieht einer Eigenfunktion y ( x ) #  o im 
abgesehlossenen Intervall (o ,  7c). Also erh~lt man 

y . - -  y (x) j y-  
0 0 0 o 

w o r a u s  

u'(x)  = o 

und 
.g" (x) 

9 ( x ) - -  Y(x) - - ~  f .  ii. 

folgt. 

19. Wir gehen nun zum Problem P* fiber. Unsere wesentlichen Ergebnisse 

sind Existenzsi~tze ,,ira Kleinen", was hier eine Beschriinkung bedeutet, die aus 

folgendem Satz hervorgeht. Dieser Satz entspricht dem Satz s 

Satz P*: Es sei {g~} das (reduzierte) Spektrum der Eigenwertaufqabe (I), (2) 
und {/z,} das (reduzierte) Spektrum einer ergdnzenden Eigenwertaufgabe (i), (3) 

(Satz P). Dann gibt es ei,,e Zahl Q > o, so dass eine Zahlenfolge {~,} und eine 
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&1am. Wie gewShnlieh lassen wlr n die Folge n =  I, 2, 3 . . .  durchlaufen, 

wenn {An} oder {/,~} ein Spektrum bei den Randbedingungen Ib: ~ay (o) + y' (o)= o 
t r v  (~) + v' (~) = o 

(d. h. ein reduziertes Spektrum) ist and die Folge n o, I, 2 . . .  bei den iibrigen 

Formen tier Randbedingungen. Die entsprechende Summation sell sich auf 

dieselbe Folge beziehen. 

Beweis: i. Vorliereitung. 
Der Einfachhei~ halber nehmen wir an, es sei 

f ~ ( ~ ) d x = o ,  (,o) 
0 

was offenbar keine Besehr~nkung bedeute~. Die bebauptefe Relation ( 9 ) g e h t  

dann in 
$ 

f ~ (x)ax = o (9') 
0 

fiber. Weiter  beschr~nken wir uns wie im Satz P darauf, den Fall f l =  o zu be- 

weisen, so dass die Kombination der Randbedingungen (2) und (3) mit der fol- 

genden Kombination fibereinstimmt: 

v(o)=v(~)=o (Ia) und rv(~) + v'v(~176 = o (II~). 

Die LSsungen der Dgl. (I) wollen wir in diesem Beweis mit z(x) and ~(x) 

bezeiehnen, d ie  der behaupteten Dgl. (7) mir y(x). Dann ffihren wit eine ge- 

meinsame Numerierung der Eigenfunktionen und Eigenwerte der Eigenwertaufga- 

ben (i), (Ia) und (I), (Ha)  dutch, indem wir der n:~en Eigenfunktion der ersten 

Eigeawertaufgabe den Index v = 2 n + 2 und der n: ten Eigenfunktion der zwei~en 

Eigenwertaufgabe den Index v ~ 2n + I erteilen und die Eigenwerte in ent- 

spreehender Welse numerieren. Die Eigens werden also hiernach mi~ 

z, (x)(v = I, 2, 3- -. .)  bezeichnet, u n d  die Eigenwer~e {;~n} und {#~} werden in einer 

einzigen Folge {Z,},=1.2,8... geordnet. In  entsprechender Weise verfahren wir mit 

den Eigenfunktionen und Eigenwerten der behaupteten Dgl. (7) bei obigen Rand- 

bedingungen. Ihre Eigenfunktionen und Eigenwerte wer.den also mit y,(x) bzw. 
$ 

~, bezeichne~. Wir  bemerken, dass hierdm'ch die Bedingung (6) die Form 

oo 

~ Iz~- i~l'-<d (6') 

erh~lt. 
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Wir  kSnnen nun  unserem Prob lem eine angemessene Formul ierung geben. 

l~lehmen wir  einen Augenbl ick  an, es gebe eine Dgl. (7)- Wi r  schreiben sie dann 

in der Form einer  gestSrten Dgl. (l): 

.r + (~ + ~ (*))v + ( ;  - ~ + ~ (x) - ~ (,)),v = o. 

Es sei ~,(x) eine yon z,(x) unabhgngige  LSsung der Dgl. (I) bei dem Parameter-  

wef t  it = g~, s o  gewghlt ,  dass 

Iz,(x)~_,(x)[ 'VL,., s >_ i ( , I )  
n~ ~-- z; (x) ~:. (x) = |. I, g, < I 

wird. Die Eigenfunkt ion  y,(x) erhiilt dann fo lgende Form (x o = x): 

o0 f f t  "rf -1 H 
y,  (x) = z, (x) + ~ ~ .-" K,  (x, x,) .  K,, (xv_~ , xp) z, (xp) v 

v = 1  D p, . .  r (Xq) d x~, 
0 0 0 q=l 

worin 
K~ ( . ,  ~ ,)  = ~.  ( . )  ~, (x,) - -  . .  (x,) ~.  (x) 

�9 . (*) = L - -  X. + ~ (~) - -  ~ (~) 

ist (vgl. Satz I, Kap.  I). y~(x) befr iedigt  wie z,(x) die Randbed ingungen  l a  
oder I I a  fiir x----o, je  nachdem v gerade oder ungerade  ist. Da  dies auch im 

Punk te  x- - - -z  gel~en muss, erhiilt man mit  den Bezeichnungen 

die Eigenwertgle ichung 

0 0 

f + p~ "'" O,, (x I , x o, . . .  ,Cp+l q), (Xq) dxq = o 
= 1  0 0 0 9 ~ 1  

mit 

( ~ -  I, 2, 3 . ,  .), (I3) 

Q .  ( x ,  , x ~ ,  . . . ~, ,+ ,) = ~ .  ( , , )  K , ,  ( , ,  , x~) . . . K .  (x , , ,  , , +  ~) ~ .  (~,,+ r 

U~ser Satz ist nun q~enbar bewiesen, wenn wir eine Fu~ktion ~ (x) eindeutig 
bestimmen, k6nnen, die den Bedingm2gen (8), (9') und alle Belationen (13)befi'iedi.qt. 

Bevor wir zur Kons t ruk t ion  dieser Funk t ion  ~ (x) iibergehen, bemerken wir 

folgendes:  unsere E igenwer taufgaben  (I), (Ia) und (I), (Ila) bilden zusammen 

eine kombinier te  E igenwer tau fgabe  C, Kap.  2. blaeh Satz P gilt nun, dass die 
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Eigenwertaufgabe C', Kap. z mit tier Eigenwertaufgabe C identiseh ist. Wir 
k~nnen also die Funktionen y. (x)z. (x) des Satzes C1 dureh die Quaarate yt(x) 
und die Funktionen #.(x)~.(x) aureh die Quadrate ~ ( x )  ersetzen. (Hierbei sind 
die Be,zeiehnungen des Satzes 6'1 angewandt. Die Eigenfunktionen y.(x), r~(x) 
diirfen also nicht mit  den Eigenfunktionen y~ (x), z~ (x) dieses Beweises verwechselt 

werden). Gem~ss unserer oben durchgefiihrten Numerierung der Eigenfunkt ionen 

gilt aber Zzn+~(x)=v~(x) und z2~+l(x)-~n(x). Also: Der Satz C1, Kap. 2 gilt, 

wenn die Funkt ionen  gn (x) z~ (x) d u r c h  unsere oben definierten Eigenfunkt ionen 

Z~n+z(~) und die Funkt ionen #n(x)Z~(x) dutch die Funkt ionen z',Jn+1(x)ersetzt 
werden. Wir  legen dann auch z~(x) durch die Bedingung (7), Kap. 2 fest: 

f ~ (~) d~ = VS~. 
0 

2. Bestimmung der Funktion ~ (x) durch sukzessive Approximationen. 
Als erste Approximation suchen wir eine Funkt ion  qg~(x), die, start  ~ (x) in 

die Gleichungen (13) eingesetzt, die Summe der zwei ersten Glieder jeder Rela- 

t ion (I3) gleieh o werden IKsst und ausserdem die Bedingung f~(x)dx--o be- 
0 

friedigt. Wir suehen also die Funkt ion ~r  ~0x(x ) - -9 (x ) ,  die durch die 

Gleichungen 

fz~(x)~(x)dx= --o, fz$(x)dx = - a, V z ~  ( ~ =  i , z ,  3 . . . )  (I4) 
0 0 

f ~,(x)dz=o 
0 

bestimmt wird. Eine solehe Funkt ion existiert immer und ist in L ~ (0, zc) eindeutig 

bestimmt. Dies folgt aus dem Satz CI:2, Kap. 2. W~hlen wir n~mlich die Kon- 

stanten e,~ und ~, dieses Satzes in der folgenden Weise:  cn = -  O.on+fl/~, 

6~ = -  ~2n+xV-~z, so ergibt sieh aus der Yoraussetzung (6') 

-~ ~---- ],Z,--Z, < 2 z q ~ < o o .  (e, 1 + On) = 2 ~  O,, 2 ~  

Beachten wir nun die Bemerkung am Ende der Abte ihmg I dieses Beweises, 

folgt obige Behauptung.  Unsere erste Approximation wird also 

~ (z) -- ~ (~) + ~ (~) mi~ ~,  (x) < L~ (o, ~), / ~1 (~) dx ---- o. 
0 
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Die folgenden Approximationen werden in ~hnlicher Weise erhalten. Allge- 
mein bestimmen wir gemEss Satz Q:2  (l~ap. 2) zt~(x) aus den Gleichungen 

f . ( x ) ~ , ( x ) , ~ x  + " a< + 
0 0 

f >'+If' + ~ Q.(x,, x , , . . ,  x~+~ @,,,i-, (~,)d~,, = o 
I)=1 0 0 0 t t = l  

(~ = 1,2,  3 . . . )  (16) 

worin 

f d,(x)dx-~-o, (I6') 
0 

a)~,;_, (~) = 0, + .# , - ,  (,~) ( i~) 

gesetzt worden ist. Unsere i : te  Approximation wird also 

~," (x) --~ J i  (x) + 90 (x) mit L/i (x) < L ~ (o, ~), f ~ ,  (~) dx  : o. 
0 

Wir miissen nun zeigen, dass die Folge {A~(x)}~=l,~,3... in L~(o, rr) konver- 

gent ist. Wit  beweisen dann zuerst die folgende Behauptung: 

Wenu e geniigend klei)~ ist, so gilt 
,-g 

f ,d~ (x)dx <-- K" 
0 

mit ei~ter con i unabhffngigen Konstante K, gleichgiiltig wie die Zahle~jbOe 
$ 

{~,},,=1,2,3... unter Beachtung der Bedingung (6') gewdhlt wird. 
Wir geben eine grobe Abschiitzung der oberen Schranke solcher Q-Werte 

an. Wir setzen 

Jl(x) z~(x)dx =07 ( i :  I , 2 , 3 . . . )  (18) 
~ ' = 1  

und erhalten aus dem Satz C1:3 (Kap. 2) gemiiss der Bemerkung am Ende der 

Abteilung I diesesBeweisesmitderBezeichnungll f(x)[[={/f~(x)dx}�89 

[IA,:(x)[[ ~ M . a ,  (i---- i ,2 ,3  ...). (19) 

Wir  wolten die a~ absch~tzen. Es gilt zuerst nach (I4) und (t5) 

,~, = ~); ) / ~ - - -  e .  2)G~. (2o) 
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Um weiter zu gelangen, bemerken wir, dass die Funktidnen z,(x) durch die 
~g 

Bedingung f z~ (x) dx = ~ (Gleichung (7), Kap. 2) festgelegt und die Funktionen 
0 

~,(x) dutch (II) so bestimmt sind, dass wir setzen kSnnen 

Max IK,(x~, xq+l)l < 3/1, :Max l~,(x,)~,(x,+,)l --< M,.  (2I) 
~v>O '~>0 

Also ist nach der Definition der Funktion Q,(xt, x s , . . ,  xp+z) (Gleichung (I3)) 

Q, (Xl, X 2 , . . .  Xp+i) ~ Mp+I .  

Die Gleichungen (I6) geben nun mit Hilfe der lVIinkowskischen Ungleichung 

.: f " ZPt+lH](IJv'g-l(xq)'dxqq=! (22) 
o o o 

Dutch wiederholte Anwendung der Formel 

f ( t )  dt -< l l f ( x )  II �9 ~ i E 4 G t  (o-< x-< ~) 
0 

und der Minkowskischen Ungleichung wird fiir die Summe des rechten Gliedes 

yon (22), wenn wir sie mit ~ bezeichnen, 

~o0 i,~.,t ~ I  MP+] [ Ir~p.+= 1 ~�89189 
I Z I + - < ) , Z = I , = D  ,, = Ila,,,,,-, ' + ' ( I v ~ ) / ,  -< 

Lp=l ,v 

r 0o ~Tp+ 1 l .  ~ 

, : ,  ~ff, D~,  ' ' " IP  + '  i 
erhalten. W i r  fiihren noch die Bezeichnungen 

und 

(D, = O(v), D,  >-- i) 

rp -- 1 

ein. Die Reihe S(r) ist offenbar eine ganze Funktion yon r. Also erh~lt man 

~us (22) 
~, -< ~1 + (Max II ~,,,;-1 (x)II): s (Max II ~,,~-~ (x)II). (23) 
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mit 

Nun wollen wir zeigen, dass die Behauptung S. 75 fiir 

i 1 I 
O - - 8 M V - - ~  V I  + q'~ 

( 

q~ = i6 z s ~ M  ~ M[ ( e ~  --  I) ] 

(24) 

gilt. Denn unter diesen Bedingungen ist erstens 

fiir 

I (25) r S(r) < 4- ~ 

o g r <-- 4 V 2 z M q .  (26) 

Um dies zu beweisen, bemerken wir, dass rS( r )  mit r monoton von Null an 

w~ichs~_. Es sei r o die Wurzel yon 
I 

ro S(ro) 4 M  

Mit I-lilfe der Cauchysehen Ungleichung erh~ilt man (ro < I, sonst ist niehts zu 

beweisen) 

I . p l ~  
4 M -- so l/-~ MI Z 1 /  PP + I 'o V -~ < 

p=l  

< So VT/,~-l /~ I - (1  - - ~ " ~ *  

Hieraus wird 
q .2 

~ o > I  - 
1/-~i + q~ 

mit dem oben angefiihrten Wef t  yon q erhalten, also auch 

I 
r o > 

V2 (I + q~)" 
Dies beweist die Behauptung. 

Gemgss der G1. (I7), der ersten Gleichung (19) und der G1. (20)erhal~en wir 

folgende Absehiitzung 

~,>O ~,>0 

Also wird, da M >  I (Vgl. Satz As, Anm. 2, Kap. 2), 

Ma~ II ~,,~ <x)ll-< 2M~,.  
'~>0 

Nun erhalten wir naeh der Gleiehung (23) zweitens 
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ff~ ~-~ ffl "4- (2 .~O1)' 8(2 2rift1). 

Aber 2Ma~ < 2 M .  Q ] / ~ ,  also gilt  die Ungle ichung (26), und (25)d. h. 

I ( I )  
~ < ol + 2 M e ~ .  4 M - - -  ~1 I +  �9 (27) 

Wi r  wollen zeigen, class die Ungle iehungen 

) , 
die also fiir i - ~  x, 2 gelten, fiir alle i giiltig sind. MSgen sie fiir i = I, 2 . . .  i' 

gelten, dann gibt  die Rela t ion (I9) 

Ma~ {i ~,,~' (~)11 <- II ~,' (~)ll + o, <- 2 M~,,  

wean ai, >---ax, sonst  w~re (28) unmi t te lbar  befriedigt ,  und es w~re niehts zu be- 

weisen. Aus (23) erhal ten wir dann 

a~,+~ -< a~ + (2 ~ a ~ , )  ~" s (2  Mr 

Aber  nun ist naeh (28) 

2 Jll ai, < 2 M 'I 
I 

2 

= 4 M a l  <-- 4 V 2 r r M Q ,  

d .h .  die Ungleichung (25) kann augewaad t  werden,  und wir erhal ten 

( (;)') I < a l  I +  I + . . .  + . q~'§ < a, + i q , , -  

Die Ungle ichung (28) gilt also fiir alle i = I, 2, 3 .- �9 Also gilt auch fiir alle i 

a~ ~ 2a~ 

und gem~ss (I9) und (20) 

II ~ , (x ) l l -<  2M~1 -< 2 V T ~ M .  Q. (29) 

I=Iiermi~ ist die Behauptung  S. 75 bewiesen. 

W i t  schliessen nun damit ab zu zeigen, dass mit  dem e-Wert  yon (24 )d ie  

Folge 

i~ L 2 (o, z )  konvergent ist. 
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Wir  erhalten aus den Gleiehungen (i6) 

f (A~(x) - ,~,+~ (x))z; (x) dx + 
0 

r "+ ] + ~--~-~ ... q, (x, ,  x , , . . ,  x, ,+ , )  @, , ,_ ,  (x~) - l-[ a,,,,(~,) 
p = l  D~, ~ L q = l  q = l  

(I 0 0 

= o  ( , , =  1,2 ,3 . . )  

d x l  " "  d'~cv+l = 

(30) 

f (Jl(x} -- Jr d x  = o. 
0 

(3o') 

Den Klammerausdruck der Gleichungen (30) schreiben wir in der Form 
p + l  

F, ,~,,, <- ,  (~,) �9 -. ,~ , . . , - ,  (:~.',-,) �9 [ . ~ , - ,  (.~,~ - ~,: :x,)] a~,., (x ,+ , ) . .  �9 ,~,;  (x,+,). 
r = l  

Also erhal~en wir 

, t W,+l \�89 
-< II .~,-,(x>-.~,(x)l l .8o. F, I1~+(~)11 ' .  Mpl+I(p 4-- Ij t [ ~ -  ) , 

p = l  

I l l  o~ , (~ )11  
w o r i n  II @(':)(x)ll = M ~  ' s e i n  s o l l .  Mit Anwendung des Satzes q ,  

,>o [ 1 1 ~ , . , - , ( ~ ) 1 1  
Kap. 2 uncl der Definition yon S(r) bekommen wir nun 

I I . ~ , ( x~ -  ~',+, (~)11-< M I I  d , - ,  (x) - - . ~ , ( ~ ) I I  II ,~+ (x)II S( l l  e +  (~)11). 
Aber nach (29) ist 

][ O(~)(x)[[ ~ 2 M al + at < 4 M al <-- 4 I ~ z ~ M e ,  

so dass wieder die Ungleichung (25) angewandt werden kann, was 

II ~(x~ - ~,+, ~11 < 4 II ~ , - 1  (x~ - ~,(~ II 

ergibt. Hieraus erhalten wir sukzessive 

also, wenn m < n, 

($. 
k=m--1  
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Es ist also 
lim IIAm(x)-- A,,(x)ll =o. 

~ , ~ 0 o  

Folglich existiert die Grenzfunktion A (x) < L * (o, z~). 

Wir  se~zen zuletzt 
(x) = d (x) + (x). 

3. Beweis, dass die Funktion ~ (x) die ge~uchte ist. 
Wir  bilden nun mit der oben gefundenen Funktion ~o (x)die Dgl. (7). Wenn 

sie die gesuchte ist, muss sie gemiiss den Ausfiihrungen der ersten Abteilung 

dieses Beweises die lCelationen (I3) befriedigen. Dies ist in der Tat der Fall. 

Um dies zu zeigen, bilden wir die Differenz des linken Gliedes yon ( i3)und  des 

linken Gliedes yon (I6) und sch~itzen sie ab: 

l i [J (x ) - -J~(x)]z : (x )dx+ 

"J- " ' "  Q ,  (X l ,  X2, . . .  X:p+l) O ,  (Xq) - -  ~ ' ,  i--1 (Xq d x ,  . . .  d x , + ,  
" = '  D~  o o o ~=1 _ 

Da nun das linke Glied yon (16) = o ist, so folgt, dass alle Gleiehungen (I3) 

befriedigt sind (v = I, 2, 3 �9 �9 .). 

Welter ist 

0 0 

und, da z/(x) ~ L 2 (o, ~), gilt: 

(x) < L (o, 

Gem~ss Satz P ist schliesslich ~0 (x) dutch die Spektren bei den Randbedingungen 

Ia  und I Ia  eindeutig bestimmt. Nach den Ausfiihrungen in der ersten Abteilung 

dieses Beweises ist also ~ (x) die gesuchte Funktion und die zugeh5rige Dgl. (7) 

die behaupte~e Dgl. 

Analog erh~lt man den Beweis im Fall ~ #  o. Hiermit ist der Beweis 
beendet. 

Anm. Aus diesem Satz folgen unmittelbar die Behauptungen I) und 3)yon 
Satz P. 
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Den Eigenwertaufgaben A und B entsprechend erhalten wir analoge Exi- 
stenzsiitze P~ and P~. Dem Satz P* analog bestiitigen sie die MSglichkeit, eine 

Dgl. y" + (~ -~ ~ (x))y ==-o zu konstruieren, deren (reduziertes) Spektrum bei den 

Randbedingungen B1: y (o) = y (~r) --: o bzw. R~: y' (o) = y' (~) = o eine vorgegebene 

Punktfolge ist, die dutch eine der Relation (6) analoge Relation auf die Umge- 

bung eines bekannten (reduzierten) Spektrums einer Dgl. y" + (~ + 99 (x))y ~ o, 

9 9 ( x ) ~ L g ,  bei den Randbedingungen R 1 bzw. R~ besehr~nkt ist. Hierbei be- 

friedigt "die Funktion ~ (x) die Bedingung ~ (x) --  99 (x) < L ~ g. 

Die S/itze P*, P~ und P~ enthalten das Wesentliche, was wir yon dem Pro- 

blem P* sagen kSnnen. Sie entsprechen offenbar im Gebiete der Eigenwertdifferen- 

zen (der S-L Spektren) yon  99 (x) dem Riesz-Fischersehen Satz im Gebiete der 

Fourierkoeffizienten, aber nu t  ,,ira Kleinen",  weft die GrSsse Q klein angenom- 

men werden muss. Diese Beschr~inkung kann nicht ohne weiteres aufgehoben 

werden. Sie ist u.a.  dureh die Eigensehaft ~ < ~+1 des S-L Spektrums bedingt, 

die kein Gegenstiick im Gebiete der Fourierkoeffizienten hat. Diese S~itze kSnnen 

jedoeh zur Behandlung ,,ira Grossen" des Problems -P* angewandt werden, we- 

nigstens theoretisch und in einer Weise, die an analytische Fortsetzung erinnert. 

Um die Ideen zu fixieren, betrachten wir folgenden Fall, andere Hille werden 

analog behandelt: 

Problem P*: I. Es sei die Punktfolge {~,,}~,=0,~,2.. vorgegeben. Ist sie das 

Spektrum einer Eigenwertaufgabe 

y" + (~ + 99 (x)) y = o, 99 (x) < L~ ~, f 99 (x) d~  = o / o 
y (o) = y (,~) = o ? 

Um dies zu untersuehen, bilden wir eine Kette yon S-L Spektren in folgen- 

der Weise: 

Wir  wiihlen 99 (x) ~ o und bilden das zu der Dgl. y" + ~ y = o bei den Rand- 

bedingungen y(o)=y(~)-----o gehSrige Spektrum {(n+ I)~l und bereehnen den 

Radius 00 naeh Sa~z P f  (vgl. die Relation (24)). Dann nehmen wir eine Folge 

1~,, ~1, so dass  
I x , , -  x,, i l  < I~ ,~ - -~ .  + ii-~l 

und 
or 

tl=O 

wird. Naeh Satz P,~ kSnnen wir dann die Dgl. 
6 - 6 3 2 0 4 ~  Aeta mathematictt. 78 
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" L ~, f ~, (x)dx = o  
0 

mit dem Spektrum {s und dem Radius Q1 bilden. 

Nun kSnnen wir wieder ein neues Spektrum konstruieren; das der gegebenen 

Punkffolge noch niiher kommt, indem wir die Folge {~,~} durch die Bedingungen 

festlegen. Wenn man in dieser Weise nach endlich vielen Schrltten s ein 

Spek~rum {X~} mit dem Radius 0~ konstruieren kann, so dass 

oo 

77=0 

gilt, so ist nach Satz P~ die vorgegebene Folge {~} das Spek~rum einer Dgl. 

ff 

" ----- L .q, 
0 

bei den Raudbedingungen y (o) = y (~) = o. 

Gib~ es keine solche Kette yon Spektren, so ist auch nicht die vorgegebene 

Folge {~} ein Spektrum der verlangten Art. Denn ist {~n} das Spektrum tier 

Eigenwertaufgabe 

:r + (z + ~ ( x ) ) y - - o ,  ~ ( ~ ) < L ~ g ,  fqp(x)dx=o (3 I) 
0 

(o) = y ( z )  = o, 

so bilden die Spek~ren, die zu den Dglen. 

y" + (~ + p~,~ (x))y = o 

fiir s ' =  o, ~, 2 . . . s  bei angemessener Wahl yon fls', s gehSren, eine endliche 

Kette, mit deren I-Iilfe die Konstruktion der Gleichung (3 I) mSglich ist. 

Die M6glichkeit, eiue endliche Kette  yon S-L Spektren in obigem Sinn 

zu konstruieren, erweist sich also als notwendig und hinreichend dafiir, dass 

{~,},=o,,.,,.. ein S-L Spektrum bei den Randbedingungen R 1 einer Dgl. 

y" 4- (~ -b q~ (x)) y = o, j" q~ (x) d x  = o mit g0 (x) < L ~ g sein soil. Speziell erweisen 
0 

sich hierdurch die Bedingungen 
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oo  

n : O  

als notwendig (Problem P*: I). 

Durch die obige Konstruktionsmethode erh~ilt man dann auch die Funktion 

(x) (Problem P*: 2). 

Kapitel 4. 

Einige  A n w e n d u n g e n .  

20. Um die Ergebnisse der vorhergehenden Kapitel etwas zu erl~iutern, 

wollen wit nun einige Beispiele betrachten. Wir  beginuen damit, zu untersuchen, 

inwieweit eine unhomogene schwingende Saite mit festen Endpunkten und kon- 

stanter L~nge durch Grundton und Obertbne elndeutig bestimmt wird. Die ent- 

sprechende Eigenwertaufgabe ist bekanntlich die folgende: 

d ~ z 
dt~ + )~Q(t)z(t)=o (I) 

(o) = ~ (1) = o.  (2) 

Wir haben dabei die spannende Kraf t  konstant gleich I angenommen und mit 

0(t) die Masse pro LRngeneinheit der Saite, mit 1 die L~nge der Saite bezeich- 

net. Offenbar kommt unser Problem darauf hinaus, zu untersuchen, inwieweit 

die Funktion Q(t) dureh die Eigenwerte dieser Eigenwertaufgabe eindeutig be- 

stimmt wird. 

Wit  setzen nun voraus, dass r (t) totalstetig ist (~(t)> o), so dass die Glei- 

chung in der Liouvilleschen Normalform 

d 2 Y + (i ~. z + q~ (x)) y = o 
d x "a (3) 

geschrieben werden kann. Diese Transformation wird durch folgende Formeln 

vermittelt: 
t l 

x =  e(t)dt,  i =  e(t) dt 
0 0 

4 

y (x) = V o  (t) z (t) 

(4) 

(4') 
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ttierbei werden die Randbedingungen: y (o)~-y(~T)~ o. 

Es soil nun also e (t) variieren kSnnen, w~hrend die Eigenwerte ),, (n = o, ~, 2 . . . )  

fest sin& Es ergibt sich hieraus folgende notwendige Bedingung, die yon allen 

Funk~ionen Q(t) befriedig~ sein muss: Es muss ffir alle e(t) 

l 

I- I }/~ (t) dt-~ Konstante : Z 
J 
0 

sein. 

Dies folgt leich~ aus den Eigenwertabsch~tzungen ira Satz l, Kap. I. l~ehmen 

wit an, die ,,Massendichte" e (t) entspreche der Konstante 7 und der Funktion ~(J') 

und die ,,Massendichte" q,(t) der Konstante 7~ und der Funktion ~ , (x )abe r  dem- 

selben Spektrum wie (~(t). Aus der Gleichung (3) und nach Satz I, Kap. I, erhiilt 

if if 
0 0 

d. h. 

Fiihren wir die Bezeiehung F = :  Z ~. ~ ein, so liegt das Problem der eindeu- 

tigen Bestiraraung der Funktion 9(x) der Eigenwertaufgabe 

v" § (Z + ~ (x))v = o (6) 

.,/(o) = y (~) = o (nl)  

vor. Gera~ss Satz P, Kap. 3, ist mehr als ein Spektrum ffir die eindeutige Be- 

stimraung notwendig, wenn yon q~(x) nur q~(x)< L(o, 7~) vorausgesetzt wird. 

Verlangen wir auch die Eigenschaft der Symraetrie 

kann gem~iss Satz P1 durch ein einziges Spektrum eindeutige Bestimratheit 

erreich~ werden. Betrach~en wir zuerst diesen Fall. Wir se~zen dann voraus, dass 

e (t) = ~ (l --  t) 

is~. Es folgt, (lass auch (p (x) = ~ (~c - ,  x) f. ti. sein muss. Denn aus (5) erh~ilt man 

leicht 

man dann unraittelbar: 
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~o ( .  (t)) = ~o (x (z - t)) f .  ,~. 
und aus (4) 

l - - t  t 

; f * f x(l -- t) = dt  = zc --~ 
0 0 

woraus obige Behauptung folgt. Wir  erhalten also gem~iss Satz P~, Kap. 3, dass 

'~0 (x) durch das Spek~rum yon (6), (R , )un te r  der Bedingung e ( t ) =  e ( 1 -  t) ein- 

deutig bestimmt wird, d. h. dureh die Eigenwerte der Eigenwertaufgabe (x), (2). 

Dann gilt aber dasselbe yon ~(t). Diese Funktion wird aus der Dgl. (5) bestimmt. 

Es mSgen y,(x) und y~(x) ein System yon FundamentallSsungen dieser Glei- 

chung bilden, so erhglt man 

4 

V~ (t) = g (x, ~,, ~2) = ~, u, (x) + ~2 u, (*). 

Aber die Konstanten c, und c2 werden durch die Bedingungen t ( o ) =  o, t(z)-----l 

und g (x, q, c~) ~--- g (z --  x, cl, c2) festgelegt. Man erhgl~ aus den ersten Bedingungen 

f( i(x, 
0 

und aus der letzten Bedingung 

oder 

-2 d_xx  1 
+ ~ u2 (x) < - i (7) 

(: ) g~ , c ,  c2 == o (8 

yl 
C~ 

el , I ,~V 

wenn y ~ [ ~ ) ~ o ,  was immer durch angemessene Wahl  des Systems yon Funda- 

mentallSsungen erreicht werden kann. Gibt es nun eine physikalisch brauchbare 

LSsung g(x) des Anfangswertproblems (5), (8), was naeh u der Fall 

ist, d .h .  eine LSsung, fiir die g~(x)> o ist, so wird sie offenbar dureh Hinzu- 

fiigung der Bedingung (7) eindeutig bestimmt. Sehliesslieh kann man aus der Dgl. 

I I 2 d x - - - - ~ Q ( t )  d t - - ~ g  (x)dt  

(g2(x)>o) x als eindeutige Funktion yon t (es soll x ( o ) = o  se in )und  dann 

Q(t) ~g4(x)  als eindeutige Funktion yon t darstellen. Also gilt: 



86 G~ran Borg. 

Wenn die Masse pro Ldnge,neinheit Q (t) einer an den Enden befestigten Saite 

yon konstanter Ldnge, die durch eine konstante Kraf t  gespannt wird, in bezug au f  

die Mitre der Saite sgmmetrisch ist und ausserdem geniigend regut[ir ist (Q'(t) total- 

stetig), so ist die Saite dureh Grundton und Obert#ne eindeutig bestimmt. 

Lgsst man die Bedingung der Symmetrie fallen, so gib~ es naeh Satz P 

andere  Saiten mi~ demselben Grundton und denselben ObertSnen. Dureh  die 

Kenn~nis der Ober~Sne bei einer nich~ symmetrischen Einspannung, z. B. yon 

der Form 
(o) = (t) = o, 

nebs~ der Kenn~nis der ObertSne im vorigen Fall kann man wieder zu einer 

eindeuHgen Bestimmung gelangen. Da indessen diese Randbedingungen bei der 

Transformation (4) in 

- �88 e' (z) (l) v + y' Y O, O 

iibergehen, so miissen wir ausserdem Q'(1). Q-~ (1) = Konstante voraussetzen. Under 

diesen Bedingungen erhal~en wir wie oben, aber nun mi~ Hilfe des Satzes P, 

dass die Funktion Q(t) eindeutig bes~imm~ wird. 

In diesem Zusammenhang erw~hnen wir ein Ergebnis yon W. MOTaWURF x, 

das folgendes besagt: 

Wenn eine Saite bei festliegenden Endpunkten und konstanter spannender Kra f t  

fiir jede betiebige Lh'nge der Saite nur harmonisehe Obert6ne hat, so muss die Masse 

pro Ldngeneinheit der Saite die Form 

d 
e (t) = (e + f .  t)* (9) 

haben, worin d, e und f Konsta,nte sind. 

Die einfaehe Behaup~ung, dass in diesem Fall die Obert~ne wirklieh harmo-  

niseh sind, geh~ auf EULER zuriick. 

Wir haben immer eine konstante L~nge der Saite vorausgese~zr was eine 

wesentliehe Erweiterung bedeutet. Es kann im allgemeinen aueh nieht ein so 

einfaches Ergebnis mehr gel~en, wenn wit im obigen Sa~z die Voraussetzung 

, , j e d e  beliebige L~nge" dureh ,,konstante L~nge" ersetzen. Wenn wir a b e t  Re- 

gularit~tsbedingungen hinzufiigen, kSnnen wir ein analoges Ergebnis auch in 

diesem le~z~en Fall erhal~en. Um dies zu zeigen, beginnen wir damit, das Pro- 

blem fiir unsere Dgl. (5) zu formulieren. 

1 W. MOTHWURF [I]. 
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Wir nehmen zuerst die Funktion Q' (t) totalstetig an, so dass wit die Glei- 

ehung (6) erhalten. Die Voraussetzung, dass die Obert5ne harmonisch sein sollen, 

bedeutet ,  dass 
Z , z =  (~t + I )  $" C 0 ( "  = O, 1 , 2 . . . )  

mit Co konstan?~, sein muss. Mit; Hilfe yon Satz I, Kap. I ergibt sich nun wie oben 

,~ ' f  12Zn + ~ ( x ) d x  = ( .  + I ) ' . c  0 + - -  
7 c .  

0 0 
w o r a u 8  

folgt. Also wird 

~ ( x ) d x - -  (~ + I)  ~ + o ( I ) ,  

C 0I~ = I ,  f ~ 0 ( x )  d 3 5 ' =  o 
o 

Z~ = Z*Z~ = (~ + i )  ~ 

Es handelt  sich also um eine Dgl. (6), deren Eigenwerte alle bei den Rand- 

bedingungen y ( O ) = y ( z ) = o  d i e  Form ~ = ( n +  1) 3 haben. Ausserdem ist 
7r 

f g(x)dx=o. 
o 

Diese Eigenschaft~en hat die Dgl., wenn ~ (x)-------o ist. Wenn wir verlangen, 

dass ~0' (x) (e'" (t)) totals~etig und 9'  ( o ) =  9'  (z) sein soll, so is~ gemgss dem Satz 

S. 7o die Dgl. (5) mif 9 (x)--~ o die einzige mit den obigen Eigenschaften. Die 

zugeh6rige Funktion o(t) wird aus der Dgl. (5) bestimmt: 

d ~ 4 d ~ l \  
= o ,  

also: 
I 

Q(t) ~ (at + b) 4 a, b Konstante. 

Dies ist ein Ergebnis, das dem Mo*hwurfschen analog ist. Die oben genannte 

Behauptung ist also stichhaltig, auch wenn die Worte ,,jede beliebige Ldnge der 

Saite" durch ,,konstante Ldnge der Saite unter der Voraussetzung Q'" (t) totalstetig, 

~o' (o) ----- 9'  (z)" ersetzt werden. 

Wir wollen aueh bemerken, dass' eigentlich nur  

~n~ = (~*' + ] ) 2 " C  0 

fiir eine beliebige Folge n , -*  oo verlang~ wird, um obiges Ergebnis zu erhalten. 

$1. Nun wollen wir das Ergebnis yon AMBARZWtlAN ~, das in der Einleitung 

erwi~hn~ ist, ein wenig betrachten. Er  setzt voraus, die Gleichungen 

t AMBARZUMIAN [I]. 
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(~ (x) stetig) und 

d ~ y 
~ + (~ + ~ (x))y = o 

d ~ z v-d~x? + ) . z = o  

(IO) 

haben dieselben Eigenwerte ~, = n2v (n = o, i, 2 . . . )  bei den Randbedingungen 

Die Behauptung ist, dass 

und 

gilt. 

Aus 

folgt /~ ~ v, und aus 

~/(o) = y '  (~) = o. 

(x)  -=  o 

f (r  (x) - o) y~ (x)~.  (x) d x  = o 
0 

folgt (vgl. Sa~z P, Kap. 3) 

f q,(x)dx=o. 
0 

Da nun Z0 = o vorausgese~z~ wird, folgt endgiiltig r ( x )=  o f. ii. aus dem Satz 

S. 7 I, der gerade durch die Untersuchungen yon AM~ARZU~IAN veranlasst ist. 

AMBARZUMIA~ hat einen anderen und welt liingeren Weg zum Beweis angewandt, 

aber auch sein Beweis fusst wesent|ich auf der Voraussetzung Zo = o. Nach den 

Bemerkungen S. 7o sieht man sogleich ein, das dasselbe Ergebnis unter  viel 

weniger Voraussetzungen erhalSen werden kann. Man braucht z. B. nur anzuneh- 

men, dass )~o=O und fq~(x)dx= o sind. 
0 

22. Sehliesslich wollen wir ein bekanntes Problem betraehten. Es handelt 

sich datum, die Eigenschaften der Funktion q~(x)anzugeben, wenn di~ Insta- 

bilitfis der Dgl. ~ 

y" + (l~ + qD (x))y~= o I 

ganz oder teilweise verschwinden. 

1 Wir begniigen uns in dieser Nr. damit,  ~ ( x ) ~  L ~ (o, ~) anzunehmen.  
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Einige Eigenschaften der Instabilit~tsintervalle sind schon in der Einleitung 

erw~hnt. Wir erinnern hier an einige weitere einfache Eigenschaften derselben. 

Bilden wir die Eigenwertaufgaben 

Dgl. (I ~) ] 
Randbedingunge~ ." y (o) = y (z) l (I 2) 

y (o) = ~/(~) J 

Die Eigenwerte der ersten Eigenwertaufgabe nennen wir /~, die der letzten p~. 

Naeh BAuP~ ~ gelten nun folgende Ungleiehungen 

und es gilt, dass obige Eigenwerte gerade die Randpunkte der Instabilit~tslnter- 

valle bilden. Die Instabilit~tsintervalle sind also folgende: 

( -  . . .  

Wir numerieren sie des, angegebenen Ordnung naeh, so dass das erste Intervall  

die Ordnungsnummer o erh~lt und allgemein das Intervall (#~n-~, p~,~) die Ord- 

nungsnummer 2n und das Intervall (~2,,, fi.2~+1) die Ordnungsnummer 2n + I. 

Die Eigenwerte der Eigenwertaufgabe (I2) bilden also die Randpunkte der In- 

stabilit~tsintervalle yon gerader Ordnungsnummer, die der Eigenwertaufgabe (I3) 

bilden die Randpunkte der Instabilit~.tslntervalle yon ungerader Ordnungsnummer. 

Welter gilt nach HAUPT, dass die zu den Eigenwerten /~2n-~ und #2~ gehS- 

rigen Eigenfunktionen im halboffenen Intervall o--< x < ~ genau 2 ~i Nullstellen 

und die zu den Eigenwerten #~,, und P2"+~ gehSrigen Eigenfunktionen in dem- 

selben [ntervall genau 2 n q- I 5Tullstellen haben. 

Wit  kehren nun zu dem anfangs erw~hnten Problem zuriick. INCE" und 

sp~Lter M ~ g o w ~  "~ haben die Behauptung ausgesprochen, dass, wenn noeh 

ist, kein einziges Instabiliti~tsintervall versehwinden kann, wenn nieht auch dabei 

entwederq~(x)~_Ko,stanteoderauehq~(x+~):=q~(x)gilt. Ince setzt dabei ~ (x) 

i Vgl. HAUPT Ill. Er nimmt ~(x) stetig an. Seine Ergebnisse kSnnen leicht zum Fall 
r (x)<L~(o,r~) erweitert werden. Vgl. auch HAMEL [I]. ~ INCE [I]. a I~ARKOVIC [I]. 
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stetig voraus; seine Bewelse seheinen aber giiltlg zu s e i n -  wenn sie riehtig sind -- 

auch wenn nur  die Besehr~nktheit der Funktion ~ (x) vorausgesetzt wird. Ihre 

Behauptung diirfte aber nieht riehtig sein. Man kann auf das Beispiel der 

Meissnerschen Gleichung 1 verwei~en, die einfach auf die Form (I I) mit ~ (-- x ) =  

= ~ ( x )  transformiert werden kann, und bei der die oben ausgeschlossenen Er- 

gebnisse auftreten. Man kann auch ein Gegenbeispiel dadureh konstruieren, dass 

man q~ (x) gleich einer Funktion mit der Periode ~ (p > 2) nimmt, fiir die aus- 
P 

serdem q~ (-- x) q~ (x), 9~ (x) ~ Konst. gilt. Wie man lelcht einsieht, versehwinden 

in diesem Fall s~mtliche Instabilit~tsintervalle ausser ev. denen mit den Ord- 

nungsnummern n p (n = o, x, 2 .), und es ist im allgemeinen ~ \ x  + ~ 

Man kann jedoeh eine Behauptung der obigen Art ausspreehen, aber es 

wird viel mehr an u verlangt. Unser Satz ist folgender: 

Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass alle InstabilitSts- 
intm'valle yon ungerader Ordnungsnummer der Dgl. 

Y " + ( t ~ + r  r  s(o,z), ~ (x  + ~ ) = r  fi ii. 

verschwinden, ist, dass 

gilt. 
Beweis: Wir  beweisen zuerst die Notwendigkei~ der Bedingung. 

Gem~ss obiger  Numerierung bedeutet das Verschwinden der Instabilitiitsin- 

tervalle yon ungerader Ordnung, dass die Eigenwerte der Eigenwertaufgabe (]3) 

paarweise zusammenfallen. Dann betrachten wir nebst der genannten Eigen- 

wertaufgabe die folgende 

z" + (t~ + ~P (x))z = o] 
! 

z (O) = --  z (zr) ~ (I4) 
| 

(o) = - l ,  

worin ~0(x)-----qg(x + 2 ) s e i n  soll. Sie hat  o~enbar dieselben Eigenwerte wie die 

Eigenwertaufgabe (I3). Also liegt ein Problem vor, das den yon uns behandelten 

Eindeutigkeitsproblemen bei den Sturm-Liouvillesehen Eigenwertaufgaben ana- 

log ist. 

Vgl. STRUTT [I] S. 39 f. 
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Wenn fi~, ein Eigenwert der Eigenwertaufgabe (I3) (und also der Eigen- 

wertaufgabe (14)) ist, so ist also #~n = #2n+I, u n d e s  sind alle LSsungen der Dgl. 
(I I) fiir ~ = # 2 , ,  Eigenfunktionen tier Eigenwertaufgabe (I3), 1 Es sei dann yn(x) 
diejenige LSsung yon (I I), fiir die 

y~ (o) = o, f y'~ (x) dx  = V ~ 
o 

gilt, und V~(x) diejenige LSsung, ffir die 

gilt. Es sei ferner 

v;  (o) = o, f ,#~ (~) d~ = V 2 
0 

(-- I)'~Y,~(X + ~)--~n(X) 

(~ I)'~+lV,(X + -~)--~Zn(X). 

Die Funktionen z,,(x) und ~n(x) sind also Eigenfunktionen der Eigenwertauf- 

gabe (I4). 

Nun gehen wir wie im Kapitel 2 vor (Eigenwertaufgabe A). Wit  definieren 
ein tIilfssystem { U,(x)} wie folgt: 

U,,~ (x) - -  ~ (v,, (x) 5,  (x) - y ,  (x) z ,  (x)) 
2 

I Us ~ +1 ( X )  = ~ (y, (X) ~,~ (X) + Zn (X) V'~ (X)) 
(~.------ O) I ) 2 . . . )  

Diesen Funktionen entsprechen also die Eigenwerte #2, und #2,+1. Setzen wir nun 

(x) = ~ (~) - ~ (~), 

erhalten wir leicht die der Relation (4), Kap. 2 analoge Relation 

Nun gilt 

f ,J (x) V, Cx) dx  = o (~ = o ,  1 ,2. . . ) .  
o 

Wenn wir also die Vollstiindigkeit des Systems {U,(x)},.=o,l,2... in bezug 

auf den Raum der Funktionen f (x)< L~(o,z)mit obiger Eigenschaft f ( x  + ~1 
Z ]  

1 Vgl. HAUPT [I]. 
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-~ --  f ( x )  f ,  ii. beweisen kSnnen,  fo lgt  die Behauptung:  J ( x )  = ~ ( x ) - -  ~ ( x  + ~ )  --  

--= o f.  ii. Wir wollen diesen Beweis im wesentlichen durchffihren. Dabei erhalten 

wit zuerst, dem lCIilfssatz A~ analog, 

U ~ .  (x) = c o s  2 (2 ~ + ~) x + 0 

m 

U2n+l(X)~'-~ ~ SiI12(2~-~ I)X -~- 0(I) " 

Wir bilden nun das zu obigem Funktionensyst.em gehSrende Gleichungssystem 

(I4), Kap. 2, wobei f ( x )  eine Funkt ion des oben erwiihnten Raumes sein soil und 

die r,~, a,, a,. in analoger Weise wie im Kap. 2 definiert sein sollen. Aus obigen 

Eigenschaften der Funkt ionen U, (x) folgt wie gewShnlieh die u  dieses 

Gleiehungssystems (vgl. I-Iilfssatz A~). 

Die Vollstiindigkeit des Systems {U,(x)} in bezug auf den oben genannten 

Raum ist gesichert, falls dieses Gleiehungssystem eindeutig auflSsbar ist. Die 

eindeutige AuflSsbarkeit folgt ihrersei~s in gewShnlicher Weise, wenn wir ein 

System { t;(x)},.=0,1,2.., beschri~nkter Funkt ionen finden kSnnen, die diesem Raum 

angehSren und so beschaffen sind, dass das System 

{ U, (x), V,(x;}, =0,1,~.. 

biorthogonM und normiert  wird (vgl..[-Iilfssatz Aa und den Beweis yon Satz A1: I). 

Wir  deuten den Beweis dafiir an, dass es ein solches System gibt. Wi t  withlen 

~q~, (~) = u~,+~ (x) 

V 2 n + i ( x )  = V 2 n ( x ) .  

Es grit dann zuerst 

V~(x) dem fragliehen Raum zugehSren und beschrgnkt so dass die Funkt ionen 

sind, 

Nehmen wir 

bedingungen yon 

Kap. z 

auf die Eigenschaf~ U,. ( z ) =  U, (o) Bezug, die aus den Rand- 

(I3) unmit telbar  folgt, finden wir gemfiss der Definition (26), 
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ist. 

Also gelten die Relat ionen (I6), wenn ~ ~ x ist. Die Bior thogonal i t~t  des Sys- 

tems {U~(x), V~(x)}~:=o,l,,.... ist damit  gesichert.  

3) W e n n  ~ , = z  ist, erh~lt man  leieht aus der Formel  (I5) , dass 

f u2 
0 

gil t  fiir jede andere 

m~ss (27), Kap. 2, 

0 

Gem~ss der Hauptschen Reihe yon Ungleiehungen (S. 89) und der Voraus- 

setzung gil t  aber #, ~ #,, wenn v ~ x, ausser wenn v = 2 n, z = z.,  + I (J~ = o, I, 2 . . . )  

ist oder umgekehrL In  diesem Fall  gilt  aber 

// f ' -  )/ ,,(x) V2,,+l(x)dx---- z~ U~,<(x =o und U2,,+l(x)i'~,,(x)dx--71~,,~,i(x = 
0 0 0 

0 

O. 

Die oben gefundenen Eigenschaften des Systems { U, (x), V,, (x)},. = o, 1,,_, .~. reichen 

schon hin, um die Vollst~i.ndigkeit des Systems {U~,(x)},,=o,l,2... in bezug uuf den 

oben erwiihnten R a u m d e r F u n k t i o n e n f ( x ) < L 2 ( o , ~ ) m i t f ( x + ~ ) = - - f ( x ) f i i .  

zu beweisen (vgl. den Beweis yon Satz A1:I  ). Also folgt  

c f ( x )=~(x ) - -  ~ ( x  + ~;)j: ii. 

Die Bedingung des Satzes ist also notwendig.  

Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Man sieht dies aus folgendem 

Wenn  T Ix -+  ~ ) - - ~ ( x )  f. ft. und y(x) die zu einem beliebigen Eigenwert  ein. 
\ 

yon ( I~)gehor ]~e  Eigel lf~nktion ist, so ]~luss o~e][lba~ aueh ~(~:)=~J(X-]- :7~ 1 
\ 2 ! 

j i) : U2n(X) V2k(x)dx-= 4 {1[(~ ~n), (Y~ ~-)] + I [ ( ~  ~), (zk ~h')] - -  
0 

-- I[(y,z~), (y~ ~k)] --  I [(y~z~), (zk rE)!}. (I5) 

2) Bilden wir nun  das zu jedem dieser vier Lhusdr f icke  gehSrige rechte 

Glied yon (27), Kap. 2, finden wir, dass es gleich o sein muss. Entsprechendes 

Kombinat ion  yon Funkt ionen  U,,(x), V,(x). Also gilt, ge- 
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= - 

( o )  = - 

Es muss also en tweder  zwei unabh~ngige  E igenfunk t ionen  der  E igenwer tau fgabe  

(13) bei dem Eigenwer t  ~ geben,  oder  auch ist 

Das letzte  ist  aber  unmSglich,  denn  sonst miisste y (x) zwei Nul ls te l len mi t  dem 

Abs tand  _z haben,  woraus folg~, dass y(x) im In te rva l l  o --< x < z eine gerade  
2 

Anzahl  yon Nul ls te l len haben miisste. GemEss dem Ergebnis  yon HAUPT S. 89 

haben ~ber die E igen funk t ionen  yon (13) eine ungerade  Anzahl  yon Nulls tel len 

in diesem In terva l l .  Also muss es bei jedem E igenwer t  zwei unabh~ingige Eigen- 

f unk t i onen  geben. Dies ist  bekannt l ich  mi t  dem Versehwinden  der  Instabil i t~ts-  

interval le  g le ichbedeutend.  1 

Aus obigem Satz  kann  m a n  insbesondere her le i ten,  dass das Verschwinden 

aller Instabilitdtsintervalle notwendig ~ (x)= Ko~st. f l i i .  zur Folge hat. 
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