
FORNIULES EXPRIMANT LES VALEURS DES COEFFICIENTS 
DES S]~RIES DE PUISSANCES INVERSES. 

PAR 

FRANZ KAMBER 
~L LAUSANNE. 

Soit donn6e la relation 

(t) 

off T repr~sente la sdrie 

(2) 

x '~ = ym( i  + m T) ,  

T~-c~y  + c2y"+ c a y a + . . .  

et oh m es~ un hombre complexe imaginaSre quelconque. 

A partir  de (1), on peut obtenir le d6veloppement formel de y n  suivant les 

puissances croissan~es de x. 

(3) 

off il fau~ faire 

(4) 

Nous poserons 

y n =  x n ( i  _{_ '~ ~n), 

Sn == b~, l x + bn, 2 x 2 + b , ,  a X a + " " .  

Consid6rons la s~rie 

F(v) = zLv + z2v 2 + ~av ~ + -.., 

ordonnde suivan~ les puissances croissanfes de la variable v. Si son rayon de 

convergence n'est pas nul, il en est de m~me de celui de la s6rie reprdsentant 

la fonction 
H ( v )  = [i  + P(v) ]p ,  

off l 'exposant p e s t  un nombre complexe imaginaire. En effet, dans le plan de 

la variable imaginaire v, cette derni~re s~rie converge ~r l ' int4rieur du plus grand 
I3-632046 Acta mathematica. 78 



194 F r a n z  K a m b e r .  

cerele ne eontenant pas de points singuliers de H(v). Or, ceux-ei sont ou des 

points singuliers de F(v) ou des racines de l'6quation 

i + F ( v )  = o, 

la valeur absolue desqueUes est n6eessairement positive. 

Si done la s6rie (I) poss~de un rayon de convergence non nul, e'est aussi le 

cas pour la s6rie 
1 

x = y ( I  +mr)  Vn, 

puis, d'apr~s Cauehy ~, pour la s6rie inverse 

y = x ( i  + $1), 
ensuite pour la s6rie (3). 

Nous nous proposons d'exprimer les coefficients b~,, eu fonetion des coef- 

ficients e,. 

Nous ferons usage de la formule de Lagrange~: 

Soit y une racine de l'6quation 

(5) v - Vo - x f ( ~ )  = o, 

oCa f(y) est uric fonetion holomorphe k l 'inh!rieur d'un contour C trae6 dans le 

plan imaginaire des y et enfermant le point Y0. Une fonction O(y) holomorphe 

l ' intgrieur du contour C s'exprime pour des valeurs suffisamment petites de x 

par la sdrie 
I ~ 
' a7 

(6) o ( u )  ~(y0)  + Y, ;i. ~(:-~)(Yo), 

le symbole W(j ) (y) d6signant la ddriv6e d'ordre j de la fonetion 

(7) W, (y) = q)' (y) [f(y)]L 

La formule (6) est applicable ~ la question qui nous oeeupe, lorsque n est 

un entier positif. Nous devons faire 

Yo ~ O, 
1 

f ( y )  = (I + m r )  -m, 

�9 (v) = v". 

Voir p a r  ex. K. KNOPP, Theagr~ und Anwend~ng der unendliehe~ l~eihen, 3 e 6dition, 193t 
p. 186. 

s Voir GOURSAT, Cours d'analyse, tome I, I933, p. 47! e$ tome II,  1933, P. II6. 
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La formule (7) devient  

(s) ~ . (u )  = - v " - ~ ( *  + . , r )  .' 

L'4quation (6) s'6erit donc 

OU 

,v 

~<.+,,--,i (o), ( , ,+ , , ) !  -+-  

ear ~/)(o) ---- 0 pour j < n - -  I, ou encore 

I, ~ x" ~ ' + " - ' )  (o) } .  
y " = x " ,  I + ~ ( v + n ) !  "+" 

Comparan~ avee (3) et (4), il s'ensui~ 

19) t , , . .  = - -  

La relation (8) nous  donne  

~r + n--l)(0) 

n (,, + . )  ! 

!,e.+.(v) =v"- 'O + m r )  ~' 
n 

Pour y et, par eons6quent,  T assez petits,  on a 

( ,  + n ) ( ,  + n + ~ ) r  ' (~+~T) - =~--(,+,)T+u., 

' (,, + .)( , ,  + n + m)(,, + ,, + 2 m ) r  8 + - . .  

( - -  I)  ~ 
+ - - ~ - . - , ( v + n ) ( v + n +  m ) . . . ( v +  n + Z - - l m )  r ~ + - . . .  

Suivant  la formule polynomiale*,  le coefficient de y~ dans le d4veloppement de 

T ~ a pour valeur 

v =  Z ,,7' 
(a) 

* Voir y o n  MANGOLDT-KI~OPP, Einfi&rung in die h6here Mafhematik, I93I, p. 34. 
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la  s o m m e  devant, ~tre 6t,endue g ttoutes les c o m b i n a i s o n s  des quanttit6s enti~res,  

posit , ires ou nulles,  al, a s . . . .  , e , ,  qui  sat,isfont, aux  cond i t ions  

(IO) 6 1 + 6 3 +  " + 6 ~ -  

et, 

(II)  al  + 2a~ + . . .  + ~ 6 ~ = v .  

Par  suite, le coefficient de y~+"- '  dans le d6veloppement de _I T~+~(y) est 
n 

~ ( -  (~ + ~)(~ + ~, + ,.) (~ + ~ + z - ,  ~) U. 
i) 2 

On en d6duit  

Port,ant, cette valeur dans (9), on obtientt ~ 

E( , ~  1-,~ -.-~ (12) bn,~, ~ ----i))-(v 4- ~ + ~)~)(v + n q- 2 , 1 ) . . .  (~ + 9~ -~- Z - -  I ,~} ~1 ! 62 [ f ~ [ .  
). 

O n  a en p~rt,iculier 

bn, 1 ~ -  el 

I 

I 
b,,.~ = - -  6 (3 + ~ + ,~) (3 + n + 2 m)  c~ + (3 + ~* + *") c l  c.2 - -  c~, 

I 
b,,, , - ~44 (4 + n + m ) ( 4  + n + 2 m ) ( 4  + n + 3m) c~ 

:-(4 + n + m)(4 + n + 2m)c~c~ + (g + n + m)(C2 ) + e I C s - -  04. 

L a  fo rm u l e  (I2) a 6t6 6t,ablie en s u p p o s a n t  n ent,ier posit if .  N o u s  en  t,irons 

[: 1 
I Of. 1~. BIRKELAND, ~Sber die A~flSsung algebraischer Gleichungen dutch hypergeometrische 

Funktionen, Mathematische ZeitschrifL 26. Band, I927. 
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Soit ma in tenan t  n u n  nombre complexe imaginaire quelconque. A l 'aide de (I3) 

et de la relat ion 

i + ,, s .  = ( i  + &)", 

nous obtiendrons le d6veloppement de S,, valable lorsque x est assez petit. 

Nous aurons de la sorte des expressions bien ddtermin6es pour les coefficients 

bn,, ( v =  I, 2, 3 . . . .  ). C0mme elles s 'appliquent 6galement  au cas de n entier 

positif, elles devront  coincider avec les expressions (I2). Celles-ci sont donc 

exactes pour tout  n. 

w 2. 

La  formule (I2) r6sout la quest ion proposde. Elle permet de calculer b, , ,  

sans qu'il  soit n6cessaire de connaltre  les valeurs de b, , ,-1,  b, ..... 2 , . . .  Toutefois, 

la recherche des diff6rentes combinaisons des nombres ah est assez longue. Nous 

arriverons ~ une formule plus simple en remarquan t  que les expressions b ..... 

peuvent 6tre raises sous forme de d6terminants.  

On a 

b., 1 ~ - -  C 1 ~  

b.,2= 2 ! ( 2 + n )  I ( 2 + n + m ) c l  

3 ! (3 + n) 

(3 + ~) c, 2 (3 + ~) e, 
I (3 + 'r/ + m) C t 

0 2 

3 (3 + n) e3 
( 6 + 2 n + m )  c2 , 

(3 + n + 2 m) e I 

bn, ,t 
4 ! ( 4 + n )  

(4 + n) cl 2 (4 + n) cz 

I (4 + n + m ) e l  

0 2 

0 0 

3 (4 + n)c3 
(8 + 2n + re) e2 

(4 + n + 2 re) c1 

3 

4!4 + n)e4 [ 

(i2 ~- 3,~ + ,n)r 
(S + 2,, + 2m)~] '  
(4 + n + 3 m) el] 

et, en  g6n6ral, 

(i4) 
( -  I)'D~ 
v! (v + n) 

si l 'on pose 
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7 7 ,~ 

r r r 

# .<- + + I 

+ + + + + ~_ 

~ - ~  + + 

7 ? 
. 7 r r 

~ + + 4- 
/ 

~-  -'~ -~  + 

~. + + m 
+ = = + o o 

~- + + + 

4- ~ -}- ~ 0 0 

--~+ 

-F "F 0 0 0 
"-A§ 

0 0 0 0 -h 

II 

Franz Kamber. 

Appelons ack l'616ment situ4 g la k~-plaee de la 

l q i g n e  d 'un  dfiterminant.  

Dans le cas du d~terminant  (I5), nous avons 

(i6) a,,~ = [(k - z + ~) (~ + ,,) + ( l -  1) , , ]  ~_,+~, 

I 
~. condit ion de faire co = - - ,  et. c, = o pour v < o. 

m 
I1 s 'agi t  de d~montrer  la formule (I4). 

D~signons par  D~l le mineur  constitu6 par les 

~l~ments de D,  qui res tent  apr~s suppression des r - - s  

derni~res lignes et des v - - s  derni~res eolonnes. 8oit,  

de plus, D~ ~ -~ I. 

En dgveloppant D~ ~] suivant  les gldments de la 

se-colonne, on obt ient  la re la t ion de r&urrence  

07 )  D!,~ -- [~ + .  + ( . -  ~)m] c , D ~ ' - ' J -  

- ( s -  i) [2 (~ + n) + (s - 2) , , ]  c, D~-~I + . . .  

, , h - ~ ( * -  I ) ! , _ ,  
+ t - -U (s~_h~La( ~ + n)+(s--h)m]chD~ "-hl +" 

+ ( -  i ) , - '  s t (, + .) ~,Dt~ 

Nous allons prouver que r o n  a 

1 , $  

( I8)  JD~] = Z ( - -  I )'+ * s ! ( ,  .-[- , )  ( ,  + , -I- ,*) (y -I- ~ -I- 2 m )  . . . 

�9 . . ( , + n +  x - ~ ) ~ '  ~ ? ~ ? " "  ~? 
a i !  a~! . . .  a,! '  (a) 

la somme ~ '  4rant 6tendue g routes les eombinaisons 
(a) 

des valeurs de ah enti~res, positives on nulles, satis- 

fa isant  aux condit ions 

( i9 )  [{~1 "~ t" a 2 + ' '"-1- a s = Z ,  

t gl + 2 a $ +  "'" + 8 C S s = S .  

Pour  abr~ger, d6signons par O, le coefficient de 

~,c~ . . . c :*  dans (I8). Remplagant  s par s--h, 1~ 

formule (I8) nous donne pour D~ -hI une expression 

qui cont ient  entre autres  le terme 
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~ah--1 o ah - 1  ,,~ah+l a8 
0 , ~ - -  h e ~  t C ~  �9 r " - / t - - 1  " h  - h + l  " " " (~,'l ' 

o5 l 'on a pos6 

(20) 
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r  t ) , - h + .  ( s _  h)! (~ + .)(~ + n + m ) . . .  (~ ~ ~ + Z - - 2  m) 
al! ce,! . . . a/t-11 lah - -  I)! ak+l! . , .  a~ ! 

__ (--I)h-1 ( s - -h ) !  co,~s 

s!(~, + n + Z--I  m) 
0e  coefficient s 'annule lorsque ah-----o. 

L'6qua~ion (I7) ayant  lieu quelies que soient  les quanti t6s  c,, elle dolt  &re 

sat isfai te s6par6ment par les coefficients de chacune des expressions telles que 

�9 ** On dolt  donc avoir  c?,e~., c,. 

O ' =  Z (--I)h--1 - -h ) !  
h 

ou, d 'apr6s (2o), 

on 

o, ~ [h (7_ _+_ '~)_ _+ (y - h___) -_3] ~ =  o~ 
h s (,, + n + ~ m) 

1 , 8  

h 

Or, eet te  relat ion est v6rifi6e en ver tu  des 6quations (I9). 

Nous  reeonnaissons done que l 'expression (18) satisfait  ~ la relat ion de 

r6currence (I7}. Comme elle est  exacte pour  s -  r, elle l 'est par  suite aussi pour  

8-~-2, 3, . . . , ~ .  

L'6quation (I4) peu~ s'~crire 

( -  ~)-D~,1 
b,~,, = ~! O' + n) 

Por t an t  dans eet te  expression la valeur de D~'] tir6e de (I 8), on obt ient  pr6cis6ment 

l '6quation (I2). La  formule (I4) est  done d6montr6e. 

{}3. 

En application de ce qui pr6e~de, consid6rons la relation 

V - x x = I l o g  I-t- V~-~ i _{_ ~ + _  + . . . .  
2 I - - V v  3 5 
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On en d6duit  
I __e '~V~'+I  I [ 

Vy e2V~--i V x [  
+ ( -  : ' B ,  x,] 

off B,, d6signe le nombre  de Bernoull i  d 'ordre  v. 

Dans  le cas pr&ent ,  il f au t  poser  

I 
m - - +  - ,  

2 

I 

2 

2 

2 v +  I 

I1 s 'ensui t  

(21) 

0~1 1'011 a 

(--I)'D, __ ( - - I ) '22"+1B, .  b_~_, = 

(2. ' )! . /) ,  ( 2 . ' - -  3)! .D, 
B,. = v!  2 " ' ( 2 . "  - -  I) = (*'--2)[ 2 ~ ' 

( 2 2 )  D,, - -  

~ ( 2 . "  - -  

I 

0 2 

0 0 

v - - I )  ( 2 v - -  I) 4 ( 2 * ' - -  !) 
9 

2*" 4*" - -  I 6 * ' -  2 

3 5 7 

2 * ' +  I 4v 

3 5 

2 * ' + 2  

3 

0 0 0 

2 . ' - - I  

2 v + I  

2 v ~ ' - - 3 v  + 2 
2 ~ - - I  

2 v ~ - - S v + 4  
2 v - -  3 

2 ~ - - 7  v + 6 

2 * , - - 5  

3 V - - 2  
0 " '"  

3 

Les 616ments de ce d&erminanr on~ pour  expressions 

2(k--l+ ~)*" + 2 l - - k - - 2  
lorsque 

2 k - - 2 1 +  3 

0 >) 

l < k +  I, 

/ > k + I .  
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Soi t  donn6e  la  s6rie 

(23) 

Off l 'on suppose  71 # o. 

inverse  

(24) 

I1 suff i ra  de fa i r e  m = n ~ - - I ,  

N o u s  o b t e n o n s  

l ~ o u s  a v o n s  d o n c  

e t  nous  poserons  

(25) fl,+x - -  

L a  f o r m u l e  (I 2) dev i en t  

1, ".,., ~,~ 
= ~fl  [.---.I )+ (V b~,, ~ z~ ' 

w  

~-= 71~ + 72~f + ' " ,  

On d e m a n d e  la va l eu r  des coeff ic ients  /~, de la sdrie 

= ~ 1 ~  - ~'~ ~" + - + .  

x =  ~ 
71 

, y = ~  dans  les f o r m u l e s  pr6e6dentes .  

~,v+l 
Cr  

71 

~1~'1 ~ I, 

b l , ,  ----- ( - -  I )  1' ~ ' - b l  r~ +1. 

I 

71 

( - -  I )+' bl, +, _ J+, 

r7 +' (~ + , ) ! r l  "+1 

72 73 " "  7,,+__t, 
+ 2 ) ( , +  3 ) . . . ( ' + Z l ~ , a l t a ,  t . .a,t  

L a  r e l a t i on  (25) d o n n e  pa r  sui te  

(26) 
1, ,v cto r 

~ ,  = ~ ( -  rl) --~ (, + z), y .  r,? r~- .:: _n+_,. 

De  (14) e~ de (25) on  t i r e  

D 'ap rbs  ( I 5 )  o n  a done  
A,, = 7'; D,,. 

( v +  t ) 7 2  

71 

O 

O 

(2v+2)Ts (3v+3)7+ (4v+4)y+ 

(+'+2)7~ (2+'+3)7~ (3+'+4)74 

2r l  (v+ 3)72 (2v+4)73 

0 ~ ] 1  (1] -It- 4 )  ~]l 

0 0 0 0 

(27) ,d,, - -  

�9 . , ( v +  ') r,,,+1 
�9 . ~ 2  ~ v  

" ~ ' (~-  I )7 , - ,  

-+ v ( v -  2) r,,,-., 

-- 2 v72 
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Les  ~l~ments de ce d~terminant  sont  

a t , ~ =  [ ( k - - 1  + ~ ) ~  + k])'~-~+~, 

s condit ion de faire )'~ = o quand v < I. 

w  

Supposant  71 ~ o, l 'dquation alg4brique ou t ranscendante  

( 2 8 )  o = ro + )'~ (g - go) + r~ (g - go)" + .  

admet  une racine qui tend  vers Zo lorsque 70 tend vers o. Les formules  du w 4 

sont  applieables au calcul de cet te  racine. I1 suffit  de poser ~ - - ) ' o ,  ~ g - - g o .  

On a en consequence 

g = go - ~ ,  ro - 8~)'o  ~ - 8a) 'o  ~ . . . .  

o n  

(29) )'o )' ~ A 7~ )'~ 
)'x 2-~ )'-~ "-'1 - -  3 !---~ "J-2 . . . . .  4! )'~ "-'a 

ou, en subs t i tuant  l 'expression (27) de J r ,  

(29 bis) z =  z,,--7__o _ )'~_~_o __ )2__~o l3 7, 6 7 8 [ _  _ _  
)'1 2 ! ),18" 2 7* 3 ! )'15 )'1 4)'9. 

7~ 4)'~ 8 75 12 7~ 
71 5 7~ 975 . . . .  �9 

4 ! ) ' ~ ]o  271 6)'~] 

Dans  le plan de la variable imaginaire )'o, cet te  s~rie converge s l ' int~rieur 

du plus grand cercle ayant  son centre  s l 'origine et  ne contenant  pas de points  

singuliers. 

Parmi  ceux-ci se t rouvent  les racines de l '~quation 

c-s les racines de l '~quation 

d7o 
d z  - -  o, 

o = )'~ + 2 )'s ( z  - Zo) + 3 ) '~  ( z  - -  Zo) ~ + ' " .  

PorSant  les valeurs de z - - z  o qui sa t i s font  ~ cet te  ~quation dans la relat ion (28), 

on obt ient  les valeurs correspondantes  de 7o- 
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w  

d ' x  
Les formules pr6c6dentes fournissent  aussi l 'expression de ~y ,  en fone~ion 

des d6riv6es d'ordres sup6rieurs d 'y par rapport  g x. 

Soient 
~ =  ~(~), ~ + ~ = ~ ( ~ +  ~), 

* = ~, (,,), �9 + ,7 = ~,(,, + _~). 

Appliquan~ la formule  de Taylor,  on a 

da ~ d~ a 
~ : ~ --~z + 2-~. d ~ --- i  + " ' "  

d* ~ d~, 
= ~'-da + 27 d a  ---~ 

+ . . . .  

Identifian~ ces s6ries avec (23) et (24) , on obt ient  

I d ' a  
v! dl; " - ~ ' '  

I d ' .  
vl da" = ( -  I)'-l/~'" 

Rempla~ant  ~ par  x, a par y e t  posant  

il s 'ensuit  

d" y = y(,), 
d x * 

y(~) 

(__ Q,-1 d ' x  
,8 ,=  vt d y ' "  

Lorsque y ' ~  o, on t ire de (25) la relat ion 

(30) 
d'+lx (-- I)',~, 
dy,+l-- (y,)2 ,+1 

La formule (26) devient  ici 

(3~) 
~ , ,  _ _ _ _  ( y ( ' + ~ ) ) ' ~ "  . ~,~ = ~ ( -  v'),.-~ (,~ + ~)! ~ (v")~ ( . r  _ _ _ _  

(,, + ~ 
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Le d6~erminant (27) s 'gerit  

(32) J r  

~+i_~_. I y ' '  2 , , + 2  3 ! Y'" 3~+3Y{~)4! 45T4Y(5) 

, V + 2 y , ,  2 ~ + 3 ,,, 3 ~' + 4 y(4) 
Y ~--T- 3! Y 4! " 

o 2 y '  ~ + 3  ,, 2 ~ ' + 4  ,,, 
2! Y 3! Y 

+ 4  ,, 
o o 3Y' 2! Y 

0 0 0 0 

Les dl4ments de ce d4~erminant ont~ pour  valeurs 

at, k - -  (k - -  1 + I) ~, + ky~k_~+2), 

condit ion de poser y ( ' ) =  o pour  u < I. 

On a de la sor~e 

d x  I 
d y y' 

d2 x y"  
d y e - -  y~  ' 

d y e - -  y,6[ Y' 2 y " l  

d4 x 

d y  ~ = - -  5 , 3 .... 

2 y' 3 Y" 

, . o  

vy(,+l) i 

(~--I)!  

y(,- 2) 
(~'--3)! 

lP 
�9 " .  ~ g ~  


