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Einleitung.  

Is t  f (z)  eine in einem beschr~nkten Bereiehe B der z-Ebene stetige, komplex- 

wertige Funktion yon z ~ x + iy,  so bildet das fiber den Rand R(J)  eines ab- 

geschlossenen, zu B gehSrenden Intervalles J erstreckte Integral 

f f (z)  dz 
R (J) 

eine in B (beschr~nkt) additive Intervallfunktion q)/(J). Wird die Ableitung yon 

�9 / (J)  ~ die areol~'e Ableitung yon f ( z )  in einem Punkte zeB, D~q~/(J), durch 

den Grenzwert 

f 
lim R(qi 

definiert, wobei Q ein z enthaltendes, in B liegendes, abgeschlossenes, achsem 

paralleles Quadrat mit Rand R(Q) und Fl~tchenmass re(Q) ist, das sich in z zu- 

sammenzieht, so beweist man leicht, dass aus der Existenz einer (endlichen) Ab- 

leitung f ' ( z )  in z die yon D ~ / ( J )  folgt; und zwar ist dabei immer D~q)f(J) - -o .  

Umgekehrt, hat  f(z)  in jedem Punkte yon B eine areol~ire Ableitung gleich 

Null, so ist die additive Intervallfunktion q)/(J) identisch Null, und dadurch auch 

fiir jede saint seinem Innern in Bi iegende,  einfache, geschiossene, rektifizierbare 

Kurve C 

f f (z)  dz = o ,  

C 

somit, nach dem Moreraschen,Satze, f (z)  analytiseh (differenzierbar) in B. 
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Die Eigenschaft in den Punkten yon B eine areoliire Ableitung gleich Null 

zu haben charakterisiert  somit die in B analytischen Funkt ionen unter  den da- 

selbst stetigen, komplexwertigen Funktionen. 

Man kann sich nun die Frage vorlegen nachzusehen in wie welt die Eigen- 

schaften der analyt ischen Funktlonen slch auf in B stetige, komplexwertige 

Funktionen fibertragen lassen, die in jedem Punkte  yon B eine endliche areoUire 

Ableitung besitzen, ohne dass diese darum immer den Wer t  Null zu haben braucht. 

Die ersten Untersuchungen derartiger Funktionen, areol&'-monoge~e (areol~r-analy- 

tische) oder, abgekiirzt, a-monogene Funktio~en genannt, riihren yon PoMPEIU 1 her. 

Diejenigen in B a-monogenen Funktionen, deren areol~re Ableitung in B stetig 

ist, werden a-holomorph genannt.  Die yon PO~PEIU untersuchten, a-holomorphen 

Funktionen besitzen in jedem Punkte ihres Existenzbereiches stetige partielle 

Ableitungen nach x und nach y; E. KASNER fiihrte fiir sie den Namen yon 

polygenen Funktionen ~ ein. 

Die Analogie zwischen der Theorie der monogenen Funktionen einerseits und 

der Theorie der harmonischen Funktionen zweier Veriinderlichen andererseits 

ffihrt naturgemiiss zur Frage ob sich neben der Klasse der a-monogenen Funk- 

tionen nicht auch eine Klasse yon a-harmonischen Funktionen einfiihren l~isst, 

welche die harmonischen Funktionen umfasst, und welche Eigenschaften hat, die 

in analogem Verh~ltnis zu denjenigen der Klasse der harmonischen Funktionen 

stehen wie die der a-monogenen Funktionen zn denen der monogenen Funktionen. 

Im folgenden wird sich zeigen, dass diese Frage bejahend zu beantworten ist. 

Als Analogon zu den Cauchyschen und Moreraschen S:,ttzen in der Theorie 

der analytischen Funktionen haben wir bei den harmonischen Funktionen das  

Theorem: >>Ist u(x,y) in dem beschr~nkten Bereiehe B harmonisch, so verschwin- 

det das fiber eine saint seinem Innern  in B liegende, einfache, geschlossene, 

rektifizierbare Kurve C erstreckte Integral  der nach der inneren I~'ormale ge- 

nommenen hblei tung yon u: 

(OUd s (OUdx  Ou 3o.  - ay=o. 

1 Siehe D. PO3IPEIU, Rend. Circolo mat. Palermo 33 (I912), S. IOS--I 13. Eine ~'~bersicht fiber die  

Literatur der areol~r-monogenen Funktionen findet man in einer Mouographie yon N. TH~:ODOI~ESCO: 
La d&iv~e ar~olaire, Ann. Roum. de math., cahier 3 (I936), 62 S. 

2 E. R. HEDRIOK gibt in Bull. Amer. Math. Soe. 3P (I933), S. 75--96 eine (~'bersieht der 
Eigenschaften dieser Funktionen und der zugehSrigen Literatur. 
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Umgekehrt, verschwindet dieses Integral  fiir jede derartige Kurve C bei einer 
8u Ou 

in B mit stetigen partiellen Ableitungen O-xx' ~y versehenen, reellen Funktion 

u(x,y), so ist diese in B harmuniseh.~ Dies ffihrt uns dazu im Punkte (x ,y)eB 
als areol&'e Ableitung, D(,.v) a),(J), einer in B m i t  stetigen partiellen Ableitungen 
Ou Ou 
~xx' "~y versehenen, 

a~.(j)- f o~, ~-~n ,t s : 
_~ (s ) 

reellen Funktion u(x, y) die Ableitung der Intervallfunktion 

f Ou ~ d s  

D(~,v ) ~,~ (J) ----- lim ~(J) 

zu betraehten; Q ist dabei wieder ein (x, y) enthaltendes, abgeschlossenes, achsen 

paralleles Quadrat. 
Ou Ou O~u O~u 

Dann folgt aus der Existenz und Stetigkeit yon Ox'  Oy'  ~ und Oy ~ in B, 

O~u 02u 
dass in jedem Punkte  yon B ,  in welehem ~ + Oy ~ -  == o ist, die areoliire Ab- 

leitung yon u existiert und den Wer~ Null hat. Gibt es, umgekehr~, fiir eine 

in B mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung ausgestatteten Funk- 

tion u in den Punkten yon B eine areoli~re Ableitung gleich Null, so ist d har- 

monisch in B. 

Die oben angedeutete Kl~sse der in B areoldr-harmo~isehen ~'u~ktionen soil 

nun yon denjenigen in B mit stetigen partiellen Ableitungen erster Ordnung 

versehenen Funktionen gebildet werden., welehe in den Punkten yon B eine end- 

liche areoliire Ableitung haben. Die harmonischen Funktionen bilden somit die 

Teilklasse, deren Funktionen eine areoli~re Ableitung identiseh Null haben. Sie 

spielen in der Theorie der a-haxmonischen Funktionen die Rolle yon Konstanten 

(ebenso wie die monogenen Funktionen in der Theorie der a-monogenen Funk- 

tionen); denn die Differenz yon zwei in B a-harmonischen Funktionen mit gleicher 

areol~rer Ableitung ist immer eine in B harmonische Funk~ion. 

Wir  definleren auch den Begriff von ~-harmo~isch in einem Pu'nkte. 
Kapitel I enth~lt Un~ersuehungen fiber a-harmonische und (in einem Bereiehe) 

fast  fiberall a-harmonisehe Funktionen. Die Siitze I - - I V  sind als Analoga zu dem 

oben gegebenen Theorem fiber harmonisehe Funktionen zu betrachten. 

In Kapitel I I  werden hShere areol~ire Ableitungen eingefiihrt. Dies ermSg- 

lieht die Definition v0n a-harmonisehen t~unktionen n-ter Klasse. Es l~sst sieh zeigen, 

dass diese mit den polyharmonisehen Funktionen n-ter Ordnung zusammenfallen. 
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Kapitel I I I  enth:,tit u. a. eine Behandlung yon Randwertproblemen bei a-har- 

monischen Funktionen mit hSheren areoliiren Ableitungen, welche als Erweiterun- 

gen von Randwertaufgaben bei harmonischen und polyharmonischen Funktionen 

zu betrachten sin& 

In dem kurzen Kapitel IV finder man einige Beirachtungen fiber eine mit 

der Klasse der fast fiberall a-harmonischen Funktionen verwandte Funkiionen- 

klasse. Zu diesen Betrachtungen fiihrte uns die Lektiire yon zwei Arbeiten yon 

EVANS und yon BINI~EY s. 

Endlich werden in Kapitel V Differentialgleichungen mit  areol~ren Ablei- 

tungen ebenso wie eine zugehSrige Integralgleichung bebandelt. Ausserdem wer- 

den zwei Anwendungen in der Theorie der harmonischen Funktionen und in der 

mathematischen Physik besprochen. 

Kapitel I. 

/ r eo l ih ' . ha rmon i sche  F u n k t i o n e n .  

w I. Wi t  beginnen mit der Formulierung eines im folgenden oft angewandten 

Lemmas. 

Lemma 1. Es sei C der Rand eines yon endlich vielen, einfachen, rektifizier- 

barea Kurven begrenzten, beschr~nkten Bereiches B der xy-Ebene. Wenn die 

Funktionen p(x, y) und q (x, y) in dem abgeschlossenen Bereich B reell und stetig 

sind, und die im offenen Bereich _B definierte, reelle Funktion f (x ,y) f iber  B 

integrierbar (L) ist, und wenn daneben fiir jedes abgeschlossene, im offenen 

Bereich B liegende Intervall  /, mit dem Rande R(I) ,  

f f / ( x ,  du = f p + q dy 
l I: {I) 

ist, dann ist auch 

Eine etwas allgemeinere Fassung dieses Lemmas, deren Beweis sich nach dem 

gleichen Verfahren geben l~sst, ist bisweilen niitzlich; sie lautet: 

Siehe G. C. EVAh'S, Acta Lift. Sci. Szeged 6 (I932), S. 27--33, und J. tL BI)C~EY, Trans. 
Amer. Math. Soc. 37 (t935), S. 254--265. 

* Siehe J. RIDDER, Nieuw Arch. Wiskde (2~ 2I, I e. 2 (t94I) , S. 28--30. 
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Lemma I his. Der Rand C eines beschr~nkten Bereiches B der xy-Ebene sei 

Summe yon endlich vielen, einfachen, rektifizierbaren Kurven; p(x,y)  und q(x,y) 

seien im abgeschlossenen Bereiche B definierte, reelle und stetige Funktionen. 

E sei eine aus endlich vielen, abgesehlossenen, nicht iibereinander greifenden 

Intervallen (ik) aufgebaute Teilmenge yon B;  der Abstand der R~inder yon B 

und yon E sei d (E). Wenn dann 

(i) Z fpd  + qdy 
(~) Rffk) 

einem Grenzwert G zustrebt fiir J (E) -~  o, so ist 

f p dx  + G.~ q dy 
c 

w 2. S&tv. 1. Es sei C der Rand eines yon endlich vielen, ei~fachen, rektifizier- 

baren Kurven begrenzten, beschr~inkten Bereiehes B der xy-Ebene. Hat u(x,y)  in 
Ou Ou 

B stetige Ableitungen ~x und ~y ,  writhe au f  C (endliehe) Grenzwerte annehmen, 

Ou Ou 
die wir ebenfalls dureh b~x bzw. ~-y andeuten, existieren in B endliehe Ableitungen 

O~u u~d O~u Ox-- ~ 8-y~, und sind diese iiber B integrierbar (L), so ist 

6' C B 

Auch wenn der allgemeine Grenzwert yon (I)f i i r  d(E) ---~ o nicht existiert, g i b t  es doeh eine 
Folge yon wie im Texte aufgebauten Mengen (Ep) mit  d ( E p ) ~  o fiir p - -  o% deren zugehSrige 

Summen (I) mit  zunehmendem p naeh fp + q dy  konvergieren. Auch das fo]gt mit  dem loc. cir. 
C 

4) benutzten Beweisverfahren. - -  .[st B ein yon einer einfachen, gesehlossenen, rektifizierbaren Kurve C 
[oder yon endlieh vielen derartigen Kurven] begrenzter Bereich, so ist das Fldchenmass yon B gleich 

~ o f x  d y -- y dx. Dieser iiblieherweise unter  weniger allgemeinen Voraussetzungen bewiesene Satz 

folgt aus Lemma Ibis; man nehme q (x, y) -~ �89 x; p(x,  y) ~-- -- �89 y. 

e Ou Ou Ou 
0-n is~ die Komponente des zu ~ x '  0 y  gehSrigen Vektors in der Riehtung der inneren Nor- 

male in alien denjenigen Punkten yon C, in welchen es eine Normale gibt;  in den iibrlgen Punkten 
Ou 

yon C setze man Onn gleich Null. m Es genfigt sehon in Satz I anzunehmen, dass es r abzdhl- 

bare Teilmenge E yon B und zwei i~ber B - - E  ~aeh Lebesgue integrierbare, endliehe l~'~nktionen 
f (x,y) und g(x,y)  gibt, welche in den Punkten yon B - - E  bzw. mi t  elmer der vier extremen Derivierten 

Ou Ou 
yon Oxx naeh x und einer der vier extremen Derivierten yon O y nach y zusammenfallen; dabei darf 

Ou Ou die extreme Derivierte yon ~x ebenso wie die yon ~y auf B--E yon Punkt zu Punkt weehseln. 

14-632046 Acta mathematica. 78 
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Beweis.  Fiir jedes abgeschlossene, iu B l iegende In te rva l l  L mi t  Rand  R(I ) ,  ist  

�9 -O~ydX--~xd!/--:--  ] j ~ O x  ~ + t)y~] d x d y .  
R [I) l 

Dadurch  fo lg t  Satz I unmit te lbur  aus Lemma I, 

Satz 2. B und C seie~ definiert wie in Satz L Hat u (x, y) in B stetige Ab- 
u 0 u 

leitungen Ox und 0~,  welche auf  C (endliche) Grenzwerte annehmen, u~d sind in 

0 u 
jedem abgeschlossenen, in B liege,~,de~ (i~tervall -Ox tolalstetig nach x dffir fast  al ley  

Ou 
und ~ totalstetig nach y fiir fast alle x, wiihrend Ox~ 02u und Oeu iiber die Teilmenge 7 

yon B, in deren Pu,t~kten beide existieren, integrierbar (L) si~d, so ist wieder 

l 
\Ox 2 Oy ~] 

C B 

Der  Beweis verl~uft  analog wie der  des Satzes I. 

Aus Satz  I oder  Satz 2 folgi,  dass fiir jede in B harmonische  Funkt ion ,  

deren partielle Ablei tungen Ou Ou C O--7x, ~ auf  Grenzwer~e annehmen;  

f Ou ( 3 )  , o 

c 

ist. Dasselbe gil t  nati ir l ich fiir ,~eden yon endlich vielen, einfuchen, rektifizier- 

baren K u r v e n  begrenzten  Tei lbereich yon /L  

Definit ion 1. W e n n  die (endlichwertige) In te rva l l funk t ion  q)(J) definiert  ist 

fiir jedes In terval l  J ,  das samt seinem Rande  zu einem Bereiche B gehSrt ,  so 

heisse O( J )  stetig in B, falls q)(J,) mit  zunehmendem n gegen Null  konverg ie r t  

fiir jede Folge yon in B liegenden, abgeschlossenen I n t e r w l l e n  {~,}, deren Masse 

gleichzeitig gegen Null  gehen. 

In fast alien Punkten yon 13 existieren dann 0-~ und E-y*; in denjenigen Punkten, in ~'elchen 

O~u O~u 
dies nicht der Fall ist, nehme man nun in (2) 0x ~ + ~yi gleieh Null. 

7 Man bewelst leicht, dass diese Menge das gleiche Mass (L) wie B hat 
O~u O~u O~u d- O~u 8 In den Pnnkten yon B, in welchen ~ x  ~ und ---- 0y~ nlcht beide existieren, nehme man ~-~ , 0 y~ 

gleich Null an, 
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Definition 2. Die obere und untere Derivierte yon (P(J) in ei~Tem Pu~kte 

(x, y) e B,  D + (~, v) (1) (J) bzw. DE, u) ~ (J), seien definiert als 

lim sup O(J) . . . .  (P(J) m(J)~ 0 m (J) bzw. llm mt  - - 7 ~ ,  

wobei J ein (achsenp~ralleles) Quadrat darstellt, das (x, y) im Innern oder auf 

dem Rande enth~ilt. Sind sie einander gleich, so definiere ihr gemeinsamer Wert  

die Ableitung, D(~,y)q)(J), von O(J) in (x,y). 

Die zu einer in einem Bereiche B harmonischen Fm~ktion u(x,y)gehSrende 

Int, ervallfunktion 

�9 ,~(J) ~ - - d s  (wobei R(J ) - - -Rand  yon J)  
On 

R (J) 

besi~z~ somit in allen Punkten yon B eine Ableitung gleich ~Tull. 

Definition 3. Eine in einem Bereiehe B definierte Funktion u(x,y), welche 
Ou au 

daselbst stetige Ableitungen Ox' 0y  ha~, heisse in einem Punkte (x, y ) E B  

areol&'.harmonisch oder a-harmouisch, falls die zugeh5rige Intervallfunk~ion 
(j. l 'au 

�9 ,~ ) -j ds in (x,y) eine endliche Ableitung D(~,u) Ou(J) besitzt; diese Ab- 
R(J) 

leitung nennen wir die areolSre Ableitu~g yon u(x,y) in (x, y). 

D(~. y) o .  (J) Die Definitionen der oberen uud der unteren areolh'ren Derivierlen, + 

bzw. D~,u)q)~(J), von u(x,y) in (x,y) liegen hiernach auf der Hand. 

Aus einer bekannten Eigenschaft des Lebesgueschen Integrals fo]gt sofort, 

dass die in den S~'tzen x und 2 betrachteten Fm~]ctionen u (x, y) in fast allen Punkten 

ihres Definitionsbereiches a-harmonisch si~d; der Weft  der areol~ixen Ableitung ist 

dabei fast iiberall im Bereiche gleich -- ~0x~ + 0y-:~] �9 

f(~u 
w 3- Fiir diese Fank~ionen ist O , ~ ( J ) ~  ~ d s im zugehSrigen abgesehlos- 

R (J) 

senen Bereiche B eine totals~etige intervallfunktion. Dass hierzu die Stetig- 
Ou 8u 

kelt der partiellen Ableitungen ~ ,  ~ allein nicht geniigt, zeigt das folgende 

Beispiel. In dem abgesch[esser~en Quudrat O A B B ' ,  yon der Seitenliinge I u n d  

mit OA l~ngs der x-Achse, OB' l~ngs der y-Achse, sei eine Funktion u ( x , y ) ~  
Y 

f qD(y)dy definiert, wobei ~ (y) stet4g and monoton nicht-ubnehmend, mit  90(o)-~ o, 
o 
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r  ~ I, und kons~ant in einem jeden der komplementiiren Intervalle der auf 

0 B'  liegenden, dutch for~gesetzte Dreitei |ung entstehenden, Cantorsehen perfekten 

Menge. Bei Zerlegung yon 0 B '  und yon A B  in drei gleiche Teile durch.die 

Punkte  /)1, Q1 bzw. P~, Q2 (wobei OPI<OQ1 , und P1P~ und QIQ~ paraIlel zu OA) 
zerfiillt aueh das Quadra~ in drei gleiche Teile. Dabei is/ 

f - O~n ds + dn s----- ~. 
R(O AI �89  R(Q~Q..BB') 

Bei einer erneuten Drittelung yon 0t)1 und Q1B' und den zugehSrigen Dritte- 

lungen der zwei benutzten ebenen Intervalle erh~lt man, bei Fortlassung jedes 
0u 

mittleren Intervalles, durch Integration yon ~n fiber die R~nder der vier fibrig- 

bleibenden Intervalle fiir die Summe der Integrale wieder den Wer t  - - I .  Das 

bleibt so bei wiederhol~er Fortse~zung des Verfahrens. Da das Lebesguesehe 

Msss der Cantorschen perfekten Menge Null ist, folgt hieraus, dass die Inte- 
0u 

gration yon ~n zu einer n i c h t  totalstetigen Intervallfunktion ffihr~, obgleich 

du  0u 
~ (-----o) und ~y (~-~(y)) stetig sin& 

Diese Intervallfunktion besitzt in fast allen Punkten yon O A B B '  eine Ab- 

leitung gleich Null; da sie ausserdem nicht immer Null ist, folgt aueh daraus 

schon, dass sie nicht totalstetig sein kann. (Man vergleiehe hiermit das KoroUar 

zu Satz 3.) 

Sie ist dagegen wohl yon besehriLnkter Variation; man sieht leicht, dass ihre 

Totalvariation in 0 A B B'  den Wert  ~0 (I) ----- I hat. 

Dass es Funktionen u(x,y) mit stetigen par~iellen Ableitungen nach x und 

nach y gibt, ffir die die zugehSrige Intervallfunktion ~u(J)  sogar nicht yon 

beschriinkter Variation zu sein braucht, zeig~ das folgende Beispiel. In O A B B '  
g 

sei u(x,y)--~fep(x)dx,  wobei ~0(x) stetig und nirgends differenzierbar 9. 

w  
zunehmen 

angeben. 

0 

Auch ohne Existenz yon partiellen Ableitungen zweiter Ordnung an- 

lassen sich einige Kiassen yon fast fiberall a-harmonischen Funktionen 

Das zeigen die beiden, in diesem Paragraphen folgenden Stitze. 

Man vergleiehe diese Beispiele mit Beispie]en, welehe G. BOULI(tAND fiir gleichar~ige Zwecke 
in der Theorie der e~-monogenen Funktionen konstruierte. Siehe dazu N. THI~ODORESCO, La dt~r~vde 
ar~olaire et 8es applications ~ la physique math., Th~se Paris 193I , S. 54--57- - -  Wit bemerken, 
dass es im letzten Beispiel in keinem Punkte eine areo[tire Ableitung glbt. 
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Lemma 2. Ist  O(J)  eine in einem Bereiehe B 1 der xy-Ebene stetige, (be- 

schr~nkt) additive Intervallfunktion, deren obere und untere Derivierte nur  in 

abziihlbar vielen Punkten unendlich sein kSnnen, und deren obere Derivierte fiber 

jedes in B~ liegende, abgeschlossene Intervall integrierbar (L) ist, so ist fiir jedes 

derartige lntervall J 

�9 (z) = f f  D+ . .  dx 
J 

S a t z  3. Es  sei C der R a n d  eines yon endlieh vielen, einfachen, rektifizierbaren 

Kurven begrenzten, besehrdnkten Bereiches B der xy-Ebene. H a t  u (x , y )  in B stetige 
Ou Ou 

Ableitungen O-xx' ~yy' welche a u f  C (endliche) Grenzwerte annehmen, und k6nnen die 

oberen und unteren areol&'en Derivierten yon u ( x , y )  n u t  in den Punkten einer 

abzdhlbaren Teilmenge E yon B unendlieh werden, wdhrend + D(x.v) q),, (J) iiber B 

integrierbar (L) ist, so ist  

Ou (,) f  ds= f f D(,.:+O.(J)dxdv. 
c B 

u (x, y) ist in B fa s t  iiberall a-harmonisch. 

fo. B e w e i t L  Die IntervallfunkHon O ~ ( J ) -  ~ ds  geniigt in jedem in B lie- 

genden, offenen Intervall /1 den Bedingungen Yon Lemma 2. Daraus folgt ffir 

jedes in einem solchen /1 liegende, und somit aueh fiir jedes in B liegende, 

abgeschlossene Intervall  J :  

Ou D + (5> f f f (x,v) O , , ( J ) d x d y .  
R (J) J 

Anwendung yon Lemma I ffihrt hieraus zu (4). 

Sehliesslich folgt aus (5) die Existenz yon D(x,y)q),~(J) in fast allen Punkten 

yon B ~1. 

~0 Siehe J. RIDD~B, Nieuw Arch. Wiskde (2 )I6 ,  ! (I929), S. 6 3  u. 64. 
tt In der Theorie der a-monogenen Funktionen folgt aus Lemma 2: ]~'enn B und C die gleiehe 

Bedeutung wie in Sara 3 haben, f(z) eine im abgesehlossenen Bereiehe JB stetige, komplexwertige 

_Funktion yon z = x  + iy  ist, mit Hf( z )  ~- l im sup  I f , ,  ll~{jQ/(z)dzl__ (wobei Q ein z enthaltendes, aI~ 

gesehlossenes QuadraO endlich in den inneren t'unkten (z) yon B, hSchstens abzdhlbar unendlieh 
viele ausgenommen, und wenn H$(z) i~ber B integrierbar (L) ist, so e~istiert in .fast alien Punkten 
yon B die areoldre Ableitung, Dz~$(J), yon f(z), und es ist 
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Ou (?u 
KoroUar.  Hat u (x, y) ira beschrdnl~ten Bereiche B steti,qe Ableitungen -~-x' i~y' 

u~nl k6r~ne~ die oberen und u,  tere~ areoldren Deriw'erten vou u(x;y) nut in, den 

Pun~ten einer abzShlbaren Teilmenge volt B uneudlich werden, wdhre~d D~,v) tl),t(J) 

fast  "~Yberall in B den Weft Null hat, so ist u(x,y) in B harmonisch. 

Beweis. Satz 3 l~ss~ sich anwenden auf  jeden Kreis K,  der saint seinem 

Innern  in B lieg~; es ist  dadurch 

f OU d s ~ o .  

K 

Nach einem Satze yon KOEBE und Be)CriER '~ folgt  hieraus, dass u in B har- 

monisch ist. 

Eiu etwas ailgemeineres Resul tat  finder man auf  S. 28I unserer  in Ann. 

Scuola norm. super. Pisa (2) 9 (I94~ erschienenen Arbeit  1~. 

Ou Ou 
Satz 3 bi~. Hat u (x, y) im beschrSnkten Bereiche B stetige Ableitu~gen ~-x' _dy, 

k&men die oberen und untere~ a;'eol&'e~ Deriw'erten yon u (x, y )nu t  in den Punkten 

eiue~" abza'hlbaren Teilmenge ~'on B u~endlich werden, u~d gibt es eine in B stetige 

Funktion q~ (x, y), welche fast ,)'berall in B mit D~,v)q~ (J) zusammenfdllt, so ist 

u (x, y) in B a-harmouisch; die somit iiberall in B existierende areol&'e Ableitung 

yon u (x, Yl fdillt mit der s~eti9e~ Fu~ktio~ 9(x, y) zusammen. 

Beweis. Aus zwei al lgemeinen S~tzen iiber In te rva l l funkt ionen  ~ folgt,  dass 

f f ( z )  ,l z ~= f f  D~ ~r (.J) dx ay. 
c 

f(z)  ist hierbei in B somit fast  i~berall (~-monogen. 
Anwendung yon Lemma 3 zeigt, dass die Ausnahmemenge allgemeiner eine Summe yon ab- 

zr Vielea Mengen, deren jede endliches lineares Mass hat, sein darf. 
Auch zu den Siitzen I und 2 gibt es Analoga in der Theorie der e~-monogenen Funktionen. 
~ Siehe z. B. O. D. KELLOGG, $'oundalions of  potential theory, Berlin 1929, S. 227. 
~3 Siehe aueh RIDDg~, loe. elk Io, S. 6I (erster Satz yon w 9 und erster Satz yon w to); diese 

Siitze ermi')gliehen eine Ablei~nng des atlgemeineren Resultates aus obigem Korollar. 
~4 Diese lauten: a) Is t  die Intervallfunktion ~ ( J )  stetig und additiv im abgesehlossenen Inter- 

vall I,  und kSnnen ihre extremen Derivierten nur in den Punkten elner abz~ihlbaren Teilmenge 
unendlich ' werden, so bleiben obere und untere Grenze einer jeden Derivierten in 7 nngei~ndert, 
gleichviel ob man die Mengen vom Mass Null vernachl~issigt oder nicht;  b ) I s t  ausserdem in einem 
Punkte (x, y) E ~r etwa D(~, y) ~ ( J )  stetig, so ist D~,  y) ~ ( J )  es aueh; die Intervallfunktion hat  dann 

in diesem Punkte eine Ableitung. Siehe I~IDDEI~, loe, cir. 1o, S. 6I u: 62. ~ In der Theorie der 
a-monogenen Funktionen leitet man aus diesen S$itzen ab: ))Ist f (z)  im beschr~inkten Bereiehe B 
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D +(~,,~) q},,(J) in ..~edem Punk~e yon B stetig ist und mit ~v(x, y) zusammenfi~llt, und 

dass in einem solchen Punkte  D(~.,r Damit ist der Beweis fertig ~. 

Lemma 3. Ist O(J) eine in einem Bereiche B~ (beschr~,inkt) additive, stetige 

O(J) 
Intervallfunktion, fiir die: I. in jedem Punkte (x,y)eB~ lira - - - ~ o  ist, wobei 

' j _  (~, .,> ~ (J) 

~(J) der Diameter eines abgeschlossenen Intervalles J ist, welches (x,y) enth~lt, 

und sich in (x,y) zusammenzieht, 2. D + q) und D - ( P  nur in den Punkten einer 

Teilmenge E - ~  ~ / ~ ,  wobei jede Menge Ei endliches l i n e a r e s  Mass hat, un- 
j ~ l  

endlich sein kSnnen, 3- D+ q) und D -  �9 fiber jedes in B~ liegende, abgeschlossene 

intervaU J integrierbar (L) sind, dann ist ffir jedes derartige J: 

O(J)= ff  JD+-a .d dv 
J 

Satz 4. B m~d C seien definiert wie in Satz 3. Hat u (x,y) in B stetige 

Ou Ou 
Ableitungen ~-x I ~yy, welche auf  C (e~dliche) Gre~zwerte an~whmen, u~d kSnne~ 

die oberen und unteren areolh'ren Derivierten yon u(x, y) ~ur in den Punkten einer 
o o  

Menge E = ~+~ Ej, wobeq; jede Menge E~ endliches I in  e a r e s i~lass hat, unendlich 
j=l  

werdcn, wiihrend D~.,)O,~(J) und D~,,)q)~(J) iiber B i~Tteqrierbar (L) sind, so ist 

Iffc )a l 
der  z -Ebene  s te t ig ,  k a n n  lira s u p  R(QI (wobei ~ e in  z e n t h a l t e n d e s ,  abgesch los senes  Quadra t )  

n u r  in den  P u n k t e n  e iner  abz~ihlbaren T e i l m e n g e  von B u n e n d l i c h  werden ,  u n d  g ib t  es in B 

.~tetige, r ee l lwer t ige  F u n k t i o n e n  ~0(z), ~p(z), welche  f a s t  i iberal l  in ]~ m i t  der  oberen  Der iv ie r ten  

[a l lgemeiner :  m i t  e ine r  m i t t l e r e n  oder e x t r e m e n  Der iv ier te~]  yon  Real- bzw.  Imag in i i r t e i l  yon  

f f ( z )  dz z u s a m m e n f a l l e n ,  so i s t  f ( z )  in  B a - m o n o g e n ;  ih re  areol$ire A b l e i t u n g  i s t  g le ieh  qa(z)--bitp(z).>, 
R(J) 
Der Satz  folgt  auch  a u s  L e m m a  2. Spezialf~l le  f inder  m a n  bei  TH~:ODORESCO, loe. eit.  9, S. 41 

u.  43. A u s  L e m m a  3 folgt,  dass  die A u s n a h m e m e n g e  in  u n s e r e m  Satze  a l l geme ine r  S u m m e  von 
abzf ih lbar  v ie len  Mengen ,  de ren  jede  end l i ches  l i n e a r e s  Muss  ha t ,  se in  darf ,  w e n n  m a n  d a n e b e n  

a n u i m m t ,  da s s  Real- u n d  Imaginf i r te i l  yon f f ( z ) d z  f a s t  i iberal l  in  B e ine  areol~ire Ablei . tung haben .  
R (J) 

1~ Der Satz  fo lgt  a u c h  aus  Satz  3. - -  Un te r  B e a c h m n g  yon F u s s n .  13 (erstes  Zitat} l~isst s ieh 

beweisen ,  dass es schou gen~tgt, dass q~(x, y) f a s t  aberall mi t  einer mittleren oder extremen Derivierten 
(welche yon P u n k t  zu P u n k t  weehse ln  daft)  yon qOu(J)zusammenfdllt.  

~6 Das  L e m m a  fo lg t  l e ieh t  a u s  e i nem Satze  yon SAKS u n d  ZYG)IUND. Siehe S. SAKS, Theory 
o f  the integral, W~trszawa, See. Ed.  1937, S. I93;  S. SAgs  u n d  A. ZY(~.~IU~*D, Ann .  Scuola  norm.  

super .  P i s a  ( 2 ) 3  (I934), S. 3o, 3I (Th.  5. I). 
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g B 

u (x,y) ist in B fast  iiberall a-hm'moni,& *7. 

fo. Beweis. Die IntervaUfunktion O ~ ( J ) ~  ~ ds erfiillt in jedem in B lie- 
~(a3 

genden offenen Intervall die Bedingungen des vorangehenden Lemmas. Dadurch 

ist fiir jedes in B liegende, abgeschlossene Intervall J :  

o n  a a  " 

R (J) J 

Mit Lemma I folgt hieraus die Gleichheit (6). 

Aus (7) fo lgt  die Existenz yon D(x, u) @,, (J) in fast  allen Punkten yon B. 

w 5. Satz I wird erweitert dutch 

Satz 5. B und C seien definiert wie in Sa& I. Haben u (x, y) u~d v(x, y) in 

B stetige Ableitungen nach x und nach y, welohe auf  (7.., ebenso wie u und v selbst, 

(endliehe) Grenzwerte annehmen, existieren in .den Punkten yon B --  E, wobei E eine 
O~u O~u O~v O~v 

abzShlbare Teilmenge yon B,  endliehe Ableitungen ~-~x~, - ~ ,  ~ und Oy ~-, u nd sind 

diese iiber B ( - - E )  integrierbar (L), so ist 

(s) j" (u - ds=-- f f (u v--v u)dx lu TM. 
c' B 

Beweis. Ftir jedes in B liegende, abgesehlossene Intervall ] ist 

f(  ,,v o.) f f  u ~nn --  v'~n ds = - -  (u,dv --  v J u )  d x  dy. 
1~ (i) x 

Anwendung yon Lemma I fiihrt zu (8). 

Ohne die Existenz yon partiellen Ableitungen zweiter Ordnung vorauszusetzen 

hat man die folgende Erweiterung der Si~tze 3 und 4: 

Satz 6. B und C seien defi~dert wie in Satz 3. u (x, y) und v (x, y) seien in 

B stetig d~fferenzierbar nach x und naeh y, und die partiellen Ableituugen sollen, 

z~ Vergleiehe bei harmonisehen Funktionen RIDDER, Ann. Seuola norm. super. Pisa (2) 9 (t94 o~, 
S. 284 (Satz 5)- Der zitierte Satz folgt aueh als Korollar aus obigem Satz 4, sogar in leicbt ver-  
allgemeinerter Form. 

zs Der Satz liisst sich in analoger Weise erweitern wie dies fiir Satz I in Fussn. 6 angegeben 
wurde. 
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ebenso wie u und v selbst, auf  C (endliche) Grenzwerte annehmen. Erfiillen nun die 

extremen areoliiren Derivierten von u und die yon v gleiehzeit(q entweder die fiir 

sie in Satz .~ oder die fiir sie in Satz 4 gemachten Annahmen, so ist 

/ , o r  o,,, / f  + - -  ,. v D ~ ,  u) (l) , ,(J) } d x d.y .  

C 1J 

D(~,u) ~,,(J) und D(~,v) ~,,(J) existieren in B fast  iiberalL 

B e w e i s .  Beschr~nken wir uns vorerst auf den Fall, dass die extremen areo- 

l~ren Derivierten yon u und yon v die in  S a t z  3 gemachten Annahmen effiillen; 

E~ und Ev seien die zugehSrigen abzi~hlbaren Ausnahmemengen. Zu (xo, yo)E 

B- - (E~+ Ev) sei ein in B liegendes, abgeschlossenes Quadrat Q, mit dem Mittel- 

punkte (~, ~), gew~hlt, das (Xo, Yo) enthi~lt. ]:)ann ist 

f ( Ov o.., o. 
R (Q) R (QI R (Q) 

f o r  r f O u  ds--v(~,,7) | v-ds. + u(~,~) ~ a ~ , .  
R IQ) R (Q) 

Die oberen and unteren Grenzwerte yon 

u(~,~) f Ov ~) f Ou b-~,~ d s v (~, -O-~n d s 

R tQ) und yon R(Q) , 

mCq) m(~) 

bei Zusammenziehung yon Q auf (xo, Yo), sind 

u (Xo, Yo) D~o, .vo) ~,' (J) bzw. v(x o,yo) + D~o, yo $~(J). 

Es gibt ein positives T mit 

in jedem .Punkte yon B. Dadurch ist 

< T  

R (Q) R (Q) 

sorhit, fails k die Seiteni~inge des Quadrates Q ist, umsomehr 

< T ' V ? .  ~. k V ; f d s  = 4 T'-m(O). 
]r lQ) 
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Auch das Quotient 

und ebenso das Quotient 

f l u - . ( g ,  ,j~ G d8 
R (q) 

.~(Q) 

O u  

f {v - v(f, v)} ~ d~ 
R(Q) 

re(Q) ' 

hat endliehe extreme Grenzwerte, bei Zusammenziehung von Q auf (x0,y0).' Somit 

sind D(+o, Vo> T (J) und DEo, yo> T(J)  endlieh in jedem Punkte (Xo, Yo) e B -- (Eu +/~v); 
dabei ist 

(9) D + Cv[ und I DEo, yo) I 1)~o, v,) ~ (J) l < l u (~0, v0) l x ads Max. yon I ~,o,,o> 0,' I 

+ Iv(~0,v0)l Xdas  Max, yon  [D~0.yo>a),, l und [DG.,Vo>a),.l 
+ 8T  ~. 

Aus Satz 3 folgt, dass nicht nur D + D + (~,v) ~u und (x, y) ~)t,, sondern auch DE, u) (D,~ 

und D~.y)<Pv, welche ja fast iiberall in B mit der zugeh5rigen oberen areoli~ren 

Derivierten zusammenfalIen, fiber • integrierbar (L) sin& Das letzte gilt, wegen (9), 
-- 19 nun auch yon D~, y) W (J) und D(~, v) ~ (J). 

T ( J )  geniigt in B den Bedingungen yon Lemma 2. Daraus und aus Lemma I 

folgt, dass D(~,y)T(J) in fast allen Punkten yon B existiert, und dass 

c B 

ist. 
Aueh wenn die areol~ren Derivierten yon u und yon v die in Satz 4 ffir s i e  

angegebenen Bedingungen erffiUen, beweist man, unter  Zuhilfenahme des Lemmas 3, 

dass D(x,v)T(J) fast fiberall in B existiert und die Relation (IO) erfiillt. 

Um die Behauptung des Satzes in den beiden Fiillen bewiesen zu haben 

brauchen wit, wegen (IO), nur noch zu zeigen, dass in fast allen Punkten yon B 

ist. 
Nach Lemma 2 oder 3 ist T ( J )  eine in B totalstetige, additive Intervall- 

funktion. Diese liisst sich zu einer ffir alle nach Lebesgue messbaren Teilmengen 

~9 I h r e  M e s s b a r k e i t  (L)  i s t  e ine  a l l g e m e i u e  E i g e n s c h a f t  yon  I n t e r v a l l f u n k t i o n e n .  S iehe  S. SAKs, 

Thdorie de l'int~grale, W a r s z a w a  1933, S. 47. 
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yon B definierten, totaladditiven Mengenfunktion T(M) erweitern, deren Weft  

fiir j ede  derartige Menge M durch 

f f  D(,, ~, ~ (J)dx du 
M 

flargestellt wird. Aueh ffir jeden Kreis K(xo, Yo; r) mit dem Mittelpunkte (Xo, Yo) 

und dem Radius r, welcher saint seinem Innern F(xo, Yo;r) in B liegt, gilt die 

Relation (Io), mit K start C, I" stat~ B. D a d u r c h  wird 

o-; -~]e~ 
K 

sein, Ebenso lassen sich die Intervallfunktionen Ou(J) und q),(J) zu totalstetigen 

Mengenfunktionen Ou(M) bzw. Or(M) erweitern, die fiir jede nach Lebesgue mess- 

bare Teilmenge M v o n B  bzw. gleich f f  D(~,y)~,~(J)dxdy and f f  Dl~,y) Ov(J)dxdy 
M M 

sind. Anwendung yon Satz 3 und yon Satz 4 auf F(x o,yo; r) liefert 

K K 

In  fast jedem Punkte (Xo, .%) e B fallen Dc~o, yo) k~ (J), D(~o, yo) 0,~ (J) und 

D(~,yo) Or(J) mit den Grenzwer~en zusammen, zu welchen die Quotienten 

T(F)  bzw. ~ ( F )  bzw. Ov(/~) 
~(r) ~(r) ~(r) 

sich n~hern, wean der Radius r des zugehSrigen Kreises K(xo, Yo;r) nach Null 

geht. In  einem solchen Punkte (Xo,Yo) ist 

, f (  ov o.) I f [  ov o.1 - -  yo)} ~ .  "{v  yo)l (,i) mCr) ~ - v ~  ds=  (~,) {~--~(~o, --V(~o, d8 
K K 

,~(~~ f a y .  V(Xo, Uo) f o,, 
+ ~ J ~  ~-(r~ 3 ~  d~ 

K K 

Wegen der S~etigkeit der par~iellen Ableitungen erster 0 rdnung  von u und yon v 

gibt es zu willkiirlich positivem ~ ein positives ~ derart, dass fiir jeden Kreis mit 

Mittelpunkt (xo, Yo) und Radius r <  c? in jedem Punkte (x',y') einer Verbindungs- 

strecke yon (xo, Yo) mit einem Punkte (x, y) des Kreisrandes 

o ~  ( ~ ,  u ) _ ~ (x, y) < e u n d  0 v . . . .  0 v (~, y) < ~ 
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is~; dabei ist die Differentiat ion naeh n gemeint  in der  R ich tung  yon (x ' ,y ' )und 

yon (x, y) naeh (xo, Yo)- Dadureh  lgsst sich schreiben: 

, f [  , , , 0 , ,  Ou l re(F).  {u --u(xo, Yo)] ~ --  {v -- v(xo, yo)} ~n de = 
h" 

- ,  o~ ,~ov ov ,,(x,,)} ~ y)] ~a, 
.,(r) f [{~. (x,,)+,, (.,,~,, ~; (x,~)- {Xn (~' ~)+ ~ (~' 

K 

mit  I ~h (X, it) I < ~ und ] ~?.~ (x, y)[ < ~. D~raus folgt, dass dieser Quot ient  fiir r -~ o 

nach  Null  konvergiert .  Dies f i ihrt  mit  (I I) z u :  

ou) I " Ov V~n d a ~  D(xo. Uo) T (J)  = lira u ~nn --  

K u (Xo, n ) "  D(~,, Uo) ~,, (J) -- e (xo, Yo)" D(~,. :,,,) q)~ (J). 
Der  Beweis ist damit  fertig.  

Aus Satz 6 lgsst sieh nun  das folgende Analogon einer bekannten  Integral-  

darstel lung harmonischer  Funk t ionen  ablei ten ~~ 

Saty .  7. B und C eeien definiert zde in Satz 3. u (x, y) aei in B alet(q d(fferen- 

zierbar naeh x und naeh y, und die partiellen Ableitungen sollen, ebenso wie u aelbst, 

au f  C (endliehe) Grenzwerte annehrnen. E~fiillen nun die extremen areoldren .Deri- 

vierten yon u entweder die in Satz 3 oder die in Satz 4 gemachten Annahmen, so 

l&st sieh u (x, y) in B in folgender Weise darstellen: 

(12) u ( x , y ) = ~  ~ n - - h ~ n  de+ ~ (~,~;x,y)'Dl~,,,)q~,(J)d~d~l, 
c B 

dabei iat 

h (~, ~; x, y) - - l o g  ~ + eo (~, y), 

wobei ~ = der Abstand yon (~., ~) zu (x, y), und eo (~, ~7) eine in B harmonische Funk- 

tion iat, welehe, ebenao wie ihre partiellen Ableitungen erster Ordnung, au f  C (end- 

liehe) Grenzwerte annimmt. 

B e w e i s .  Umgeben wir (x , y )EB mit  einem Kreise K ( x , y ; r )  yore Radius  r 

und  heben wir die abgeschlossene Kreisschreibe F ( x , y ; r )  aus B fort,  so l~sst 

20 Man vergleiche aucb die Darstellung ~-monogener Funktionen durch die Formel yon Po~ipE1U. 
Siehe TH~ODORESCO, lOC. cir. 9, S. 3o'-'33, 5 7 ~ 5 9 .  Die loc. cir. angenommenen Bedingungen lassen 
Erweiterungen zu, die in gleicher Richtung liegen wie die in Satz 7 benutzteu Bedingungen. Ver- 
gleiohe Fussn. I f .  



0ber  areoRir-harmonische Funkt ionen.  221 

Satz 6 sich auf  den neuen Bereich B - - l =  anwenden,  wobei h s tar t  v genommen 

werden soll. Wi r  e rha l ten  so: 

2 ? r  

O--n - -  h On) dO (J) dg d~; 
o 6' ~_~, 

dabei riihrr das erste In tegra l  yon K(xly; r) her. 

Am Kreise  K(x,y;  r) is~ 

Oh t O~ 
O. r On 

2 ~  2 ~  2 ~  

0 0 0 

Wegen der S te t igke i t  yon u ist 

und  

Ebenso ist  

Aus (I3) folg~ h ie rdureh :  

27g 

lira - -  f u d 0 
r ~ 0  t 

0 

= - 2 ~ u ( x , y ) ,  

2 ~  

Z f 
o 

,imf,'h  O=o. 
r ~ O  

0 

(I4) 
C/ Oh Ou\ .  C [  

l l /  i - -  

e B-.~ 

Das ist  (I2); dabei ist das in (I2) auflretende Doppeli~tegral im allgemeinen ein 
uneigentliches Integral einer (durch den in ( 1 4 )an g eg eb en en  Limes definierten) 

spezidlen Art. 
I 

N i m m t  man  insbesondere h(~,~;x,y)-- log ~, so erh~ilf, man  als Spezialfall  

yon Satz 7: 
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Satz 7 bt~. Unto" den in Satz 7 fiir u angenommenen Bedingu'ngen ist in jedem 

Punkte (x, y) E B: 

I u 
= ~ n l o g ~ d s  - ~ - ~ f l o g ~  "Ou - as 2 ~ , t j  q 

c c B 

wobei q =~ der Abstand yon (~, ~) und (x, y). 

Die fas~ fiberall in B a-harmonische Funktion l~sst sich somit darstelten als 

Summe eines Potentials einer Doppelschieht, eines Potentials einer einfachen 

Schieht (beide harmonisch in B) und eines Doppelintegrals, welches im Falle ab- 

soluter Konvergenz (was u. a. der Fall sein wird bei Beschr~inktheit yon D(~,,z)q)~ (J) 

auf einer massgleichen Teilmenge yon B) ein Fliichenpotential ist. 

Als Analogon einer Forme|  yon ANGEL~SCO bei a-monogenen Funktionen ~ 

hat  man hier: 

Satz 8. Unter den in Satz 7 fiir u angenommenen Bedingungen ist in jedem 

Pankte (x,y) ~ B: 

(I6) o = ~ .  Onl~ ds-  2=J ~ + ~ v a  q'D(~"~')O'~(J)d~d~' 
c c B 

wobei q =-der Abstand von (~, ~) und (x,y). 

I 
Beweis. Man nehme in Satz 6 v(~,~)-~log~ �9 

Satz 7 ter. B und C seien definiert wie in Satz 3. u (x, y) sei eine in B stetig 
Ou Ou 

nach x and nach y d(fferenzierbare Funktion, die, ebenso wie Ox und Oyy' auf  C 

(endliche) Grenzwerte annimmt. Die extremen areolh)'en Derivierten yon u sollen 

enbweder die in Satz 3 oder die in Satz 4 fiir sie angenomme,nen 33edingungen er- 

fiTllen. Haben dann die Ableitungen nach ~ und nach ~ der zum Punkte (x, y) als 

Pol geh6renden Greensehen Funktion g (~,~; x, y) des Bereiches, wie auch ( x , y ) e B  

gewShlt sein mag, auf  C (endliche) Grenzwerte ~, so gilt in jedem derartigen Punkte 

die Darstellung: 

c B 

21 8iehe  A. ANG~LESCO, Mathemat ica ,  Cluj, I (I929), S. Io8 (n ~ 2), und TH~ODORESCO, 1OC. 
cir. I, S. z6 (Formel  2. 32). Die loc. cir. a n g e n o m m e n e n  Bed ingungen  lassen s ich erwei tern .  Ver- 
gleiche dazu Fussn .  I f .  

~ Dies is~ u. a. der Fall ,  wenn  der  Rand aus ana ly t i schen  Kurven  bes teh t .  Das folgt  aus 
W. F. Os(~ooD, Lehrbuch  der •unkt ionentheorie  I, Leipzig-Berlin,  Fi inf te  Auflage I928, S. 703 (Satz 3). 
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Beweis. Man nehme in Satz 7 ffir h die Greensche Funl~tion g. 

Das einfache Integral stellt unter n~heren Voraussetzungen ~s eine in B har- 

monische Funktion w (x, y) dar, welche auf C mit u (x, y) zusammenfallende Grenz- 

werte annimmt. 

Ist  unter jenen Voraussetzungen ausserdem fast iiberaIl in B D(~ , ~) q~(J )  ~ o, 

so ist in jedem Punkte (x,y) e B 

Dies fiihrt naturgem~ss zur Frage, wann eine in B fast iiberall a-harmonische 

Fanktion daselbst subharmoniseh ist. Darauf antwortet der 

Satz 9. Hat  u(x, y) in einem beschrdnkten Bereiche B der xy-Ebene stetige 

partielle Ableitungen nach x und nach y, und geniigen ihre extremen areol&'en De- 

rivierten entweder den in Satz 3 oder den in Satz 4 f ~ r  sie angegebenen Bedingungen, 

Auch geniigt schon, dass jede Randkurve endliche und stetige Kriimmung besitzt. Das l~sst sich 
ableiten aus einem durch M. BRELOT, Ann. ]~eole norm. (3) 48 (I931), S. 177 von n~--- 3 auf n ~ 2  
iibertragenen Satz yon J. SCHAtlDEt~, Math. Ztschr. 33 (1931), welcher ]autet: ~)Hat die Randkurve 
C eines beschrgnkten, einfach zusammenh~ngenden Bereiehes B endliche und stetJge Kriimmung, 
und gibt es auf C eine stetige Funktion u(s), welche ~tuf einem Teilbogen C' eine Ableitung in 
bezug auf die Bogenliinge s hat, die dort einer H61derschen Bedingung geniigt: 

]u ' ( s l ) - -  u'(s~)l < M .  181 -- s~ I a fiir jedes Wertepaar {st, s~} auf C', mit  Is1 --  s~ [ < c 

(/~I, cr u n d c  positiv und feat), 

so hat  die eindeutig bestimmte, in _B harmonische Funktion, welche auf C Grenzwerte gleich u(s) 
hat, in B stetige, partielle Ableitungen nach x and nach y, welche in den inneren Punkten des 
Bogens C' (endliche) Grenzwerte annehmen.>> Ein weitgchend mit  dem SCHAUDE~sehen Satze zu- 
sammenfallendes Resultat, welches ffir unser Ziel ebenfalls genfigt h~tte, riihrt, nach dem Enzyklo- 
paedieartikel von L. LICHTEI~STEIN, II C. 3, S. 243, schcn yon A. KORN her. 

"~ Siehe z. B. R. NEVANLII~NA, Eindcutiqe analytische Funktioncn, Berlin I936, S. 28 (Fussn. 2), 
wo die Randkurven analytisch und die Randfunktion u(s) in bezug auf die Bogenl~inge der l~and- 
knrven stetig differenzierbar angenommen werden; dann nehmen die partiellen Ableitungen nach 
x und nach y der in B h~rmonischen Funktion w(x,y) ,  welche auf C Grenzwerte gleich u(s) hat, 
ebenfalls auf C (endliche) Grenzwerte an. Anwendung yon Satz 7 ter auf w(x,y) ,  u(s) in B liefert: 

I f Oq 
w (x, y) = - -  In(s )  -~  ds. 

27[ C,d (7~ 

Diese Relation liisst sieh auch ableiten, wenn die Randkurven endliche und stetige Kriimmung 
haben, and die Randfunktion u(s) eine Ableitung u'(s) hat, welche auf jeder Randkurve einer 
HSldersehen Bedingung geniigt. Der Beweis folgt sofort mit  dem in Fussn. 22 gegebenen Satze 
yon SCHAUDER und ]~RELOT und Satz 7 ter. 

Da jede stetige Randfunktion u(s) sich gleichmiissig anntihern l~sst dureh Randfunktionen, 
welche eine Ableitung naeh s haben, die einer HSldersehen Bedingung geniigt, gilt die Relation 
ebenfalls, wenn nur Stetigkeit  yon u(s) und endliehe, stetige Kriimmung einer je~r;la kcandkurve 
vorausgesetzt wird. 
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so ist u(x,y) dann und nur dann i72 B subharmoniseh, wean D(x,v)O,~(J) in fast 

allen Punkte~ ihrer Existe~zmenge ~ o ist. 

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge yon RIDD~:R, 1OC. cit. I7, S. 28~ 

(Satz 3), 284 (Satz 7) und z79 (Drittes Korollar). 

Beispiel: - - I  + (x ~ +y~) im Innern des Kreises yore Radius I u m  den Ursprung 

des Koordiuatensystems. 

Bemerkung zu Satz 7 ter. B sei ein besch'rS~k~'er Dirichletscher Bereich, mit 

I~a~d C; u (x,y) sei eine in B stetig nach x u~d nach y d~ffere,zierbare Fu~]~tiou, 

die au f  C Gre~zwerte u(t) am~immt, u~d in B beschri&kte areol&'e I)erivierte hat. 

Dann gibt es eine Folge yon Bereichen (B~) mit 

B1 < B2<"" < B ~ < . . .  < B, 

deren jeder yon end|ieh vielen, in B liegenden, einfaehen Kurven, mit endlicher 

und stetiger Kriimmung, begrenzt wird, und tait der Eigenschaft, dass jeder Punkt  

(x,y)fiB yon einem gewissen Index n(x,y) an zu Mien Bereichen (B,) gehSrt. 

In  jedem Bereiehe B,  yon geniigend hohem Index gibt es eine harmonische 

Funktion w,,(x,y; xo, yo), welche auf dem Rand (5, yon B,~ die durch log -I, mit 
t) 

Q ---- V ~ x - -  xoff + (y - -  Yo)~}, (xo, yo)fi B und fest, angegebenen Grenzwerte hat. 
I 

Die Greensche Funktion yon B~ und (xo, Yo) ist dann gleich log ~--~, ,  (x, y; xo, Yo); 

sie geniigt nach Fussn. z2 den Bedingungen yon Satz 7 ter. ~Iit Fussn. 23 folgt, 

- ~  w,,(x, y; x o, Yo) ds eine in B,~ harmonische Funktion v,,(x,y) dass ~-~ /~n log o 
( ,'~ 

ist, welche auf C~ Grenzwerte gleieh u(x,y) hat. u(x,y) geniigt in / ~  den Be- 

dingungen yon Satz 7t% Nach diesem Satze ist somit fiir geniigend hohem n: 

z ~ c j j |  ~- -w, , (x ,y;Xo,  Yo) D(~.~tP,,(J)dxdy; 

B n 

das Integral ist dabei ein gewShnliches Lebesguesehes. Ist v(x,y) die iu B har- 

mo~isehe Fwnk~io~, welche auf  C Gre,zwerte gleich a(t) hat; und is~ ~c(x,y; xo, yo) 
I 

die in B harmonische Funktion, deren Grenzwerte auf C gleich log ~ sind, so 

gibt es zu willkiirlich positivem e ein N(e) derart, dass fiir jedes n ~ N(e) in 

jedem Punkte (x, y) E B~ + (;~ 
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ist ~4. Aus (i7) und (I8) folgt: 

i f j  (I9) U(Xo, Yo) = V(Xo, Yo) + ~ g(x ,y;  xo,yo)D(,,u I ~ , ( J ) d x d y ,  
B 

wobei g(x,y; xo,Yo) die Greensche ~unkt~.on yon B und (x0, Y0) ist. 

Die Darstellung (19) gilt fi~r jeden Punkt von B ~5. 

Als Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes bei harmonischen Funktionen 

haben wir 

Satz 10. Im beschrh;nkten Bereiche B der x y-Ebene sei u (x, y) stetig differen- 

zierbar nach x und nach y. Ihre extremen areoliiren Derivierlen sollen die in Satz 3 

oder die in Satz 4 f i ir  sie angenommenen Bedingungen erfiillen. Umgeben wi t  dann 

( x , y ) e B  mit einem Kreise K ( x , y ;  r) yore Radius r, welcher samt selnem Innern 

F(x ,y;r)  in B liegt, so ist 

2 ~  r 

f ' f ._[ f f (20) u ( x , y ) =  u ( x + r c o s O ,  y + r s i n O )  d O + ~ .  D(~,~)q)~(J)d~d~. 

o o f i x ,  y; e) 

In  dem in Satz 9 betrachtefien Spezialfall der subharmonischen Funktionen 

folg~ hieraus die bekannte Eigenschaft der subharmonischen Funktionen: 

2,-~ 

u (x, y) < I i = - - -  u ( x +  rcosO, y + r s i n O )  dO; ~6 
2~V J 

0 

ebenso die Eigenschaft, dass u(x,y) dann in keinem inneren Punkte  yon B ein 

Maximum baben kann ohne in geniigend kleiner Umgebung dieses Punktes 

konstant zu sein ~6. 

Beweis.  

oder 

Nach Satz 3 oder Satz 4 i s t  

f O:ds= f f 
K (x, y ; 0) / ' ( x .  !! ; 0) 

2 ~  

"OU d O = - - q .  D(~,,;)q),,(J)d~d U. 

o r (x ,  y; Q) 

"~ Nach  T.  RADO, 8 u b h a r m o n i c  f u n c t i o n s ,  Ber l in  I937,  S. 37 ( no 5.23) �9 
~5 Mi t  Hi l fe  der  WIENERschen K o n s t r u k t i o n  l~ss t  s ich ab le i ten ,  dass  F o r m e l  (I9) fiir j eden  will- 

ki i r l ichen,  b e s c h r g n k t e n  Bere ich  B gil t ,  wenn  v ( x , y )  die L S s u n g  des  ve ra l l geme ine r t en  Di r i ch le t schen  
P r o b l e m s  fiir die R a n d w e r t e  u(t ) ,  u n d  g die zugehSr ige  gene ra l i s i e r t e  Greensche  F u n k t i o n  ist .  

~ Siehe RADO, ]oc. cit.  24, S. 3, 6. 

15-632046 Aeta mathematica. 78 



226 J. Ridder. 

In tegra t ion  auf  beiden Seiten yon o bis r l iefert  

r 2 ~  r 

0 0 0 l ' ( a ' ,  y ;  ~) 

Das ers~e Glied yon (2I) lgsst sieh schreiben 

2 ~  r 

0 0 

2 ~  

f dO{u (x+  r c o s O ,  y + r sin 0) --  u (x, y)} 

0 2 ~  

oder fuo . , , (x  + ,. c o s  o, y + 7. sin 0) - -  2 zu(x, y). 
0 

Dami t  fo lg t  (2o} aus (2I). 

S a t z  11. Der Rand C eines beschrSnkten Bereiehes B der xy-Ebene bestehe aus 

endlich vielen, ei~faehen Kurven mit endlicher und stetiger Kriimmung. u 1 (x, y) und 

u~(x,y) seien in B stetig differenzierbar naeh x mzd naeh y. Die extremen areol&'en 

Derivierten beider Funktionen soUen enhveder die in Satz 3 oder die in Satz 4 f i ir  

sie angenommenen Bedi~gungen erfiillen. Nehmen nun ul und u2, ebenso wie ihre 

partiellen Ableitungen erster Ordnung, auf  C (endliche) Grenzwerte an, sind diese 

Grenzwerte fi~r ul und ~2 dieselben, m~d ist in fast  allen Punkten, in welchen beide 

existieren, 

so sind die Fu~ktio,~en ul(x,y) und u2(x,y) einander gleich ( E i n d e u t i g k e i t s -  

t h e o r e m ) .  

Beweis. Man wende Satz 7 t~ auf die Funkt ion  u l - - u z  an (siehe aueh 

Fussn. 22) ~7. 

S a t z  12. Im beschrffnkten Bereich B sei jedes Glied der Funlctio~wnfolge {uk(x, y)} 

stetig differenzierbar naeh x und ~ach y. Die Folge konvergiere in einem Punkte 

to 1 Io (xo, vo)e B; die FoOen i~x l u.d [-~y j seie,~ i .  ,iede,~ ab.qeschlos~ene. Teilbereich 

T yon B gleichm~issig konvergent. Die extremen areol&'en Derivierten einer jeden 

Funktion ui:(x,y) sollen in B entweder die in Satz 3 oder die in Satz 4 fiir sie 

angenomrnenen Bedingungen erfiillen. Ist dann weiter in jedem abgeschlosse~en Teil- 

~ In  dem Fall ,  dass die in Satz 3 gemaehten  A n n a h m e n  durch die ex t remen areolgren Deri- 
vierten erffillt werden, b rauch t  der Rand nicht  stet ig gekrf immt zu sein, und  kSnnen die Grenzwert- 

bedingungen ftir die part ieUen Ablei tungen yon ul und u 2 fortbleiben. Der Satz fo]gt dann durch 

Anwendung yon Satz a aus  Fussn.  I4 auf  u~--u~ und des Eindeut igkei ts theorems bei harmonisehen 
Funkt ionen.  
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gebiet T die Folge der areoldren Ableitungen ID(~,~) O.k(J)} gleichmSssig konvergent 
auf der Teilmenge yon T, in deren PunMen ~ie alle existieren, so konvergiert 

u (x, y) -- lim us (x, y) 

gleichmdssig in jedem abgeschlossenen Teitbereiche yon B, ist in B stetig differenzierbar 
nach x und uach y, und dort fast iiberall a-harmonisch, wobei in fast jedem Punkte 
(x, y) B 

(22) D(~,y) O,~(J) -- lim Dcx,v) O,,k(J) 

ist (Sa t z  f i b e r  g l i e d w e i s e  D i f f e r e n t i a t i o n  y o n  R e i h e n ) .  

Beweis. Nach Verbindung yon (x0, Yo) mit  einem willkfirliehen Punkte  (x, y) E B 

durch eine ganz in B verlaufende, gebroehene Linie a(Xo, yo; x,y) f o l g t  dutch 

gliedweise Integrat ion l~ngs a :s 

f Ouk f O u .  (23) limr ~ ds  = k-~lim Oss ds 
a (xo, Yo ; x ,  y) a (xo, Yo ; x ,  y) 

= l i r a  {uk(x,y)-- ut(xo, yo)}. 

Aus (23) und der Exis~enz yon lim uk(Xo, Yo) folgt, dass auch in jedem weiteren 
k ~ o o  

Punk t  (x ,y )eB l imuk(x ,y) (~u(x ,y) )  existiert, und fiberdies die Existenz und 

Ou Ou . 
Stetigkeit  yon ~ ,  ~ m jedem Punkte  (x ,y)eB,  m i t  

Ou lim Ouk Ou Ouk 

Die gleiehm~ssige Konvergenz yon lim u~(x,y) in jedem abgesehtossenen Teil- 

gebiete yon B ist ebenfalls eine Folge yon (23). 

Ffir jedes abgeschlossene, 'in B liegende Intervall  J ist wegen Satz 3 oder 

Satz 4 

fou. ff  On ds = DC~,~ q ~ ( J )  dg d~?, 
R ( J )  d 

also, wegen der gleiehm~ssigen Konvergenz der Folgen (On J und {D(~.v ) O,,k(J)}., 

ff (24) ~nn d s = lim D(~, ~)@uk (J) d~ d rj. 
R (J) J 

~s Die  Dif ferent iat ion i s t  gemeint  l itngs a in der R i c h t u n g  von (Xo, Yo) naeh (x, g). 
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Daraus  folgt ,  dass u (x ,y )  fas~ iiberall  in B a -harmoniseh  ist, mi t  

D(~, ~) @~ (J) = lim D(~, ~,) O~,~ (J)  
k - ~  

in fas~ al len P unk t en  yon B. 

E r g g n z u n g .  Is t  ausserdem bekannt, dass die Funktionen der Folge i~ B a-har. 

monisch Mud, mit  s t e t i g e r  areoldrer Ableitu~g, so ist auch u (x , y )  in B a-harmo- 

nisch, wobei in j e d e m  Punkte vo~ B die Relation (22) gilt. 

Das  fo lg t  sofor t  aus (24). 

w 6. I m  wei teren Ver l au f  dieses Kapi te l s  be t r ach ten  wit  Klassen yon Funk-  

~ionen, welche un te r  den in Satz 3 und  in Satz 4 e ingef i ihr ten  Klassen  yon in 

ih rem Exis tenzbere ich  fas~ i iberall  a -harmonischen  F u n k t i o n e n  ~9 fallen. 

L e m m a  4. T(x, y) sei in e inem beschr~nkten  Bereiche B der  xy -Ebene  messba r  

(L) uud beschr~nkt .  D a n n  exis t ier t  in B die F u n k t i o n  ~ein 

# 

logar i thmisches  ,) \ 
Pot~ent~ial multiplizier~ mi t  )-~ 

(25) g ( x , y ) ~  ~ . f ( ~ , ~ ) l o g ~  d ~d r  I, mit  ( x , y ) e B ,  0 =  V { ( ~ - 2 z ) ~ +  (~--Y) '} ,  

B 

und es is t  fiir jedes in B liegende, abgesehlossene Ingerval l  J :  

R (g) a 

Beweis. or1 und oT~ seien in B liegende, abgeschlossene  In te rva l l e ,  mi t  

3"l < J < J 2. 

Zu willkiirlich posi~ivem e gibt. es eine feste  posi t ive  Zahl  r < - - - ~ ,  so dass .~eder 
2r 

Kreis  K ( x , y ;  r), m i~ Mi~te lpunkt  ( x , y ) e R ( J )  und Radius  r, saint  se inem I n n e r n  

r ( x , y ; r )  in B liegt,  uud  dass  

29 Wie man leicht sieht, ist die in Satz 3 eingefShrte Klasse Teilklasse der in Satz 4 ein- 
gefiihrten. 

Og Og 
ao Da, bekanntlich, ~xx und ~y in B existieren und stetig sind (wegen der Beschriinktheit yon 

r y)), gilt diese Relation nach Lemma I auch fiir abgeschlossene Teilberelche yon B, welche yon 
endlich vielen rektifizierbaren Kurven begreuzt werden. - -  Das Doppelintegral (25) spielt bier die 

gleiehe Rolle wie das Integral ~ J J  z--~ dx dy, mit z = x + iy, ~ = ~ + i~j, in der Theorie der 

a-monogenen Funktionen. Man vergleiche Lemma 4 mit einem Theorem von N. THEODORESCO, 
Ann. Mat. pura appl. (4) zz (I933) , S. 33o. 
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JJ I t ff ff ' " O I. ~ d~d~7~l< ~d~d~= I (26) ~ tog Q(X,.u,~,?) ~ ,~do  d ~ =  2~,.  < 
v(x ,y;  r} F(x,y; r) l '(x,y; r) 

ist; die gleiche Abschiitzung gilt  gleichmfissig fiir jeden Punk t  (x,y)ER(J) und 

.]eden Teilbereich yon F(x,y;r). Is t  in B ]p (x ,y ) l  < M ,  so ha t  man weiter 

(27) p ( ~ , ~ ) ~ n l o g  d~d~ <+., M" d~d~<M'i'm(J"'J')<~'M'r 
J~.-- J , -  (l~ - Jl)" J=- J; -- ('Jr+--- Jl)" 

�9 F ( x ,  y ;  r) �9 /~(a', y ;  r) 

wenn nur, was wir annehmen wollen, r e ( J + - - J 1 ) <  e" r ist. 

Aus (26) und (27) %lgt dann 

(~8) If ,+.~ff ,o++.+~(+,+,++,+.[= 
R (.1) J+-J, 

--- if.,+ c r ' ,o+o- ~. + I+..),++..l ..,,~ 

wobei s[R(J)] die L~nge yon R(J) darstellt .  

Nu n  ist 

O ~d~dy (29) . ] ~ n  ' 
R (J) R (a) &-d, 

< ,  J R ( j ) ] .  2 ~ +, 

, f f f  , + ~ ds r  ~nn log ~d~d~ 
/~ {,/) B - &  

' l  If ' 
-~ d+. qD(~, ,j). o 
, ~ .  . ~ log ~d~d~. ~1 

R (J) J,  

Fiir die beiden letzten In tegra le  liisst sich schreiben 

q 
B--J,  R (J) 

b z w .  

f f  f o (30  d~d~.p(~,~) dS.~nlog -. Q 
dl R (J) 

s~ Die hier auf t re teude Normalab le i tung  is t  die Able i tung im Punkte  (x, 9) in der Richtuug 

der inneren Normale yon J ;  in den vier Eckpnnk ten  yon J nehmen  wir  diese Normalab le i tung  
gleieh Null  an. 
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Betracbtet  man eine Funktion u(x,y) mit dem festen Werte  I in allen Punkten 

yon or, so liefert Anwendung der  Formeln (15) und (I6), dass das in (3o) vor- 

kommende int~egral fes  immer den Wef t  Null, dasselbe in (31)vor- 

l~ommende Integral immer den Wer t  e ~ hat. I)adureh ist das Integral (30) gleich 

Null, das Integral  (31) gleieh 2~ffe(g,~ldgdn. Damit folgt  aus (e8) und (29) 
J, 

R (J~ J 

Das Lemma ist bewiesen. 

Satz i3.  Jede in eiuem besehrSnkten Bereiche B der xy-Ebene besehrS~kte, 

nach Lebesgue messbare Funktion ~ (x, y) ist in fas t  allen Punkten des /3ereiches 

areolh're Ableitung einer somit fas t  iiberall a-harmonischen Funktion, deren extreme 

areolSre 1)erivierte in B beschr:inkt sind. Alle in B fas t  iiberaU a~harmonischen 

Funktionen, deren areollire Ableit,u~g fas t  iiberall in B gleieh qD (x, y) ist, und deren 

extreme areolh're Derivierte in B beschrS~kt sind, werden aus einer yon ihnen durch 

Addition der in /3 harmonischen Funktionen erhalten. 

Beweis. Aus Lemma 4 folgt, dass die dort definierte Funktion g (x,y) fast 

iiberall in B eine areol~re Ableitung gleieh r  y) hat, und dass ihre extremen 

areol~ren Derivierten in /3 beschr~nkt sin& 

Is t  h(x,y) eine zweite in B fast iiberall a-harmonische Funktion, mit in B 

beschriinkten areoliiren Derivierten, deren areol~ire Ableitung in /3 fast "iiberall 

gleich g0 (x, y) ist, so wird die Differenz h (x, y) - -  g (x, y) in B fast iiberall eine 

areol~ire Ableitung gleich Null haben, w~ihrend ihre extremen areoliiren Deri. 

vierten daselbst beschriinkt sin& Nach Fussn. 14 (Satz a) hat die Differenz in 

a l l e n  Punkten yon /3 eine areol~re Ableitung gleich Null. Sie is~ somit in t3 

harmonisch, s~ Hieraus folgt leicht die letzte Behauptung des Satzes. 

Sat~ 14. In einem besehriinkten, Diriehletschen Bereiche B sei q9 (x, y) besehr:inkt 

und messbar (L); u(t) sei eine au f  dem R a ,  de C von /3 stetige Funktion. Dann gibt 

es in B eine und nut eine .fast iiberall a-harmonische Funklion, mit besehrSnkte~ 

extremen areotSren Derivierten, deren areoliire Ableitung in B fast  iiberall gleich 

qg(x,y) ist, und welche au f  C mit u(t) zusammenfallende Grenzwerte hat ( L S s u n g  

e i n e s  R a n d w e r t p r o b l e m s ) .  

31 Nach dem Korollar zu Satz 3" 
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Beweis. Die dutch (25) definierte Funktion g(x,y)  hat in B beschri~nkte 

extreme areol~re Derivierte, fast fiberall eine mit $0 (x, y) zusammenfallende areo- 

li~re Ableitung, und besitzt auf C (endliehe) Grenzwerte g(t), d a s i e  nach einem 

bekannten Satze der Potentialtheorie in der ganzen (endlichen) Ebene stetig ist. 

Somit muss eine Funktion h(x,y) gesucht werden, welche in B harmonisch ist 

(vergleiehe den Beweis yon Satz I3) und auf C Grenzwerte gleich u ( t ) -  g(t)hat; 

dann ist g(x , y )+  h(x,y) die gesuchte Funktion. Da es nun immer mSglich ist, 

und zwar uur auf eine Weise, eine diesen Bedingungen geniigende Funktion h (x, y) 

zu finden (LSsung eines Dirichletschen Problems), gibt es auch immer eine und 

nur eine den Bedingungen des Satzes geniigende Funktion. 

w 7- Neben den a-holomorphen Funktionen (siehe die Einleitung) haben wir 

hier die a-harmonischen Funktionen, welehe in ihrem Existenzbereiehe stetige 

areoliire Aibleitungen haben; wit wollen sie a,-harmonisch nennen. Sodann haben 

wir den 

Satz 15. Jede in eiuem beschrh'nkten Bereiche B der xy-~Ebene beschrSnkte, 

stetige Funktion qD (x,y) ist in den Punkten von B areoliire Ableitung einer daselbst 

a,-harmonischen Funktion. Alle in B a,-harmonischen Fu~ktio~en, deren areoldre 

Ableitung in den Punkten yon ]3 mit q~(x, y) zusamme~fdllt, werden aus einer yon 

ihnen durch Addition der in B harmonischeu Funktionen erhalten. 

Der Beweis verli~uf~ wie der des Satzes 13. 

Satz 16. In einem beschrSnkten, Dirichletschen Bereiche B sei q~ (x, y) beschriinkt 

und stetig; u (t) sei eine auf  dem Rande C yon B stetige Fuuktion. Dann gibt es in 

B eine und nut eine as-harmonische FunIction, deren areoldre Ableitung in B m i t  

~(x,y)  zusammenfh'llt, und welche auf  C mit u(t) zusammenfalle~de Grenzwerte hat 

( L S s u n g  e i i i e s  R a n d w e r t p r o b l e m s ) .  

Der Beweis verliiuft wie der des Satzes I4. 

Neben Satz 3 bi~ haben wir bei a,-harmonischen Funktionen noch den 
Ou Ou 

Satz 4 hi'. Hat u(x,y) ira beschrSnkten Bereiche B stetige Ableitungen Ox' Oy' 

k6nnen die oberen und unteren areol&'en Derivierten yon u(x,y) nut in den _Punkten 

einer Teilmenge E = ~ Ej, wobei jedes Ej endliches l i n e a r e s Mass hat, unendlich 
j ~ l  

werden, und gibt es eine in B stetige ~'unktion qD (~,y), welche fast  iiberall in B 

gleieh D(~,u) ~ ( J )  ist, so ist u (x, y) in B a,-ha~'monisch; ~ (x, y) ist in j e d e m  Punkte 

yon B gleieh D(~,,s) q)~(J). 

Das folgt aus Satz 4 und Definition 3. 
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Spezialfall. Der beschr~nk~e Bereich B sei Summe yon einer rektifizierba- 

ten Kurve L und zwei Bereiehen B1 und B 2, welche L zur gemeinsamen Grenze 

haben. Ist  u(x,y) in B stetig differenzierbar nach x und nach y, ist u in Bi  

und in Bz a~-harmonisch, und nehmen die areol~ren Ableitungen yon u in B1 

und die in B2 auf L dieselbeu Grenzwerte an, so ist u auch as-harmonisch in B. 

Ist  u in B1 und in B~ harmonisch, so sind die Annahmen fiber die areol~iren 

Ablei~ungen yon selbst erffillt, und folgt somit schon aus der Stetigkeit yon 

Ou und 0u Ox ~ in B aUein die Harmonizit~t yon u in B. 

0 u Ou 
Dass die yon ~x und ~y geforderten Bedingungen sehr wohl erffillt sein 

kSnnen, ohne dass dies ffir die areo[~,ren Derivierten und Ableitungen der Fall 

zu sein braucht, zeigt folgendes Beispiel. B1 sei ein Quadrat, dessert Punkte (x, y) 

den Bedingungen -- I < x < o, o < y -~ I genfigen, B2 ein Quadrat, fiir dessert 

Punkte (x,y) o < x <  I, o < y <  I gilt, w~hrend L aus den Punkten (x,y) mit 

x-----o, o < y < I  bestehen soll. In B1 sei u ( x , y ) ~ I  +x ,  in B 2 ~ e  ~, auf L--~I.  
Ou Ou O%t O~u 

Dann sind ~-~x und ~ in B stetig, w:~thrend in B 1 z/u -~ ~x ~ + - -  ~- o, in B~ ~- e ~ Oy ~ 
ist. Die in B1 und in B2 mit - - J u  zusammenfaUende areol~re Ableitung geniigt 

somit den Bedingungen yon Satz 4 bi~ und des Spezialfalles nicht, u(x,y) ist in 

B sogar nicht eiumal a-harmonisch. 

Ein zweites Beispiel erhi~lt man wie folgt. Auf dem linearen abgeschlossenen 

Intervall  [o~ I] der x-Achse sei eine perfekte, nirgends dichte Menge P, mit 

re(P)----o, gegeben. Dann l~sst sich eine auf [o, l] monotone, stetige Funktion 

g(x} konstruieren, welche in jedem der zu P komplemenff, iren Teilintervalle 

yon [o,I] konst~nt ist, mit g ( o ) = o ;  g ( I ) = I .  Im abgeschlossenen Intervall  
x 

I [ o ' < x ~  I; o ~ y ~  i] sei u(x,y)=fg(x)dx. Dann ist u ( x , y ) i n  Y stetig dif- 
0 

ferenzierbar naeh x und nach y, und die Punkte,  die Umgebungen haben, in 

welchen u(x,y) harmonisch ist ,  liegen ia I iiberall dicht. W:,tre Satz 4 bi~ hier 

anwendbar, so miiss~e ~0 (x, y) in I identisch Null sein. u (x, y) selbst w~re dort 

somit koustant. Das ist jedoch nicht der Fall, woraus folgt, dass die Unendlich- 

keitsbedingung ffir die areol~iren Derivierten hier nicht erfiillt sein kann. 

w 8. Diejenigen Funktionen u(x,y), welche in einem beschr:~inkten Bereiehe 

Ou Ou 02u O~u 
, , - -  ~-~ besitzen, sind in B a~-harmoniseh, und B stetige Ableitungen ~ ~y Ox ~, Oy ~ 

es ist in jedem Punkte (x,y)EB 
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= -  + 

Nicht jede in B beschrh'~kte und stetige Funktion r  y) kmm als areol&'e Ableitung 
O~u 02u 

einer in B a,-harmonischen Funktion u (x,y) mit partiellen Ableitungen ~x~, Oy ~ 

aufgefasst werden. Denn  naeh Lem m a  4 und  Satz 15 ist .~ede in B a,-harmonische 

Funk t ion  u(x,y) mit  der areol~ren Able i tung q~(x,y) als Summe einer  in B har- 

I f f  ,~, - log  monisehen Funk t ion  und der  Funk t ion  d dv, mit  

B 
O~u O~u 

(x, y) E B, q ~ l / { ( x  - -  ~)~ + (y - -  ~)~}, dars~elIbar; exis t ier ten in B ~ und  - - ,  
Oy ~ 

0 ~ g 02g 
so miisste somit  dasselbe yon O-~ und--0y  ~ gelten.  Aus der  Po ten t ia l theor ie  ist  

jedoeh bekannt ,  dass dies n icht  immer  der  Fall  zu sein braueht ,  as 

Eine  yon P~.TRI~I hen ' i ihrende,  no twendige  und  h inre ichende  Bedingung zur 
2 

O~'q und  0 g a4 gibt  sofor t  eine notwendige u ,d  him'eichende Be- Existenz von Ox ~ 

dingung zur Existenz einer in B as-harmonischen Funktio~ u, welche in B Ablei- 
O~u O~u 
- -  - -  hat, und fiir die dort D(~..;/)O~(J)=~(x,y) ist; sie lautet :  fiir tungen Ox ~, Oy ~ 

jeden Punkt (x, y) e B existiert 

0 3 log 
~ _ e  d ~ d 7, wobei 0 ----- -- -- 

B-F(z, y~ r) 

und r (x ,y;  r ) ~  das Inhere eines Kreises mit Mittelpunkt (x,y) und Radius r. a5 

Die Klasse d e r  in einem beschrgnkten  Bereiehe a~-harmonischen Funkt ionen  

d~u Oiu ist als Analogon zu der Klasse der  yon u(x,y) mit  stetigen Ablei tungen ~x~x ~, Oy ~ 

PoMPEIU herr i ihrenden,  in dem Bereiche polygenen Funk t ionen  zu be t rachten  

(vergleiche die Einlei~ung). 

Eine  Funk t ion  ~ (x,y) sei in einem beschri inkten Bereiehe B beschr~nkt ,  und 

geniige dor t  der HSldersehen  Bedingung:  

I ~ (Xl, - -  ~ (X2,.W) I < M "  - + 

~3 Siehe H. PETRINI, Journal Math. pures appl. (6)5 (I9~ S. z37, 138. 
~4 Siehe PETRINI, ]oC. cir. 33, S. I32--134. 
:s Auch ist dann in jedem Punkte (x, y)EB die Relation (32) erfiilit. 



234 J. Ridder. 

fiir jedes Paar  {(xl, Yl), (x2, y~)} yon Punkten yon B ,  deren Verbindungsstrecke 

ganz zu B gehSrt, und eine Lgnge < c  hat  (M,a u n d c  positiv und fest). Dann 

, i f f  hat das Integral  g (x, y - -  ~ q~ (~, ~) log de d~, mit q = V{(x.-- ~J-~ + ( y -  ~)~}~ 
B 

O~ g O~g 8~ .Die HSldersche Bedingung ist somit in B stet.ige partielle Ableitungen ~-~x ~ , Oy---- ~ �9 

Mm'eichend zur E:vistenz von in .B as.harmonischen ~unktionen u (x, y) mit stetigen 
O~u O~u 

partiellen Ableitunge, ~xix ~ , ~ und einer areoldren Ableitung gleieh 9 (x, y). 

Kapitel II.  

Htihere areolttre Ablei tungen,  

w 9. Wichtige Klassen von areol~ir-harmonischen Funktionen erh~ilt man in 

folgender Weise. 

Definition 4. u(x,y) sei im beschriinkten Bereiche B stetig differenzierbar 

nach x und nach y. Die extremen areolgren Derivierten existieren somit in jedem 

Punkte (x, y) e B. 

Ausserdem kSnnen wir fordern: 

I. in jedem Punkte ( x , y ) e B  existiere die areolfire Ableitung yon u und sei 

Null; nach dem Korollar zu Satz 3 ist u(x,y) dann in B harmonisch; die Klasse 

derartiger Funktionen nennen wit die Klasse l, und sprechen daher yon Funk- 

tionen, welche in B a-harmonisch yon erster Klasse oder am-harmonisch sind; 

II .  die in jedem Punkte  ( x , y ) e B  existierend angenommene areolgre Ab- 

leitung D(x, vl ~)~(J) besitze selbst in den Punkten yon B stetige partielle Ab- 

leitungen nach x und nach y, und eine areol~re Ableitung gleich Null, m. a. W. 

D~x,y} ~P~r (J) ~ u m (x, y) sei in B am-harmonisch (oder harmonisch); wir nennen 

u(x,y) dann in B a-harmoniseh yon zweiter Klasse oder a(~)-harmonisch; 

I I I .  u(x, y) habe in jedem Punkte (x, y) E B eine areolgre Ableitung D(~,v ) ~Pu(J) 

= um(x,y); um(x,y) besitze ebenso in einem solchen Punkte eine areolgre hb- 

leitung Dt~,v ) q)~m ( J ) ~  u (~) (x, y); diese sei in B am-harmonisch, u m somit (nach II) 

a(~)-harmoniseh; wir nennen nun u(x,y) a(~)-harmonisch in B;  

s6 Vergleiche THI~ODORESCO, loe. cit. 9, S. 69 u. 75. Indirekt folgt obiger potentialtheoretischer 
Satz aus dem Theorem yon TH]~ODORESCO; mall beaehte nut, dass 

= 

mlt ~ = ~ + i y  und z = x + i y ,  ist. 
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IV. u (x, y) sei in B a(4)-harmonisch, wenu ihre areol~re Ableitung u ") in B 

existiert a n d  a(a~-harmonisch ist; 
allgemein: u(x ,  y) sei in  B a(P)-harmonisch (p ~ 2), wenn ihre areoli~re Ablei- 

tung u ") in B d~-~l-harmonisch ist; dann existieren somit in B eine erste, zweite, 

bis p-re areol~re Ableitung yon u (x, y): 

D<:. vl q)u (J) ----- u (') (x, y), DI~ I v) ~,~ (J) -- u (:, (x, y ) , . . . ,  DI,P! v) ~ (J) -~ u (p> (x, y), 

und die letztgenannte hat  den Weft  Null. 

Lemrna 5. Besitzt u (x, y) im beschr~Lnkten Bereiche B eine areolitre hble i tung 

u (1) (x,y),  a~ welche daselbst beschri~nkte partielle Ableitungen (p - - I ) - t e r  Ordnung 

hat, so hat  u(x , y )  in B stetige Ableitungen erster bis p-ter Ordnung ( p >  I). 

Bewr Nehmen wit/0----2. Fiir jeden saint seinem Innern  F(X, 9 ; r  ) in B 

liegenden Kreis K(~, 9; r) ist, nach Satz 7 bis, in jedem Punkte  (x,y)e F(~, 9; r) 

= -2. I f u a~ -o' d s - o,. ds+2 ,i f f,o , 
g(~, ~; r) K(-~.~; r) r(L ~i; r) 

wobei 0 = der Abstand yon (~, ~) und (x, y). 
Die beiden einfachen Integrale in (33) liefern in F (~ ,~ ; r )  harmonische 

Funkr sie besitzen somit ster par~ielle Ableitungen aller Ordnungen. 
cOu,) cOu (~) 

Aus der Existenz und Beschris yon Oxx and ~ in B, somit auch in 

F(a~, ~; r) folgt naeh einem bekannten Satze der Potentialtheorie,  dass das Doppel- 

integral 

i f f  ! . u ( ,  ) (34) v ( x , y ) ~ - ~ - ~  log ~ ( ~ , ~ ) d ~ d ~  

/" (x, y; r) 

in F(~,~); r) aUe parfiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat, und dass 

diese daselbst stetig sin& as Daraus folgt das Lemma sofort fiir diesen Fa l l  

Nehmen wit nun p = 3. Wieder  existieren die par~ieUen Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung yon u in F (~, ~); r). Wegen der Harmonizitiit  der einfachen 

Integrale in (33) geniigt es ffir diesen Fall zu beweisen, dass das Doppelintegral 

(34) s~efige par~ielle Ablei~ungen drifter Ordnung hat. 

0 u  ~ u  
87 Dies implizier t  die Exis tenz und  Ster der Ablei tungen ~ x '  Oyy in B.  Siehe die 

Definition 3. 
8a Siehe den letzten Absatz yon w 8: 
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In F(~,~;  r) ist 

(35) O v  I ff,,,,,(r o log I ds d~ 
a x  2 ~  ~ x  Q - 

r (5, ~; r) 

oder, wegen eines Greenschen Integralsatzes, 3s 

f Ou(l ) --I ] O~-x "l~ d~dy 
r (~:, ~; r) 

+ 2_ fu.).loo. I_dy. 

Wegen der I-Iarmonizit~t des letzten Integrals brauchen wir nur das Integral 

- - I  [ [ ~ ) U  (l) I 

n/iher auf seine Differentiationseigenschaften hin zu untersuchen. Aus dem scho: 

benutzten potentialtheoretischen Satz folgt, wegen der Existenz und Besehr~ink 
Ou(1) 

heir der partiellen Ableitungen yon Ox ' dass w in I ' (~,!) ;r)  stetige partiel! 

Ov 
Ableitungen erster und zweiter Ordnung hat. Dasselbe gilt somit yon ~x" ~ 

derselben Weise beweist man diese Eigenschaft fiir ~ .  Daraus folgt das LemI 
v y  

fiir p = 3. 

Nehmen wir den Fall p ~ 4 .  Jede Ableltung zweiter Ordnung yon u 

F(~ ,~ ;  r) ist, naeh dem Vorigen, Summe eines Doppelintegr~als und einig 

einfaeher Integrale, welehe in F(X,~; r) harmoniseh sin& Das Doppellntegr~ 

welches dieselbe Form wie (35) hat, l~sst sieh, wieder mit Hilfe des Greensch( 

Integralsatzes, umformen in die Summe eines eine in F(~,?~; r) harmonisci 

Funktion darstellenden, einfaehen Integrals und eines Doppelintegrals, desse 

Integrand das Produkt yon --:-- log - und einer Ableitung zweiter Ordnung vo 
2~v Q 

u (1) ist. Da u(! ~ besehri~nkte partielle Ableitungen drifter Ordnung hat, hat  da 

Doppelintegral nach dem eher benutzten potentialtheoretischen Satz in I'(~, ~); 

stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung. Das liefert das Lemma fiir p -~  4 

Es wird deutlich sein, dass dieses Verfahren sieh zu jeder willkiirlieh ge 

wiihlten natiirlichen Zahl p ( >  2) fortsetzen l~sst. - -  

3~ Siehe RIDDER, IOC. cir. 4, S. 3 ~ U. 28 (Fussn. I). In der anzuwendenden Formel 

I 
nehme man 1 ) ~ o ,  q - ~ u  ( ~ I o g - .  
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Wir erinnern hier an die Definition der in einem beschrSnkteu Bereiche B 

polyharmonischen Fu~ktio~en p-ter Ordnung als die in B definierten Funktionen, 

welehe daselbst stetige partielle Ableitungen bis zur 2p.ten Ordnung haben, fiir 

die in jedem Punkte (x ,y )EB 

JPu  (x, y) -~ o 

0 3 0" 
ist (p ~ ~). Dabei ist A~-~ J J ~ - ~  (p > I), .:I ~-~ J - -  ~)x-- ~ + Oy---~. 

Nun haben wir den 

Satz 17. Die Klasse der in einem beschrh'~kte~ Bereiche B a(v)-harmonischen 

Funktio~en fSllt  mit der Klasse der in B polyharmo~ischen Funktionen p-ter Ord- 

,ung zusammen (p ~ I). 

Beweis. Der Fall p - ~  I ist schon erledigt. 4~ 

Fiir p~--2 hat  u(x,y) in B, nach Lemma 5, stetige partieUe Ablei.tungen aller 

Ordnungen, falls sie dort a(~Lharmonisch is~. Es ist in B 

z/u ~ - -  u(l), 4t J~u ~-- J z i u  --- -- J u m  ~- O. 

u(x,y) is~ in B somit polyharmonisch zweiter Ordnung. 

Dass, umgekehrt, eine in B polyharmonische Funktion u zweiter Ordnung 

dort a('~)-harmonisch ist mit einer areol~iren Ableitung gleich - - d u ,  folgt sofort 

mit Satz I. 

Ist  u in B a(S)-harmoniseh, so ist u (t) dor~ a(~)-harmoniseh, und diese besitzt 

in B, naeh dem Vorigen, stetige partielle Ableitungen Mler Ordnungen. Nach 

Lemma 5 folgt daraus dieselbe Eigensehaft fiir u. Nun ist in B ~t 

J u  ~ - -  u (1) ,  , J ~ u  ~ - - -  J u  m,  J a u  ~ - -  AC~u (~) ~ O. 

u ist in B polyharmonisch drifter Ordnung. 

Umgekehrt folgt aus der letz~genannten Eigenschaft wieder, dass u in B 

a(aLharmoniseh ist mit der areol&ren Ableitung - - J u .  

Volistiindige ]nduktion zeigt die Giiltigkeit der Behauptung fiir jedes ganze 

p ~ I .  - -  

Die Definition der a(v)-harmonisehen Funktionen ist ganz analog der Defini- 

tion der areol~ren Polynome in der Theorie der a-monogenen Funktionen. 4~ Man 

sind 

40 Siehe das Korollar  zu Satz 3. 

~ Siehe Satz I. 

4~ Siehe THI~ODORESCO, |OC. ('it. 9, S.  I3---20. Real- und  Imagin~irteil eines areol~ren Polynoms 

a(P)-harmonisch. 
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w i r d  daher  auch analoge Eigenschaf ten erwarten diirfen. Aus Satz i 7 folgt ,  dass 

d i e  Entwicklung yon AL~A~SI tier polyharmonischen Funkt ionen  p-ter Ordnung 48 

als eine Entwicklung yon a(~)-harmonischen Funkt ionen  zu be t rachten  ist; sie 

ist das Analogon der yon TH~ODOR~,SCO gegebenen Darste l lung der areol~iren 

Polynome als Polynome in ~ mi t  Koeffizienten, welche holomorphe Funkt ionen  

(in z) s ind)  ~ 

w xo. Sa tz  10 bl'. Im beschrd~kten Bereiche B der xy-Ebene sei u (x, y) stetig 

differenzlerbar nach x und nach y. Erfiillen die areolSren Derivierten von u ent. 

weder die in Satz 3 oder die in Satz 4 f l i t  sie gemaehten Annahmen, so ist f i ir  

jeder~ Kreis K (x, y; r), mit Mittelpunkt (x, y) und Radius r, welcher saint seinem 

Innern r (x ,  y; r) in B liegt, 

(36) 

2~ 

u ( x , y ) =  u ( x + r c o s O ,  y + r s i n O ) d O +  log~.  Dl~,~)O.(J)d~d~, 
o 1" (x, y ;  r) 

mit e = V {(x - f) '  + (v - v)'}. 

B e w e i s .  Nach Satz 7 his, angewandt  auf F (x ,  y; r), ist  in diesem Bereiche 

u ( x , y ) = !  f u 0 - - l o g - I d s - -  i f i Ou ~ f f  i ~ . (J)d idv , ' "  
K(x,y; r) K(z, y; r) P{x,y; r) 

oder 

- -  i ~ 2 ~  l o g  I f O U d 8  I (~)u(g)d~d~.  

K (x, y ; r) K (x, y ; r) r (x, y; r) 

Nun  ist, nach Satz 3 oder Satz 4, 

Dadurch wird 

2~ 

0 

f.u ff 
K(x, y; r) r(~, y; r) 

, 
+rcosO,  y + r s i n O ) d O §  ~ -  log .D(~,~,)O~(J)d~dy. 44 

2~ 
l"{x,y; r) 

48 Siehe M. NICOL~SCO, Ann. ]~eole norm. ( 3 ) 5  2 (I935), S. I85--192. 
44 Ftir die Art des Doppelintegrals vergleiehe das Ende des Beweises yon Satz 7- Sind die 

extremen areol~ren Derivierten yon u in B beschr~nkt, so ist das Doppelintegral ein gewiihnliches 
Lebesguesches, und folgt Satz IO bis auch |e icht  aus Satz ]o. 
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Definition 5. W i r  setzen 

2 ~  

0 

r 

 ffu g , (u ;  x , y ;  r) = (~,w) d ~ d y = ~  ~o(U;x,.y;e).qdQ 
/'(z, y; r) 0 

im a l lgeme inen  (fiir p >_-- I) 
t" 

0 

Definition 6. Es sei 
r 

f r  Jo [~ (~)1 = tog ~. e ~ (e) do, 
0 

a u s s e r d e m  sei 

J(~)----Jo, J~t)[~(")]=Jo[J(o~-~)] ( i - ~ 2 ,  3 , . . . ) ;  

r 

JTl[~o(,')] , . ~ j  s _ l L ~ r ( p ) ] ' e d o  ( p = i , 2  . . . .  ; 8 ~ - I , 2 , . . . ) .  

o 

Bemerkung. Sind b(#, 4) O~ (J) und D(#, ~) (1)u (J) in B beschr~nkt, so l~sst sich 

(36) schre iben :  
r 

f r u(x,y)~- go(U;x,y;r) + do'log-Q'Ol~olD(~,~)q)~(J); x,y;q} 
0 

= ~o(U; x, y; r) + Jo [go {D(~,,)$~(J); x, y; r}], 

ode r  

(37) go (u; x, y;  r) ~- u (x, y) - -  ,To [go {D(~, ~) O u (J ) ;  x, y; r}]. 

Sate. 18. In einem beschrdnkten Bereiche B besitze eine Funktion u (x, y) erste 
bis (p--i)-te areolffre Ableitungen, wdhrend ihre p-ten areoldren Derivierten dort 
existieren und besehrdnkt sein sollen (p >--_ I). Dann ist fiir jeden Kreis K (x, y; r), 
weleher samt seinem lnnern F(x,y;  r) in B liegt, 
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(38) l ~ ~  "D(~,v)@.(d) + ~2~-~ (~,u) 

I (2)2(P=1) I ) ( P - ' ) ~ u ( J ) + ( - - i ) v J , p ' [ l ~ o i  (i,n , + ( - - I ) " - l ~ ( p _ i ) i ) ~  " (:,',v; 'D  (pl q) , , (J);x ,y;r}]  

(ve ra l lgemeine r t e  F o r m e l  yon  PXZZEWTX). ~5 

Beweis .  D a  F o r m e l  (38) fi ir  p =  I mi t  (37) zusammenf i i l l t ,  b r a u c h e n  wir  n u r  

n o c h  aus ih re r  Giil t igkei~ fi ir  p --= v die fi ir  p -- ~ + I abzule i ten .  

W i r  n e h m e n  dazu  die (v + x)-ten ,~reolgren D e r i v i e r t e n  in B beschr~inkt  an.  

Dn.nn d a r f  in ( 3 7 ) u ( ~ , ~ )  d u r c h  Dl~!,~)q)~,(J ) erse tz t  we rden ;  dus g i b t  

:'~(~) r) D ('') ~D ('+~) 

H i e r a u s  a n d  aus  (38), mi~ p = v, fo lg t :  

~,o (~,; ~, .v; ~') = ~ ( x ,  v) - . D ( ~ , ) ~ , , ( J ) ~ - + ( - ~ ) " - '  ' - -  ~,2J " ' (~ ,u '  qg~(J) ((~ - -  ~ )  l )  "~ 

,., ~ i ~ ~ D t ~ + I  + (--I)"Jl:l[Dl~)tz~qL,--ao~ol ~,~,) @ , , ; x , y ; r } ) ] ,  

I I r l  2~ 

, o  (~; ~, v ; , ' )  = .  (~, u) + 

�9 J . -o  b,,,  a~., x,  :t; r}]. 

Das  ist  F o r m e l  (38 ) mi t  p = v + I. 

So, t~- 19. Unter den gleiehen Bedingungen ,vie in Satz z8 gilt f i ir  .jede natiir- 
liche Zahl s: 

4~ Vgl. M. NICOLES(!O, Bull. Soc. Math. France 59 (I931), S. 78--80, und 60 (r932), S. I3O--I33. 

- -  Da I ( P ) ( , ~ =  I lr~2P. ~o ~,J ~ ~2~ ls~, liisst sich in Formel (38) start ( - - l )PJ$  p) [ - . . ]  auch schreiben: 

(--I)P(p~)---z i (u; x, y; r), wobei A {v) (u;x,y;  r) zwisehen oberer und unterer G renze yon 

D(P) ~b (.]) in f ' ( x , y ;  r) liegt. 
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(39) ~,.(,.; ~ , v ; ~ ' ) =  - ( x ,  v) + 

~-: ~ I l,'~ '~' ~(,) ~u (J )+  (--I)"J~V)~ol--(~,~)qL,(J);x,y;"}]. + Z ( - - ' ) t ( i - t -  I)" ( i!) '~2~ "-l)(x,y> ,Tt(P) 

(verallgemeinerte Formel yon  P~zz~wTV~Tlco~.~sco) 4n. 

B e w e i s .  Fiir s--~o fgl l t  (39) mit  (38) zusammen .  W i r  brauchen  also nur  die 

Gi i l t igkei t  fiir s = v + I aus der fiir s----v abzule i ten.  

N e h m e n  wir darum die p- ten  areolii.ren Der iv i er ten  yon  u in B beschr~inkt 

an; und se tzen  wir die Gi i l t igke i t  yon (39) mi t  s = v yoraus.  I n t e g r a t i o n  l iefert:  

,f ~ , + l ( u ; x , y ; r ) = ~ ,  t~,(u;x,y;Q).Qdq 
0 

= u(x ,v)  + y ,  ( - ~ ) ' - -  
t ~ l  

oder 

~,.+, (,,; ~, ,J; ,') = .  (~, v) + 

I I_ D(t) (Du" "+" 

( i+ i ) , , i i !1  ~ . (~.v) ~ j ~ l  "ode 
o 

2 f (p) in'p) (1) + ( - - l ) v ~  J ,  [~o~-,(~,,) , , ; x , y ;o}] 'qdo ,  
o 

') i 

+ ~ ( - ~ ) ' ( i +  it.+, :i!) ~ + ( -  l)" "(") b,o ~/)("' ,..+~ ~ ~,~) ~,,; x, y; r}]. 

D a s  ist  Forme l  (39) mi t  s----v + :. 

Satz 20. In einem besch)'Snkten Bereiche B sei u(x,y) a(r)-harmonisch ( p ~  1). 
Dan,. ist fiir jeden saint seinem Imm'n in B liegenden Kreis K(x , y ;  r) 

(40) ~ , ( u ; x , y ; r ) = u ( x , y ) +  ~ ( ' I ) ' ( i +  f)~ (i!) ~ �9 (,.v q),,(J). 
i=1 

Hat, umgekehrt, u(x,y) in B areoldre Ableitungen erster his (p - -  I)-ter Ord- 
hung, und sind die (p--I)- ter Ordnung dort endlich ( p ~  2), 47 so ist u(x,y) in B 
a(P)-harmonisch, wenn (40)f i i r  jeden wie oben gewdhlten Kreis gilt. 

4a Vgl. M. NICOLESCO, 1OC. cir. 45. - -  Da J~P)(I) (pSc i)~.(p!)---- :" ist ,  l~ss t  s ieh in 

(-I)P I 
Forme l  (39) s t a t t  ( - -  I) p J~P)[. �9 .] aueh  seh re iben :  (p  + i) s (p-!) , �9 

r~(P) ~ u ( J )  in  F ( x ,  y;  r) l iegt .  B'~ p)(u; x, y;  r) zwi sehen  oberer  u n d  u n t e r e r  Grenze  yon ~(~.~) 

47 Fiir  p ~ x soll  Beschr~inkthei t  u n d  In t eg r i e rba rke i t  (L) yon u(x,y) in B u n d  a u f  j edem 

Kreis ,  der  s a in t  s e i nem I n n e r n  in B l iegt ,  v o r a u s g e s e t z t  werden.  D a r a u s  n n d  a u s  der Rela t ion  

16-632046 Acta mathematica. 78 
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Beweis. Anwendung  yon (39)liefer~ unmit te lbar  die erste H~lfte  des Satzes 

Beweisen wir nun die Umkehrung.  
Ou 8u 

Aas der  Ste~igkeit yon ~-~ und ~y  folgt, d~ss in jedem Punk te  (x, y)fi B, in 

welchem /~, (u; x, y; r) existiert  (s = I ) ,  

,. r QO Os - .~ 

f f f .o,,  p~(u;x,Y;qo)'QoclQo "~-~ dQo" dQl ~1 
0 0 0 0 

0 

und 
}, 

(4z) b-~x, { f  ~ (u ; 
0 

r 0o 

i f  .... x,y;q).Qdq = dqo" dq~ q, 
0 0 

2 ~  

0 

r(,, u; ~,-l) 

u (x + q,-1 cos O, y + q,-1 sin 0). cos OdO ~s 

/ 2 .__2 .,, 
x , y ;q ) ' qdq  = dqo" dol ql 

9 0 

2r~ 

~ j ~ { u ( x  + q.-j eosO, y + .o~-1 sin 0)} �9 eosOdO 
0 

ist; beide partielle Ablei tungen sind somit stetig in (x,y). Fiir s - ~ o  erhiilt man 

(43) 

u n d  

(44) 

r 

, 0  I ' ( x , . y ;  r) 

o [ , ]  (u;x,y;q).qdq = u (x+rcosO,  y+rs inO) ' cosOdO 
0 9 

+ rcos  0, y + 7' sin 0 )} . cos080 ;  

r 2 ~  

=,,-7 
0 0 

wieder  sind beide partielle Ablei tungen stet ig in (x, y). 

0 u ~ in B (naeh NmOL~SCO, I& (u ; x ,  g; r) ~ u (x, y) folgt dann die Existenz und Stetigkeit yon ~ und 0 u 

loc. cir. 45, S. 77 u. 78 (lemme fondamental)), so dass aueh fiir diesen Fall der Beweis des Textes 
in seinem zweitea Teil giiltig bleibt. 

4s Vgl. KELLOGG, loe. cit. I2, S. 224--226, und J. HADAMARD, PrinCeton Un. Bulletin i 3 (I9o2), 

S. 49~52.  
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In  derselben Weise beweist  man  die S~etigkeit in (x,y) der aus (4~) bis (44) 

durch  Erse~zung yon x durch  y en~stehenden part ie l len Ablei tungen.  

Existenz und Stetigkei~ yon (4~) und (43) in (x,y) fo lg t  mit  (40) Aus der 

dasselbe yon 

0 0 

also auch yon u (p-l) (x, y). 

Ebenso beweis~ man die Exis tenz und Ste t igke i t  in (x,y)  yon ~uCP-1)(x,y) .  

Da die areol~re Able i tung  

r 

0 0 

in (x,y) s~etig is~ (s_--__o), folg~ mi~ (4o), dass auch uCP)(x,y) in (x,y)  exis t ier t  und  

stet ig ist. 

Aus (39), mi~ Fussn. 45, und (4o) fo lg t  

B~ ~) (u; x, y; ,.) = o, 

wobei B~ p) (u; x, y; r) zwischen oberer  und un te re r  Grenze yon u (p) in F (x, y; r) liegt. 

Daraus  und  aus der S te t igke i t  yon u (p) in (x,y) folgt  

u(p) (x, y) = o; 

u(x , y )  is t  in B a(P)-harmonisch. - -  

De r  zweite Tell  dieses Satzes ist  eine Vera l lgemeinerung  eines Satzes yon 

F .  S B ~ A N A .  ~9 

o~ 

I I .  Sa tz  2 1 . . E - - ~ _ ~ E j ,  wobei jede Meuge Ej endliches l i u e a r e s  Mass hat, 
j = l  

sei Teilmenge eines beschrh'nkten Bereiches B.  u (x, y), q~l (x, y), . . ., qD,-1 (x, y) seien 

in B stetig differenzierbar ~ach x und nach y; ihre extremen areolh'ren Derlvierten 

sollen nu t  in den Puukten von E uuendlich sein kSnne~, wh'hreud fas t  iiberall in B 

die areolgren Ableitungen yon u, qD 1 . . . .  , q~,-2, q~- i  bzw. gleich qD1, q~, . �9 q~,,-~ und 

Null  seie,. Dann  ist u (x , y )  in B a(~)-harmonisch; ~ ,  q~ , . . . ,  q~n-~ sind dann in 

j e d e m  Punkte yon B bzw. gleich der erste~, z w e i t e n , . . . ,  und (n--~)-ten areolgren 

Ableitung von u. 

4o Siehe F. SBRANA, Rend. Lincei (6) 2 (I925, I r Sere.), S. 369, 37 o. - -  Das yon SB~ANA 
benutzte Verfahren l~sst sich hier nur fiir den Fall 8 ~ o  anwenden. 
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B e w e i s .  Aus Satz 4 ~i~ folgt nacheinander: q~,~_~ ist in B harmonisch; r 

ist in B a~-harmonisch mit einer areolfiren Ableitung gleich Cn_l; q~,_a ist in B 

a~-harmonisch mit einer areol~ren Ableitung gleich ~ , _ ~ ; . . . ;  u ist in B a~-har- 

monisch mit einer areolfiren Ableitung gleich ~l- Daraus folgt der Satz. 

Spezialfall. Der besehr~tnkte Bereich B sei Summe yon einer rektifizierbaret~ 

Kurve L und zwei Bereichen B 1 und Bs, welche L zur gemeinsamen Grenze 

haben. Ist  u a('~)-harmonisch in B1 und in B~, und sind u, q~l, r . . . .  , q~,-~ in B 

s~etig differenzierbar naeh x und nach y, w~hrend ~l, ~ . . . .  , ~ - 1  in Bj und in 

B~ bzw. mit der dort  existierenden ersten, zweiten . . . .  , (n--I)-ten areol;~ren Ab- 

leitung yon u zusammenfallen, so ist u aueh a(~')-harmonisch in B. ~~ 

Die durch die Werte yon u in B2 definierte Funktion ist als eine Fort.- 

setzung der dureh die Wer te  yon u in B 1 definierten Funktion zu betraehten. 

Wir  bemerken, dass es nicht mSglich ist zwei voneinander versehiedene derartige 

Fortselzungen zu finden. Das soU heissen: Gibt es Funkt ionen ~, ~x, . . . ,  ~,_~, 

welehe untereinander in gleiehen Relationen wie die Funktionen im Spezialfall 

stehen, und fallen u und ~ in B1 zusammen, so tun sie dies notwendig aueh in Bs. 

Zum Beweise be~raehte man die Differenzen u - - ~ ,  & ~ - - ~  ( j = ~ , . . . ,  u--~). 

Die Differenz ~ - ~ - - ~ n - ~  is~ harmoniseh in ~,  und identiseh Null in Bx, also aueh 

in B. ~,-~--~-,,_~ ist in B as-harmoniseh mit areol~irer Ableitmng Cn-~ - -  ~ - 1  -~ o, 

also harmonisch; sie ist identiseh Null in B~, also aueh in B. So for t fahrend 

finden wir naeh endlieh vielen Sehrit ten: u - - ~ o  in B. ~t 

Kapitel  II1. 

R a n d w e r t p r o b l e m e .  

w I2. Satz 22. B und  C seien definiert wie  in  Sa t z  2. u ( x , y )  uud  v ( x , y )  

sollen in  B erste bis ( p - - 1 ) - r e  areolSre Able i tunqen,  u ( l ~ , . . . ,  u (~-1), v m , . . . ,  v (v-l) 

besitzen (p > I); die in B somit  exlstierende.n und  stetigen part ie l len  Able i iungen  

yon u, u(1), . . ., u (p-2) u~d von v, v(~), . . ., v (p-~) nach x und  nach y sollen, ebenso wie  

u und  v und  die areoliiren Abteitu~qgen u ( ~ ) , . . . ,  u (p-2), u (~'-~), v (~) . . . . .  v (p-~), v (p-~) 

in  j e d e m  P u n h t e  yon C (endliche) G r e , z w e r t e  haben. 

so Fiir den Fall der Ebene umfasst dieser Spezialfall ein Theorem yon M. NICOLESCO, Bull. 

Math. Soe. Roum. Sei, 37, 2 (1936), S, 87. Siehe weiter w 21. 
6~ Man verg!eiche den Inhait dieses Paragraphen mit THEODOR~ZSCO, loc. cir. 9, S. -04, 25. 
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Daneben nehmen wir  an." u ev-x) und v Iv-a) besitzen in B stetige partielle Ab. 

leitungen nach x und nach y, welche au f  C (endliche) Grenzwerte annehmen," und 

ausserdem entweder : 

I. die oberen und unteren areol&'en Derivierten you u Ip-ll und yon v(V-a) k6nnen 

nur in den Punkten einer abzffhlbaren Teilmenge E unendlich werden, w~hre~d 

1)+ + (~, u) ~(v -1)  (J) und D(,. u)Odv-x)(J) iiber B integrierbar (L) sind, oder : 

II.  die oberen und unteren areoldren Derivierten yon u r und yon v (v-l) 
oo 

k6nnen nur in den Punkten einer Menge E = ~ Ej,  wobei jede Menge L) endliehes 
j~l 

l i n e a r e s  Mass hat, unendlich werden, wShrend + D(=,u) Ou(v-,)(J), D~.ul Outv-,>(J), 

D + (*,u) q)~(v-~)(J) und D~,ui O~(~-~)(J) iiber B integrierbar (L) sind, 

Dann ist 

~flp-j-l) __ i;(j) ~n  u(p--j-ll } d s  :.:~ 

= f f [ , ,  De D+ " {x,u) O~O, -n (J ) - - v"  m v q)u(v-~)(J)]dxdy .52 
B 

Die p-ten areolSren Ableitungen u (p) und .v(P! existieren fas t  iiberall in B.  

(veraUgemeinerte Formel yon ~AVHIEu-GuTz~R). 

B e w e i s .  N a c h  S a t z  5 i s t  

f{o o} ff u ~-~nV--V u d s =  [ u v m - - v u ( ' ) ] d x d y .  
c B 

E r s e t z t  m a n  i n  d i e s e r  Formel das eine M a l  u durch u m, das andere M a l  v (lurch v m, 

so folgt: 

. f  { u 'l) ~ v --v ~u") } ds = f f [u'" v") -- vu'"] dx dv, 
c B 

und 

~ 
c B 

6, u(O) (x, y) bedeute immer dasselbe wie u (x, y). - -  Vgl. Satz 22 mit  *NTICOLESCO, ]OC. t i t .  5 o, S. 84. 
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Addition liefert 

f (u(j) Ov(l-J)--  u(J) }ds= f f [uv")-- vu' )]dxdy. 
j~O C 

Fortgesetzte Wiederholung des Verfahrens ~8 liefert schliesslich (45). 

Su.tz 9.3. B und C seien definiert wie in Satz 3. u(x,y) und die aus ihr 

abzuleiteuden Fuuktionen solle~ den gleichen Bedingu~gen wie in Satz 22 geniigen 

(p :> 2). Dann ist in jedem .Punkte (x,y)e B 

p - I  

(46) u ( x , y ) = ( - - I ) n - t Z  f (u(J 'Oh(P-J- i ) - -h(P- . i -1)Ou(J)}dsq-  
2~ap j=0 .~ P P On 

C 

2 er ap j j  
dabei ist B 

mit ~ ~- der Abstand yon (~,~7) und (x,y), und cop l~,~?) eine in B a(P)-harmouische 

Funktion, welche mit den aus ihr abzuleitenden Funktionen dieselben Grenzbediugu~gen 

wie u und die aus dieser abgeleiteten Funktionen erfiillt; es ist 

( 4 7 )  = - I 

Beweis. Is t  eine Funkt ion f ( x ,  y) in einem Bereiche T polyharmonisch k-ter 

0rdnung,  und ist ~ der Abstand eines Punktes  yon T zu einem ~usserhalb T 

liegenden, festgewithlten Punkt ,  so ist ~ . f ( x , y )  in T polyhurmonisch (k + ~)-ter 

0rdnung.  Umgeben wir den Punk t  ( x , y ) eB  mit  einem Kreise K(x ,y ;r ) ,  und 

heben die abgeschlossene Kreisscheibe F(x ,y ;  r) uus B fort, so is~ in dem ne~en 

Bereich B - - F  log -~ harmonisch, wenn ~ der Abstand zn (x, y) ~ndeutet, und somit 
I 

Q~ (p-~) log ~ polyharmonisch p-ter Ordnung (oder a(~)-hurmonisch). Dus gleiche gi l t  

nun auch yon der im S~tze eingefiihrten Funlrtion hp(~,~};x,y). 

In  B - - F  ist 

[ -~- [ I] I 
(48) (-- 1)v-~ q~'-~) log q j  

wobei av und b; Konst~nten sind; der Wef t  yon av wird durch (47) gegeben. 

s* Bei der Summation yon o bis 2 z.B. gehSrt die Zerlegu~g u v ~)- ~u(s)-----(uv ~)- v ~s) u ~)) -{- 

(u ~ ') v(~)--v(~) u ('~)) + (n  ~) v (~) --v u(a)). 
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In  B - - F  l i s s t  sieh Satz 22 auf  u und hp (stat t  v) anwenden.  Das l iefert  

p--1 2~ 

(49) r u (j) h ( p - j - l ) -  h(j ) ~nu  (p-j-l) dO + 

p - -  1 . 

"J-Z i{ u(j,Lh{p-j-I)-h{j) ' u(pjlIO" " " O" ---- ,,d'-----ff + hp. D~,~) q),~(p-l~(J) d~ drl; 
j=o ~ B-F 

dabel riihrt die erste Summe yore Kreisrande her. 

Wegen  (48) ist 

f f ,'.[(--I)'-'...-- 
0 0 

----(--i)~-~a~ f .da 
o 

0 w~p_l) in B folgt; nun Aus der Stet igkei t  yon u und 
2g  

lira f ru O---h('-l'dO= (-- , )~-22zapu(x ,y) ;  
.~o J On p 

0 
daneben ist 2~ 

li.~ f rh,,~ u("-" dO = o, 
r ~ O  J qg~ 

0 

2~ 

r u ~ + . f  On O)(P--1) dO. 
o 

also der Grenzwert  der Differenz dieser beiden In tegra le  gleich ( - I )  ~-2 2 ~zap u (x, y). 

Die iibrigen, in der  ersten Summe yon (49 )au f t r e t enden  ln tegra le  haben fiir 

r -~ o den Grenzwert  Null. 

Aus (49) folgt  hierdurch:  

(50) ( - i ) . -22.~a, ,u(x,y)+ y,  .,l~/~ ~uO.-J-l/ d.~= 
j = 0  C 

---- - - l i m  f f h.. D~c,~,) q).(p-l)(J) d~ d~l. 
r ~  0 B - - f f  

Das liefert  (46); dabei ist das in (46) vorkommende Doppelintegral im atlgemeinen 
ein uneigentliches Integral einer (durch den in (5 o) angegebenen Limes definierten) 

speziellen Art. 
(46) ist eine Veral lgemeinerung einer Formel  yon Boaoio34  

s~ Siehe NICOLESCO, loc. cit.  5o, S. 86, 87. Verg le iche  die  D a r s t e l l u n g e n  yon r 
F u n k i i o n e n  b e s t i m m t e r  K l a s s e n  bei  THI~ODORESCO, |oc. cit.  9, S. 2 3. 
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Nimmt man in Sa~z 23 o~(~,~)----o, so folgt: 

8atv. 23 him. Unter den in Satz 23 fiiv u gemachten Annahmen ist in jedem 
Punkte (x, y) E B 

( s t )  u(x, -v)  = - -  

wobei 

(--I)~ -t/)-~ t'i' 0 ~ } 
/ ) z / ( j )  _ _  t ( p / ) - j - 1 ) _ _  ( / ) - j - l )  t~ ds + 

+ (---')/)-' t" ft..,,<,> 
2 ~a/) j d 

B 

(S2) t/)(~, ~; x, y) - e~(/)-') log I , 
Q 

a/) wird dutch (47) gegeben. 

mit q = V I(~--x) ~ + (~/-  y)'l. 

(3) 

fL~t~- 9.4. Unter den in Satz 23 fiir u gemaehten Annahmen ist in jedem Punkte 

(x, v) e i t  

} '---')" f f ,  
2 ~T r C B 

dabei hat tp die gleiche Bedeutung wie in Satz 2j ~. 

B e w e i s .  Man nehme in Satz 22 fiir v(~,lT) die Funk~ion t/)(~_,lT;x,y). 

Satz 9.5. Wenn in einem beschrdnkten Bereiehe Bt  u (x, y)areoldre Ableitungen 
aUer Ordnungen besitzt, so hat sie dort auch stetoe partielle Ableitungen aller 
Ordnunge~,. 

Geniigt ein samt seinem Rande C in B t liegender Bereich B den Bedingungen 
yon Sat# 3, und gibt es eine Zahl M > I derart, dass 

[ ,u(~, ] ,ul/)), 
v~lim obere Grenze al|er ~ fiir j _>--p ---lim/)~sup M.~/) 

(mit u(p)---p-re areoldre Ableitung yon u) 

in B gleiehmdssig gegen eine dort beschrdnkte Grenzfunktion konvergiert, so ist in 
jedem Punkte (x, y) E B 

(54) u(x ,y) -~l im + I  ~ i  f { j j u .  0 d , _ j_ l t  _ j p _ j _ l t , . s  
�9 w o o 2 ~ a p ,  o "  O n  

�9 ~= C 

dabei wird der Weft yon ap durch (47), und t/) (~,r/;x,y) dureh (52) gegeben. 



B e w e i s .  Aus 
folgt, dass ~t(p--1) 
und somit, naeh 
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der Existenz der p-ten areoliiren Ableitung u(~) yon u in B 1 

daselbst stetige partielle Ableitungen erster Ordnung (Def. 3), 

Lemma 5, u(P-2) stetige partieUe Ableitungen zweiter Ordnung 

hat ;  so forffahrend finder man, dureh wiederholte i n w e n d u n g  yon Lemma 5, 

dass u selbst in B1 stetige partielle Ablei tungen erster bis p-ter Ordnung hat. 

Da p wilikiirlich ist, ist der erste Tell des Satzes hiermit  bewiesen. 

[n B hat man fiir u(x,y) die Darstel lung (5i). 

Es gibt natiirliche Zahlen N und P, so dass fiir p ~ P und jeden Punk t  

7) e B 

lu(,>l < M ,.N 

ist.. Dies und (47) liefern fiir das in (51) vorkommende Doppelintegraa die Ab- 

sehgtzung: 
ila q,-'l' 

B B 

fulls p _--> P i s t ;  d ist der Diameter  yon B. Das rechte Glied ist fiir geniigend 

grosses p kleiner uls ein willkfirlich positives ~, unabhfingig yon der Lage yon 

(x,y) im Bereiche B. Daruus folgt (54) fiir jeden Punk t  ( x , y ) e B )  5 

w 13. Satz 26. Jede in einera besehrSnkten Bereiche B beschrh'~kte, nach 

Lebesgue messbare Funktion q~ (x, y) ist in fast  allen Punkten des Bereiches zweite 

areoldre Ableitung einer in B a~-harmonisehen Funktion. Alle in B a-harmonischen 

Funktionen, deren zweite areoldre Ableitung fast  iiberall in B gleich 9 (x, y) ist, und 

deren extreme areoldve Derivierte zweiter Ordnung in B besehrdnkt sind, werden aus 

[ _ i f /  ,: i ] einer von ihnen etwa ~ ~(~,~). l o g ~ d ~ d y ,  mit  (~=V{(x - -~ ) "+  (y--~)~} 
B 

durch Addition der in B polyharmonisehen Funktionen zweiter Ordnung erhalten. 

B e w e i s .  Aus tier Potential theorie ist bekannt,  dass 

f f ~ 0 ( ~ , ~ ) . l o g ~ d ~ d ~  und 
B B 

55 Die Konvergenz in B ist  sogar gleichmiissig. Die in (54) auftretende Summe ist  in B 
~(P)-harm0nisch. 
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under den Bedingungen des Satzes in der g~nzen xy-Ebene s~etige Funktionen 
darstellen. Das Verfahren, das dazu fiihrt ~, l~sst sich ebenfalls zum Beweise der 
S~etigkeit in jedem Punkte (x,y) der nachfolgenden Integrale anwenden: 

- - ~  f f  .e ~ _ - ,  f f  o (e,o~ ;),~.,~,, (55) U - - 8 ~ r  q9 log~d~d~, U . , - - 8 ~  ~~ 
B 1t 

_,ff o ( , )  
B 

-iff o,(~) lJ~, ~ ~ .  qD .Ox---~_ q~ log d~d~], 
B 

Uu~: ~-~ q~ "Oy--- ~ q'log tl~ d~, 
B 

and 

v~=~ff,.~162 
B B 

Man beweist in der Potentialtheorie, dass unter den Bedingungen des Satzes 
in jedem Punkte (x,y) 

O f , (  " I 0 log~d~dr/ 
B B 

ist. Das dabei benutzte Verfahren ~7 fiihr~ ebenso in jedem Punkte (x,y) zu fol- 
genden Relationen : 

0 U:U~, ,  0 O~ 

sehliesslich zu 

mit 

(56) 

0 0 
ox V =  I~ und ~y V-=- Vu, 

I ~ I ~l~,~)~ff ,.~,(, ,o~)~. 
B 

U ist somit in B a~-harmonisch mit der areol~ren Ableitung gleich V (x, y) = 
I ~ I 

- ~ - f j  ~ . [ l o g ~ - - i l d ~ d ,  ]. Da die areolttre Ableitung y o n - ~ . f f ~ . a ~ d , 1  
B B 

~e Siehe  W. STERNn~RO, Potentialtheorie I, Ber l in-Leipz ig  ]925, S. 9 6 - - I o 2 ,  I27. 
57 Siehe STERNBI~RO, loc. clt. 56, S. io2, io  3 n. I27. 
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in B identiseh Null is~, und da, nach Lemma 4, die areoli~re Ableitung yon 
i 

2-,r r  fast iiberall in B gleieh ~ ist, ist in fast jedem Punkte 
B 

(x, u) e/~ 
D(~,,) �9 ~ ( J )  = qD (x, y). 

Ausserdem folgt aus Lemma 4, dass die extremen areol/iren Derivierten vou 

V(x,y) in B beschr~nkt sind. U besitzt hierdureh die durch Satz 26 verlangten 

Eigenschaften. 

Hat U1 die gleiehen Eigensehaften, so wird die Differenz U (x, y) --  Ul (x, y) 
fast iiberall in B eiue zweite areoliire Ableitung gleieh Null haben, wi~hrend 

ihre extremen areoli~ren Derivierten zweiter Ordnung daselbst besehriinkt sin& 

Naeh Fussn. 14 (Satz a) hat die Differenz in a l l e n  Punkten yon B eine zweite 

areoli~re Ableitung gleieh Null. Sie ist somit in B aC~'-harmoniseh oder, was 

naeh Satz I7 auf dasselbe hinauskommt, polyharmoniseh zweiter Ordnung. Um- 

gekehrt gibt Addition einer derartigen Funktion zu U wieder eine Punktion mit 

den im Satze verlangten Eigensehaften. 

Satz 27. In einem beschrdnkten, Dirichletschen Bereiche B sei qv (x, y) beschrh'nkt 
und messbar (L); u(t) und v(t) seien auf dem t~ande C,von B stetige Funktionen. 
Dann gibt es in B eine und ,ur  eine a harmonische Funktion mit beschrffnkten 
extremen areolh'ren Derivierlen zweiter Ordnung, der.en zweite areoliire Ableilung fast  
iiberall in B gleieh qo (x, y) ist, welehe selbst auf  C mit u (t) zusammenfallende Grenz- 
werte, und deren erste areoldre Ableitung auf  C mit v(t) zusammenfallende Grenz- 
werte hat (LSsung  e i n e s  R a n d w e r t p r o b l e m s ) .  

Beweis. Die in (55) eingefiihrte Funktion U(x,y) hat (siehe den Beweis des 

vorigen Satzes) in B besehriinkte extreme areol~re Derivierte zweiter Ordnung, 

fast fiberall eine mit q~(x,y) zusammenfallende zweite areol~re Ableitung, und 

besitzt auf C Grenzwerte gl(t), da sie in der ganzen Ebene stetig ist; auch ihre 

dutch (56) dargestellte, areol~ire Ableitung V(x,y) hat auf C Grenzwerte g2(t). 
Somit muss eine Funktion f t (x ,y)  gesucht w.erden, welehe in B polyharmoniseh 

zweiter Ordnung ist (vergleiehe den Beweis yon Satz 26), auf C Grenzwerte gleich 

u(t)--gx(t) hat, und deren areol~re Ableitung K ( x , y ) a u f  C Grenzwerte gleich 

v(t)--g2(t ) hat. Die in B harmonische Funktion K(x,y)  ist hierdurch eindeutig 

bestimmt (LSsung des Diriehletschen Problems). Nach Satz I6 gilt das nun 

auch yon H(x,y),  welehe ja K(x,y)  als areola.re Ableitung, und u(t)--gl(t) als 

Grenzwertfunktion hat. 
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Es wird deu~lieh sein wie sieh die beiden vorigen S5tze auf  den Fall yon 

p-ten areolh'ren Ableitungen, mit p > 2, ausbreiten lassen, as Das hiermit, auch fiir 

p > 2, gelSs~e Randwer~problem ist eine Verallgemeinerung eines yon RIQU~ER 

h e r r i i h r e u d e n  und yon N~co~scc  ~ in etwas allgemeinerer Form behandelten 

l~a~dwer~problems. 

w ~4. Die Beweise der beiden folgenden S~tze verlaufen wie die der beiden 

vorigen. 

S&tz 9.8. Jede in einem besehrh'nkten Bereiehe B besehriinkte, stetige Funktion 

q~(g,~?) ist in den Punkten des Bereiehes zweite areol(ire Ableitun9 einer daselbst 

arharmonisehen Funktion. Alle in B a-harmonisehen Funktionen dieser Art  werden 

aus einer yon ihnen dutch Addition der in B 3oolyharmonischen Funktionen eweiter 

Ordnung erhalten. 

S a t z  29 geht aus Satz 27 dutch Anderung yon ~messbar (L)~) in ,)stetig*, und 

yon ,,fast iiberall~ in ~iiberall,, he~vor. 

A u c h  h i e r  wird es deutlich sein wie sieh die Sgtze au f  den Fall yon p-ten 

areol&'en Ableitungen, mit p > z, ausbreiten lassen. 

Schliesslich weisen wir noeh auf die MSglichkeit einer hierher geh6renden 

Erweiterung yon Satz 2i bin, bei der die letzte ~0-Funktion in 33 nieht identisch 

Null, sondern stetig angenommeu werden soil. 

w I4 b~. D~.s Problem yon Diriehlet l~sst bekanntlieh Generalisierungen zu, 

welehe yon N. Wx~.NER, O. D. KEr,LOG, O. P~.~eON U. a. behandelt wurden. Es 

ist mSglich die in den w167 6, 7 und I3, I4 behandelten Randwertprobleme in 

gleiehartiger Weise zu verallgemeinern. So haben wit als Analogon zu einem 

W I~,N~.~sehen Satze bei harmonisehen Funktionen s~ d e n  

Satz 30. C sei der Rand eines besehrlinkten 33ereiehes 33. u (t), u ") (t) . . . .  , u Ip-~) (t) 

selen auf  C definierte, stetige Funktionen (p ~ I); qo (x, y) sei in B besehrlinkt und 

6a Als Beispiel einer in B us-harmonisehen Funktion, deren p-te areolltre Ableitung fast iiherall 
in • existiert und g/eich ~0(~,r/) (beschr/tnkt in B) ist, und deren extreme areo]~re Deriviertep-ter 
Ordnung in B beschr/inkt sind, hat man: 

2 ~ a p  B 

wobei ap dutch (47) gegeben wird. 
69 Siehe M. NIcoL~sco, C. R. Aead. Sci. Paris I94  (I932), S. 682, 683, 
~o Siehe N. WI]~rl~R, J. Math. Physics, Massachusetts [nst; Teehuol. 3 (t9z4), S. 25, oder G. 

BOULIGAND, Ann. Soc. Polon. math. 4 (1925), S. 74, 75. 



Uber areol~ir-harmonische Funktionen. 253 

messbar (L). Wir konstruieren in B + C stetige Fu~ktio,en v (x, y), vl (x, y), . . . ,  

v~-i (x,y). welche auf  e bzw. mit u(t), u("( t ) , . . . ,  u(p-1)(t) zusamme,~fallen; daneben 

eine Folge yon Dirichletschen Bereichen (B(n)), mit den RS~dern (C(~)), u~d mit 
B(n)<B, B (n) + Ctn)<B ('+~), welehe jeden Punkt (x, y)e B yon einem gewissen Index 

n(x, y) an enthalten. Zu jedem B (~) gibt es eine eindeutig bestimmte Funktion u~(x, y), 

Welehe in B(') besehrfnkte, .fast iiberall mit ~ (x,y) zusammenfallende, extreme areoldre 

Derivierte p-ter Ordnun.o hak, welehe selbst auf  C I') rm't V(x,y), und deren erste his 

(p- -  I ):t e areolh:re Ableitungen dort bzw. mit vx (x, y) bis Vp-l (X, y)zusammenfallende 

Grenzwerte haben (nach Satz 2 7 mi t  p ~ 2, und Satz  I4). 

In B existiert der Grenzwert u (x, y) ~-- lira u ,  (x, y). Sein Wert ist yon der beson- 

deren Wahl der Funktionen v (x, y), vl (x, y), . . . ,  vv-i (x, y) und der approximierenden 

Bereiehe (B(")) unabhiingig; er hat in B besehriinkte, fast  iiberall rnit ~ (x, y) zu- 

sammenfallende, extreme areolh're Derivierte p-ter Ordnung. 

Wir  nennen u (x, y) Wienersehe L6sung des verallgemeinerte~ Randwer tprob lems  

ffir den Bereich B. 

Beweis. Beschriinken wir uns auf  .den Fall  p = 2; fiir  p > 2 verl~uft  der Beweis 

ganz analog, fiir p ~-- I soga r  einfacher.  

Denken  wir uns eine bes t immte W a h l  der  B (') und der Funk~ionen v(x, y), 
Vl(X, y) getroffen.  Die  Funk t ion  

i f f  : g,(x,y)---2-~ log .~(~,~)d~d~7, mi t  O = ] / { ( x ~ )  ~ + ( y - ~ ) ~ } ,  

B{n~ 

konvergier t  in B + C mit  zunehmendem n gleichm~ssig gegen 

I " 

g 

Jede  Funk t ion  •(1)(,T. ,. , ~,*A hat  in B (') beschr~inkte, fas t  iiberall mit  9(xl  y) zusammen- 

fal lende,  ex t reme areolfire Derivierte ,  und n immt  auf  C (n) Grenzwer te  = Vl(X,y) 

an. Die Differenz A(t)(x,y)--g,(x,y)  is~, nach  Lemma 4 und  Fussn. I4, Satz a, 

in B (n) harmonisch;  ihre Grenzwer te  auf C (') sind gleich vl(x,y)--gn(x,y).  Nach  

einem Satze yon LEBESGU~. 61 I~sst sich die durch die Differenz vl (x, y ) -  gn(x, y) 

auf  den C (n) definierte,  s tet ige Funkt ion  erweitern zu einer  in B stet igen Funk- 

t ion, welche auf  C Grenzwer te  gleich u(JJ(t)--g(t) hat.  Nach  dem Wienerschen  

61 Siehe BOULIGAND, loe. eit. 6o, S. 74, oder C. CARATHI~ODORY, Reelle F~nkiionen I, Leipzig- 
Berlin I939, S. I55. 
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Satz hat ~(1)(x,y)--gn(x,y) fiir u * ~ eine in B harmonische Grenzfuuktion. 

Somit existiert in B auch u (~) (x, y) -- lira u~ ) (x, y); sie hat dort beschr~nkte extreme 

areol~re Derivierte, welche fast iiberall gleich q~(x,y) sind; die Funktionen 

o (1)(x, y), sind in B gleich- "(~)(x,y)-gn(x,y), und somit aueh die Funktionen % 'to n 

mfissig beschriinkt. Ausserdem geht aus dem Wienerschen Satze hervor, dass 

bei einer anderen Wahl yon (B (n)) und vl(x,y) dieselbe Funktion U(1)(X,y)er- 
halten w~ire. 

, / f  i Die Funktion h ~ ( x , y ) - ~ -  log u~)(~,~)d~d~ konvergier~ in B +  C mit 
2 ~  ~ "  

~(n) 

zunehmendem n gleichm~ssig gegen ~ l" Flog I" u (1> z~vj j ~ (~,v) d~dv. Jede Funktion 
B 

un(x,y) hat in B(") die areoliire Ableitung u~)(x,y), und nimmt auf C(') Grenz- 

werte = v(x,y) an. Die Differeuz un(x ,y) -  hn(x,y) ist in B (") harmonisch; ihre 

Grenzwer~e auf C (') sind gleich v(x,y)--h~(x,y). Nach dem Wienerschen Satz 

hat u,(x,y)--hn(x,y) fiir n-~or eine in B harmonische Grenzfunktion. Somit 

existiert in B auch u (x, y) -~ l imu ,  (x, y); sie hat dor~ eine areol~re Ableitung 

gleich u(~>(x, y), und besitzt somit in B beschr~nkte, fast iiberall mit ~ (x, y) zu- 

sammenfallende, extreme areol~tre Derivierte zweiter Ordnung. Auch hier geht 

aus dem Wienersehen Satz hervor, dass eine andere Wahl yon (B (')) und v(x,y), 
v 1 (x, y) dieselbe Funktion u (x, y) gegeben h~itte. - -  

Aus  der Konstruktion der Wienerschen LSsung folgt, dass dlese fiir jeden 

Dirichletschen Bereieh mit der durch die S~itze 2 7 (mit p ~ z )und  I4 festgelegten 

Liisung des zugehSrigen (beschriinkten) Randwertproblems zusammenf~llt; man 

nehme nur v(x, y) ~ u(x, y), vj(x, y) ~ ~t(J)(x, y) (j = I ,  . . . ,  p - -  I), wobei u (x, y) die 

LSsung dieses Randwertproblems is& 

Aus dem Beweise yon Sate 30 geht hervor, dass jede Wienersche L5sung 

unseres verallgemeinerten l~andwertproblems Summe eines in der ganzen Ebene 

definierten und stet~igen Doppelintegrals und einer LSsung des verallgemeinerten 

Dirichletschen Problems ist. Daraus folgt umnittelbar, dass das Yerhalten un- 

serer LSsung am Rande C yon B weitgehend mit dem der LSsung des verall- 

gemeinerten Dirichletschen Problems iibereinstimmen wird. 

Definition 7. Ein Punkt  t des Randes C eines beschr~nkten Bereiches B 

heisse regullirer Punkt p-ter Ordm~q (p >_--_ I), wenn bei jeder Wahl der ste~igen 
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Randfunktionen u(t), u(1)(t), . . . ,  u(n-U(t) und jeder Wahl  der in B besehriinkten, 

nach Lebesgue messbaren Funktion q~ (x,y) fiir die Wienersehe LSsung u(x,y) 

des zugehSrigen verallgemeinerten Randwertproblems immer 

ist. 

lim u (x, y) ---- u (t), lim u<J)(x, y) = u (y) (t) 
ix, y) (x. y l  ~ t; 

. . . .  , 

Dann hat man den 

S&tg 31. Die reguldren Punkte p-ter Ordnung fallen f i ir  jede Wahl yon p mit 

den reguliiren Punkten beim Verallgemeinerten Dirichletschen Problem zusarnmen. 

Daraus folgt der 

Satz 32. Die irreguth'ren Punkte p-tar Ordnung (d. h. die nicht-regul~ren 

Punkte  p-ter Ordnung) des gandes C eines beschrdnkten Bereiches B bilden ei~e 

Mange yon der Kapazitdt Null (ira Sinne yon DE T~A VALL~ POUSSIN), dieselbe 

fib, jede Wahl yon p. 

w I5. Definition 8. B sei ein besehr~nkter, Diriehletscher Bereich. Als 

Greensehe Funktion p-tar Ordnung yon B f i ir  den Punkt  (x, y)E B (p ~ I) definieren 

wir eine Funktion gp(~,V; x,y), welche sich in B als Summe yon #2(p-,)log I ,  
Q 

mit q -~ V {(~ - x) ~ + (7 --  Yff}, und einer aOI-harmonischen Funktion OJp(~, ~; x, y) 

sehreiben l~isst, und welche, ebenso wie ihre ersten bis ( p - - I ) 4 e n  areol~iren Ab- 

leitungen, auf C mit Null zusammenfallende Grenzwerte hat. 6~ 

Satz 33. Zu dedem beschrdukten, Dirichletschen Bereiehe B gibt es eine ein- 

deutig bestimmte Greeusche Funktion p-tar Ordnung (p > I). 

Beweis .  Es geniigt p _~ 2 anzunehmen. 

Es muss eine in B a!P)-harmonische Funktion w~(~,~; x,y) bestimmt werden, 

welche selbst und deren erste bis ( p - - i ) - t e  areolfire hbleitungen auf C Grenz- 

werte anuehmen, bzw. gleich 

_Q~(p-1) l o g ~ ,  --  Q2(p-~log I (~),..., 

N~aeh Satz 2 9 (fiir p ~ 2 ,  nnd mit ~ - - o  in B) 

I I ( P - 1 )  __ [Q2(~-l) log ~j  �9 

wird wp(~,U; x,y) dutch diese 

6~ Ffir p = I erhi~lt m a p  d ie ,  Def in i t ion  der  gewShn l i chen  Greenschen  Fn~k*~ion zuriick.  - -  
Fi i r  1)>2 i s t  die areol/ire A b l e i t u n g  von gp (~, ~/; x,y) gle ieh  - - 2 2 ( p - - I )  2. gp-z {~, 7; x,y). 
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B e d i n g u n g e n  e i n d e u t i g  f e s t g e l e g t .  D i e  S u m m e  e s ( P - ~ ) l o g  ~- + m~(~, W; x , y )  l i e f e r t  

d i e  s o m i t  e b e n f a l l s  e i n d e u t i g  b e s t i m m t e  G r e e n s c h e  F u n k t i o n  p t e r  O r d n u n g .  ~ 

8&t~. 23 ter. B und C seien definiert wie in Satz 3. Unter den in Satz 23 fiir 

u angenommenen Bedingungen (p ~ 2) gilt, wenn die (immer existierende) Greensche 

Funktion, gp (~, ~ ; x, y), p-ter Ordnung yon B, unabhSngig yon der Lage yon (x, y) E B,  

mit  den aus ihr abzuleitenden Funktionen dieselben l~andbedingungen wie u und die 

aus dieser abgeleiteten Funktionen e~fiillt, f i ir  jeden ])unkt (x, y)E B die Formel 

f~;(j  !).~ O--~,g;+~ gp (~, ~; x, y).  u Ivl d~ d~?; 
j=o b' B 

a~ w&d dutch (47) geg eben.~* 

~a Es gibt eine Folge yon Bereichen (Bn) mit 

deren jeder yon endlich vielen, in B liegenden, einfachen Kurven, mit  endlieher und stetiger Kriim- 
mung, begrenzt wird, und wetehe die Eigensehaft haben, dass jeder Punkt  (xo, yo)E B yon einem 
gewissen Index n(xo.yo) an zu jedem Bereiehe B n gehSrt. Jst g(x,y; Cn; xo, Yo)die Greensche Funk- 
tion yon Bn uad (wo, Y0). so gil t  in jedem Punkte (x ,y)E Bn die Darstellung 

f o ,  , i I 
(a) 9p(x,y;wo, yo)=-~ gp(s;xo, yo)" 'q~S:Cn:~'Y) d s + - -  y;gn;x,y).--2~(p--l) ~. 

Un 0 7t 2 g Bn 

.qp-, (.~, ~/; ~co, yo) d ~ (1 r/ (p H 2). 

Das folgt aus Satz 7 ter, mit  Fussn. 22, und einer Bemerkung in Fussn. 62. 
Das einfaehe Integral stellt  eine in Bn harmonlsehe Funktion w(x, y; Cn; x0, y0) dar, welehe 

auf Cn mit gp(s; xo, yo) zusammenfaUende Grenzwerte hat, wie aus dem im Ietzten Absatz vou 
Fussn. 23 abgeleiteten Satz folgt. Mit znnehmendem n konvergiert ihr  Weft in B gleichmiissig 
gegen Null. Ebenso kouve~giert g(~, ~/; Cn; x,y) in B gleichmlissig gegen die Greensche Funktion 

yon B und (x,y), gt(~,Y; x,y); man lege dabei g (~ ,y ,  Cn; x,y) in den Punkten yon B - - ~  n den 
Weft  Null bei. 

Fiir n ~ oo folgt dadurch fiir ]eden Pankt  ( x , y ) E B  aus (a): 

gp ( x ,  y ; xo, Yo) = - - 2 ( ~  - I ) 2  . f . f  g~ (.~, ~; ~c, y) " g,_, ( ~, ~l ; xo, Yo~, d ~ d ~l ; 
B 

tier In~egrand ist  in B eutweder nicht-negativ oder nieht-positiv, das Doppelintegral somit ein 
Integral im Lebesguesehen Siaue. 

Vergleiehe auch ~ICOLESCO, ]oe. eit. 59. 
64 Hat der besehriimkte Bereieh B endlieh viele ana'ytisehe Randkurven, gibt es in B eine 

Funktion u(x,y) mit  ersten his (p '--I)-ten areolt~ren Ableitungen, urn,..., u ~p-I), welehe auf d e m  
Rande 0 yon B ebenfalls dureh u, bzw. u u), . . . .  bzw. u cp-~ darzustellende Grenzwerte anuehmen, 
die in bezng auf die Bogenl~inge stetig differenzierbare Funktiouen bi]den, und sind die extremen 
areolfiren Derivierten p-ter Ordnung yon u in B besehrtinkt, so f0|gt  schon daraus alleiu, dass u 
und die aus ihr abgeleiteten Funktioneu a l l e  in Satz 23 fiir u gemaehten Annahmen erfiillen. 
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Beweis .  

beachte, dass 

ist (j <:p). 

Man nehme in Satz 23 fiir hp die Greensche Funktion gp, 

 /lj) = g , , _ j .  ( -  { ( p  - - 2 ) . . .  ( p  - j)}'- 

und 

Bemerkung I zu Satz 23 te~. Aus der zweiten H~lfte yon Fussn. 64 und 

Satz 23  ter folgt: ,)Hat der beschr~tnkte Bereich B endlich viele Randkurven m i t  

endlicher und stetiger Kriimmung, und gibt es in B eine c,(v)-harmonische Funk- 

tion u(x ,y)  ( p ~ 2 ) ,  welche, ebenso wie ihre ersten bis ( p - - I ) - t e n  areol~tren 

Ableitungen, auf dem Runde C yon B Grenzwerte annimmt, bzw. gleich u(s), 

u(t)(s) . . . . .  u(p-l)(s), die in bezug auf die Bogenlgnge Ableitungen haben, welche 

ether HSlderschen Bedingung genfigen, so ist in B 

I P~I (-- I)J J'u(j) 0 >> 

(58) u(x ,y )  = ---~ 2~j (j:) ~ ~ g j + ,  (Is. 
j=O (. 

Da jede stetige Randfunktion sich gleichm~issig ann~ihern l~isst durch Rand- 

funktionen, welche eine Ableitung nach s haben, die einer HSlderschen Bedingung 

geniigt, l~sst obiger Satz sich verallgemeinern zu: ,,Die Relation (58) gilt in B 

Z n m  Beweise  verg le iche  m a n  die Beweise  yon Satz  27 (mi t  p > 2 )  u n d  Satz  I4, u n d  die B e m e r k u n g  
in  F u s s n .  23, e r s t e r  Absa tz .  Dasse lbe  Ver f ah ren  zeigt,  dass  die Greensehen  F u n k t i o n e n  p- te r  

O r d n u n g  e ines  de ra r t ig  beg'~enzlen Bere iches  u n d  die zugehi i r igen  e r s t en  bis  ( p - - I H t e n  areoNiren 
A b l e i t u n g e n  im Bere iche  par t ie l l e  A b l e i t u n g e n  n a c h  x und  nach  y haben ,  we lche  au f  d e m  Rande  
Grenzwer t e  a n n e h m e n ,  wodurch  die Greenschen  F u n k t i o n e n  die B e d i n g u n g e n  yon Satz  23 ter erfi i l len.  

Da~ Ver[ahren  zelgt  ebenso :  I. H a t  der b e s c h r ~ n k t e  Bereich B endl ieh  viele R a n d k u r v e n  m i t  

end l i che r  u n d  s t e t ige r  K r S m m u n g ,  g ib t  es in B eine F u n k t i o n  u(x,y) m i t  e r s t en  bis  ( p - - I ) - t e n  
areoHiren A b l e i t u n g e n ,  u r n , . . . , u  (p-I~, welche  uuf  d e m  R a n d e  C yon B ebenfa l l s  d u t c h  u,  bzw. 

u <tJ, . . . .  bzw.  u (/'-" darzus te l le r lde  Grenzwer t e  a n n e h m e n ,  die in bezug  au f  die  Bogenl~inge Ab- 
l e i t u n g e n  haben ,  welche  e iner  HSlde r schen  B e d i n g u n g  geni igen ,  u n d  s ind  d i e  e x t r e m e n  areol~iren 

Der iv ie r t en  p- te r  O r d n u n g  yon u in B beschr~nk t ,  so gen i igen  u a n d  die au s  ih r  abge l e i t e t en  
F u n k t i o n e n  a l l e  in  Sa tz  23 fiir u g e m a c h t e n  A n n a h m e n .  2. H a t  der  beschr~inkte Bereich B end- 
Itch viele R a n d k u r v e n  m i t  end l i ehe r  u n d  s t e t i ge r  K r i i m m n n g ,  so h a b e n  die Greenschen  F u n k t i o n e n  

p-ter  O r d n u n g  yon B Und die zugehSr igen  e r s t en  b is  ( p - - I H t e n  areol~iren A b l e i t u n g e n  in B par t ie l l e  

A b l e i t u n g e n  nach  x u n d  nach  y, welche  auf  d e m  Rande  Grenzwer t e  a n n e h m e n .  
Bet der A n w e n d u n g  des  B e w e i s v e r f a h r e n s  beaeh te  m a n :  a. die im Beweise  yon Satz  26 ab- 

ge le i t e t en  S t e t i g k e i t s e i g e n s c h a f t e n  e in iger  In tegra ]e ;  b. den DI~qschen Satz  [siehe U. D1NI, Aeta  

m a t h .  25 (i9o2), S. 19I . - - I97] :  )~qD(x,y)set i m  beschr~inkten Bereiehe B besch r i ink t  u n d  mess l )ar  (L). 
D a n n  bes i t z t  die F u n k t i o n  

I__ ~(~,~t) log~dqd~, m i t  o=Vll~-x)"-• (x,y) willkiir l ieh,  g(x,y) ~ 2u'B 

in a l len  P u n k t e n  der  E bene  s t e t i ge  par t ie l le  A b l e i t u n g e n  nach  x u n d  nach  y, welche  in j edem 
a b g e s e h l o s s e n e n  Bereiche e iner  HSlder schen  B e d i n g u n g  geni igen, , ;  c. den  in F u s s n .  22 besp roehenen  
Saiz  yon SCHAUDER a n d  I~RELOT. 

17-632046 Acta mathematiea. 78 
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ebenfatls, wenn man nur  forder~, dass anf jeder der endlich vielen Randkurven,  

mit  endlicher und stetiger Kriimmung, eine in B acP)-harmonische Funktion 

u(x, y) und ihre ersten bis (p--I) - ten ureol~iren Ableitungen (endliche) Grenzwerte 

u(J)(s) annehmen (p >_--2).~) Vergleiche auch die zweite H~ilfte der nachfolgenden 

Bemerkung. 

I3emerkung I I  ~.u Bat~. 23 ter. u (x, y) be,~'itze im besehrh'nkten, JDirichletschen 

Bereiche B beschrSnkte areolSre Derivierte zweiter Ordnung (also p = 2); u(x,y) 

und u(a)(x,y) sollen auf  dem Rande C von B Grenzwerte u(t) bzw. u(1)(t) annehmen. 
Es gibt eine Folge yon Bereiehen (Bk) mit  

B~ < B~ ~ ... < Bk ~ "'" ~ B, 

deren jeder yon endlich vielen, in B liegenden, einfachen Kurven, mit  endlicher 

und stetiger Kriimmung, begrenzt wird, und welche jeden Punk t  (x ,y)EB yon 

einem gewissen Index k(x,y) an enthalten. In jedem Bereiche B~ yon geniigend 

hohem Index gibt es, nach Satz 29, eine a(~)-harmonische Funkt ion wk(x,y; xo, yo), 
I 

welche ,,uf dem l~and Ck yon Bk die dureh ~ log ~, mit  Q = V {(x--xo):+ (y--yo)~}, 

(xo, yo)EB und fest, ungegebenen Gren~.werte, und deren erste areol~re Ableitung 

[ ~]  (~)hat. Die Greensche Funkt ion zweiter Or& auf Ck Grenzwer~e gleieh Q2 log 

I 
mmg yon BE und (x 0, Yo), g2; ~ (x, y; x o, Yo), is~ dann gleich e ~ log ~ ~ Wk (X, y; X o, Yo). 

Nach Bemerkung I gilt in Bk fiir die nach Satz 29 eindeutig bestimmte, in Bk 

a(~-harmonische Funkt ion v~(x, y), welehe auf Ck Grenzwerte gleich u, und deren 
erste areol~re Ableitung dort  Grenzwerte gleich u (~) hat, die Formel: 

1 (_x)j  fu(j) o 
"k(xo, Yo)= ~ ~ 22J(j!), j On gj+i;kds. 

j=o Ck 

Da (57) sich in Bk aueh auf die Funktion u(x,y) selbst anwenden l~isst, muss 

(59) u (Xo, yo) = vk (Xo, Uo) + -i  f f [  ] 2~a, q* -- Wk(x,y; xo, yo) u(~)(x,y)dxdy 
Bk 

sein; das Integral  ist ein gewShnliches Lebesguesches. 

v(x,y) sei die in B a(~)-harmonische Funktion, welche auf  C Grenzwerte u(t), 

und deren erste areol&'e Ableitung dort Gren~werte gleich ua)(t) hat. Dann gibt 
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es zu wiUkiirlich positivem e ein K(t) derart, dass fiir jedes k > K(e) in jedem 

Punkte (x, y) e Bk + C~ 

(60) I v `'~ ( x ,  y )  - ,:~'~ (~, y) l < 

ist. ~ 
In jedem Punkte (5, ~) sei: 

5 f f  i h(:~,~))=--:- v(')(x,y)log ~ d x d y ,  
B 

und 

mit 

dxdu' 
Bit 

Dann folgt mit (60), dass zu willkiirlich positivem V ein K0(V) existiert, so dass 

fiir k > Ko(V) in jedem Punkte (~, ~) E Bk + Ck 

(6~) I h (~, ~) - h~ (~, ~) I < 

is~. 
Die in B definier~e Funktion v (~, ~) --  h (X, ~) und die in Bk defiaierte Funk- 

tion vk(~ ,~) -  hk(~, ~) sind harmoniseh, und ihre Grenzwerte auf C bzw. Ck sind 

u ~ h bzw. u -  h~. Zu wiUkiirlich positivem 0 gibt es somit ein K~(O), so dass 

fiir jedes k > K~ (0) in jedem Punkte (~, ~) e B~ + C~ 

(62) I {v(~,  ,)) - h(~ ,  ~ ) } -  {v~(Z, ~) - -  hk(~, #)}1 < 0 

Aus (6I) und (62) folgt, dass f i i r  geniigend hohem Index k die Differenz 

v~(~, ~) - v (~, ~) 

fiir alle Punkte (~,~)EBk + Ck, absolut genommen, unter  dleselbe positive Zahl 

herabgedriickt werden kann. 

Dasselbe gilt fiir 

w~(~, ,); Xo, yo) - w (~, ~; Xo, yo), 

I 
wobei g~ (~, #; x o, Yo) -- q2 log ~ --  w (~, #; Xo, Yo) die Greensche Funktion zweiter Ord- 

nung von B und dem festen Punkte (xo, yo)EB ist [ 0 = V { ( ~ -  xo)~+ (!)-yo)~}]. 
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Aber dadurch lgsst sieh statt  (59) sehreiben: 

(63) 
2 7g CI.j , 

B 

Die DarsteUung (63) gilt i~ jedem Punkt (x o, Yo)e B. 

Es wird deutlich seth, wie sich die hier f i ir  p = z abgeleitete Relation2 (63) 

auf  den ]Fall eider natiirtichen Zahl p > z iibertragen lSsst. ~ 

5leben Satz 25 haben wir hier: 

Satz 34. u(x, y) besitze im beschrdnkten Bereiehe B~ areola're Ableitungen aller 

Ordnungen. 

Geniigt ein saint seinem Rande C in Ba liegender Bereich B den Bedingu~gen 

yon Satz 3, hat B fiir jede natiirliche Zahl p eine den Bedingangen des vorangehen- 

den Satzes geniigende Greensche Fun]ction p.ter Ordnung fiir jeden Pu~kt (x, y) E B, 66 

und gibt es eine positive Zahl M ~ I derart, dass fiir jeden derartigen Punkt (x, y) 

lira [obere Grenze aller ].q.i" u(J) ] ] I.qp" u(V) ] p~ [ ~ l ~  fiir j _-->. p ]  ~ lira sup 
r p ~  ~ M 2 p  

(mit u(p):p-te  areol. Abl. von u) 

in B gleiehmSssig gegen eine in B beschrSnkte Grenzfunktion ~'o~zvergiert, so ist i~ B 

2 z , : . j 2 2 J ( j ~  J J u ' ~ g j + l d S ;  
j=o r 

dabei ist gi+l(~,V; x,y) die Greensche Fu~Ictio~ (j + I)-ter Orduung yon ~ fiir den 

Punkt (x,,y). 

Der Beweis verl~uft, unter  Anwendung des vorigen Satzes, wie der des 

Satzes 25. 

w I6. Satz 35. Im beschrdnkten Berdche B set {Uk(X, y)} ei~e Folge yon Funk- 

tionen; welche dort erste bis p-te areolSre Ableitu~gen habe~. Die Folge der p-ten 

areol~iren Ableitungen {u(~)(x,y)} sei in B gleichmh'ss 0 beschrd~kt, u~d konvergiere 

65 Auch fiir jede n beschr~nkten, iibrigens willkiirlichen Bereich lassen sich" (63) und die ana- 
logen Formeln mit  p > 2 bewelsen; nur sollen dabei g~ eine >>generalisierte>~ Greensche Fnnktion 
p.ter Ordnung (ira Sinne der Betrachtungen yon w 14bi~), und v eine WIENERsche Liisung eines 
zugehSrigen >~veralIgemeinertem> Randwertproblems sein. Vergleiche Fussn. 25. 

66 Nach Fussn. 64 ist dies der Fall, wenn der Rand C a.us Kurven mit  endlicher und stetiger 
Kriimmung besteht.  
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fast iiberall gegen die Funktion, U(x,y);  die Folge {u~(x,y)l 8el in B gleichma'ssig 
beschr6nkt, und konvergent in ether iiberall dichten, abzShlbaren Teilmenge E yon B. 
Dann konvergiert {uk(x,y)} gleichr~dssig in jedem abgesehlos~enen Teilbereiche yon 
B gegen eine Funktion u (x, y), welche in B stetige partielle Ableitungen ersler bis 
(2 p -- i)-ter Ordnung hat, wobei in  jedem Punkte (x, y) e B 

OJ§ Oj+~ 
(64) OxJ~y~U(x,y) ---- lira u~(x, y) (j  -~- 1 < 2p  - - I )  .~  r OXJ Oy ~ := 

ist; auch die in (54) auftretende ~'olge you partieUen Ableitungen konvergiert gleich- 
mdssig in jedem abgeschlossenen Teilbereich ?:on B. Ausserdem existiert fast iiberall 
in B die p-te areoldre Ableitung u(P)(x,y), mit 

(65) u (v) (x, y) = lira u(~ ,) (x, y) = U(x, y). 

Die letzte Relation gilt in j e d e m  Punkte yon B, wenn wit  noch fordern, dass 
die Folge {u~P)(x,y)} in jedem Punkte von B konvergent, und die zugeh6rige Grenz- 
fanktion U(x, y) in B stetig ist. 

Beweis .  Aus den Bedingungen d e s  Satzes folgt, mit  Fussn.  58 und Fussn.  I4 

(Satz a), dass die Funkt ionen  

(  og' 2 ~ a  v j d  ~ d ~ d ~ /  
B 

[q = V I (x  - ~)' + (y - n)"}] 

in B gt~)-harmonisch und gleichm~issig beschr~nkt  sind, und dass die Folge {v,(x, y)} 

in E konvergent  ist. 

Nach  NicoLEsco 67 folgt  hieraus, dass {vk(x,y)} in j edem abgeschlossenen 

Teilbereich yon B gleichm~ssig gegen eine in B a(P)-harmonlsche Funk t ion  v(x, y) 

konvergier t ;  ausserdem dass j e d e Folge ~ t,~ (x, y)~ in .iedem derar t igen Tell- 
2 ~s+t 

bereich gleichm~ssig gegen die zugehSrige Able i tung Ox ~ Oy-----~v (x, y) konvergiert .  

Ftir o < j  -[- 1 ~ 2 p -  I sind in B fiir jede  Funkt ion  u~(x,y) die parfiellen 

Able i tungen 

f f I-dc d - I  (66) Ox~Oy'(OJ§ [(-2~ap~)'-' u(~')(~,V), f ' (~- ' ) log q ~ ,~j stetig, und 
B 

--  ( ~  ~)~-~ u(~) (~, V) �9 0 ~-(~-~) log d~dv ,  2 ~a~ OxJ Oy ~ O ] 
B 

67 Siehe NICOLESCO 1OC. cir. 45 (erstes Zitat.), S. 85. 
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wie man einsieht dureh Betraehtungen analog denen am Anfang des Beweises yon 

ff Satz 26 ~s. D i e  Funkt ion ( -  i)v-1 U (~, ~). q" (v-l) log ~ d~ d~ hat, naeh Fussn. 58, 
2 Rap  

B 

in B gleiehmgssig besehrgnkte areol~ire Derivier~e p-ter 0 rdnung ,  welehe fast 

iiberall gleieh U(x,y) sind, wghrend fiir ihre Par~iellen Ableitungen aller 0rd- 

nungen ~ 2 p - - I  in jedem Punkte  yon .B Relationen wie (66) gelten. 

Wegen der gleiehmiissigen Besehr~tnktheit der .Folge {u(eV)(x,y)} und ihrer 

Konvergenz gegen U(x,y) in fast alien Punk ten  yon B folgt, 'mit (66), fiir 

o ~ j  + 1 _--< 21o-- I in jedem Pnnkte  (x,y) fiB: 

(67) 
OJ+l [ ( - - I ) p - 1  ~" f (P) ~ d ~ d ~ }  ~ 

B 

.B 

0J +z 

13 

die Konvergenz in B der dutch (67) gegebenen Folge ist gleiehm/issig. Hieraus 

und aus den Eigensehaften yon vk(x, y) folgen in jedem Punkte  yon B die Re- 

lation 

U(X,y)----- lim mit u(x ,y)~v(x ,y)+ -2~-~ap 
B 

und die Relationen (64); die Konvergenz ist jedesmal gleichmgssig in jedem ab- 

geschlossenen Teilbereich yon B. Die in (64) auftretenden partiellen Ableitungen 
sind in /3 stetig. 

Auch (65) folgt nun leicht in fast allen Punk ten  yon 13. 

Mit Lemma 4 folgt, dass, falls U(x,y) in B stetig ist, 

2 ~ap 
B 

in jedem Punkte  yon B eine areolgre Ableitung p-ter Ordnung gleieh U(x, y) 

~8 Wit bemerken nebenbei, dass sich bier zeigt, dass jede F~tnktion, welche in B beschr~nlde 
areoliire Derivierte p-ter Ordnu~g hat, dort stetige laartidle Ableitungen er#ter bis (2 p--I)-ter Ord- 
hung hat, so dass sich dann in B auch schreiben lasst: u q~ (x, y) = (-- i)i di  u (x, y), .fi~r jedes j <=p-- x. 
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hat. Da auch v(Pl(x,y) in jedem Punkte von B existiert, und gleich Null ist, 

existiert dann in jedem derartigen Punkt  u(P)(x,y), mit 

(x, y) = (x, y) + u (z, y) = U(x..v). 

Satz 35 is~ als eine ~ber t ragung eines Mo~T~Lschen Reihensatzes bei har- 

monischen Funktionen zu betrachten; die beiden folgenden S~ttze sind als l~ber- 

tragungen der belden Reihens~itze yon Hx~XCK bei diesen Funktionen aufzu- 

fassen. 

S a t z  36. lm beschrlinkten, Dirichletschen Bereiche B .~ei eine Folge yon Funk- 
tione~ {uk(x,y)} gegebe~, welche dort endliche p-re areolh're Abieitu~gen haben. Jede 
Funktion uk (x, y) und ihre areolSren Ableitungen u~l)(x, y) bis U(kP-1)(X, y) sollen auf 
dem Rande C yon B Gre, zwerte haben, die wir bzw. durch u~(t), U(kl)(t) bis U(kP-!)(t) 
darstellen. Die Folgen {uk(t)}, {u(1)(t)} bis {uy-1)(t)} seien auf  C gleichmdssig kon- 
vergent, wShrend {u(P)(x, y)} in B gleichmgssig beschrSnkt sei, und dort gegen eine 
stetige Fuuktion konvergiere.70 

(-~) x Damn konvergieren die Folgen {uk(x,y)}, {U(k~)(x,y)} bis {u~P ( ,y)} in B (dabei 
gleichmSssig in jedem abgeschlossenen Teilbereich), bzw. gegen eine Funktion u (x, y) 
und ihre ersten bis (p--  1)-ten areol&'en Ableitungen, wiih're, d {u (p) (x, y)} dort gege, 
die ebenfalls existierende p-te areol&'e Ableitung u(P)(x, y) konvergiert. 7~ 

B e w e i s .  ~ach  der Bemerkung zu Satz 7 ter ist in jedem Punkte (x ,y )eB:  

B 

wobei g(~,~;x,y)  die Greensche Funktion yon B fiir den P o l  (x,y) ist, und 

vk;p-l(x,y) die in B harmonische Funk~ion darstell~, welche auf C dieselben 

Grenzwerte wie u(~ p-l) (x, y) hat. Aus der gleichm~ssigen Konvergenz der Folge 

{U(kP-1)(t)} auf C folgt, duss {v~;p-l(x,y)} in B gleichm~ssig gegen eine harmo- 

nische Funktion vp-l(x,y) konvergiert. Daraus und aus der Konvergenz und 

gleichm~ssigen Beschr~nktheit der Folge {u(~P)(x,y)} in B folgt mit (58), dass 

69 Man sieht leieht, dass es zum Beweise dieser Gleichheit in jedem Punkte yon B schon 

geniigt a nzunebmen, dass die f a s t  i i b e r a l l  in B existierende Grenzfunkiion lira u(kP)(x,y) sieh 

zu einer im g an  z en  Bereiehe B stetigen Funktion U(x, y) erweitern liisst. 

70 Dies ist der Fall, wenn {u(~P) (x, y)} in B gleichmltssig konvergiert, und jede Funktion 

ulP) (x, y) dort stetig ist. 

71 Vergleiche Satz 35 mit NICOLESCO, lee. cir. 43, S. I98 (Th. IV) u. I95 (Th. II). 
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{u(k~ -1)(x, y)} in .]edem abgeschlossenen Teilbereich von B gleichmiissig konver- 

giert, mit  

(691 li~u~--'(x,v/=~.,,,-~Ix,:j/+ ~ .  e(~,,~;~,V/-li~-~(~,~)a~d,7. 
B 

Anwendung yon (19) auf die nach Satz 15 eindeutig bestimmte Funkt ion,  

welche auf C Grenzwerte gleich Null hat, und deren areol~re Ableitung in B 

gleich lira u]l(x,y) ist, zeigt, da~s das in (69) vorkommende Doppelintegral  in 
k ~ t ~  

allen Punkten  yon B eine areoliire hble i tung gleich lira u(~P)(x,y) hat;  dasselbe 
k ~ o o  

gilt somit, wegen der Harmonizitiit  yon vp_~(x,y) in B, yon lira u(~P-~)(x,y). 
k ~ o Q  

"Die im Vorigen angewandten Betrachtungen lassen sich nun auch a u f  die 

:Folge {u~P-e)(x,y)}, s~a~ {u• -1) (x, y)}, anwenden; dass die dabei anzuwendende 

Bedingung der gleiehmiissigen Beschriinktheit der Folge {u(,~-ll(x,y)} in B erfiillt 

ist, folgt aus der Darstel lung 

�9 2 z d d  ~ " 

einer jeden Funkt ion u~P-1) (x, y) als Summe eines Doppel integrals  u n d  einer in 

B harmonisehen Funktion,  welche in jedem Punkte  t yon C einen Orenzwert  hat  

gleich der Differenz yon u~P-l~(t) und dem Werte dieses Doppelintegrals in t. 
Man leitet so die gleichmi~ssige Konvergenz yon {u~P-21(x,y)} in .iedem abge- 

schlossenen Teilbereich yon B ab, und ausserdem dass lira u~P-2)(x, yl in B eine 
k ~ Q O  

areol'~re Ableitung gleich lim u(~-l)(x,y) hat. 
/ r  

So fortfahreud erhiilt man nach endlich vielen Schrit ten alle Behauptungen 

des Satzes. 

Sat~ 37. Ein beschrdnkter Bereieh B enthalte einen abgeschlossenen, konvexen 

Teilbereich ~, in dessert Innerem die _Pu~kte {(x~, y~)} (w-~- x, 2 . . . . .  p) liegen. Fiir 

jede Funktion der Folge {uk(x, y)} existiere in B die p-te areol&'e Ableifu,g, wobei 

in jedem laanhte ( x , y ) eB  fiir jede natiirliche Zahl k: 

~ §  -< u ~ ( ~ , v ) , -  ~§ ~ y) < ~(~ (x,  . ( j =  ~, �9 �9  ~ -  ~), ~(~,v)>~)(x,v)= 
sei; die Folge {u~)(x, y)} sei in B gleiehmdssiq besch~'dnkt und fast  iiberall konvergent. 

Konvergiert nun {u~(x,y)} in jedem Punkte (x,,y,) (~ = ~, 2 , . . . ,  p), so konver- 

giert sie gleiehmdssig in jedem abgesehlossenen Teilbereiche yon B gegen eine Funk- 

tion u(x, y); dabei wird in allen Punkten yon B (54), und in fast allen Pankten 

yon B (55) e~fiillt. 
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Beweis.  In  j edem abgeschlossenen, Dir ichle tschen Tei lbereich B~ yon B,  

welcher ~ enth~lt,  lfisst sich, nach der Bemerkung  zu Satz 7 ter und Bemerkung  I I  

zu Satz 23 ter, schreiben:  

( -  i),,-1 f f ,~ 
u~(x, y) = v~ (x, y) + ; ~  j j .q,, ~, v; x, 7t). ~ (~, ~) d~ d~, 

B~ 

~ )  (z, ,t) 'C(x,y)  + (_~),,-~-1 l" r , .  
: 2 ~ a p - j  d d  Bt 

hierbei i s t  vk(x,y) die in B~ alP)-harmonische Funkt ion ,  welche mi t  ihren ers ten 

bis ( p - - I ) - t e n  areol~ren Ablei tungen auf  dem Rande  yon B~ Grenzwerte ,  bzw. 

gleich u(x,y) ,  u(~)(x,y) bis u(~-n(x,y) ,  annimmt ,  und gp-~(~, V; x, y) die Greensche 

Funkf ion  ( p - - j ) - t e r  Ordnung  yon B~ fiir den P u n k t  (x,y). 

Da gp_j (~ ,~;x ,y )  in Bt  das Zeichen yon ( -  I)~-i-~ hat ,  und  in B U~+l~U~, 

a,(P) > u(P) ist, ha t  man in jedem Punk te  u(J) < u~J) ( j -=  I, p--~), dagegen _~+~ 'k+l  = "" " " "'~ = " 
(x, y) e B~ 

Vk+l (Z ,  y) ~ Uk(X,.~), '/J(J+) 1 (Z, y ) ~  ?Ski) (x ,  .~) ( j  : ] , . . . ,  p - -  I) .  

Ausserdem konverg ie r t  die Folge yon a(P)-harmonischen Funk t ionen  {vk(x,y)} in 

j edem Punk te  (x~,y~) (~ ~ ~ , . . . ,  p). ~qach N~CO~ESCO ~ folgt  hieraus die gleich- 

m~s Konvergenz  yon {v~(x,y)} in BI, und  somit  auch yon {u~(x,y)} in jedem 

abgeschlossenen Tei lbereich yon B ~ .  Mit  Saiz 35 f i ihr t  das zu den Behauptungen  

unseres Satzes. 

w 17. Der  in (57) vorkommende  Ausdruck  

(70) Cv (x, y) ~ I ~ 1  (__ l) j f ~'.(J) 0 
2---~ 2" (j !)~ d j~o 6' 

gj+~ ds 

ist  eine im zugehSrigen Bereich B po lyharmonische  Funkt ion  p- ter  Ordnung.  

Unter  ni iheren Vorausse tzungen hat w ( x , y )  mi t  ihren ersten his ( p -  I)-ten areo- 

ldren Ableilunge~, w (~) his w (p-l), a u f  C bzw. mit u, u (1~ his u (p-l) zusamme~falle~de 

Grenzwerte; dies ist u. a. der  Fall, wenn der  Rafid aus endlich vielen e infachen 

Kurven  mi t  endl icher  und s te t iger  Kr i immung  besteht .  7s Da das Zeichen yon 

gp(~,~;x ,y)  in allen Punk t en  yon B m i t  dem yon ( ~  I) p-1 zusammenf/~llt, TM ist 

dann wegen (57) in allen Punkten yon B 

7~ Siehe ~'ICOLESCO, loc. cit. 43, S. 2oi, 202 (Th. VI). 
7a Das folgt aus der Bemerkung I zu Satz 23 ter und  Satz 29 (mit p ~ 2). 
74 Dies folgt aus den in Fussn. 63 gegebenen Integraldarsiellungen der Greenschen Funktionen 

p-ter Ordnung. 
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u (x, y) -< w (x, v), 

wenn nur fast  iiberall in B u (p) <<-o ist. 

Fiir p = I finden wir eine schon friiher gemachte Bemerkung zuriick (w 5)- 

Dies fiihrt uns dazu in Analogie zu der yon F. Ri~sz herriihrenden Definition 

der subharmonischen Funktionen 75 einzufiihren die 

Definition 9. Hat  die in einem beschriinkten Bereiche B l definierte Funktion 

u(x ,y)  daselbst erste bis ( p - - i ) - t e  areoliire Ableitungen (p--_> 2), und sind ihre 

extremen areoliiren Derivierten p-ter Ordnung beschr:,tnkt in jedem in B 1 liegen- 

den, abgeschlossenen Teilbereieh, 7A so heisst u in B 1 subharmonisch p-ter Ordnung, 

wean folgende Bedingung erfiillt wird: 

B sei ein saint seinem aus endlich vielen einfachen Kurven, mit endlicher 

und stetiger Kriimmung, bestehenden Rande C in B1 liegender Bereich. Is t  dann 

w(x ,y )  die immer existierende, eindeutig bestimmte, a(Vi-harmonische Funktion, 

welche mit ihren ersten bis ( p -  1)-ten areoliiren Ableitungen auf C Grenzwerte 

hut, die bzw. mit u, u (1) bis u (p-i) zusammenfalien (siehe den Anfang dieses w 

so soil in jedem Punkte (x, y )EB 

(x, _-< w (x, 
sein. 

u heisst ii~ B l superharmonisch p-ter Ordnu~g, wenn - - u  dort subharmonisch 

p-ter Ordnnng ist. 

Tst u i~i B~ sub- und super]iarmonisch p-ter Ordnung, so ist sie dort a(V)-har - 

�9 tlloniseh, und umgek~hrt. 

Als Analogon 7.u Satz 9 haben wir: 

811tz 38 a. Hat  u(x,y)  in einem besehriinkten Bereiche B~ erste bis (p - - I ) - t e  

areoliire Ableitungen (p ~ 2), und sind ihre p-ten extremen areol&'en Derivierteii in 

jedem abgeschlossenen Teilbereich yon B~ beschrh'~kt, so ist u (x>y) in Bi da~n ulid 

nut dann subharmonisch p.ter Ordnung, wenn die p-re areolSre Ableitung yon u(x,y)  

in fast  allen Punkten ihrer JExistenzmenge ~ o  ist. 77 

7s Siehe R).DO, loc. cir. 24, S. I. 
~6 Diese Bedingung Htsst sich in verschiedener Welse verallgemeinern. 
~ Ist  u(x,y) im beschr~inkten Bereiche B subharmonisch p-ter Ordnung, und sind ihre extremen 

areol~ren Derivierten Ja-ter Ordnung dort beschr~inkt, so gilt in B,  naeh Fussn. 55 und Satz 32, die 
Darstellung: 

mit • beschr~inkt und ~o, v(x,y) r162 in B. Fuasn. 58 fiihrt zu elner gleichartlgen 
Formel. Vgl. die Rieszsche Darstellung subharmonischer Funktionen mitiels einer Potentialfunktion 
yon nicht-negativen Massen und einer harmonischen Funl, tion in RADO, loc. cir. 24, S. 42 (n ~ 6. i5). 
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B e w e i s .  Die Bedingung ist hinreichend (siehe den Anfang dieses w 

Sie ist auch notwendig. Da die p-ten extremen areoliiren Derivierten yon u 

in jedem abgeschlossenen Teilbereich B beschriinkt und messbar (L) ~ sind, folgt 

aus Lemma 2, dass u (pl "fast iiberall in B, existiert. Wir  wollen voraussetzen, 

dass die Teilmenge E ( u  (~') > o) yon B 1 positives Mass hat. Dann gibt es einen 

Punk~ (xl, Yl) 6 B l mit 

(7I) u(P)(x~,y~)>o und 

f f  
lira ( -  l)v-~ r(~,, ,,,: r) ( -  I)P-- 1 gp (X l  ' Yl; xi, Yl)" u(P)(Xl, Yl), 
r~o 2 ~ap z r '~ 2 ~v ap 

somit 7s ebenfalls > o; 

dabei ist gp die Greensche Funktion p-ter Ordnung der Kreisfi~che F ( x , , y t ; r ) f i i r  

den Mittelpunkt @1, Y,)- Naeh Satz 23 ter gilt (57) fiir jedes r ( x  1, y l ;r)  yon genfigend 

kleinem Radius. Wegen (7 I) kann der Radius .r so klein gewiihlt werden, dass 

2---~ 2~J(j i) ~ u(i) gi+l ds  
j =o K (x,. y~; ~) 

iSt; falls w(x , y )  die gem~iss Definition 9 zu F(xl, y~;~) gehSrende a(V)-harmo - 

nisehe Funktion darstellt, folgt hieraus und aus der Darstellung (7o), bezogen 

auf  r ( x ,  y,) > w (x .  y,). 

Wir gelangen zu einem Widerspruch. 

B e m e r k u n g  zu Definition 9 a n d  S a t z  38 ~. Betraehtungen analog (sogar teil- 

weise identisch mit) denen im Beweise yon Satz 38 ~ lassen sich, unter  Benutzung 

der Bemerkung I I  zu Satz 23 t'~, leicht dazu anwenden zu zeigen, dass eine mit 

Definition 9 vb'llig aequivalente Definition der in B~ subharmonischen Funktionen 

p-ter Ordnung erhalten wird, wenn man als Bereiehe I3 alle Dirichletschen Teil- 

bereiche von B 1 zulh'sst. Ebenso erhiilt man eine aequivalente Definition, wenn man 

nu t  durch endlich viele einfache a n a l y t l s e h e  Kurven begrenzte Teilbereiche 

als Bereiehe B benutzt.  

Satz 38 b. Hat  u(x,  y) im beschrdnkten Bereiche B 1 erste bis (29-  1)-re areoldre 

Ableitungen (p >~ 2), und sind ihre p-ten exlremen areoldiren Derivierten in jedem 

abgeschlossenen Teilbereich yon Bt  beschrdnkt, so ist u(x,  y) in B 1 dann und nur 

dann subharmoniseh p-ter Ordnung, wenn folgende Bedingung erfiillt wird: 

7s Siehe den Text bei Fussn. 74- 
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B sei ein samt seinem aus endlich vielen einfachen Kurven, mit  endlicher und 

stetiger Kriimmung, bestehenden Rande C in B 1 liegender Bereich. 1st d a n n v  (x, y) in 

B a(P)-harmonisch, haben v, v u) bis v (p-l) a u f  C Grenzwerte, bzw. gleich v(s), v (1) (s) 

bis v(~-l)(s), und ist a u f  C 

(72) u(s) ~ v(s), u(J)(s) <= v(J)(s) ( j  -~ I, . . ., p - -  I), 

so soll in jedem Punkte (x, y) E B 

u (x, y) < v (x, y) 
sein . 

Beweis. Dass die Bedingung hinreichend isk folgt unmittelbar aus der 

Definition 9- 

Sie ist aueh notwendig, w ( x , y )  sei die in Definition 9 im Bereiche B zu u 

konstruierte, a(P)-harmonisehe Funktion. Dann ist somit auf dem l~ande C yon B 

(73) u(s) =- w(s), ulJ)(s) -~ w(J)(s) ( j  = I , . . . ,  p - -  I). 

Nun sind die Greensehen Funktionen erster bis p-ter Ordnung yon B fiir 

einen Punkt  (x, y)e B auf C Null, und haben in B positive oder negative Werte, 

je nachdem ihre Ordnung ungerade oder gerade ist. 7a Duraus und aus (72) und 

(73) folgt: 

(74) 2 ~  /-~ z~( j l )~  J O-~n g~+~ ds :> ~ 
j=o  C 

Dureh Anwenduug der Bemerkung I zu Satz 23  ter bei den in B a(P)-harmonischen 

Funktionen w ( x , y )  und v(x ,y )  folgt, dass (74) sich schreiben liisst: 

v (x, y) --  w (x, y) ~ o fiir (x,y) EB. 

Nach Definition 9 ist in jedem derartigen Punkte 

y) =< 
also aueh 

Damit ist die Notwendigkeit  der Bedingung bewiesen. 

Bemerkung zu Satz 38 b. Die in Satz  3 3b gegebene, notwendige und hinreiehende 

Bedingung l~isst sieh ersetzen durch: 

B sei ein saint seinem Rande C in Bl  liegender, Dirichletscher Bereich. I s t  

dann v(x ,  y) in. B a~P)-harmonisch, haben v, v (I~ his v (p-~) a u f  C (endliche) Grenz- 

werte v(t), v(')(t) bi.~" v(P-1)(t), und ist a u f  C 
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(75) u(t) <- v(t), uUi(t) <= vU)(t) 

so soll in jedem Punkte (x, y) E B 

u (x, u) < v (x, ~j) 
88is~. 

( j =  I . . . . .  p - -  I), 

Beweis. Die Bedingung ist. hinreichend. 

Sie ist aueh notwendig. Nehmen wir u in B~ subharmonisch p-ter Ordnung an. 

Fiir den Dirichletschen Teilbereich B seien auf dem l~ande C die Relationen (75) 

erfiillt. Es gibt eine Folge yon Bereichen (B(')) mit 

B (" ~ B (~ ~ - - .  < B I'') ~ - - - B ,  

deren jeder yon endlich vielen einfachen Kurven mit endlicher und stetiger 

Kriimmung begrenzt wird, und welche jeden Punkt  ( x , y ) e B  yon einem gewissen 

Index n(x,y) an enthalten. Zu willkiirlich positlvem ~ gibt es ein N(~) derart, 

dass fiir jedes ~2 ~ N(s) auf dem zugehSrigeu Rande C (~/ 

i ' ( x , y ) ~ v ( x ,  ff) -{- G, u(J}(x,y)~ F(J)(x,?]) -~- 8 ( j =  I ,  . . . , p - -  I)  

ist. 
Sei nun w,(x, y) die in B (~) a(P)-harmonische Funktion, welche, ebenso wie ihre 

areol~ren Ableitungen erster bis (p--1)-ter  Ordnung, auf C (') Grenzwerte hat, 

die ~ ~ sind; zu willkiirlich positivem V l~sst sich die positiv.e Zahl ~ so be- 

stimmen, dass in jedem B (n) 
I w.(x,  y)I < ,~ 

i s t .  79 

Aus Satz 38b folg't in jedem B (') mit n ~ N(~): 

. {~, y) =< ~ ( ~  y) + ,~,,,(~, y) < v (x, y) + ~. 
Somit muss in B 

u (~, y) ~ v (x, Y) 
sein. 

Definition 10. Es sei 

V ~ ' 2 ' 3  

I I 
I . . . .  

20 pu  

I I 
I . . . .  

2 t p l  

I I 

2 ~ p~ 
: : : 

I I 
I . . . . . .  

2P--1 pP--J 

~9 Z u m  Beweise  verg le iche  m a n  die  zwei te  H~lf te  der  B e m e r k u n g  I i  zu Satz  23 ter. 



270 J. Ridder. 

und 

[ r ,~(u;x , .v ;r ) ,  ~ ~, . . . ,  = 

I . , ,  I '  

~o(U;x,y;r)~ pO 

~ (u; x, y; r) 

I 
~ p _ ~ ( u ; x , y ;  r) 2 ~ _  i . . . .  

p! ' 

I 

top-~ 

wobei ~0, ~ , . . . ,  ~p-i  die in Definition 5 angegebene Bed eu tung  haben. 

Satz  88% Hat u (x, y) in einem besehrSnkten Bereiche B~ erste bis p-re areolSre 

Ableitungen (p ~ 2), und ist auch ihre p-te areolSre Abldtung dort stetig, so ist 

u(x,y) in B 1 dann und nur dann subharmonisch p-ter Ordnu~g, wenn in jedem 

: > o  

Punkte (x, y) 6 B1 

ist. 

Beweis .  Nach  Formel  (39) ~~ hat  man fiir (x,y) und r lest,  und s = o, I , . . . ,  

oder  p -  I: 
p--1 l I 1~.\~i 

, ,(u; x,v; r ) =  ~(x,V) + ~ (--')~(i + ,)~ (i!)-" ~ )~c ' , ( x ,y )  + 

+ (--~)"(p + ~), (~!), {u~)(~, y) + ,-)}. 

(76) 

( s ~ - ~ o , I , . . . , p - -  I). 

W e g e n  der Stet igkei t  yon u (p) in (x,y) ist dabe i  

lim ~P) (x, y ; r )  = o 

E | iminat ion yon u~(x,y)  bis u(P-l)(x,y) aus den p Gleichungen (76)-liefert: 

[ ( ,) O V ~ ( u ; x , y ; Y ) ,  I I I I I I 
= -  - ,  . . . .  , + u ( x , y ) . r  x , - , - ,  . .  ., + 

2 ~ 3 

mit + ( - - I ) P ( P [ P ~ ? )  t Y)" p - ~ I ' ? ' ' ' " p  § ' 

lira ~(~/(x, y; r) = o; 
r ~ O  

- -  ' - '  " " " ' Z I  p )  wird dabei deutl ich sein (vergleiche Def. io). 

(77) 

V i die Bedeutung  yon ( p  ~_ 

so Siehe aueh Fussn. 4 6, 
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Man erh~lt 

(78) 
V[ l~ (u ;  x, 

v(,, 
Y; r),I ~] - - ~  * �9 o ~  

2 u (x, y) = 
i ;) 
- - ,  ~ ~ , ,  

2 

p ~ ,p u(p)(x, y) .  
= ( - - I )  (p!)' (~)  

p+~-, ~ . . . .  , 

I ,  2 

Das Zeiehen des Quotienten der Vandermondeschen Determinanten 

, - , . . . ,  und V I, - ,  . . . .  
+ I  2 2 

ist dasselbe wie yon ( - - I )  p-1. Das hintere Glied yon (78)l~sst sieh dadurch 

schreiben: 

r ~v (Apu  (p) (x, y) + Bp V (p) (x, y; r)), mit Av  < o. 

Aus (77) und (78) folgt hiermit: 

(79) ' 2 - - U  x , y  lira I # (u; x,  y; r - ,  .,. 

I, 2 

existiert, und ist -~ Ap u Ip)(x, y). 

Aus der Bedingung des Satzes folgt nun, da A p <  o ist, dass in jedem Punkte  

(x, y) e B~ 

(8o) u(P) (x, U) ~ o 

ist. Nach Satz 38a ist u dann in B~ subharmonisch p-ter Ordnung. 

Hat,  umgetrehrt, u diese Eigenschaft, so gilt, nach Satz 38 a, die Unglelchung 

(8o) in fast allen Punkten yon B1, also, wegen der Stetigkeit yon u (v), in j e d e m  

Punkte yon B1. Mit (79) folgt daraus die Bedingung unseres Satzes. 81 

Der Satz ist ein Analogon eines Satzes yon SAxs bei subharmonischen Funk- 
tionen. 82 

st Das dureh NICOLESCO, loe. cit. 45 (zweites Zitat), S. 137, I38 , mi t  der aueh hier  benutz ten  

Methode un te r sueh te  Theorem seheint  uns  in seinem zweiten Teil n ieht  bewiesen zu sein: der erste  
Teil is t  eine unmi t te lbare  Folge unsere r  S~tze 38 a und  38 c, 

82 Siehe RADO, foe. cir. 24, S. 14. 
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Korol la r .  Hat u (x, y) in einem beschriinkten Bereiche BI erste his p-te areoliire 

Ableitungen (p >= z.), und ist auch u (p) sletig, so ist u (x, y) in B~ dann und nur dann 

a!p)-harmonisch, wenn zu jedem Punkte (x, .y) e B 1 eine Folge yon Kreisen mit Mittel- 

punkt (x,y) und Radien {rn(x,y)} gehSrt, f iir die 

i I ~lim~rn(x 'Y)--~ ~md V g ( u ; x , y ; r , ( x , y ) )  - 2 ' ' ' "  

imor {,'n(X,y)l 2'p I 

ist. 

Das Korol la r  ist ein Ana logon  eines Satzes yon BLASCnt~E in der  Theor ie  

der ha rmoni schen  Funk t ionen .  s8 

Satz  39. Im beschrSnkten Bereiche B1 sei eine Funktionenfolge {uk(x, y)} gegeben, 

deren jedes Glied in .B~ eine stetige p-re areolh)'e Ableitung hat (p ~ 2). 

Wit  fordern weiter." 

I ~ die Folge konvergiert in einem einzelnen Punkte yon B1; das gleiche g~'It.mr 

die Fo~ge,~ {u~1)(~, u)} bi~ /ui! ~-l) (x, .v)); 

2o di~ FoO~,~. b-~-I' o~ t ~"~ I ~ 2 t '  " / ~ d ~ ]  (.! = " ' p - ') ~i.~ i .  

jedem abgesch!ossenen Teilbereich yon B~ gleichm&.sig konvergent; und." 

3 ~ in jedem derartigen Teilbereich ist die Folge {u~l(x,y)} gleichma'ssig kon- 

vergent. 

Dann existiert in B~ 

(8~) v0(x, :,/) -=- lira ,,~(x, ~), 

und hat dort eine stetige p-te areol&'e Ableituug. Dabei ist 

(82) v~ .i) (x, y) = lira ul/~)(x, y) (j  = , , . . . ,  p); 

die Konvergenz der Folgen (8I) und (82) ist gleichmSssig in jedem abge2chlossenen 

Teilbereich you B; s4 

Ist jede I~3~nktion uk(x, y) ausserde~n in B~ subharmonisch p-ter Ordnun9, so gill 

dasselbe yon v o (x, y).s~ 

s~ Siehe W. BLASCHKE, Ber. Verb. S~chs. Akad.  Wiss . ,  Leipziger ,  68 (1916), S. 3 - -7 -  
s4 A n w e n d u n g  yon Satz  35 f i ihr t  zu wei te ren  F o l g e r u n g e n .  

s~ Ana loge  E r w e i t e r u n g e n  der  Sfitze 35, 36 u. 37 l l egen  auf  der Hand .  
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B e w e i s .  Anwendung  yon Satz I2 mit  Erg~nzung  l iefer t  in B1 die Exis tenz  

der dor t  a~harmonischen Funkt ion  Vp-1 (x, y) ~ lira u~ p-l) (x, y), daneben die Gleich- 

m~ssigkeit  der Konvergenz  dieser Folge in jedem abgeschlossenen Tei lbereich T ;  

es ist  q,~l) (x y) = lira u~ p)(x,y), mi t  in T gleichmiissiger Konvergenz,  und somit  ~p--1 x 

Ste t igke i t  yon v(pl)_ 1 in B 1. 

In  derselben Weise  beweist  m~n die Exis tenz und gleichm~issige Konvergenz  in 

jedem dera r t igen  T von ~',-2 (x, y) ~ lira u~ p-2) (x, y); dubei ist v(p~)_~ (x, y) ----- vp-i (x, y). 
k ~ o o  

So fo r t f ah rend  ge langt  man  nach endlieh vielen Schr i t ten  zur Existenz 

und gleichm~i.ssigen Konvergenz  in jedem T yon v 0(x,.y) --  lira u~(x,y); dabe i  ist 

v (1' y) = (x, y). 

In  j edem P u n k t e  ( x , y ) E B  1 gi l t  somit  (82). 

Dass aus der Subharmoniz i t~ t  p - te r  Ordnung  der  uk die Subharmonizit~it  yon 

vo(x,y) folgt ,  s ieht  man  durch  h n w e n d u n g  yon  Satz 38" le icht  ein. 

L e m m a  6. Der  Rand  C eines beschr~nkten Bereiches B sei Summe yon 

endlich vielen, e infachen,  analyt ischen Kurven .  D an n  exis t ier t  in jedem P u n k t e  

(~,~))EC die Normalab le i tung  der Greenscl~en Funk t ion  p- te r  Ordnung  (i~>_--I), 

g,p(x,y;xo, yo), yon B in bezug auf  den willkiirl ichen P u n k t  (Xo, Yo)eB und hat  

einen yon Null  versch iedenen  W e r t  mi t  dem Zeichen yon ( ~ I )  p-1. 

B e w e i s .  Der  Fall p - ~  I i s t  bekannt ,  se 

Fiir  p ~  2 ist, nach Fussn. 53, in jedem Punk te  (x ,y )eB:  

7g J ,) 
B 

der In t eg rand  h a t  immer  einerlei  Vorzeichen. Da die Randkurve  dutch  (~,~) ana- 

lyt isch ist, und jede Greensche F u n k t i o n  g~ (~, ~; x, y) = gt (x, y; ~, V), mi t  (~, y) e B 

und lest,  auf  dem Rande  Grenzwer te  ------o hat,  gibt  es eine offene Kreisfl~iche 

/~(2,~);~T~ mit  Mi t t e lpunk t  ( 2 , ~ ) - u n d  Radius  ~-" , in welcher  .~ede Funk t ion  
2 

g~(2,~;~,~), mi t  (~ ,~ )eB- -B .F(~ ,~) ; r ) ,  sich zu einer dor t  harmonischen Funk-  

t ion  yon x und  y erwei tern  l~sst, s7 welche ausserdem stet ig ist in x, y, ~,~, fiir 

( z , y ) e r  und ( ~ , ~ ) E B - - B . F ( ~ , # ; r ) .  s~ 

sa Siehe BRELOT, ]OC. eit: 22, •. I8o (man nehme c--~o) und I61. 
s7 Siehe OSOOOD, loc. tit. 22, S. 700 tl. 703. 
ss Man beachte die Darstellung yon gt als Summe eines Logarithmus und einer harmonischen 

Funktion und die Maximum-Minimum-Eigenschaft der harmonischen Funktionen; ausserdem die 
Art der hier auftretenden harmonischen Fortsetzung. 

18-632046 Aeta mathematica. 78 
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Die Funktion g~ (x, y; g, ~)..qv_~ (~, y; Xo, go) aa is~ eine s~etige Funk~ion yon 

~, ~, x, y, f~lls (x, y) in r ~, ~0; ~ una (g, n) in B -  B .  2r(a?, ~; r ) - / ( x o ,  yo)} ~~ liege; 

willktirlieher, abgesehlossener 

Teilbereich yon B - B . / ~ ( 2 , ~ ;  r ) - -  {(xo, Yo)} ist, gilt,  nach einem Satze aus der 
Theorie der harmonischen Funk t ionen f  ~ fiir die Normalablei tung in bezug auf 

C in (~, :~)): 

 ff.o ffo 
Da auch g,(x,y;xo, yo) im Punkte  (2,~) eine Normalablei tung ha~, ~ ist 

(83) ~ngp(2,~;Xo, yo)== ~ j j ~ n  g,(.~,~; ~,~)'gv-~(~,~;xo, Yo)d~dv + 

/i l im__  - - 2 ( p - -  ~)~ (X, Y; .~,~)'gv-~(~,~ xo, Yo)d~d~; 
~:~-,r)-~;.,) ~ V I ( X - ~ y  . ( : r - 9 ) ' ~ }  I �9 q' 

dabei soil (X, Y) ein in B .  F(5:, ~; r) auf tier l~ormale in (:~, ~) liegender Punk t  sein. 
0 

gp-~ hat das Zeichen yon (--I)~'-L ~g~(r .~,~/) ist positiv. Dadurch folgt 
0 

aus (83), dass ~g~(:2,:O;xo, yo) das Zeichen yon (~z)P-~ haben muss. 

Satz 40. u(x,y) sei im beschrSnkten Beveiche B~ subharnwniseh pter Ordnung 
(p :> 2); B sei ein $.amt se/nem aus endlich viele,~, ei~fache~l, a~alytischen Kurven 
gebildeten Rande C in Bz liegc~der Bereich. Die i~z B a(P)-harmonische Fuuktion 

s9 Die obeu definierte Erwei terung yon gt (x, y; ~, y) deuten wit  hier  ehenfalls durch 
g~ (x, y~ ~, ~) an. 

~0 Wi t  diirfen uns r so klein gewith!t denken, dass (xo, yo) ausserhalb ~ (~ : , 9 ;  r) liegt. 
ot Vergleiehe Os(~ooT), loe. cir. 22, S. 684, 685, wo eine Variable t an Stelle yon ~ und r t 

auf t r i t t .  
93 Man beweist  dies wie folgt. Ffir .ql is t  die Eigenschaf t  bekann t  (siehe Fussn. 22). Fiir 

p ~ 2 hat  gp(x ,y;  xo, Yo) in B-/~(Vc, Y; r) eine besehr~nkte areoliire Able i tung (siehe Fussn.  62). 

Die Differenz .q~(x,y;xo, yo)-- I f f "("~ ~ ---- 2-~ .~p ~ , ~ ; x o ,  yo) ' log d~d~,  mi t  O = V { ( ~ - x ? + W - - y ) ~ ,  

B.F(x, y; r) 
i s t  in B . P ( ~ , ~ ; r )  harmoniseh;  sie hat ,  ebenso wie das in ihr  vorkommende Doppelintegral,  auf 
einem (i~, Y) im Innern  en tha l tenden Randbogen Grenzwerte, deren AbleituDg in bezug auf die 
Bogenlange dor~ einer HSlderschen Bedingung genfigt (siehe den DINlsehen Satz in  Fussn. 54). 
Daraus folgt (naeh dem S c ~ A v D ~ s c h e n  Satze in Fussn.  22), duss die Differenz, und s o m i t  aueh 
.qe (x, y; xo, Y0) selbst, in (~', :~) eine stetige Normalablei tung hat .  
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v(x,y)  soll mit ihren ersten bis ( p -  I)-ten areoldren Ableitungen au f  C Grenzwerte 

v(s), v")(s) bis v(P-ll(s) haben, welche bzw. gr6sser als oder gleieh u(s), u('(s) bis 

u(P-~)(s) sind. Gibt es nun einen Punkt  (xo, f o )EB  mit 

(84) v (Xo, Yo) -~ u (Xo, fro), 

so ist aueh u in B ar u fdl l t  dort sogar mit v zusammen. 

Beweis. Nach Bemerkung I zu Satz 23 ter ist in B 

, "- '  ( - , ) J  o 
v ( x , y ) : ~ . ~  2 , J ( j ! ) , l v  ,~nngJ+,ds .  

j=0 C 

Daraus  und aus der fiir u gel tenden Fovmel (57) folgt, mit  (72) bis (74), in jedem 

Punk te  (x, f)  e B:  
(__ |)p--1 /~/~  

(85) =< tlg.( ,  'f)'ul"ld d 7" 
13 

Wegen  (84) ist somit  das hintere Glied yon (35) => Null  in (x o, Yo). Da g~(~, y; Xo, Yo) 

in B dasselbe Zeichen wie ( -  I)P-1 - -  hat, TM und, nach Satz 38", fas t  iiberall in B 
2 ~ap 

u (p) < o  ist, muss fast  iiberall in B 

u(~)(x,f)=o 

sein; wegen der Beschri inktheit  der p-ten areoliiren Derivier ten yon u in B gilt  

diese Relation,  nach Satz a in Fussn.  I4, in jedem Punk te  yon B. u(x ,y)  ist  in 

B somit a(~)-harmonisch. 

Da  nun 

(86) o = U(Xo, yO)-  V(Xo'fo) = [__[_p~l (__i_!j l~uij) - -  /JJ)} ~(~ gj+l Us:, 
2 z  2~d(j[)~J ' j=O C 

und auf C uiJ)(s)< vlJ)(s) ist (j-----o, I . . . . .  p ~  I), w~hrend dort  nach L e m m a  6 

(--  I ) . i ~ g j + i  > o ist, muss jedes P a a r  yon Grenzwertfunk~ionen,  u(J)(s) und vfJ)(s), 

zusammenfallen. Und da die in (86) vorkommende Summe auch fiir jeden yon 

(Xo, Yo) verschiedenen P u n k t  (x, y) von B die Differenz u (x, y) - -  v (x, y) r 

fallen u und v ebenfalls  in einem solchen Punk te  zusammen. 

Bemerkung .  Die in Satz 4 ~ gezogene t~olgerung, dass u in B a(P)-harmonisch 

ist, bleibt giiltigl wenn B ein Dirichletscher Bereich ist. 
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Beweis. Es gibt eine Folge yon BereiChen (B (')) mit  

B ") < B ~'~ < . . .  < B i n ) < - . .  < B, 

deren jeder yon endlich vielen, einfachen, analyt ischen Kurven begrenzt  wird, und 

welche ]eden Punk t  ( x , y ) e B  yon einem gewissen Index n(x ,y)  an enthal ten.  9s 

Unter  Benutzung der im Beweise der Bemerkung zu Satz 38 b angewandten  

Bezeiehnungen haben wit  auch hier in ]edem B('I: 

(87) lw,,(x, Y) l < ~, 

und in jedem B (n) mit  n ~ N(~): 

(88) u(x ,y)  <~ v(x ,y)  + 8, u(Jl(x,y) ~ v(5)(x,y) + ~ ( j =  I . . . . .  p - -  ~). 

In  derselben Weise wie (85) leitet man hier, aus (88), ab, dass i n  jedem Punkte  

(x, y) e B/~), mi t  n ~ N (e), 

u(x,y)-[v(x,v) + w,,(x,y)] <_(-')'-* f f 2~ap  "qP;n(~'Y;x'y)'u(*')d~d~2 
1r 

ist; dabei ist gv;n die Greensche Funkt ion  p-ter Ordnung yon B (~). 

In  B f o l ~  daraus und aus (87): 

2 ~ap d J  
B 

Da ~2 willkiirlich positiv ist, fiihr~ dies fiir ]eden P u n k t  yon B zu (85). Daraus 

leitet  man dann wieder, wie im Beweise yon Satz 40, die atP)-HarmonizitKt yon 

u in B a b .  

w I7 bi~. Definition 11. h u f  dem Rande C eines besehr~nkten Bereiches B 

seien ste~ige Funkt ionen  u(t), u (1)(t) bis u(V-1)(t) definier~ (p ~ 2). Dann ist  eine 

in B, ebenso wie ihre ersten bis (p ~ i)-ten areol~ren Ableitungen, naeh oben 

beschr~inkte Funk t ion  q)(x,y) dort eine Minorante p.ter Ordnung in bezug a u f  die 

Randwerte u(t), u(1)(t) bis ulP-1)(t), wenn sie in B subharmoniseh p-ter Ordnung,  

und in jedem Randpunkte  t, die Punkte  einer Teilmenge yon C yon der Kapazi t~t  

Null  (ira Sinne yon D~ LA VALL]~E POUSSI~) ausgenommen,  

lira sup q)(x,y) ~ u ( t ) ,  lim sup q)lJ)(x,y) ~u(J)(t) ( j =  I . . . .  , p - -  I) 
(x, y) ~ t; (z, y) -* t. 
(~', v) E B (x, :~) E 

is~; hierbei deu~et, wie fiblich, ao(Y)(x, y ) d i e  j-re ureol~re Ablei tung yon (P(x, y )an .  

9s Das folgt dureh Anwendung yon OsoooD, loe. cir. 22, S. 708 (Theorem). Vergleiehe die 
Ableitung eines analogen Satzes im dreidimensionalen Raum bei KELLOGG, loe. cit. 12, S. 318, 319. 
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Definition 12. Eine in B, ebenso wie ihre ersten bis ( p -  ])-ten areol~iren 

Ableitungen, nach unten beschr~nl~te Funkt ion  T(x,y) ist, un ter  den gleichen 

Annahmen  wie in Def. I ~, in B eine Majorante p-ter Ord~u~g i~ bezug auf u (t), 

u(~)(t) bLv u(P-~)(t), wenn sie dor~ superharmonisch p-ter Ordnung,  und in jedem 

Randpunkte  t, die Punk te  einer Teilmenge yon der Kapazit~it Null  ausgenommen, 

I X  . , , ~  lim inf  hU(x, y) ~ u (t), lim inf hu(J) ~ , y) ~ u (j) (t) (j ~ I, p --  I) 
(x y) ~ t; (x. y) ~ t ; 

~x, y) E B 

ist. 
Als Analogon eines P E R R o s - W ~ , s ~ s c h e n  Satzes in der Theor ie  des verall- 

gemeinerten Dirichletschen Problems 9~ haben wir hier den 

Batz 41. Die Wienersche Lb'sung des in Satz 3o formulierten verallgemeinerten 

Randwertproblems ist in allen Fdllen, in welchen qD (x, y ) -  o ist, und somit ~ach 

einer a(P)-harmonischen Funktion gesucht wird, gleich der untere~ Gre~ze aller Ma- 

joranten und der oberen Grenze aller Minoranten p-ter Ordnung in bezug auf die 
Randwerte u(t), u("(t) his u ( P - 1 ) ( t ) . g a  

Beweis. Es wird geniigen den Beweis fiir den Fall  p = 2 zu liefern. 

Die areol~ire Ablei tung u (~) (x, y) der Wienerschen LSsung u (x, y) ist, da ~ ----- o 

ist, in B harmonisch.  Ausserdem geht  aus dem Beweise yon Satz 3o hervor, 

dass sie in B beschrfinkt ist. 

I s t  ~ (x ,y )  eine Minorante  im Sinne der Definition I I, so wird die Differenz 

~)(1) (x, y) -- u (l)(x,y) in B nach oben beschr~nkt und subharmonisch 96 sein; in den 

Randpunkten  (t) yon B, die Punk te  einer Teilmenge yon der Kapazi t~t  Null  aus- 

genommen,  ist  
lim sup [~(l~(x,y) ~ u("(x,y)] (" ~ o. 

( r . y ) ~ t ; ( x , y ) ~ B  

Nach einem Satze y o n  FROSTMAN 97 folgt  hieraus in jedem Punkte  (x,y)EB: 

(x, y) - u'" (x; :r <= o. 

~4 Siehe  N. WIENER, J.  Math .  Phys i c s ,  M a s s a c h u s e t t s  In s t .  Technol .  4 (I925), S. 23 u. 24. 
~5 E i ne  wei te re  A n w e n d u n g  der  sub-  und  s n p e r h a r m o n i s c h e n  F u n k t i o n e n  p- te r  O r d n u n g  finder 

m a n  bei  NICOLZSCO, loc. cir. 43, S. I 9 9 - - 2 o  4. 
06 Siehe Satz  38a u n d  die B e m e r k n n g  zu  Def. 9 u n d  Satz  3 8a. 

97 Dieser  l au t e t :  >>Ist u ( x , y )  i m  besehr/ i .nkten Bereiche B s u b h a r m o n i s c h  u n d  nach  oben be- 

schr~inkt, u n d  i s t  in  den  R a n d p u n k t e n  (t) van  B ,  die P u n k t e  e ine r  T e i l m e n g e  des  Randes  yon der  Kapa-  

zit i i t  Nu l l  a u s g e n o m m e n ,  l ira sup u(x ,y )<~M,  so is~ in j edem Pnnkte ( x , y ) E B  u(x,y)~M~>. 
(x,y)~ t; (x,y} E B 

Siehe O. FROST~JA!% Acta  Li t t .  Sci. Szeged o ~ (t937) , S. I 49 - -159 ,  insbes .  S. 158. 
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Nun ist ~uch q)(x,y)~ u(x,y) in B subharmonischi s~ w~ihrend aus dem Be- 

weise yon Satz 3o hervorgeht, dass u(~,y) in B beschr~tnkt, somit q)(x,y)--u(x,y) 
dort  n~eh oben beschr~nkt ist. In den l~andpunkten (t) yon B, die Punkte einer 

Teilmenge ~,on der Kapazit~it Null ausgenommen, ist 

lira sup {~(x ,y)--u(x ,y)}  <~ o. 
(x, y) ~ t ;  (~, y) E B 

Nach dem FRosw~x~schen Satze muss somit in jedem Pun]~te (x,y)e B such 

(89) q) (x, y) --  u (x, y) ~ O, oder q} (x, y) ~ u (x, y) 

sein. 
Ebenso beweist man fiir jede ]~a.]orante W(x,y), dass in den Punkten yon B 

(x, y) > u (x, u) (90) 

ist. 
u(x,y) und u(l)(x,y) sind in B besehriinkt; u(x,y) ist dort a<S)-harmoniseh. 

Nach S~tz 32 ist in den Randpunkten (t) yon B, diejenigen einer Teilmenge yon 

der Kapazit~it Nult ausgenommen, 

lira u (x, y) = u (t), 
(z,y)~ t; (z.v) EB 

und 
lira u (~) (x, y) -~ u ̀L) (t). 

(~, y ) ~  t; (X,y) E B  

u(x,y) ist somit sowohl Majorante wie Minorante im Sinne yon Definition I2 

bzw. I I. D~.raus und ~,us (89) und (90) folgt der Satz. 

Kapitel IV. 

Eine mit der Klasse der  fast  l i be ra l l  a ' ha rmonisehen  Funktionen verwandte 

Funktionenklasse. 

w 18. W~hrend in den S~tzen I und 2 die fast iiberall in /~  existierende are: 
102u O~u\ 

ol~re hblei tung in fast allen Punkten ihres Existenzbereiches gleieh - - ~ x ~ + ~ )  

ist, ist unter den Bedingungen der Siitze 3 und 4 keine derartige Relation be- 

fo. kannt. Doch ist -~-nds in allen diesen S~itzen eine in B totalstetige IntervMl- 
i~ (J) 

fuuktion; ist nun bekannt, dass die beiden Summanden des rechten Gliedes yon 
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q),~(j)__ f Ou _ f O u d  ,,, = f ou 
R (J) R (J) R (a) 

in B totalstetig sind, so gelangt man wieder zum gleiehen Resultat  wie unter 

den Bedingungen der S~itze I und 2. Wir haben also: 

Satz 42. Die partie!len Ableitungen naeh x und naeh y einer im besehrh'nkten 

Bereiche .B definierte Funklion u(x, y) seien daselbst stetig. Sind ~mn 

OUdx und OxdY 
R (J) R (J) 

in B toCalstetige Intercallfunktionen, so existieren in Jhst allen Punkten yon B die 
O2 u O2 u 

areolffre Ableitung yon u, ~ und Oy ~-, mit." 

D(~,y) O~(J) = [ O~u O~u~ - +  y'l 

Beweis. Aus der Totalstetigkeit  der beiden Intervallfunktionen und den 

Differentiationseigenschaften der Doppelintegrale als Punktfunktionen 9s fo]gt, 
O~.u O~u 

dass ~ und --Oy ~ fast iiberall in B existieren und iiber B integrierbar (L) sind, 

Ou 
und dass in jedem in B liegenden, abgesehlossenen Int&wall Oxx totalstetig nach 

0 u  
x fiir fast a l l e y  und ~y totalstetig nach y fiir fast  alle x ist. Anwendung yon 

SaCz 2 fiihrt zu der gesuchten Relation in fast allen Punkfen yon B 9~. 

Korollar. Im beschrh'nkten Bereiehe B sei q9 (x, y) besehrS~kt und messbar (L). 

Hat  dann die Differentialglelchung 

O~u O~u 
(9I) Ox- ~ + Oy ~ . . . . .  q~ (x, y) 

os Siehe  z. B. L. SCI~ILESINGER U. A. PLESSN]~ll, Lebesguesche Integrale und Fouriersche Reihen, 
Ber l in-Leipz ig  I926 , S. I 8o - -185 .  

99 Bei k o m p l e x w e r t i g e n  F n n k t i o n e n  h a t  m a n  den  Sa tz :  J s t  f (z) =- u (z, y) + i v (x, y) im  

b e s c h r ~ n k t e n  Bereiche B s te t ig ,  u n d  s i nd  j ' ( u  q- i v ) d x  a n d  f ( - -  v + i u ) d y  in  B t o t a l s t e t i ge  
R {J) R (./) 

I n t e r v a l l f u n k t i o n e n ,  so ex i s t i e r en  in  f a s t  a l ien  P u n k t e n  yon B die areol~ire A b l e i t u n g  yon f (z) ,  
Ou Ou Ov Ov 
O x '  0 y "  ~xx u n d  Oy'-- mit :  

Dz 'I~ f(z)=-- ( ~  + ~y) ' " ̀Ou 

In  andere r  F a s s u n g  f indet  m a n  dieses  R e s u l t a t  bei  EvAlcS, loe. eit.  3, S. 33- 
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in B eine LSsung ut(x,y) , fiir die dort -Oxx' O-yy stetig, d x  und ~x  dY 

totalstetige Intervallfunktio.nen sind, so ist aueh R I.n R (J) 

~.~ (x, :,b -= 7 ~  q~(_~.,b log e ~l~ J~, ,6 t  e = V { ( x - ~ ) ~ +  (.,-~)~}. 
B 

in B eine L6sung yon (9t). 

Beweis. 

oul 
O---z ds = 

R (J) 

Aueh isL nach Lemma 4, 

Nach Satz 42 ist fiir jedes abgeschlossene, in B liegende In t e rwl l  J 

J 

ff On d s =  p ( x , y ) d x d y .  
R {J) J 

Die Differenz u~--u~ hat in B stetige partielle Ableitungen nach x und nach y, 

und es ist 

j ' ~ ( u , - - u ~ ) d s  = o. 

i t  i J) 

Nach dem Korollar zu Satz 3 ist u l - - u ,  in B harmonisch. Daraus und aus (9~) 

fiir ul folgt in jedem Punkte (x, y) f iB die gleiche Relation fiir u~. 

Unter  den Bedingungen der Sittze I b i s 4  und 42 f/fllt f ~ d s  mi~ 
. d  

R (,I} 

einer in B additiven und totalstetigen Intervallfunktion zusammen. In diesem 

Paragraphen wollen wir diese Intervallfunktion nur ~och als total-additiv be- 

trachten (vgl. w 3). 

Ein Analogon yon Lemma 4 ist der 

Satz 43. Im beschrdnkten Bereiche B sei f(e) eine f i ir  die naeh BOR~T. mess- 

baren Teilmengen definierte, total-additive Me~genfu,ktion. Dam~ ist die (fast iiberall 

endliche) Potential funktion 

(92) u (x , , ) -  '-!- ( (~og ~ ~f(e), 
2 ~ y J  

B 



Uber areol~ir-harmonische Funktionen. 281 

wobei e =  V{(x--~)  *+ (y -~)~} ,  (~,~)eB, fast  iiberall in B linear totalstetig naeh 

x und nach ylOO. In fast  allen Punkten yon B ist 

B B 

und fiir fast alle 1~ in B liegenden, abgesehlossenen Intervalle (J) gilt 

f O  Uds  
q)~'(J) d -o-n-n = f(J)" 

R (J) 
OU 0 U 
- -  und sing iiber jedes abgesehlossene Teilinterrali yon B integrierbar (L). 
Ox Oy 

Der Satz folgt aus G. C. EVANS, Trans. Amer. Math. Soe. 37 (I935), S. 233 

u. 234 (iibertragen auf ~2) und B I ~ . Y ,  loe. cir. 3, S. 26I (Corollary; man nehme 

dort  A(e) ~-- o, B(e) =-- f(e)). 

Lemma 7. Im besehriinkten Bereiehe B sei u (x, y) fast iiberall totalstetig 

nach x und naeh y. Die sodann in B fast iiberaU existierenden Ableitungen 

du Ou 
0 x '  O.y seien fiber jedes zu B gehfrende, abgesehlossene Intervall integrierbar 

(L); f i ir  fast alle abgesehlossenen Teilintervalle yon B sei das Linienintegral 

ff 
" Ou 
~ ds gleieh Null. Dann gibt es eine in B harmonisehe Funktion ~(x,y) ,  

R(J) 
welehe daselbst fast  fiberall mit; u(x, y) zusammenfiillt. 

Das Lemma folgt aus einem Satze yon V. S. FEDOROFF. Man sehe BINN]~Y, 
O u Ou . 

loc. cit. 3, S. 252 (Theorem III),  und nehme dort  ~ -  ~yy, 0-----Ox 

Aus Satz 43 und Lemma 7 folgt nun sofort: 

S a t z  44. Im beschrfnkten Bereiche B sei f(e) eine f i ir  die naeh Borel ~ness- 

baren Teilmengen total-additive Mengenfunktion. Dann hat jede Funktion 

' / f  (93) w (x, y) -~ - -  log df(e) + u (x, y), 
2~ 

B 

100 Das soll  heissen : diejenigen Parallelen zur x- und y-Achse, die Punkte mit B gemein haben, 
und deren Projektion auf y- bzw. x-Achse nieht zu zwei  Mengen Ey bzw. Ex yore (linearen) Masse 
Null  geh6rt, enthalten nur solehe zu B gehSrenden Liniensegmente,  auf welchen U linear total- 
stet ig ist. 

~01 Das soll beissen: al le Interva]le, deren Seiten sich auf x - u n d  y-Achse projizieren ausser- 
halb best immte Mengen vom Masse Null .  
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wobei u(x, y) eine in B harmo~ische Fa~dction ist, die Eige~schaft, dass f i ir  fast  

alle in B liegenden, abgeschlossene~z Intervalle (J) 

(94) 0,~ (,,) _= f o w ds = / ( J )  
z' (./) 

~)t; die partiellen Ableitunge~ yon w(x,y) si~d iiber jedes abgesehlosse~e Teilinter- 

vall yon B integrierbar (L), u,~d u" (x, y) ist in B fast  iiberall totalstet 0 ~aeh x u ,d  

~aeh y. 

Umgekehrt, ist w (x, y) eine in B fast iiberall naeh x und uaeh y totalstetige 

Funktion, deren partielle Ableitungen iiber jedes in B liege,nde, abgesehlosso~e Inter- 

vall integrierbar (L) si~d, u~d welehe in fast  allen abgesehlosso~en Teili~tervallen 

yon B die Relation (94) e~fiillt, so gibt es eine in B harmonisehe ~unklion u (x, y) 

und eine Teilmenge E von 13 vom Masse Null derart, dass w (x, y) in den Punkten 

yon B - - E  die Darstellung (93) zulh:s, st. 

Man vergleiche hiermit Satz 13. 

Man erh~ilt einen Spezialfall yon Satz 44 (zweite. tIiilfie), wenn dor~ >>fast 

iiberall total stetig naeh x und nach y)) dureh ,,nur in abzi~hlbar vielen Pankten im 

Besitze einer unendliehen extremen Derivierten nach x oder nach y,, ersetzt wird. 

Kapitel V. 

Anwendungen. 

w 20. In  diesem Paragraphen fangen wir ar~ mit einer einfachen Anwendung 

der IntegraldarsteUung (25) in der Theorie der harmonischen Funktionen. 

Is~ ~0 (x,y) im beschri~nkten Bereiche B beschr~nkt, integrierbar (L) and fast 

iiberall ~ 0 ,  so folgt aus Lemma 4, dass das Integral  (25)in allen endlichen 

Punkten ausserhalb /~ harmonlsch ist, wfihrend es in den Punkten yon B nicht 

harmonisch ist, da in fast  allen Punkten yon B seine areol~re Ableitung ~ 0 ist. 

Dass darum noch nicht a l l e  Punkte yon /~ singuliire Punkte  derjenigen Funk- 

tion zu sein brauchen, welche dutch harmonisehe Fortsetzung der durch (25) in 

C(•) definlerten Funktion entsteht, zeig~ folgendes Beispiel. 

B sei die Kreisfli~che mi~ ~Iittelpunkt (0, o) and Radius r-----I. Zwischen den 

Kreisen K(o, o; I) und K(o,  o; 1/~. ]/-~) sei ~0 =--- I, im Innern yon K(o, o; '/2 ]/2) 

sei 9 = + I .  Dann ist g (x, y) =-- ~--~ 9 9 . 1 o g ~ d ~ d ~ , m i t e = g ~ ) ~ + ( ~ - - y ) ~  / 
B 
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and B ~- das Kreisinnere I '(o, o; x), in allen Punkten ausserhalb K(o, o; I) gleich 

Null. Die harmonische Fortsetzung fiihrt somit zu einer in allen Punkten der 

Ebene harmonischen Funktion, welche identisch Null ist; k e i n e r  der Punkte 

yon /] ist singul~rer Punkt. 

Es gibt F~lle, in welchen sich .diejenigen Punkte yon/~, die singulfire Punkte 

der durch harmonische Fortsetzung entstehenden Funktion sind, genau angeben 

lassen. E sei Summe yon zwei einander fremden und kongruenten, im beschrfinkten 

Berelche B liegenden, perfekten, in jedem ihrer Punkte masshaltigen ~~ und 

diskontinuierlichen ~~ Punktmengen E1 und E~. Wi t  nehmen ~ - ~ +  I in den 

Pnnkten yon E 1, = ~ I in den Punkten yon E2, = 0  in den Punkten yon B--/~. 

Da C(E) ein Bereich is~, ist die Funktion g(x,y) dann nicht nur in C(/~) har- 

monisch, sondern sogar in C(E), den unendiich fernen Punkt  mi~ einbegriffen ~~ 

Bekanntlich is~ sie in der ganzen Ebene stetig; sie ist als harmonische Fortset- 

zung der Funktion zu betrachten, welche in C(/~) durch die Werte yon g(x,y) 

selbst definiert wird. Jede Umgebung eines Punktes (Xo, Yo)eE enth~lt eine 

Teilmenge yon E yon positivem Masse (L), somit, nach Lemma 4, auch Punkte 

yon E, in welchen die areol~re Ableitung yon g existiert, und gleich ~, also ~ o 

is~. Ein solcher Punk~ (x0, yo) ist somi~ singul~irer Punkt  yon g; die Menge der 

(zu /~ gehSrenden) singulfiren Punkte yon g f~llt hier mit  E zusammen. 

Diese Funktion g liefert u~s gleiehzeitig ein Beispiel einer in der gan~en Ebene 

definierten, eindeutigen, harmonischen Funktiou, welche auf der Merge ihrer si,gul&'en 
Punkte stetig ist. ~~ 

lo~ Das  soll  he i s s en :  jede  U m g e b u n g  e ines  so lchen  P u n k t e s  enth~ilt  e ine T e i l m e n g e  yon EI(E~) 
yon p o s i t i v e m  Masse  (L). 

10s Das soll  he i s sen :  ke ine  der  T e i l m e n g e n  yon  E j ( E 2 )  i s t  e in  K o n t l n u u m  (E~ u n d  E~ s ind  

d a n n  a u c h  n i r g e n d s  dieht).  
lO, M a n  wende  L e m m a  4 a n .  

~0~ Vergle iche  bei  a n a l y t i s c h e n  F u n k t i o n e n  ein g le ichar t iges  Beispie l  yon  D. PO~IPEIU, A n n a e s  

se ien t ,  ace. pol. Por to  2? ( t9~3) , S. 2 3 4 - - 2 3 6  , k o n s t r u i e r t  m i t t e l s  des  I n t e g r a l s  

-_[ f f ~(z) dxdy 
J J z - ~  
B 

(vgl. F u s s n .  30). - -  Man h~itte ffir E auch  ein nirgends dichtes and in jedem seiner Punkte mass- 
haltiges Konlinuum n e h m e n  k i innen ,  w e n n  C(E) dabe i  n u r  ein Bereich wgre.  Das  Ver fah ren  des  

T e x t e s  hi~tte auch  d a n n  0hne  m e h r  b e n u t z t  werden  kSnnen ,  a n d  die JExiste~z einer in der .qanzen 
Ebene stetigen, n ur  im Bereiche C(E) harmonischen Funktion gel iefer t .  I m  Gegensa i z  zu d e m  im  

T e x t e  b e h a n d e l t e n  Fal l  i s t  h ier  j edoch  n i c h t  bewiesen ,  dass  E die Menge  der  S i n g u l a r i t i t t s p u n k t e  

d e r  aus  den  W e r t e n  yon g in  C(B) du rch  h a r m o n i s c h e  F o r t s e t z u n g  e n t s t e h e n d e n ,  ein- oder  mehr -  
deu t i gen  .Fank t ion  is t ,  
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w  A r e o l i i r e  A b l e i t u n g e n  u n d  d e r g e n e r a l i s i e r t e L a p l a e e s c h e  

O p e r a t o r .  I n  der mathemat i sehen  Phys ik  werden general is ier te  Laplaeesehe 

Operatoren benutzt ;  man kann einem derar t igen  Opera tor  z/q die fo lgenden Be" 

d ingungen  aufer legen:  
O~u O~u O~u 

- -  - - ,  so exist ier t  I ~ exist ieren im Bereiche B stet ige Ablei tungen Ox ~ , O--xx~' Oy ~ 

O~u 02u 
in .jedem Punk t e  (x ,y )EB Jgu, und hat  den W e r t  ~-~ + Oy~,---" 

2 ~ exis t ieren in B fiir die s tet igen Funkt ionen  u (x, y) und v (x, y) ~/au und J g  v, 

so exis t ier t  dor~ auch J q[hu + kv] (h und k Kons tanten) ,  und  hat  den Werb 

hdgu  + kJgV; 

3 ~ hat  die s te t ige  Funk t ion  u(x, y) in B ein stet iges Jg u ,  und gibt  es in 

(xo, yo)EB ein relatives Maximum yon u, so ist  JgU(Xo, yo)-< o; 

4 ~ ist  ~0 (x, y) in B stetig, und  l iegt  ein Kreis  K saint seinem I n n e r n  F in B, 

so i s t  in jedem Punk te  (x,y) e F 

jr, 

Fiir jedes derar t ige  Jg  l~ss~ sich mi t  einem Beweisverfahren yon Z a ~ , ~ B x  t~ 

zeigen: 

A. Die in B stetige Funktion u (x, y) ist dort harmoniseh, falls in jedem Punkte 
(x, y) e B 

dg u (x, y) existiert, und = o 
ist. 

Nach BRELOr x~ ha t  man  weiter:  

B. Existiert fiir eine in B stetige Funktion u(x, Y) und einen bestimrnto~, den 

Bedingungen I ~ 2 ~ 3 ~ 4 ~ geniigenden Laplacesehen Operator zig in allen Punkten 

yon B Jau, und ist diese dort stetig, so existiert aueh fiir jeden weiteren derartigen 

Operator ,1~ in den Punkten yon B J~ und hat denselben Weft  wie ~au. 

Denn fiir jeden  wie un te r  4 ~ definierten Kreis  K ist, naeh 2 ~ und  4 ~ in 

seinem Inne rn  F :  

P 

~oo Siehe G. BOULI(~AND, Fonctions harmoniques, Principes de Picard et de Dirichlet, M6morial 
I926, S. 13. 

lot Siehe BRELOT, loc. cir. 22, S. 161. 
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Nach A ist somit 

P 

dort harmonisch. Daraus folgt, mit l ~ 2 ~ und 4 ~ in jedem Punkte (x ,y)eF:  

o :  d'.~u(x,y)-- Jou(x,y)  oder J~ J . ,u(x ,y  ). 

Das gilt nun auch in jedem Punkte  yon B. 

Aus der Definition der areol~iren Ableitung (Def. 3), Satz I, Satz Io und 

Lemma 4 folgt, dass die m i t - - I  multiplizierte areoliire Ableitung einen den 

Bedingungen 1~ ~ geniigenden Operator liefert, l~ Nun setzt die Existenz der 
Ou Ou 

areol~ren Ableitung yon u in einem Bereiche die Stetigkeit yon Oxx und ~y voraus. 

Dadurch folgt aus B sofort: 

C. Existiert fi~r die im Bereiche B stetige Funktion u(x,y), bei Benulzung 

eines den Bedingu,gen i ~  ~ geniigenden Operators ,~o, in den Bunkten yon B d~u, 

und ist diese dort steti.q, so hat u(x,y) in B stetige partielle Ableitungen erzter 
Ordnu~g. 

Ein zweites Beispiel eines derartigen Operators wird dutch den Grenzwert 

2 ~ 
lira [/~o (u; x, y; r) --  u(x, Y)] 

geliefert, wobei ,u 0 durch die Definition 5 gegeben wird; Bedingung I ~ ist erfiillt 

(wegen Satz I und Sa~z I8); das gleiche gilt yon 2~176 1~ 

Dadurch folgt mit B, dass die Definition 4 der a(v)-harmonischen Funktionen 
sich derartig abSndern 15sst, dass keine expliziten Annahmen iiber Existe~z (uud 

Stetigkeit) yon partiellen Ableitungen darin mehr vorkommen. 

w 22. Neben den gewShnlichen Differentialgleichungen lassen sich auch 

Differentialgleichungen mit areol~iren Ableltungen bilden. In den vorangehenden 

Paragraphen wurden derartige Gleiehungen schon implizite an mehreren Stellen 

betraehtet. Wir  nennen: 
io T~(P) ~(~,y) @~l(J) oder u(P)(x,y)~--o ( p ~  I). Diese Gleichung fiihrte in w  zur 

Definition der mit den polyharmonischen Funktionen p-ter Ordnung zusammen- 

fallenden a(P)-harmonischen Funktionen. 

los W e d e r  BOULIGAND noch  BRELOT n e n n e n  die m i t  - - I  mu l t i p l i z i e r i e  areolfire A b l e i t u n g  als  
Beispie l  e ines  genera l i s i e r t en  Lao lacesehen  Operator~.  

lo9 Siehe auch  BOI~LIGAND, loc. cit .  IO6, S. 13. 
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2 ~ D(a.,v) q)u(J)oder  u(1)(x,y) ~- 9(x,y). Im FMIe einer in einem beschrgnkten 

Dirichletschen Bereiche stetigen und beschritnkten Funktion qD(x,y)liefert Satz I6 

(w 7) die L5sung eines zugehSrigen Ra.ndwertproblems. 

3 ~ ~,(~,~(P)v) O,~(J) oder ulV)(x,y) = q~(x,y) ( p ~  2). Hier liefert Satz 29 (fiirp_> 2) 

(w I4) bei q~ wie unter  2 ~ die LSsung eines zugehSrigen Randwertproblems. 

4 ~ /)(~,v)(/)~(J) oder u")(x,y) ~---  c (x, y) . u (x, y). In seiner schon mehrmals 

zitierteu hrbeit :  Etude sur l'dquation de la chaleur J u  = c ( M ) .  u(M), c(M)>= o, 

au voisinage d'un point singulier du coefficient. Ann. ]~cole norm. (3) 4 S (I93I), 

S. 153--246, liefert B~,I~OT eine ausfiihrliche Behandlung yon stetlgen LSsungen 

der Gleichung z lu -~  c(M).u(M),  unter der Annahme der Stetigkeit yon c(M) 

(_--> o) im zugehSrigen Definitionsbereich (ev. mit Ausnahme eines singuliiren 

Punktes), und unter Benutzung eines den Bedingungen I~ ~ yon w 21 geniigen- 

den, generalisierten Laplaceschen Operators A. Nach w 2I fiillt die von BR~LOT 

benutzte stetige Funktion J u  mit der zugehSrigen, mit - - I  multiplizierten are- 

ol~ren hblei tung u(a)(x,y) zusammen. Somit sind seine Untersuchuugen als sich 

auf  die areoldre Differentialgleiehu~g u (1) (x, y) = ~ c (x, y). u (x, beziehend zu be- 

trachten, x~~ 

w 23. Auch eine Klasse yon Funktionalgleichungen ist im Vorigen schon 

gelSst. 
9 (x, y) sei im beschr(inkten Bereiche B beschrh'~kt und messbar (L). Es wird 

gefragt diejenigen in B stetig nach x und nach y differenzierbaren Funktionen u (x, y) 

aufzufinden, f,~r die zu jedem saint seinem aus einer einfachen rektifizierbaren Kurve 

bestehenden Rande C1 in B liegenden Bereiche B 1 

Ou 

ist. c, B, 
Nach Lemma 4 (mit Fussn. 3 o) und Satz 13 wird die allgemeine LSsung 

gegeben durch 

i f f  : 
B 

wobei w(x,y) eine in B harmonisehe, iibrigens willkiirliehe Funktion ist, 

Verlangt man iiberdies, dass die Funktion u (x, y) auf  dem Bande des beschriinkten 

Bereiehes, welcher nun ein Diriehletseher sein soll, bestimmte Grenzwerte annimmt, 

so ist sie, nach S~tz I4, eindeutig bestimmt. 

xto I n  R e n d .  I s t .  L o m b a r d o  63 (193 o) u. 6g (1932) u n ~ e r s u c h t  er e ine  n o c h  a l l g e m e i n e r e  

Gleichung, welche sich sehreiben litsst: ua) (x, y) = - -  c (x, y) .  u (x, y) + f ( x ,  y). 
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w 24. S&I;z 45. Jim beschrdnkten Bereiche B set eine *Elektrigitdts,)-Menge t*(e) 

verteilt; $,(e) ist dabei als eine total-additive Mengenfauktion aufzvjhssen, welche 

fiir die naeh Borel messbaren Teilmengen yon 13 definiert ist, und die fiir .jene 

Mengen nicht notwendig yon einerlei Vorzeiehen zu sein braucht. Die Potential- 

fi~nktion [mult ipl iziert  mit  
\ 

2 z j  j ~d,t(e), mit Q= 
B 

set in B stetig differenzierbar naeh x und naeh y, und ihre (in B somit existierenden) 

extremen areoldren Derivierten seien daselbst beschrdnkt. 

Dann ldsst i~ (e) in fast allen Punkten von B eine Dichte zu, welehe dort mit 

der fast  iiberall in B existierenden, areol&'en Ableitung um(x,y) zusan~menfdllt; 

fiir jede nach Borel messbare Teilmenge e yon B ist 

(95) l~ (e)= f f u(,, (x,,,)dx dy. 
F 

Danebc.n l&st sich schreiben: 

i f f l o , ~  ~'u(')(g,~))d~d~). 1'~ (96) u (x, y) = ~ ~, Q 
B 

Beweis. Die Funkt ion  

' f f log g ( x , . v )  �9 (g, 

B 

ist eine (mi t  _ I  mult ipl izierte]  Potent ia l funkt ion ,  welche nach  Lemma 4 i n  B 
\ 2 ~  ! 

besehrgnkte extreme areolgre Derivierte hat,  die dort  fas t  iiberall gleieh u ~l~(x,y) 

sind. Die Differenz u (x, y) -- g (x, y) hat  in B besehrfinkte extreme areol~ire De- 

rivierte und fas t  iiberall eine areol~re kb le i tung  gleich Null. ~Nach Fussn. I4, 

Satz a ist diese areol~ire Ablei tung in B identisch Null; u (x ,y)- -  g (x,y) ist somit 

in B harmonisch.  

j O u  ,,t Nacb Lemma 4, mit Fassn. 30, liefert nun das Integral ~ d s  fiir jedvs abgesch]ossene, 
('l 

Yon e iner  rek t i f iz ie rbaren  K u r v e  Cj beg renz t e  Te i lgeb ie t  B ,  von B die in B ,  e n t h a l t e n e  . E l e k t r i -  

zitiits>>-Menge. Vgl. Satz 44. 
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Es l~sst sieh schreiben: 

I f f  g ( x , y ) =  log~d/~o(e), mit ~o(e) - -  u!')(~,~)d~drl 
B e 

fiir alle nach Borel  messbaren Teilmengen (e) yon B. 1~-* u (x, y) - -  g (x, y) ist somit  

�9 [ s e i n e  Poten t ia l funkt ion  einer durch ~1 (e) ~ ~ (e) - -  f~o (e) definierte >> Elektrizit~ts>>- 

Vertei lung zu betrachten.  

Es liisst sich /zl(e ) in B als Differenz yon zwei nicht-negativen,  total-addit iven 

Mengenfunkt ionen darstellen:  

,~  (~) = , ?  (e) - , ~  (~). 

Somit  is$ die Differenz der  Fuukt ionen  

f f  log ~ d g  + (e) und j'f,og d.7 (~) 
B B 

in B h~rmonisch. Mit~els eines RiESzschen Verfahrens  ~j3 folgt  hieraus:  

,~,+ (e) --= , ~  (e). 

Da  B sich bekunntl ich in zwei Mengen 1~ und E~ (E~. E., = o) zerlegen l~sst 

derart ,  dass te + nur  fiir Tei lmengen yon ~1, und /~- nur  fiir Tei lmengen yon E~ 

yon l~ull verschiedeu sein k~nn, n~ miissen beide Mengenfunkt ionen ,  und somit  

such /~t, in B identisch Null sein. 

~(e) und /~o(e) fallen zusummen; u(x,y) und g(x,y) siud d~durch in jedem 

P u a k t e  der Ebeue eiu~nder gleich. Die Dars te l lung (96) ist dami~ bewiesen. 

Es ist welter fiir jede nuch Borel messb~re Tei lmenge e yon B 

~(e)  = ~ o ( e ) =  ff u("(~,v)d~dy. 
D~s gibt  (95). 

! 
it2 Die Able i tung  folgt  le ieh t  un te r  Benu tzung  der S te t igke i t  yon l o g - .  

Q 

118 Siehe RADO, lOC. cit. 24, S. 36 , 37 ( n~ 5' 18--5"22) - Dort  wird  der Fal l  behande l t ,  in 
welchem bekaun t  is t ,  dasa die beiden  In tegra le  in B e inander  gleich sind.  

,,4 Siehe SAKS, foe. cir. 16, S. 32 (Th. 14. I). 
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S ch lu s sb e ln e rk u n g .  

Die in den Kapi te ln  I - - 3  und 5 gegebenen Be t rach tungen  lassen sich in auf  

der H a n d  l iegender  Weise ~uf Funk t ionen  in einem Raume mit  n ~ 3 Dimens ionen  

fiber~ragen. N u r  werden d~bei die in Satz I gemaehten und in verschiedenen 

weifleren S~itzen sich wiederholenden Voraussetzungen fiber den Gebietsrand 

weniger al lgemein sein miissen; die Rolle des In tegra ls  f t l ~  el~d~ 

B ;i ix wird vom In tegra l  . ... ~ .  q9 (~ . . . .  , ~,,) d~} . . . d~, i ibernommen.  

B 

19+(132(}4{i Acta mathematica. 78 


