
LES FAMILLES DE CONES DE MI ME SOMMET OUI POSSEDENT 
DES HARMONIQUES. 

P a r  
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'~ DIJON.  

J 'ai  montr6 dans un article ant6rieur 1 que les familles orthogonales de sur- 

faces de rdvolution qui poss~dent des harmoniques sont les cyclides de r~volution, 

et que les 6quations diff6rentielles qui fournissent ces harmoniques sont des 

6quations de Bessel, de Legendre et de LamC Lorsqu'on se pose la m~me ques- 

tion pour les cylindres parall~les, ou pour les c6nes de m~me sommet, on ne 

trouve aucune famille qui ne soit classique; ainsi, les seules familles de cylindres 

parall~les poss6dant des harmoniques sont les familles orthogonales de plans 

parall~les, de cylindres coaxiaux circulaires associ~s "~ leurs plans diam6tranx, de 

cylindres paraboliques homofocaux, avec l'6quation de Weber,  et les cylindres 

elliptiques et hyperboliques homofocaux, avec l'6quation de Mathieu. On ne 

trouve 6galement que les c6nes homofocaux, mais ce probl~me offre la parti- 

cularit6 int6ressante de conduire "s la rdsolution d'une 6quation diffdrentielle 

elliptique analogue s celle dont d6pendent les familles de surfaces de r6volution; 

la d6termination de ces c6nes r6sulte, en effet, de la r6solution de l'6quation 

dee] ~ au4 + 4bu~  + 6cu~ + 4 d u  + e, 

la seule diff6rence r~sidant dans la nature des coefficients constants a, b, e, d, e, 

qui sont assujettis s la seule condition d'Stre r6els pour les harmoniques de r6- 

volution'*, tandis qu'ils sont assujettis ici aux conditions e ~- ~, d ~ b, c rdel. 

Ces conditions sont d'ailleurs invariantes dans route rotation autour de l'origine, 

ce qui permet de simplifier l'dquation, et, en partieulier, d'annuler les coefficients 

<(Les f a m i l l e s  d e  s u r f a c e s  d e  r d v o l u t i o n  q u i  p o s s d d e n t  d e s  h a r m o n i q u e s  % A c t a  m a t h e m a t i c a ,  

t .  71 , I 9 3 9 ,  p .  2 9 3 - - 3 1 5 .  
o. Loc .  e i t .  p .  2 9 2  . 
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2 Rend Lagrange. 

extrGmes a et e et de supposer que b, c, d sont rdels comme pour les surfaces 

de rgvolution. 

I. Considdrons une famille de cdnes dont le sommet commun o est pris 

pour origine d'un syst~me de coordonn6es rectangulaires x, y, z. Soit 

(x, ?/, z )= :  c '~ 

l%quation de cette familie, et 

v (z, ~/, z ) =  C ~ 

Les coordonn6es polaires r, O, qg, de pble o, d'un celle des cdnes orthogonaux. 

point de l'espace par lequel passe un cdne e~ u n s e u l  de chaque famille, sont 

des fonctions uniformes de ~, ~, r, 

o = o @ , ~ ) ,  9 9 = 9 9 @ , @ ,  , - = r .  

La condition d'orthogonalit6 des deux familles de c5nes est 

O0 0 0 0990~ 
( ') + sin  0 O .  = o, 

c'est ?~ dire qu'il existe une fonction )~(~, ~/) telle que Yon air 

/ .~ :-: 
(21 o-~ = i sin 0 , 

00 sin 0099 

Rapport6 aux paramgtres ~, ~), r, le ds ~" de l'espace est 

de sorte que l'dquation de Laplace ~/V(~, ~2, r)-~ o s'dcrit 

0 i 

(3) b~ ~- +~ i~-~ + ~.U, OI/ + iOv/_IOi:\ Or] -~ 

On se propose de rechercher darts quels cas cette 6quation poss~de des intd- 

grales primitives, de la forme 

(4) V =  f(~, ~2, r) M(~) N(,]) R(r), 
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oh f est une fonction d6termin6e, tandis que les autres facteurs d6pendent cha- 

curt d'un ou de plusieurs param6tres. En posant 

, [[ooy zi~176 
g(f' n ) =z t t og /  + \ ~ l  J '  

la substitution de l'expression (4) dans (3) donne l'4quation 

, r-,-' o( ,.,.,,q o 

(5) + 

+ 

,Tfd'~ .s.)dsq __e 1,_o q 
+ o (f, ,7,) ~ -  t T ; #  + ~ :  (log .- - ~rrJ + o f  tz  of ]  + 

�9 0 I , 2 O f \  

+ g(~' ~ )~1 '  dT) =~  

done il suffit de substituer g f, V l e s  variables fp(~)d~ et fq(v)  dv pour 4tre 

ramen6 au eas Z-~ I. On pent ainsi, sans restriction de la, g6n6ralit6, se borner 

consid6rer les familles de c6nes f ~ const., ~ = const, pour lesquelles 

Ion( 0 log tg O~ 

i io (  o)__ ,qiv-) o~ log t~ p(f) of '  

d'oh r6sulte imm6diatement que log (r~ff) doit 4tre la somme d'une fonetion de 

r et d'une fonction de f, 7; mais alors f est le produit d'une fonction de r et 

d'une fonction de f, 7, de sorte qu'en associant ce premier faefenr s /7(r), on 

pent supposer que f ne d6pend que de ~ et ~/, ce que nous ferons. I1 faut en 

~ (  ~ )  0 (log ~ f ' ) s o i t  ind6pendant outre que log soit ind6pendant de ~2, et q u e ~  

f de ~, done que -Z- et s soient tous deux le produit d'une fonction de ~ par 

une fonction de ~/; cette double condition 6quivaut g la condition que f et 2~ 

soient eux.mdmes le produit d'une fonction de f par une fonction de ~/. 

Or l'6galit6 )~ = p (f) q~ i  donne aux 6quations (2) la forme 
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0 
e'est s dire telles que log tg )- et qD soient deux fonctions harmoniques coujugdes 

des variables ~, 7. 

Enfin les deux faeteurs de ~ et de 7 respectivement dont se compose f peu- 

vent entrer dans M et N, ce qui permet de faire f - =  I; l'6quation (5)prend 
ainsi la forme simple 

I d*'M I d ~ N +  r ' J l O [ d ~ B  2 d R ]  
(6) M d~ ~ + N a T  ~ R - - [ d ,  '* + r  d ~ r -  = o ,  

et se d6compose tout  de suite en les deux ~quations 

.~ d" R d R  
(7) ~ dr ~ + 2r ~-r - k R = o ,  

I d~'M I d~_Y 
(8) ~I  d~ ~ + N d~ -~ + kz/~0---= o, 

off /~ repr~sente une constante complexe quelconque. (7)est une ~quation d'Euler, 

admettant  les int6grales particuligres R = r ~, off a est fourni par l'gquation 

caract6ristique a(a + I ) =  It. En posant k-~ m(m + I), off m est un param~tre 

complexe quelconque, l 'intggrale ggngrale de (7) est 

(9) R ---- C1 r m + C., r -  m- 1. 

I1 faut  ensuite que (8) soit r~soluble quel que soit ce paramgtre k, donc que 

J10  soit la somme d'une fonction de ~ et d'une fonction de 7, soit 

(i o) d l  0 = g (~) + h (7). 

Cela suffit, car (8) se d~compose alors en les deux ~quations 

(iI) [ d ~ M  

d7 ~ 

+ [m(m + c ] ] f =  o, 

+ [m(m * I )h(v) - -  C ] N = o ,  

off C est une constante quelconque. On peut d'ailleurs annuler C, sauf pour 

k = o, car on a encore 

Nous avons ainsi d~montr~ le 
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Th60rbme. Les c6nes orthogonaux, de sommet o, ~ = const., ~/-~ const., pour 

lesquels l'dquation A V ~ - o  admet des int~.grales primitives de la forme 

V -~ f(~,  V, r) M (~) N (V) R (r), 

oit f est une fonction convenable, et M, N, R des intdgrales d'dquations d.~t~rentielles 

0 est une fonction harmo,ique de ~, 7, telle que lin~aires, sont ceux pour lesquels log tg 2 

0 ~ 
O~_OvJ~O= o.  

# 
99 (~, 7) est unc fonction harmonique conjugu~e de log tg ~. On peut supposer f = I, 

et, si 
A~ 0 -  g (~) + h (~), 

les harmoniques primit~fs sont de la forme 

r m 
v = M(~) N(~)r_=_ ~ , 

oie M et N sont les int6grales gdn6rales des deux dquations (I I). 

0bservons que M(~), N(~) sont honmg~nes de degr6 o en x, y, z, puisque 

= eonst, et V ~ cons~, repr6sentent des c6nes, de sorte que M(~) N(~]) r '~ est 

un harmonique homog~ne de degrd m; on sai~ que son quotient par r 2"+1 con- 

serve l'harmonicit6, ce qui donne l 'autre harmonique M N r - m - L  

2. Pour d6terminer la fonetion 0(~, V), posons 

~ = ~ +  i~, f l = ~ - - i v ;  

0 . 
tg ~e~'p est une fonction analytique de lu variuble complexe a, soit 

0 
t g  - d 'p  = u (a),  

2 

et tg 0_ e_i~ p e s t  line fonetion analytique de fl, soit 
2 

0 
tg ~ e -i'p = v (fl). 

0 
On peut supposer que ~, ~/ prennent des valeurs complexes sans que log tg 2 

cesse d'etre harmonique, ce qui permet de consid~rer a, fl comme deux variables 

complexes inddpendantes. L'expression 
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o = u(~) ,(fl) 
( i~)  tg-" 

0 
qu'on en d4duit est bien la solution gdn4rale de A log tg 2 =  o, sl u(a), v(fl) 

sont deux fonctions analytiques arbitraires de a e t  de ft. I1 vient alors 

donc 

oo o o oo o o_ 
- -  ~ C O S  ~ - -  C O t  ~ U  p Y ,  - -  ~ C O S  2 C O t  U V ~  
Oa 2 2 Off 2 2 

( o o / ,  o o o o  o o u' ' 
~0 ~] + \0~2] = 4 0 a  O f l ~ 4 c ~  4-2 c~ v ,  

ou, compte tenu de (x2) lui-mSme, 

4 u'(a) ,/(fl) 
~t~O = (i + uv} v" 

Cette expression est analogue '~ celle rencontr~e dans le mdmoire concernant 

les surfaces coaxiales de r6volution ~, et n'en diffgre que par le changement de 

I O'- 
en ----v On a vu, s cette occasion, que, pour que ~ z / ~ O = o ,  il faut et 

il suffit que u(a) e t  v(fl) vdrifient les deux equatmns ~ diff~rentielles elliptiques 

aux m~mes coefficients constants a, b, c, d, e 

ou enfin 

d a ]  : au4 + 4bu3  + 6 c u  ~ + 4 d u  + e, 

= a  a + 4  b I a + 6  c 
- - I  

+ 4 d - - + e ,  
Y 

{ u ' ( a ) 2 = a u  4 +  4 b u  s + 6 e u  2 + 4 d u  + e, 

v' (fl) ~ = ev  4 -  4 d r  3 + 6 c v  ~ -  4 b y  + a. 

I1 ne reste plus qu's choisir les coefficients constants de mani~re que u, v 

soient conjugugs harmoniques en m~me temps que a, fl; u'(a) ~ et v'(fl) ~ le sont 

aussi, donc il faut que e et - - d  soient imaginaires conjugu~s de a e t  b, respec- 

tivement, et que c soit r~el; 9a suffit dvidemment, en prenant soin de choisir les va- 

leurs initiales rio, v(flo), v ' ( f lo ) imaginaires  eonjugu~s de a 0, u (a0), u ' ( a o ) r e s p e c t i v e m e n t .  

Loc, cit. p. 290. 
Loc. cit. p. 292. 
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0 ,. 
Nous avons ainsi d6montr6 que u = tg  2 e  *'p est l'int6grale g6ndrale de lYquation 

diff~rentielle ~ coefficients constants 

(I 4) \ d  a] a u ~ + 4 b u s + 6 c u'-' - -  4 b u + ?t e r6el. 

3. Les coefficients de cet te  6quation d~pendent  non seulement  de la famille 

des c6nes en question,  mais encore des axes de coordonndes auxquels  elle est 

rapport~e. L~ demi-droite  de eolat i tude 0 et  longi tude  ~v perce la sphere 

x ~ + y ~  + z  ~ =  I au  point  x =  sin O cos ~v, y = s i n O s i n ~ v ,  z = c o s O ,  uuquel on 

0 0 
associe sa pro jec t ion  st~r6ogr~phique X = tg  2 cos % I z - -  tg  2 sin ~v, Z = o, e~ 

l 'on sait  que la ro ta t ion  r6elle la plus g6ndrale du premier  se t radui t ,  pour  le 

second, par  la t r ans fo rmat ion  homograph ique  

2 U - - #  0 
u - - I ~ U f _ Z  u = X + i Y = t g 2  ' 

off ). tt sont  deux hombres  complexes quelconques,  e~ ~, # 1curs imaginaires  con- 

jugu6s. AprSs une telle rota t ion,  (14) est remplac6 par  

d U '  U ~ U ~ 
U~ ~ 

-~/~! = A  + 4 B  + 6 C  - - 4 B U  + fl, (I4') 

avee  

(~-~ + ~fi)'~A = a~4 + 4b~'~ lz + 6cs  4 b ~ a  q - /~4,  

+ 5 2 ~ t  3 , 

().Z + /z#)~ C =  a2~#  ' ~ -  2 b ) . # ( Z Z - - / z f i )  + e()3~: 2 - -  4).)~/z # + / ~ a  ~) - -  

- -  2 b2t~()~2-- # p )  + 52etd ', 

On peut  alors choisir  2 et  tt de mani8re ~ annu le r  A; il fau~ et  il suffit  que 

Z 
- soit un  z~ro u 0 du second membre  de (I4), ce qui correspond bien au fa i r  que 
It 

U =  oo est un z6ro du second membre  de (I4'). On peu t  alors ~crire 

(U 0zf 0 -~- I )gB  = ~ [ - -  a~(~ ~- [,~r 2 ( . 0 ~ 0 -  3) -[- 3 CUo("o~o - -  I ) - -  ] ) ( 3 . o a o  - -  I) -~- ~ ~o], 
It 

(Uo~o -J- I) 2 C =  aq~g -[- 5 , ~ - -  2(5 $l o q- bao) ( .o~  o -  I) -~ c(?lo2(,o 2 -  4 % 0  0 + I); 

si C est bien d6termind par  le ehoix de Uo, B d6pend en outre  du fac teur  /z_, 
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de module  I, qui pe rm e t  de rendre  B r6el. Observons  d 'a i l leurs  q u e  la ro t a t ion  

au tou r  de l ' axe  o z se t r adu i t  pa r  la t r a n s f o r m a t i o n  h o m o g r a p h i q u e  

ce qui donne 

u=-::U,  

A - - a  B = b ~  C = c ,  

de sor te  que le f ac t eu r  -~ de l ' express ion  g6n6rale de B cor respond  s une rota-  

t ion au t ou r  de oz ,  qui laisse i nva r i an t s  c et l '6gali td a----o.  En  r6sum6, les fa- 

milles de c6nes cherch6es se d6duiseut, ~ une rotation pros autour de leur sommet, 

des int6grales u = t g  ~ - ei'p de l'$quation diff6rentielle 
2 

(du~ 2 
( I 5 )  ~-~]  = 4 b u  s -r 6 c u  ~ --  4 bu 

of~ b e t  c sont deux eonstantes r6elles. 

4. Discussion. Les deux coe f f c i en t s  b, c ne peuven t  6tre s imu l t an4men t  nuls,  

car  u (a) ----- C ~e d~finit une  droi te  r~elle 8 ---- ~ ' ,  99 ---- C t~, et  non un c6ne. Supposons  

donc t o u t  d ' abo rd  b ~ -o ,  c ~ o. I1 v ient  t o u t  de suite 

si c > o, ceci donne  

~r ~ -  e z 6 c ( a -  ao); 

0 _ eV6-~(~_~), 9 9 = l f 6 c  (U - -  Vo), tg ~- 

t and is  que c < o donne  

0 
t g  -- ~ e-V-~Z(~-no), 

2 
99 --- V - -  6 e @  - ~o). 

Les  c6nes co r respondan t s  son t  les c6nes 8 ~ C re, de r~volut ion au tou r  de o z, e t  

leurs plans d i am6t raux  99 = C% En p e r m u t a n t  au besoin ~ et  - - ~ ,  on peu t  sup- 

poser  c > o, et  m6me r6duire V 6 c  ~ l 'uni t~ en r empla~an t  ~ et  ~ pa r  des quan- 

t i t6s propor t ionnel les .  On peu t  aussi  suppose r  ~0=~o- - - -o .  I l  suffit  donc de 

consid~rer  la solut ion 

u ---- e ~+~, tg  ~- = e~, 9o ~ 7- 
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Les harmoniques correspondants sont les harmoniques sph6riques, comme on le 

v~rifie d'ailleurs ais~ment. On a effectivement v = e ~-'~, donc 

4 u' v' 4 ~'~ I 
~ o -  (~ + , ,~) ,-  (~ + e~) ~ = c- h'-~' 

de sorte que les 6quations (II), off l'on f a i t g ( ~ ) = C h ~  , _  h(~/)~-~o, et off l'on 

pose C = - -  n ~, s'6crivent 

" d ~ M +  [ m ( m +  I) ] 
~ -  Ch.~ ~ n~j M = o, 

d~N 
-d-~.~ + n ~ 2 V = o  ~ = ~ .  

I 
Compte tenu des 6galitds Ch~-~ sin O' dO = sin #d~, la premiSre de ces bqua- 

tions se transforme en l'dqua~ion de Legendre de P~ (cos 0) 

d~ M d M  [ n ~ ] 
dO---- Y+co t .Od-  ~ +  m(m + I) sin * 0 M =  o, 

ce qui donne bien les harmoniques 

r m 

M.N 
? . ~ m - - I  

P ~  (cos 0) cos r ~ 
n 

O~ (~o~ o) ~in (" ~),'-"-~" 

5. Etudions maintenant le eas g~n6ral off b ~ o. Le ehangement de variable 

transforme (i5) en 

(16) 

off 

()' dp s 
= 4P --g~P--g3,  

g~ = 3 c~ + 4 b ~, ga = - -  ca - -  2 b ~ c 

sont r6els; de plus, g~ est positif. Les z6ros du second membre de (16) sont 

e e~'~ - e + _ _ V 9 c ~ +  i6b ~ 
e I " ~  --_, ~ 

2 e~ j 4 

donc r6els et dis~incts, p e s t  la fonction elliptique de Weierstrass io (a--  a0; g~, gs), 

d'invariants r6els, et 



10 Ren6 Lagrange. 

- -C  I - -C  I 

%, fl0 doivent  4tre imagina i res  conjugu6s;  on peu t  mSme les annuler ,  ee qui 

donne  enfin 

(I7) U = V = 
b ' b 

La  p ro jec t ion  s t6r60graphique 3/,  de coordonn6es X,  Y, Z = o, du po in t  couran t  

(x, y, z) de la famil le  des c6nes, d6crit  doric le r6seau g---- C t~, V = Ct~ des courbes  

planes  d6finies pa r  les 6quat ions  

X = tg  2 cos ~o ------ 2b + 2b  

(~8) 0 ~o~ - ~o~ 
= - sin q9 - -  - -  

Y tg  2 2 i b  

Z = o ,  

avec a = g + i~,  fl = g - -  iT. Ce son~ les 6quat ions rencontr6es  dans  le m6moire  

eit6 ~, aux no ta t ions  prSs. Le  r6seau d6crit  pa r  M se compose  done de deux 

famil ies  de Car t6s iennes  homofocales ,  d ' axe  ox ,  a d m e t t a n t  sur  eet  axe trois  foyers  

r6els don t  les abseisses sont  les raeines  de l '6quat ion  

c 'es t  ~ dire 

ou enfin 

C r i - -  I, 2, 3, x = - ; ~  + b- 

X2 ] - -  
X~ ---- o, X~ ] = 

L '6qua t ion  car t6sienne de ces famil les  est  

(I9) 

o, 

3c + V9c~  + 16b ~- 

4 b  

o ,  

off les valeurs ~ = to (2 ~) et ~ = ~o (2 i 7) du pa ram~t re  d6 te rminen t  les deux Cart6- 

siennes qui passen t  pa r  le po in t  (18). Ces Car t6s iennes  ne d @ e n d e n t  que des 

Loc. cir. p. 299--302. 
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c ~, 
deux param~tres b e t  ~-" leurs familles sont done les families des Cart6siennes 

homofocales d'axe o x, dont les foyers sur cet axe ont les abscisses X~ = o, X2, 

- - I  
Nous avons ainsi dtabli que les c6nes correspondant h l'@uation (I5)oh 

X~ 

b ~ o song ceux dont l'intersectgon avec la sphere r = I e s t  la projection stdrdogra- 

phique de la Cartdsienne la plus gdndrale du plan x o y, admettant pour foyers 

l'origine et deux points rdels inverses par rapport h la sphere r-= i. 

L'intersection avec l a  sphbre est donc une biquadratique sphdrique (cyclique) 

ayant pour foyers le p61e z ~ i de la projection, et ]es inverses des foyers de 

la Cart6sienne, c'est ~ dire le point (o, o, I) et deux points de la sphbre diam6- 

tralement oppos6s, l~6ciproquement, route cyelique de la sphbre r ~  I, ayant 

quatre foyers r6els diamdtralement opposds, est la projection stgrdographique, par 

rapport ~ l 'un de ses foyers, d'une Cartdsienne ayant pour foyers le centre de 

la sphere et deux points r6els inverses par rapport ~r la sphbre r =  i. On peut 

donc encore dire que les cbnes en question sont ceux dont l 'intersection avec 

la sphere r = I est la famille des eycliques homofocales ayant quatre foyers rdels 

diamdtralement oppos6s. Ce sont doric des c6nes ayant seuleme~t quatre droitcs 

]beales, do~t deux r~elles, c'est t) dire des c6nes homofocaux du second degrd, 

6. Effectivement, posons 

de sorte que 

2 ; ' - - c = l ,  ~ + c - - - q ,  

(I9) s'6crit 

[~,~ ( x  ~ + y~)  - b ~ x - (~ q - ~,~)1~ - l(~ q - 2 ~-")(2 ~ x + q) = o. 

Le eSne qui s'appuie sur lu projection st6r6ographique de cette Cart6sienne s'en 

d6duit par la transformation 

( z o )  X =  x Y r" x "~ y~ ~ - - - - - ,  Y~--- - - ~ ,  ~ + + z-, 
z + r  z §  

ce qui donne 

[b ~ (x ~ + y~) - ~, 1 x (~ + r)  - (1 q - ~ ) ( z  + ~,)~]~ - 

- l (1 q - 2 b ~) (~ + ,)~ [2 ~ x + q (~ + ~)] = o .  

En remplagant x ~ + y~ par r ~ ~ z ~, le facteur (z + r)" est en 6videnee, et il reste 

le cSne 
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[ b l x  + l q z  + ( l q - -  2 b*)r] ~ - -  l ( l q - -  2 b")(z + r)(2 b x  + q z  + qr )  = o, 

off le t e rme du premier  degr4 en r disparalt ,  donc 

12(bx + qz )  ~ -  l ( l q - -  2 b~)z(2 b x  + q z ) - -  2 b ~ ( l q - -  2 b~)(x ~ + y~ + ~)  ---- o; 

apr~s simplification, et re tour  aux param~tres  ~ et  c, on a enfin 

(2I) ( 6 c ( - - g ~ ) x ' +  2(2 (a  + c ( - - c a - - 2 b ~ ) y ~ - - 4 b a z ' - - 4 b ( 2 ~ - - c ) x g : o .  

Les droites locales  r6elles de ces c6nes quadra t iques  son~ les t ransform~es 

x 
par  (20) des foyers  de la Oart6sienne, c 'est  ~ dire l 'axe o z  et la droi te  4- ~ 

y z 
L '6quat ion  canonique  s 'obt ient  en p renan t  pour  nouveaux  axes o x '  

o 3c 

et o z '  les bissectrices de ces droi tes  focales,  c 'est  s dire les parall~les aux droi tes  

j o ignan t  le centre  ( o ,  o ,  - -  I) de la pro jec t ion  s t6r6ographique aux foyers  de la 

Car~s ienne ,  d'abscisses X~ et  X s. Les ~quations de ees nouveaux  axes son~ 

o n  

y - - - -  o, x - -  X i z  ~--- O, i ~- 2, 3, 

y = o ,  b x - - ( e i - - e l )  z----o, i = 2 , 3 .  

En  observant  que b ~ : - -  (e~ - -  el) (e 8 --  el), et en choisissant  e2 < el < e3, on est 

ainsi condui t  ~ poser  

t r _ _  , 
b x - -  (e s - e , ) z  : ' (e a - e,)(e3 - e , ) x ,  

b x  + (el - -  e2) z - :  i f ( e , -  e~) (e3 - - e 2 ) z ' ,  

O n  

i sgn b ~ e  8 - -  e~ 

- -  V e8 - e l  x '  + V e ,  - e~ z '  

L'6quat ion  (2I), qui s '6crit  encore 

prend alors la fo rme 

(22) (el - -  e,) (~ - -  e3) x '2 § (~ --  e,)(~ - -  es) y'~ + (e, - -  es)(~ - -  e~)z '2 = o 
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off y '  -~  y .  

(~) 

I1 suffit enfin de poser 

~ - -  e 1 - -  
- -  b ~ _ (e, - -  e~)(e~ - -  e~) 

Q - -  e i Q - -  e i 

pour obtenir l '~quation eanonique cherch~e 

X t2 _ _  ~ v2 

(24) - -  + y'~ + - -  
~ -  0~ 

qui met  en dvidenee la na ture  homofoeale de la famille. 

7. Les harmoniques correspondants  sont  bien eonnus. Parmi  eux, sont parti- 

culi&rement int~ressants les polyn6mes homog&nes de la forme 

(25) u' ~ -~ '  ~ x ' - -~-  . v  '~ - + _ _  + _ x "  , 

off les Q, sont les z~ros d 'un  polyn6me en (~, de degr~ p, v~rifiant l '~quation 

diff~rentielle de Lamd 

, d ~ P  
(Q - e~) (,o - ~)  (Q - ~ j  ~ + 

+ - ~ -~e - - e~ ) (Q- -e3 )  ~ - -  p +  z + Q +  h P----o, 

dont  le param~tre h a p + I valeurs r~elles bien d~termin~es lorsque le hombre 

entier p >-- o et les valeurs +_ I des ~i sont donn~es; les symboles ~,  se rappor- 

tent  's la permutat ion circulaire des indices I, 2, 3. 

Montrons comment ces rdsultats peuvent  se dgduire du th~or~me g~n~ral du 

paragraphe I. On est conduit  '~ former tout  d 'abord ~'1 0, dont  la valeur, d'apr~s 

(I 7), est 

A10 4 u ' v '  4 ~ ' a  ~'fl  ~; 
(~ + uv) ~ -  b~[~ + (~,~ - e , ) ( ~ , ~ -  

[ 

il est a priori de la forme g ( ~ ) +  h(v), donc V-~ o donne 

4 b~ (P'~)"* [ P'~ ]~ 
g(~) + h(o)---- [(~o~-- e,) -~ + b-~] ~ = 4 b e  (ga~ -- el) ~ ---(e: ~- e~)(e, -- e 3) ' 

ou, grs s une formule classique, 
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de m6me, ~ - o  donne 

enfin g(o) + h(o) = o, done 

g (~) + h (o) -- 4 b~ . 
(2 ~ ) -  e~ 

- - 4 b  ~ . 

(26)  
I __ I ] .  

J l O - - = g ( ~ )  + h ( ~ 7 ) = 4 b ~  i o ( 2 ~ - - e i  ~(2{~])--e~ 

Les 6quations (II), off l 'on pose C = 4 k b  "~, prennent  alors la m6me forme 1 

(27) 
d (2 ~)~ t ~  (2 ~)-- e~ + k M = o, 

d ~ iv (~, _ ~,) (e, _ ~) [ ~ (m + ~) ] 
(2 i ~)~ [ ~  ~ ) -  ~ + k ;v  = o. 

Ce sont des 6quations de Lain6 du type g~n6ralis6, identiques, aux notations 

pros, g celles qui fournissent les harmoniques des cyclides de r6volution. ~ Rap- 

pelons que la forme alg6brique de l '~quation 

(28) d'~'4 (el --  e2) (e, -- e3) [ m-('-n -+ I) + k ] A  = o ,  
d x  ~" I_ ~ x - -  e l 

off l 'on prend ~ x  = ~ eomme variable, est 

(29) 4 ( ~ - - e , ) ( ~ - - e 2 ) ( ~ - e s ) ~  + 2  3 --  d~ 

_ (~  _ ~)(~, _ ~)  [ m  ( ~  + ~) +q M - ~ o .  

Si done /~,~(~) et F~  (~) sont aeux int6grales distinetes de (29), les harmoniques 

des ebnes (21) sont 

(3o) r_m_ , )4 F~ (~(2 ~)) X ~ ( p ( 2  i~?))" 

Mais au lieu d'~tudier direetement l '6quation (29), ee qui ne pr~sente pas plus 

de diffieult~s que pour l '4quation ordinaire de Lam~, les observations faites au 

paragraphe 6 sugg~rent d'effeetuer le nouveau ehangement  de variable (23). 11 

vient ainsi 

' On a fait  g ( o ) = h ( o ) = o .  
~" loe, eit. p. 314. 
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_ _  b e )S 
- - e I - -  , ~ - - e o - - ( e , - - e  e - - e s ,  f f - - e  8 = ( e , - e a )  e - e - ~  

q - - e  1 - -  e I Q - -  e 1 

de sorte que ce changement  de variable permute  entre  eux les quatre  points 

s inguliers  el, e_~, e~, oo de l '6quat ion (29). On a d ' au t re  par t  

d ./1 b ~ d _/1 __ ( '0 - -  e ~ ) ~ d -,4 

d ~ ( ~ - -  e y" d ,o b "~ d ,o 

dC ~ - ~' ( , o - e , ~  + 2 ~  , 

3 ,~  'q~ = ~ (~ - e_~)(C - ~ )  = 
4 

_ D r 

- -  ( 0  - -  e y  [(0 - -  ee)(,0 - -  e s )  + ( e ,  - -  e 2 ) ( , 0  - -  e s /  + ( e l  - -  e ~ ) ( 0  --- e ~ ) ] ,  

de sorte  que (29) devient  

de_// 
4 (,o--eft (`o--e,)(,o--e~) -d~-e + 2 [3 (,0 --e_~)(0 --es)--(e,--e-e)(,o--e,~)--(e,--e3)(,0-- ee)] d_//d,o 

- [ , n ( m  + , ) ( ,o  - e , ) -  k b " ]  ~ = o ;  

le coefficient de d_// est encore de la forme 2 ( 3 , 0 " ~ - - ~ ) ,  ee qui donne enfin 

l '6quation ordina i re  de Lain6 

d~ A 
( 3 I )  (,0 - e~)(q - e ,)  (,0 - -  e3) d-~e,~ + 

+ - 2 (,0 - ~..,)(,0 - ~ )  ~ ~ -  - (,0 - ~ )  - ~ = o .  

Sans qu'i l  soit u~ile de re fa i re  le ealehl classique qui pe rmet  de fo rmer  les 

harmoniques  ell ipsoidaux ~, il nous suffira d ' indiquer ,  pour  terminer ,  que les 

harmoniques  (25) se d6duisent  de (30) en ut i l isant  les int~grales de (3I) qui sent  

de la fo rme 

A off P(#)  est un polynome en #; les exposants  caraet6r is t iques des ei & an t  o e t  

I 
2' les seules in t6grales  de cet te  fo rme sen t  fournies  par  les valeurs o on I des r~;. 

1 Une application d~taill6e de ce caleul, relative aux cyclides de r6volution, est exposde dans 
I'article << Sur une classe d'harmoniqucs associ6s aux cyclides de rdvolution >>, Bull. Soc. math., t. 
72, 1944, p. 169. 


