UBER HAARS VERALLGEMEINERUNG DES LEMMAS VON
DU BOIS-REYMOND UND VERWANDTE SATZE.

Von

L. BERWALD.

Haar' hat vor einiger Zeit einen Satz ausgesprochen, der das bekannte
Lemma von Du Bois-Revymonp?, das zur Begriindung der Variationsrechnung
dient, sowie die von ZermEeLo® herrithrende Verallgemeinerung dieses Lemmas
als besondere Fille enthidlt. Haar bemerkt, dass der Satz ein neues Licht auf
den Zusammenhang eines linearen Differentialausdrucks und seines adjungierten
wirft, sein Beweis macht aber von den Eigenschaften solcher Differentialausdriicke
keinen Gebrauch. Bei dem Versuche, diese Eigenschaften beim Beweise des
Satzes von Haar zu benutzen, bemerkte ich, dass er als besonderer Fall eines
analogen Satzes iiber Systeme von linearen Differentialausdriicken erster Ord-
nung angesehen werden kann (Nr. 1). In Nr. 2 wird eine Verallgemeinerung
eines Satzes von Razmapzg! fiir derartige Systeme gegeben. Sodann wird der
Satz von Haar bewiesen (Nr. 3, 4) und endlich in Nr. 5 ein Satz von Krvrors®
verallgemeinert.

Auf entsprechende Siitze bei mehrfachen Integralen gedenke ich an anderer
Stelle einzugehen.
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I.

I. Wir beginnen mit dem angekiindigten Satz iiber Systeme von linearen
Differentialausdriicken:

Satz 1. Es seien
(1.1) L;(u) = asy () wr () + bax (@) e ()

n lineare Differentialausdricke erster Ordnung, deren Koeffizienten asu(x), bix(x) tm
Intervall [a, a')® einmal stetig differenzierbare, bezw. stetige Funktionen sein mégen,
derart, dass die Determinante A = |aix(z)| in [a, @') nicht verschwindet. f;(x) seien
n vm Intervall [a, a') definierte stetige Funktionen von der Beschaffenheit, dass

a

(1.2) [ £ Lity@)de =o,

a
wenn 17;(x) trgend n im Intervall (a, a'] stetig differenzierbare Funktionen bedeuten,
die den Randbedingungen
(1.3) (@) =o, p(a’)=o
geniigen. Dann sind die f;(x) selbst differenzierbar und bilden eine Losung des zu

L;(u) = o adjungierten Systems

d
(r.4) Ar(v) = — zi_a‘c(aik(x) v (@) + b (x) v:(x) = 0.
Beweis: Die Funktionen vi(z), vi(z),...,v*(x), ¢=1,2,...7n) mbgen in

[@, 4] ein Fundamentalsystem {v2(z)} der Differentialgleichungen (1.4) bilden, die
Determinante ¥V = |v2(x)| sei also ungleich Null. Wir setzen voraus, dass das
Fundamentalsystem {v%(x)} in {4, '] orthogonal und normiert ist, d. h. dass

’

s forto o= {L 228

Das bedeutet keine Beschrinkung der Allgemeinheit. Denn man kann von einem
beliebigen Fundamentalsystem der Gleichungen (1.4) durch das Orthogonalisierungs-
verfahren von E. Scaminrt, das nur eine besondere lineare Transformation mit
konstanten Koeffizienten und von Null verschiedener Determinante darstellt, zn
einem orthogonalen und normierten Fundamentalsystem iibergehen.

! Uber jeden Zeiger, der in einem Gliede zweimal auftritt, ist von 1 bis # zu summijeren.
»Freie» Zeiger laufen stets von 1 bis n, wenn nicht ausdriicklich etwas Anderes angegeben ist.
® [a, a'] bedeutet das Intervall a S x < a'.
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Setzen wir
(1.6) 0;(2) = fi(2) — "¢ (),
wo die ¢® zuniichst beliebige Konstanten sind, so gilt mit (1.2} gleichzeitig auch

(1.7) f«p, i(n(®)d

Denn wegen .4;(v*) =0 und der Randbedingungen (1.3) folgt aus der Identitiit

(1.8) vs L (u) — ws A5 (v) = “d‘;(aik i ug)
unmittelbar
(1.9) f &) Li(n@®)d

a

Wir wiihlen jetzt die Konstanten ¢* so, dass die Orthogonalititsbedingungen

a'

(1.10) [o:)mtdt=o

a

gelten. Das ist der Fall, wenn wir fiir die ¢* die »Fourierkonstanten»

(r.11) a"‘=fafi(t)1/

setzen.
Nunmehr wihlen wir die Funktionen #;(x) in (1.7) so, dass sie den Dif-

ferentialgleichungen
(1.12) L;(n@) = @;(x)

geniigen und die Randbedingungen (1.3) erfiillen. Eine solche Wahl ist méglich.
Denn multiplizieren wir die Differentialgleichungen (1.12) der Reihe nach mit
v*(x) und summieren iiber 4, so folgt wegen .;(v*) =0 aus der Identitit (1.8)

— mit #; an Stelle von u; —
i( 6 () 2 (@) e (20)) = @y () v ()
(1.13) 4 (%@ v @ e () = Bi(x) vy (),

und hieraus durch Integration wegen der ersten Randbedingungen (1.3)

x

(1.14) ain () v (@) me () = [ D, (£) w2 (¢) dt.

a
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Diese Gleichungen bilden ein System von linearen Gleichungen fiir die n:(x).
Bezeichnen wir in der Determinante |asi(x)v?(x)| = A+ V das algebraische Kom-
plement von a;(x)v?(z), dividiert durch die Determinante, mit u¢(z), so lautet

die Auflosung dieses Gleichungssystems
(1.15) 7 (x) = w2 (x)f o, (t)ve(t)dt.
a

Die so gefundene Losung von (1.12) erfiillt wegen der Orthogonalititsrelation
(1.10) auch die zweite Randbedingung (1.3).!

Setzen wir die Losung (1.15) der Differentialgleichungen (1.12) in (1.7) ein,
so ergibt sich

a’

(1.16) [o:() @ () dt=o,

a

also wegen der Stetigkeit der ®@;(x) @;(x) = o oder
(1.17) Sifx) = =2 (@)

in (@, a’]. Die fi(x) sind daher differenzierbar und bilden eine Losung der Dif-
ferentialgleichungen (1.4).

2. Die Identitdt (1.8) kann als Verallgemeinerung der Formel fiir die Ab-
leitung eines Produktes angesehen werden, in die sie fiir L;(u) = u; iibergeht.
Ein Verfahren, das demjenigen entspricht, durch welches das Verschwinden der
ersten Variation beim einfachsten Variationsproblem auf das Lemma von Du Bois-
Reymond zuriickgefiihrt ‘wird, ergibt dann

Satz 2. L;(u), 4;(v) migen dieselbe Bedeutung haben wie in Sate 1. M;(z),
Ni(z) seien 2n wm Intervall [a, a'] definierte stetige Funktionen von der Beschaffen-
het, dass

(2.1) fa[Mi (&) n:(t) + N:(t) Li(n®)] dt = o,

! Die u% (x) bilden ein Fundamentalsystem von L;(u) =o0. Denn nach Definition der u{ ist

1 fir ¢ = B,
) o o8 —
=) Fik Yr Yy {o fiir & # B,

und hieraus folgt wegen A, (vﬁ) = o durch Ableitung nach z, wenn man (1.4) beachtet, einerseits
L;(u%) = o, anderseits durch Determinantenbildung

I“?I=fo"é°'
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wenn 1;(x) irgend n vm Intervall |a, a'] stetig differenzierbare Funktionen sind, die
den Randbedingungen (1.3) gemiigen. Dann sind die N;(x) differenzierbar und

(2.2) A;(N@) + M;(x) =o.
Beweis: Es sei P;(x) eine Losung des Systems von Differentialgleichungen
(2.3) A (P@) = M;(x).

Dann ist wegen der Identitit:(1.8) und der Randbedingungen (1.3)
(2.4) j'Mm,-dt= I,Ai(P)mdt=j':PiL,~(n)dt,
so dass (2.1) in
(2.5) },[P,- )+ N:(t)] Li(ph)dt=o
a

itbergeht. Nach Satz 1 sind die P;(x) + N:(x), also auch die N;(x), differenzier-
bar und es ist

(2.6) Ai;(P+ N)= 4;(P) + 4;(N)=o.

Wegen (2.3) ist diese Gleichung mit (2.2) identisch.

Satz 2 lisst sich verallgemeinern, indem man die Iterationen der Differential-
operatoren L; und 4; einfithrt. Wir begniigen uns indes damit, die entsprechende
Verallgemeinerung fiir lineare Differentialausdriicke »-ter Ordnung abzuleiten
(Nr. 3).

IL.

3. Wir beweisen jetzt mit Hilfe des Satzes 1 folgenden Satz von Haar:
Satz 3. Fs sei
(3.1) Lu) = u™ (x) + py (@) w2V () + p, (@) w2 (x) + - + polx) u(z)

ein beliebiger linearer Differentialausdruck n-ter Ordnung, dessen Koeffizienten p,(x),
P2 (), ... pu(2) im Intervalle [a, a') beliebig oft differenzierbare Funktionen sein mogen.!
Ist nun f(x) eine im Intervalle [a, a') definierte stetige Funktion von der Beschaf-
Jfenhedt, dass

! Es geniigt, p, (@ (k=1,2,...n—1) (n—k-mal stetig differenzierbar, p, (x) stetig voraus-
zusetzen.
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a’

(3.2) [rLin®)dt=o,

a
wenn n(x) irgend eine im Intervall [a, a’] n-mal stetig differenzierbare Funktion be-
deutet, die in den Endpunkten des Intervalls mit ihren ersten n-—1 Ableitungen
verschwindet, so st f(x) selbst n-mal differenzierbar und eine Losung der zw L(u)=o0
adjungierten Differentialgleichung
(33  A@)= (=1 ™ —(p o)V (pyr)r=? =+ (1) per] =0
Zum Beweise wenden wir Satz 1 auf das System
Li(w) = ui(x)— uy (),

L, (u)

fi

s (@) — uy (2),
(3.4) :
L1 () = tn—y () — wn (cx),
Liu(x) = un(x) + py (@) wn (@) + pa (@) a1 (@) + - + pul@)uy (%)

an. Sind also fi(x) » im Intervall [a, a’] definierte stetige Funktionen von der
Beschaffenheit, dass

a’

(3-5) JA@ L) dt =o,

a

wenn 7;(x) irgend » im Intervall [a, a'| stetig differenzierbare Funktionen be-
deuten, die in den Endpunkten des Intervalls verschwinden, so sind die fi(x)
selbst differenzierbar und bilden eine Losung des zu L;(u) = o adjungierten

Systems
[Al (U) = —u (x') + Pn (x) Un (90) =0,
A, (V) = — v (x) — vy (2) + pa-s (@) va (@) = 0,
(3.6) VA, (0) = — o

() — vy() + pr—2(x)va(z) =0,
lAn(v) = — v {x) — vn-1(2) + p, (@) vn(x) = 0.

Es sei nun % (z) irgend eine im Intervall [a, a’] n-mal stetig differenzierbare
Funktion, die mit ihren ersten » — 1 Ableitungen in den Endpunkten des Intervalls
verschwindet. Dann setzen wir
(3.7) n(@) =), 7@ =@, ... 1" =)

so dass

(3.8) Lin)=Ly(n)="= Lar(n) =0,
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wobei die L;(«) die Bedeutung (3.4) haben. Es wird dann
(3-9) Ln(n) = 1™ (@) + p, (@) 9"V (@) + - + pa (@) n(x) = L(y)

so dass sich (3.5) auf

'

(3.10) (A Lnw)dt=o

a

reduziert.

Die Funktionen f;(x) bilden eine Losung des adjungierten Systems (3.6).
Man erhilt daher, indem man von der letzten Gleichung (3.6) aus zuriickgeht,
wegen der iiber die p;(x) gemachten Voraussetzung der Reihe nach

fom1 (@) = = fa@) + . (@) fu @),
fn—Z(x) = ‘_ﬂ—l (@) + p; () fu () =f;l, ~[p o] + Dafn,
(3.11a) Su-s(@) = —fuz(2) + py () fu(x) = — £ + [p, ] — [p:2/0] + psf,
file) = —f(@) + pa-r(@) fulz) =
= (=1 {fi ) = [p "0+ + (1) pai )

und schliesslich aus der letzten Gleichung (3.6)
(311b)  A{fi)=(— I)n{ff.n) — [ ol + [pofu] ™ — - + (_I)"Pnfn} =o0.

Ju(x) ist also n-mal differenzierbar und Lésung von A (v)=o0. Setzen wir f; (x) =

== f(x), so ergibt sich die Aussage des Satzes.

4. Man kann den Satz von Haar auch durch dasselbe Verfahren beweisen,
das zum Beweis des Satzes 1 diente. Obwohl dieser Beweis sich auf Grund des
Vorhergehenden unmittelbar aus dem des Satzes 1 ableiten lidsst, werde er doch
kurz angegeben.

Die Funktionen ¢!'(z), ¢v®(x),...v"(x) modgen in [a, a’] ein Fundamental
system {v*(x)} der Differentialgleichung (3.3) bilden, das wir wieder orthogonal
und normiert annehmen konnen:

’

(4.1) jv“(t)rﬁ(t)dt: {; 2: Z:i

! Da f;,_; (@), £} (x) und nach Voraussetzung-auch Py (@) existiert, folgt aus der ersten Glei-
chung (3.11a) die Existenz von f;, (x); da ferner f,_, (x) und nach Voraussetzung auch p), (x) existiert,
folgt aus der zweiten Gleichung (3.11a) die Existenz von f;:_l (x), und da nach Voraussetzung auch

7 (x) existiert, weiter aus der ersten Gleichung (3.11a) die Existenz von I (@), us 1.
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Dann gilt mit (3.2) gleichzeitig auch

’

(4.2) f Q)L (np)dt=o,
wenn
(4.3) D (x) = f(z) — *v* (), (¢* Konstanten)

gesetzt wird, was man aus der Identitit

[ vL(u) —u )= ad; (w w, v)),
68V, o) = =0 = w0 — 0] + 0 [ — (o + ] —
l e (P T (o) o (= 1]

wegen A(v*)=o0 und der Randbedingungen fiir #(z) unmittelbar ersieht. Wir

withlen insbesondere
(4.5) o= [f{)v=()dt,
dann ist @(x) in [a, '] zu allen v*(x) orthogonal:

(4.6) fa,a)(t) () dt=o.

Nun nehmen wir fiir 5(z) eine Losung der Differentialgleichung
(4.7) L(n) = @),

die an den Enden des Intervalles mit ihren ersten u» — 1 Ableitungen Null ist.
Man bestitigt leicht, dass eine solche Losung durch

i

(4.8) 7{x) =u (@) [ @ () (H)dt
gegeben wird, wo

wi_ Olog| W|
(4-9) ula) =5z

und W die Wronskische Determinante der v%(r) ist. Einsetzen dieser Losung
in (4.2) ergibt

(4.10) f(D(t)zdt=o,

so dass in [a, a']
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(4.11) O (x)=f(x) — " ve(x) =0
gilt. f(x) ist daher n-mal differenzierbar und Losung von (3.3).

5. Dem Satze 2 entspricht hier ein Satz, von dem wir sogleich eine we-
sentliche Verallgemeinerung aussprechen:

Satz 4. L(u), 4 (v) mogen dieselbe Bedeutung haben wie in Satz 3. Ferner
werde

(5.1) {L (w) = L'(w), L(Lw)= L*(u), ... L(L*"w)==L*(u),
UV N d )= a'0), 4(d@)=220), ... A(L10) = £4*(), (=1, 2,..)

gesetet. My(x), M, (x), ... My(x) seien k+ 1 <m Intervall [a,a’] definierte stetige
Funktionen von der Beschaffenheit, dass die Verbindungen
Mk, A (ML) + Mk_l, A [A (Mk) + Mk_l] + Mk_g,

(5:2) vy AlAal... A4 (M) + My—a] + Myo] + -1 + M,] + M,

n-mal differenzierbar sind und dass

a’

(5.3) [ [MOn@) + M O Ln®) + My(t) L2 (@) + - + () L (ne)] de = o,

a

wenn 1{x) irgend eine im Intervall [a, a') kn-mal stetig differenzierbare Funktion
bedeutet, die tn den Endpunkten des Intervalls mit thren ersten kn — 1 Ableztungen
verschwindet. Dann ist auch

(5.4) alalal... a[4(My)+ Mi—\] + My_] +---1+ M,) + M,} + M,

n-mal differenzierbar und es ist

AlAa]ala]. .. 4[4 (D) + M) + M) + -1+

(5:5) + M)+ M]+M]+M,=o0.

Ist insbesondere in |a, a'] M,(x) stetig, My(x) (¢ =1, 2, ... k — 1) gn-mal stetig
differenzierbar, so ust M (x) kn-mal differenzierbar und geniigt der Differential-
gletchung

(5.6) A (M) + A (M) + -+ A (M) + M, =o.
Zur Erleichterung der Ubersicht fithren wir den Beweis fiir £ = 3. Der Be-

weis fiir ein beliebiges £ verliinft ebenso.
Wir wihlen der Reihe nach 3 Funktionen P, (z), P,(x), P;(x) so, dass
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(5.7) A(P)=M,, 4(P))=M, + P,, A4(P))= M, + P,.

Durch Einsetzen der Werte von M,, M,, M, aus (5.7) in das Integral links in
(5.3) (mit % = 3) erhalten wir

a’

[ Utyn + M, L) + M, T2 () + M, Tl dt — [ {[4(P)y— P, L(n)] +
58 £ LA(PY L) — Py T ()] + [ (P) T2 () — Py T ()] +

+ [Py + M, L (n)} dt

Wegen der Identitit (4.4) und der Randbedingungen fiir #(x) sind hier Inte-
grale iiber alle eckigen Klammern mit Ausnahme der letzten Null. (5.3) redu-
ziert sich daher im vorliegenden Fall auf

'

a
(5.9) [(Py+ M) L¥(n)dt=o.
Nach Satz 3 ist also M, + P, 3n-mal differenzierbar und geniigt der Differential-
gleichung
(5.10) A¥(M, + P)=o0

Nun erhalten wir aus (5.7)
AP (M, + Py)= A% (A M, + Pp))= A% (A My + A(Py) =
(g.11) = A ([A (M) + M,] + Py)= A (A [A (M) + M} + A(Pp)=
= A(A[A4 (M) + M,] + M, + P).
Also ist
(5.12) A(A[A4 (M) + M,] + M, + P) =

Wegen der Linearitit des Operators .4 und der ersten Gleichung (5.7) ist also

auch der Ausdruck
A4 (M) + M} + M,

n-mal differenzierbar, und es besteht die Gleichung

(5.13) AlA[A4 (M) + M,] + M,] + M,=o.
Ist insbesondere M, (z) stetig, M,(x) (¢ =1, 2) ¢n-mal stetig differenzierbar,
Jqn
so folgt aus (5.7) die Existenz von ar By und

dxi™



Uber Haars Verallgemeinerung des Lemmas von Du Bois-Reymond. 49
4 (P) = M,,
(5.14) A% (Py) = A4 (M,) + A4 (P) = A(M,) + M,,

A%(Py) = A*(My) + A*(Py) = 4* (M) + A(M,) + M,,.

P, ist somit 3n-mal differenzierbar. Aus (5.10) folgt jetzt das Gleiche fiir M,
und aus der letzten Gleichung (5.14) und (5.10), dass (5.6) (mit &= 3) gilt.

Prag, 30. Juni 1941.
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