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EINEM 

Einffihrung. 

In  dieser Arbeit  untersuchen wir Limi t ie rungsverfahren  der Form 

+r 

(I) a (x) -~ f a (x, t) d s (t). 
0 

Exist ier t  fiir die Funk t ion  a (x), die fiir alle x ~ o sinnvoll sein soll, der endliche 

Grenzwert  l im a(x)-~ a, so ist a der veral lgemeinerte Grenzwert,  der durch das 

Verfahren (I) der Funk t ion  s(t) (ffir t ~  oo) zugeordnet  wird. Das u  (I) 

heisst k o n v e r g e n z t r e u, falls es jeder  konvergenten Funk t ion  s (t) -~ s aus einer 

gewissen Funkt ionenklasse  einen Grenzwert  lira a(x) = a zuordnet,  und  p e r m  a- 

n e n t ,  wenn dabei stets a ~ - s  ist. 

Dami t  das Iu tegra l  (~) existiert,  muss zungchst  das Stiel t jes-Integral  

(2) / a (x, t) d s (t) 
0 

fiJr jedes endlicbe c > 0 vorhanden sein (das In tegra l  (I) is~ dann der Grenzwert  

dieses letzteren fSr c ~ oo). Es gibt nun  zwei Wege, die Existenz der In tegra le  (2) 

zu sichern, indem man  eine tier beiden folgenden An n a h me n  macht :  

I. a(x, t) ist  f~ir jedes feste x ~ 0 eine stetige Funk t ion  yon t und  s (t) ist 

in jedem Interval l  (0, c) yon beschriinkter Schwankung.  

2. Es ist umgekehr t  s(t) s tet ig und a(x, t) ist yon besehr~nkter  Schwankung 

in jedem IntervM1 (0, c). 

Zun~ehst  be t rach ten  wir kurz den zweiten Fall.  Es is~ leicht zu beweisen, 

class das In tegra l  (I) genau dann fhr  .]ede stetige Funk t ion  s(t) mit  endlichem 
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l im s(t) existiert ,  wenn a(x,  t) bei jedem x >_-- o im ganzen In te rva l l  o ~ t < + cr 

v0n beschri~nkter Schwankung  ist. In  diesem FalI verh~ilt sich das I n t eg ra l  (1) 

im Wesent l ichen wie ein St ie l t jes-Integral  fiir ein endliches In terval l  und ha t  

alle wicht igs ten E igenschaf ten  eines solchen. Insbesondere  kann man eine par- 

t ielle I n t eg ra t i on  ausff ihren und die Trans fo rma t ion  (1) dadurch in die Form 

oo 

(3/ (x) --  f (t) b t) 
0 

br ingen mit  einer passend zu w~hlenden Funk t ion  b(x, t), die in o ~ t < + c ~  

yon beschrSnkter  Schwankung  sein wird. SStze fiber die Konvergenz t reue  und 

die Pe rmanenz  fiir das Ver fahren  (I) im Falle 2. ergeben sich somit  au tomat i sch  

aus den en tsprechenden  Siitzen ffir das duale Ver fah ren  (3). (Wir  bezeichnen als 

d u a l  z u e i n a n d e r  Ver fahren ,  welche durch eine formale  part iel le  I n t eg ra t i o n  

in (o, + ~ )  in e inander  fibergehen.) Diese le tz teren  Siitze kSnnen aus eil~em 

Satz yon F. nIEsz  i abgele i te t  werden, der  die no twendigen  und  h inre ichenden  

Bedingungen  fiir die Konvergenz  einer  Folge 

lira f s(t)db,~(t)=-- f s(t)db(t) 
n ~  O0 0 

angibt ,  wobei bn(t), ~z = I, 2 , . . .  und  b(t) feste F u n k t i o n e n  yon beschr~nk te r  

Schwankung  in (o, + c~) und s(t) eine beliebige stet ige Funk t ion  bedeutet ,  ffir 

die lira s(t) vorhanden  ist. W i r  wollen uns daher  im Falle 2. mi t  diesen kurzen 

Bemerkungen  begniigen und ihn dadurch  als er ledigt  ansehen. 

Anders l iegen die Dinge im Fall  I. H i e r  l~sst sich das Limit ierungsver-  

fahren  (I) im Allgemeinen n ich t  in die Form (3) bringen,  weft das erste In t eg ra l  

nu r  als ein uneigent l iches  St ie l t jes-Integra[  exis t ier t  und die Umformung  durch 

part ie l ie  i n t e g r a t i o n  in (I) n ich t  mehr  mSglieh ist. 

Man k o m m t  indessen ganz natf ir l ich auf die L imi t i e rungsve r fah ren  (I) mit  

den Vorausse tzungen  I., wenn man eine Trans fo rma t ion  ffir die F,l~Tktio~ s(t) 
sucht, die die Trans fo rma t ion  

1 F. RIESZ, Comptes Rendus, Paris 1~9 (1909), 974--977. 
Dieser Satz yon F. Riesz ist ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes fiber konvergente 

Folgen yon linearen Funktionalen ~n(S) in einem Banachschen Raum S = {s}: die Fo]ge _Fn(s) 
konvergiert genau dann in S gegen ein lineares Funktional F(s), wenn sie I) auf einer Menge der 
s gegen F(s) konvergiert, deren lineare Hii]le iiberall dicht in S liegt und wenn 2) die Normen 
Ii FnN besehr~inkt sind. Vgl. etwa S. BANAC~, Th~orie des opdrations, Warszawa I932, S. 79--8o. 
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~o 

(4) a~, = . ~  a~.,,, u,~ 

der l~olge sn = ~ u ~  als Spezialfall enthitlt. Setzt man niimlieh 

o fii . t = o ,  
(s )  (t) 8 

s~ fiir ~ , < t ~ v +  I, ~ ,=o ,  I , . . .  

so hat  diese Treppenfunktion an den Stellen t = v die Spriinge u~, w~hrend sie 

sonst streekenweise konstant is~. Daher ist fiir sie 

2 
0 ~=0 

was der Transformation (4) entspricht mi~ x s~att n a l s  neue Ver~nderliche. 

Unter den Voraussetzungen 2. aber fiihrt das Ansetzen der Funktion (5) in (I) 
nicht zum Ziel, da die Existenz des Integrals (I) nut  ffir stetige Funktionen s(t) 
gesichert ist. 

Die Hauptaufgabe dieser Arbeit  besteht darin, die Bedingungen fiir die Per- 

manenz und die Konvergenztreue des Yerfahrens (I) unter den Bedingungen I. 

zu finden (w I) und dann die Zusammenhiinge zwischen den dualen Transforma- 

tionen (I) und (3) zu untersuchen (w 2). Im letzten w 3 bringen wir endlich 

einige Anwendungen und Spezialf~lle. 

w ~. Konvergenztreue und permanente Verfahren. 

Es sei ~t, die Gesam~hei~ der Funktionen s(t), die ffir t ~ o definiert und in 

jedem endlichen Intervall (o, c) yon besehr~inkter Schwankung sind. Ferner 

nehmen wir an, dass in jedem Punkt  t > o der Wef t  s(t) zwischen den Grenz- 

werten s(t +__ o) in diesem Punkte liegt, tier Einfachheit halber sogar dass er 

gleich dem arithmetischen Mittel dieser Grenzwerte ist. Diese Eigenschaft kann 

immer durch eine ~nderung der Funktion s( t ) in  hSchstens abz~ihlbare vielen 

Punkten erzwungen werden; der Wef t  der Integrale (I) bleibt dabei unge~,indert, 

w~hrend die totale Schwankung der Funktion s(t) in jedem endlichen Intervall 

ihren kleinsten Wer t  annimmt. 

Auf die Frage, unter  welchen Bedingungen das Integral (I) fiir ein festes x 

existiert, antwortet  der 
1 7  - -  6 1 4 9 1 1 1 2  Acta mathematica. 7 9  
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Satz  1. D a m i t  das Integral  
oo 

(6) f a ( t )ds  (t) 
0 

fiir alle bei t -~  oo konvergenten Funk t ionen  s (t) aus | existiert,  is t  ~otwendig und 

hinreichend, dass a) a (t) stetig ist  und b) due  Zah l  c > o existiert,  so dass 

Var a (t) < + 
~c. or 

ist. E s  is t  dam~ a (t) in (o, oo) besehrdnkt und  l i m a  ( t ) =  a vorha,den.  
t ~  

Dem Beweis schicken wir den folgenden bekannten Hilfssatz vo raus :  

Hilfssatz  1. Es sei 

Dann gibt  es zu jeder  Zahl l > o eine 

schr~nkt~er Schwankung,  fiir die 

a(t) fiir a ~ t ~ f l  stetig und es sei V a r a ( t ) >  b ~ o .  

in (a, fl} erkl~rte Funk~ion yon be- 

(7) s(~) = s(~)= o, Is(t) l ~  I, und ~fa( t )ds ( t )  > bl 

ist. 

dass 

Beweis. Wir  kSnnen Punk te  a < a~ <: fl~ < a, <: -.. < ~ < fl derar t  angeben, 

r 

i = 1  

is~. Fiir jedes i setzen wir s (t) ~ li -~ l �9 sign [a(ai) -- a (fli)] im offenen Interval l  

(ai, fli) und --~ o in den iibrigen Punk ten  yon (a, fl}, so dass s(t) in dem Punk te  

ai den Sprung li, in dem Punkte  fli den Sprung --li  macht .  Diese F u n k t i o n  ist  

in (a, fl} yon beschr~nkter Schwankung,  geniigt  den beiden ersten Forderungen (7) 

und fiir sie ist auch 

f a ( t) d s ( t) = ~ l~ [a (a~) --  a (~}] = l Z l a (fl,) - a (a~) [ > b l. 
c~ f ~ l  

Beweis des Satzes .  Die Bedingung a) is~ notwendig.  Denn  is~ a (t) e twa 

im Punk t  t o unstetig,  so exis~iert das In tegra l  (6) sicher nieht,  wenn s(t) eine 

Funkt ion  aus ~v ist, die in diesem P u n k t  to einen Sprung s( t  o + o ) - - s ( to - -o )  

macht,  der ~ o ist. 

Auch b) ist not~wendig. Denn ist  diese Bedingung nicht  erfiillt, so gibt es 

eine Folge yon Interval len (ak, ilk} ohne gemeinsame Punkte  derart,  dass ak-~oo 

strebt  fiir k - *  oo und dass Var a ( t ) >  k ~ is~. l~aeh dem Hilfssatz gibt es dann 
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(ak, ilk) eine Funkf ion  s(t) yon beschr~nk~er Schwankung  mit  I x(t)l < ~-, in 

~k 
s (ak) = s (ilk) -= o, f a (t) d s ( t ) >  k. W i r d  s (t) ausserhalb der In terval le  (ak, ~k) gleich 

a k 

Nult  gesetzt,  so erh~lt  man  eine gegen o konvergierende Funk t ion  aus ~ ,  ffir 

d i e  das Integral  (5) nicht  existiert.  

Die Bedingungen slnd auch hinreichend.  Sie sichern zun~chsf die Existenz 

des In tegra ls  f a(t)ds(t) bei jedem c > o. Da  ferner  die Veri inderung yon s(t) 
0 

um eine addit ive Konstan~e auf  die Existenz des In tegra ls  (6) ohne Einfluss ist, 

so da f t  lira s ( t ) =  o angenommen werden und diese Existenz folgt  aus 

ds( t ) -~  a ( f l ) s ( f l ) - -a (a ) s (a ) - -  s ( t )da( t )  

durch ei~e triviale Absch~tzung ffir grosse a und ft. 

S a t z  2. Die Inteqraltransformation (1) ist dann und uur da~u konverge~ztreu, 

wean bei jedem x ~ o die Funktion a (x, t) die im Satz Jr formulierteu Eigenschaften 

~) und b) hat und wenn die folgenden Bedingungen erfiillt si~d: 

(N1) Es  existieren endliche positive ZahIen c, M und Xo derart, class 

Var a(x, t) ~ M ist gffir X ~ Xo. 
it, ~) 

(N~) Es ist a (x, t) gleichm&sig beschrdnkt f i ir  x ~ Xo, etwa 

l a (x ,  t)l <_ K j 'ir x >_ xo, t a o. 

(L) Es ist lira a (x, t) = a* It) f i ir  jedes t ~ o vorha,den. 
~ o o  

Sind diese Bedinguuge~ erfiillt und ist a*(t) ausserdem stetig, so wird der 

Gre,zwert  lira a ( x ) =  ~ dutch die Formel 

(s) = f (t) 
0 

geliej~rt. 

Wegen (N~)wf i rde  es hier genfigen, die gleichm~issige Beschr~nktheit  in o -  t ~_ r zn 
fordern. 
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Beweis.  I, Die Bedingungen sind notwendig. Fiir  die Bed ingung  (L) e rkenn t  

man das sofor t  mi t  Hi l fe  der  F u n k t i o n  

o fiir t ~ to 
(9) (t) 8 [ I f i i r t  > t o. 

Denn  fiir sie ist ~ (x) = a (x, to). W i r  diirfen also weiterhin (L) als erfiillt  ansehen.  

Die ~Totwendigkeit yon (N~) beweisen wir  dadurch,  dass wir, wofern sie n ich t  

erffil l t  ist, eine F u n k t i o n  s(t)E ~ angeben, fiir die das I n t eg ra l  (I) n ich t  exis t ier t .  

I s t  n~mlich (N1) n icht  erfiillt, so gibt  es zu jedem c >  o und M >  o beliebig 

grosse x, fiir die 

V~tr a (x, t) > M 
c<=t~ov 

ausf~llt. Wi rd  also ct > o beliebig gew~ihlt, so gibt  es ein xt > o so dass 

Var  a(x~, t) > I ist  und folgl ich ein d~ > c 1, so dass aueh noeh V~r a(x~, t) > I ~ 
(e~, oo) (c~, d~} 

ist. Naeh  Bed ingung  b) yon 

werden,  dass 

Satz I kann dieses dl zugleieh so gross gew~ihlt 

Var  a (x l ,  t) < I 
(d~, or 

ist. Nun  setzen wir die Fun k t i o n  s(t) = o in (o, c1~ und in d I und  gemRss t t i l fs-  

satz I in (c~, d~) so, dass dor t  [ s ( / ) [ ~  I u n d  

dt 

f a(xl, t)ds(t) > ,' 
C1 

ausf~llt. Sind nun sehon die Intervalle (el, dz), ..., (Ok-l, de-z) mit ci <dt < 

< cs < '" < dk-i und die Zahlen x I < x2 < "'" < xk-1 bestimmt und ist die Funk- 

tion s (t) sehon in (o, dk-1) erkl~rt, so wird folgendermassen fortgefahren: 

Es seien die Zahlen ~.~ und gk so gross gew~hlt, class fiir x ~ s 

dk-- 1 

/io) If  a/x, t)ds (t) I _-< 
0 

ausf~llt. Solehe Zahlen ~?k und  gk gibt  es, da das abgesehKtzte In tegra l  bei x ~ c ~  

einen Grenzwer t  besitzt. 4 W e l t e r  wird ek > dk-1 beliebig und  xk > 2k so gewRhlt, 

dass Var  a(xk, t} > kgk + k s ist, und  sehliesslieh dk > ck so gross dass sehon 
(Ok, .o) 

4 Deun es ist gleich dem Integral (I), wenn man dort s(t) fiir o < t <= dk_ I gleieh der 
obigen Funktion s(t), ftir t > dk_ 1 sber gleicla o w~hlt. 



(I i)  

ist. 

in (0k, d~.> naeh dem Hilfssatz  2 so, dass 

I 02) s(ekl----,(dk)=o, und 

ist. Die so erkl~rte Funk t ion  s(t) gehSrt 

dk Ck 

[--IJ"( xk, t)d'(e)[ a l f  I - I f  
o c~: 0 

wie sieh aus den Absehiitzungen in (I2} 
d 
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Var a(xk, t) > kgk + k S, aber Var a(xk, t) < I 
(c/~, d k) (dk, ~) 

Die Funkt ion  s(t) setzen wir dann in (dk-a, ek) gleieh Null  und erkl~ren sie 

dk 

f a t) 
ek 

d.,'(t)> 

zu ~v und es strebt  s(t) ---, o; es ist abet  

I--[ ~ [ >  gk + k- -gk--  I ----k~ I, 
ak 

und (IO) und,  fiir das dri t te  In tegra l ,  

durch eine partielle In tegra t ion  yon f ffir d ~ ~ ergibt. Denn  a(xk, t) ist  nach 
dk 

(I I) ffir t > dk beschr~inkt und strebt  ffir t -~ co einem Grenzwert  zu. 

Sehliesslich ist auch die Bedingung (N2) notwendig.  Man erkennt  dies am 

einfachsten mit  Hilfe des in der Fussnote  2) angefi ihr ten Satzes. Ersetzt  man 

ngmlich die Wer te  einer Funk t ion  s(t)e~v durch Null  fiir t ~ c, so erh~lt man, 

dass fhr  eine beliebige Funk t ion  s(t), die yon beschr~nkter Schwankung  in 

(o, c) is~;, 

l im / a (x, t) d ,  (t) 
X ~ O ~  0 

vorhanden sein muss. Diese Funk t ionen  s(t) bilden einen Banachschen Raum V, 

wenn die Norm des Elementes s = s(t) in V durch Ilsl! = Var s(t) erkl~trt wird. 
(o, e) 

Das In tegra l  

( '3) F(s) = f a(t) ds(t) 
o 

stellt  dann bei s~etigem a (t) ein l ineares Funk t iona l  im Raume V dar, und  die 

Norm yon /~(s) is~ gleieh Max la(t)].5 Aus der Konvergenz der Funkt ionale  

(I4) f a(x, t)ds(t) 
o 

bei x ~ co fo lg t  also in der Ta t  die Bedingung (N~). 

5 Vgl. z. B. BAI~ACH, a. s. O., S. 59 und x89--I9O. 
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II .  Die Bedingungen sind him'eiehend. Zun~ehst ist das Integral ( I4) f i i r  

jedes c > o  und jedes s (0 e~ , ,  bei x-~  co konvergent. I)enn ist s ( t )mono ton  

nicht abnehmend, t(s) die zu s(t) inverse Funktion, so ist das Integral (I4) gleieh 

dem Lebesgueschen Integral  
s tc) 

f a(x,t(s))ds. 
8(o) 

Da hier der Integrand bei festem s nach (L) fiir x ~ oo konvergiert und fiir al le 

in Betracht kommenden x und s dem Betrage naeh unter K liegt, so konvergiert 

das Integral bei x ~ co naeh dem Lebesguesehen Konvergenzsatz gegen 

s (c) 

(,s) f ~* (t(~))d.~(= f ~*(t)d~(t), ~ll~ ~*(t) stetig ist). 
s 10) o 

Dasselbe gilt, wenn s(t) monoton nieht waehsend ist, und deshalb aueh ffir jede 

Funktion yon beschr~nkter Schwankung s(t). 
Um die Existenz des Grenzwertes lira a(x) naehzuweisen, geniigt es nun zu 

~.eigen, d ~  das I.tegral f .(x, t)d~(t), also aueh da.s Integral f a(~, t)d~(t) ~r  
c c 

hinreichend grosse e und d belieb~g klein wird und zwar gleichm~ssig fiir alle 

hinreiehend grosseu x. Da nun die ~nderung yon s(t) um eine additive Konstante 

in diesem Integral  dessen Wef t  nieht beeinflusst, so diirfen wir bei diesem Nach- 

weis lira s (t)----o annehmen und dieser ergibt sieh sofor~ aus 

d d 

f a (x, t) d s (t) = a (x, d) s (d) --  a (x, c) s (c) --  f s ~t) d a (x, t) 
c C 

dureh einfaehste Abschiitzung. 

Da die Differenz der Integrale in (I4) und (I5) bei stetigem a*(t) fiir hin- 

reiehend grosse x beliebig klein ist und fiir hinreichend grosse e sieh das erste 

v0n a (x), das zweite yon dem Integral (8) beliebig wenig unterscheidet, so folgt 

schliesslich aueh die Riehtigkeit  der Formel (8). Bei dieser hii.ngt a natiirlich nicht 

yon dem Wef t  lira s (t) ---- s ab, da, wie sehon hervorgehoben, ein Stieltjes-Integral 

dutch eine ~nderung yon s ( t)um eine additive K0nstante nicht beeinflusst wird. 

Aus diesem Grunde ist es nicht m6gJieh, ohne weiteres yon der Permanenz 

der Transformation (x) zu sprechen. Die Lage Kndert sieh jedoch, wenn man 

annimmt, dass s(t) etwa durch 

(i 6) ~ (o)= o 

normiert ist. Dann gilt der 
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Satz  3. Bei der Normierung (16) yon s(t) ist die Integraltransformation (I) 

genau dann permanent, wenn ausser den Bedingungen a) u~d b) yon Sate 1 und 

den Bedingungen (N1) und (N~) yon Sate 2 noch 

(LI) l ima(x , t ) - - - -  I f i ir jedes t ~ o 
x ~  

e~fiillt ist. 

Beweis .  Dass  (L~) no~wendig ist, ergibt  sich wieder mit  Hi l fe  der Funk- 

tion (9). Dass es hinreichend ist  in Verb indung  mit  den fibrigen Bedingungen,  

folgt  aus der Formel  (8), da in diesem Falle  

oo 

= f d s ( t )  = lira 8 ( t )  - -  s (o )  ----- s 
0 t ~ c v  

ist. 

w 2. Z u s a m m e n h a n g  zwischen den dua len  L i m i t i e r u n g s v e r f a h r e n .  

Ffir ein konvergenzt reues  Verfahren 

oo 

(~) ~ (x) = f a (x, t) d 8 (t) 
O 

existiert  naeh Satz 2, da (N1) erfiill~ sein muss, der Grenzwert  

l i m a  (x, t) = ~ (x). 
t ~ o o  

Uber  den Wer~ yon a(x) l~sst sich folgendes sagen. I s t  lira a(x) wenigstens 

fiir eine besehrdnkte, bei t-~ + c<~ divergente ~'unktion s (t) vorha~den, so ist 

(I7) l im'a(x ,  t) ----- o, x ~ o. 

Denn beide .Integrale in 

e 

~f a(x, t )ds( t )~-a(x,  c )s (c) - -a(x ,  o)s ( o ) -  f s(t)dta(x, t) 
0 0 

haben fiir dieses s(t) bei c-~ oo einen endliehen Grenzwert  (das zweite In tegra l  

wegen der Bed ingung  (~h~) und der Beschr/~nktheit der  Funk t ion  s(t)). Daher  ha t  

auch a (x, e)s (e) bei c -~ r einen endlicheu Grenzwert ,  und da a (x, c) -+ a (c) strebt,  

muss (I7) erfiillt sein. 

Wi r  wollen wieder s ( t )e~v  in (I) durch die Fes tse tzung  (16) normieren.  Is t  

noch (I7) erffillt, so geht  aus (I) - -  zun~chst ganz formal  - -  du tch  eine par- 

tielle in tegra t ion  
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(~8) ~ (x )  = - f 8 ( t ) d , a ( x ,  t) 
0 

hervor, d . h .  ein Verfahren yore Typus (3), das wi t  wieder als dual  zu (i) be- 

zeichnen. 

W i t  wollen je tz t  genauer  den Zusammenhang  zwischen (1) und (I 8) verfolgen. 

Zun~chst  beweisen wir einen Hilfssatz fiber die Umkehrung  eines Stieltjes- 

Integrals .  

Hilfssatz  2. Es sei a(t) s tet ig und positiv im Interval l  (o, c}, s(t) in ihm 

yon beschr~tnkter Schwankung  und 
Y 

(~9) 0(y)  = f ~(t)  d s ( t ) .  
0 

Dann is~ auch 0(Y) yon beschr~inkter Schwankung und 

f d0(t) ( o <  <~_-< ~). (~o) 8(~) - -  8 (~) = - ~ t )  ' = ~ 

Beweis. Es geniigt eine monoton nicht  abnehmende Funk t ion  s(t)zu be- 

t rachten.  Dann  ist auch ~(y) monoton nicht  abnehmend,  die Existenz der rechten 

Seite yon (20) also gesichert. Dieses In tegra l  ist  der Orenzwert  der Summen 

I 
s = ~, ~ [e (t,) - Q (t,_,)],  

i = 1  

wenn ~ = t o < t x < - . .  < t ,  = fl eine Zerlegung des Interval ls  (a, ~} bedeute~, die 

�9 ~ irgendwie zwischen ti-~ und  t~ gew~hlt  sind und_ die grSsste der L~ngen der  

Interval le  (t,.-~, ti> gegen Null  strebt. Nun. is~ nach dem Mit te lwertsatz  

t i 

(t;) - Q (t,_~) = f a (t) d~  (t) = a (~;) [8 (t;) - -  ~ (t;_,)] .  
ti--1 

Wird  in der Summe S speziell ~i = ~ gew~thlt, so wird 

n 

s = ~ [~(t,) - ~ (t,_,)] = 8 ( # ) -  8 (,~) 
i = 1  

und daraus ergib~; sich die Behauptung.  6 

6 Allgemeiner liefert derselbe Beweis: Es ist unter den angegebenen Bedingungen fiir eine 
stetige Funktion b (t) 

~b(t)ds(t)=f~dp(t). 
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Satz 4. 

schliesslich 
I M 

(2I) Vat at l:'t' <<- - -  

E s  sei a (t) > o und  stelig f i i r  o ~ t < + co, f e rner  lira a (t) ~- o und  
t ~  oo 

mi t  einem fes ten M ~ o f i i r  aUe c > o. (Diese Bed ingung  ist  insbesondere erfiillt, 

wenn a (t) monoton gegen o abnimmt . )  Ex i s t i e r t  dann  f i i r  ein s ( t )e  ~t, ,  das durch 
oo oo 

(I 6) normiert  ist, das In tegral  f a (t) d s (t), so existie, 't  auch das In tegral  f s (t) d a (t) 
0 0 

u n d e s  gi l t  

0 0 

Beweis.  Es is~ 

i z 
s (t) d a  (t) = a (x) s (x) - -  f a (t) d s  (t). 

0 0 

Wird  e(y) durch  (19) erkl~rL so is~ nach dem Hi l f ssa tz  2 

(x) = s (x) - s (o) = f d Q (t). 
a(t) 

0 

Um den Satz zu beweisen, geniig~ es also zu zeigen, dass fiir jede Funk t ion  

Q ( t )e~v ,  die ffir t -~  c~ konvergier t ,  der  Ausdruck  

de(t) 
a (x) s (x) ~ a (x) a (t) 

0 

fiir x ~ oo den Grenzwer t  o hat,  oder  also dass die T rans fo rma t ion  

/ a (x) 
f b ( x , t ) d Q ( t )  mit  b ( x , t ) - ~  a~(t) in o = < t ~ x  

u [ o fiir t > x 

die Bedingungen des Satzes 2 erfiillt  und  l i m b  (x, t) -~ o ist ffir jedes t ~ o. 
x~oo 

ist  aber  offenbar der Fall. 

Das 
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Satz 5. Es seien 

(23) a(x) = f s ( t ) d a ( x ,  t) 
0 

und 

(24) a (x) = -- f a (x, t) ds  (t) 
0 

zwei  duale Limitierungsvelfahren,  die f i i r  die durch (I6) ~ormierten s ( t )E~, ,  be- 

trachtet werden. Es  sei a (x, t) f i i r  alle x >= o und t >= o positiv, es sei lira a (x, t) ~ o 

fi~r jedes x >= o und 

Var ~ < __M(=A 
o ~  a (x, t) = a (x, c) 

mit einem von c freien M ( x )  oder es sei a(x, t) f i i r  jedes x >= o monoton gegen o 

abnehmend (und dann ist die Beschrdnkung a (x, t) > o unwesentlich, es d m f  auch = o 

sein). Dann  ist das Verfahren (23) in dem Ve~fahren (24) enthalten 7, es ist sogar 

f i i r  alle x ~ o 
(x) = ~ (x). 

Der Beweis folgt unmittelbar aus dem vorangehenden Satz, da der Fall 
einer monoton abnehmenden Funktion a(x, t), die fiir hinreichend grosset  gleich 

o wird, trivial ist. 
In der entgegengesetzten Richtung gilt der 

Satz 6. Fiir jedes x ~ o sei a (x, t) in (o, c~) von beschrdnkter Schwankun 9 

und es sei f i i r  t >= 1 

(2s) la(x ,  t)l =< M(x) l  a(x,  t ) -  a(x, t - -  ~)l. 

Dann ist das Ve~fahren (24) in den, Vo fahren  (23) enthalten, wenn man dabei nur 

solche Funktionen s ( t ) e~ , ,  beriicksiehtigt, f i i r  die ausser (16) noch die Bedingung 

erfiillt ist, dass f i ir  ein geeignetes K 

(26) Is(t) - -  s(t'){ <= K ist f i i r  alle t, t' mit  [ t - -  t'{ < I. 

Es  ist dann sogar wieder a ( x ) =  ~ (x). 

Beweis. Wegen 

. (t) d , ,  (=, t) = ,, (=, ~) ~ (~) - -  f .  (=, t) d .  (t) 
0 0 

7 D. h. jede nach  dem ers ten Verfahren l imi t ierbare  Funk t ion  aus  ~v  is t  auch nach dem zwei ten  

Verfahren l imi t ierbar  und  zwar  zu demselben Grenzwert .  
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und der Existenz des Integrals in (23) geniigt es zu zeigen, dass a(x,  c)s(c)-~ o 

strebt fiir jedes x ~ o  bei c - ~ .  Es ist aber 

la (~ ,  ~)s(~)l ~ ~(x)la(x, ~)- a,(x, ~ - -  : ) [Is (~) l  

= M(x) I f s(c)dta(x ,  t) 
C--1 

c c 

c--1 c- -1  

und hier strebt das erste Integral  gegen o, weil das Integral  (23) existiert, und 

das zweite, we i l e s  =< K Var a(x, t) ist. 
c - - l ~ t < = c  

3. Anwendungen und Beispiele. 

Wir behandeln zun~chst das Verfahren der bewichteten hlittel P 

(P) / ; I 
o~ (x) = o (x) - p (x) p (t) s (t) d t, P (x) = .  p (t) a t, 

0 0 

wobei p(t) - -  das Gewicht des Verfa.hrens - -  fiir t ~ o positiv und stetig und 

die Funktion s(t) in jedem endlichen Intervall L-integrierbar sein soll. Das Yer- 

fahren P ist bekanntlieh genau dann permanent, wenn lim P ( x ) = - c ~  ist. 
x ~ o r  

Satz 7. Es seien (P) uud (Q) zwei solche Ve~fahren mit  den Gewichte~ p(t) 
und q (t). Damn ist P in Q enthalten, fa l l s  die Funkt ion 

q (t)/p (t), o < t < + c~ 

monoton nicht wachsend uud das Kerfahren Q permanent ist. 

Beweis. Wir driicken 

I I I 
aq (x) --  Q (x) q (t) s (t) d t - -  Q (x) .  q s d t + 

0 0 i 

q s d t  

dureh a ( x ) =  aV(x) aus. Da q(t)/p(t)  stetig und p(t)s(t)  L-integrierbar ist, darf 

das letzte Integral  als ein Stieltjes-Integral gesehrieben werden. Man erhiilt so 
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x 

f q (t) or(t)) 

1 

= o(I) + ~ - ~  q ( t ) a ( t ) d t + - Q ~ ) ) j ~ P ( t ) d ~ ( t ) .  
0 1 

Hier  stellt  das zweite Glied reehts eine permanente  Transformat ion  yon a(t) 
dar und konvergier t  gegen lira a ( x ) = s .  Es ist  also nur  zu zelgen, dass das 

dri t te  Glied -~ o s t rebt ;  a(t) ist  dabei yon besehr~inkter Sehwankung  im Inter-  

vail (o, x) (ja sogar absolut  stetig) und  fiir t ~ c~ konvergent.  Wi r  beweisen den 

Satz indem wir dieses Glied in der Form der Transformat ion (I) schreiben mit  

P(t) q(t) fiir I ~ t < x  
a (z ,  t) --- p (t) Q (z)  - = 

o fiir t > x  

und fiir diese Transformat ion  die Bedingungen des Satzes 2 nachpriifen. Es ist 

bier a* (t)----o stet ig und also nur  noch die Bedingung 

(27) Var q(t)P(t)  < M Q(x), x > o 
l~tS:e p(t) = = 

nachzupriifen.  Fiir ein beliebiges x => o w~hlen wir eine Zerlegung I = t o < t 1 <  ""  

�9 .. < t~ = x des Interval ls  (I, x), die so dicht  sein soil, dass Ip(l;)/p(v')] < I + ~, 
] q (~)/q (z')l < ~ + ~ ausf~llt, sobald ~: und ~' demselben Teil interval l  der Zerlegung 

angehSren. Es sollen v,, ~ dutch  

P ( t , )  - v ( t , _ ~ )  = v (~ , ) ( t ,  - t,_~), 

Q (t,) - Q (t ,_~) = q (~',)(t,  - t , _ , )  

definiert sein. D a n a  ist  die Zerlegungssumme fiir die Sehwankuug der Funk t ion  

q Pip  gleieh 

I q( t ' )P( t ' )  q(t , -~)P(t ,-~) I 
,= ,  p( t , )  p(t,_~) 

p(~,)q(t ,)( t ,  --  t,_,) (t,) (t,_~) 
p(t,) + ~ P ( t ' - ~ ) l ~ - - - - - q  

- - , = 1  ~ ,=1  (t,) p (~---~ ~ 

Die erste Summe rechts ist  

<= (~ + ~) ~,a q(t,)(t, --  t,-1) < (I + ~)~ q(z:)(t, -- t,-1) 

= Ix + ~)' Q(~) .  
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Die zweite Summe ist (mit t-1 = I): 

- - , - -1  (t,--1) ~9 (t ,)]  

(. ~ q(to) .~1 q(t.) 
= P"~ + ~o ~ [p(t,) - ~(t,_,)] 

<= (~ + ~)' q(x). 

Also gilt (27) mit M = 2 (I + ~)~. 

Fo lg e ru n g en :  1. Ist p(t)  monoton nicht abnehmend, so ist P in dem Ve~fahren 

C 1 der arithmetischen Mittel  enthalten: 19 < C~. 

2. Is t  p(t)  monoton nicht wachsend, so gilt C~ ~ P. Ganz speziell: das Ver- 

fahren der logarithmischen Mittel  

enthfflt C 1. 

( ~ )  = _ _  
log x --{- d t 

1 

Als ein Beispiel  der Anwendung  der Siitze yon w 2 be t rachten  wir die Reihen- 

t ransformat ion 

(A) a,, = ~ a,,,u,, 

die aus der  Transformat ion  (~) ents teht ,  wenn dor t  die Funk t ion  s(t) die Treppen- 

funkt ion  (9) ist, x dureh die ganzzahlige Veriinderliehe n ersetzt  und a (n, ~) ~- a . ,  

gesetzt  wird. Die Funkt ion  a(n,  x) denken wir uns fiir jedes n l inear zwischen 

diesen W e r t e n  interpoliert .  Die 

Formelpaar  (23) , (24) die Form 

d u a l e  Transformat ion  ha t  bier  gemKss dem 

(B) an = ~ b,,, s, ,  

Aus Satz 5 ergibt  sieh: 

Satz  8. Das Verfahren B ist in dem Ve~fahren A enthallen, fal ls  a , ,  > o ist, 

a , ,  -+ o strebt f i ir  v ~ ~ ,  n = o, I, 2, . . .  und fal ls  

e =  0 a n o ,  an,o+1, an~ 

gilt  mit  einem v-freien Mn (insbesonder.e also wenn an, monoton 9eoen o streb O. 
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Dem Satz 6 entspricht hier 

Batz 9. J)as Verfahren A ist in B enthalten, fails fiir jedes n ~ o, I, 2, . .. 

die Reihe ~ b~ e ~ a~, absolut ~onvergiert und fiir alle v gilt 

o ~ ' v  

Die unangenehme Bedingung (26) des Satzes 6 konnte hier weggelassen wer- 

den, well man im Beweise jenes Satzes im vorliegenden FM1 einer Treppenfunk- 

tion (9) mi~ ganzzahligen e auskommt, also die Bedingung (26),nur ffir t, t' braueht;, 

die einem ganzzahligen In~ervall (e, e + I) angehSren; under diesen Voraus- 

se~zungen is~ (26) trivialerweise yon selbst erfiill~. 

Aus Sat;z 8 und 9 folgt:  

Sat~ 10. Die Verfahren A und B sind iiquivale~t, falls, e8 fiir jedes ~ ei~e 

Zahl o < q~ < I gibt mit 

(30) o <= a,~,,+~ <= q ,  a,~,, n, ~ = o, ~, 2 , . . .  

Ea~sprechendes gilt natiirlich auch, wenn n durch einen stetigen Parameter  

ersegz~ wird. Darch hnwendung dieses Kriteriums erhi~lt man insbesondere leicht: 

Das hbelsche 

und das Borelsche Verfahren 

oo  

a(r) : /~, r ' ( I  --r)s~,  (0"~  ~ ' ~  I~ r "--> I) 

(x) -~ e -~ ~.p s~, (x ~ + oo), 
v ~ 0  

die hier die Form B haben, sind den entsprechenden dualen Verfahren A iiqui- 

valent. 

Zum Schluss wollen wir zeigen, dass im Allgemeinen, wenn keinerlei zus~itz- 

liche Voraussetzungen ausser der Permanenz yon A oder B gemach~ werden, 

weder A ~ B noch :B ~ A zu gelten braucht. Gen~uer zeigen wir durch Gegen- 

beispiele, dass d i e  Bedingungen der S~tze 8 und 9 nicht ausreichen, um die 

Jiquivalenz der dualen Verfahren zu sichern. 

1. :E8 gibt ein permanentes Ve~fahre~2 B, das die Eigenschaft (29) hat, das 

aber das duale Ve , fahrenA ( m i t a , ~ = ~  b,e)niehtenthSlt .  
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W i r  w~hten  

" B  = (b.,) = 

l c~ o 0 cq 0 c~., 0 . . . .  

0 I t~ 1 0 tz., 0 . . . .  I 
, a ,  (.+ ,)~ 

(29) i s t  o f f e n b a r  e r f i i l l t .  F i i r  d ie  F o l g e  { s , }  m i t  s~, = ( - - I ) * ( V  + I) 3/~, 82,.+1----- O 

(V = O, I , . . . )  s~rebt  d ie  z u g e h S r i g e  B - T r a n s f o r m i e r t e  

. . . . .  * O f i i r  n ~ c ~  
~=. ~=n ] /v  + I 

D u g e g e n  is~ f i i r  j e d e s  n = o, I , . . .  d ie  R e i h e  2 a , ,  s~ d i v e r g e n t ,  d e n n  es is~ bei  

j e d e m  n f i i r  h i n r e i c h e n d  g r o s s e  v 

CXD . 

bn �9 

2. Es gibt ein permanentes Ve~fahren A, das das duale Velfahren B (mit 

- - a n ~ -  an,,,+1) nicht enthdlt, obwohl f l i t  B die Bedingung (28) e~#'illt ist. 

Es sei 

r i 
i + I  I 0 0 -- 

2 III 
I I 1 1 +  - 

2 
B = 

I I 1 I I 

I I I I I 

I 
O O ~ . . . . .  

2 -  

I 
o o ~ . . . . .  

2- 

I L I I + ~  . . . . .  

I I I . . . . .  

O f f e n b a r  g i b t  es l~e ihen  ~ u ,  m i t  d e n  E i g e n s e h a f t e n  

u n d  

I 

4" 

u o + u~ + . . .  + u3,~-~ + u ~ - ~  + ! + 2i3 ~ ---~ O. 
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Eine solche Reihe ist A-summierbar  zum Wer~ o. 

keinen Sinn, weil fiir jedes n und ~ ~ 3 n + I 

ist, Mso b~,s, bei ~--~ ~ unbesehri inkt  bleibt. 

a .  in (B) dagegen hat  fiir sic 

T 


