
ZWEI LUCKENSATZE UBER POLYNOME IN ENDLICHEN 

PRIMKORPERN MIT ANWENDUNG AUF DIE ENDLICHEN 

ABELSCHEN GRUPPEN UND DIE 6AUSSISCHEN SU1VIMEN. 
u  

L. R]~DEI 
in SZEQED (Ungam). 

w ~. Die zu beweisenden Slttze. 

Bezeichne p eine positive Primzahl, P den endlichen PrimkSrper yon der 

Charakteristik p ( ~  2) mit dem Einselement I. Polynome f ( x ) (m{ t  Koeffizienten) 

in P nennen wir kurz auch P-Polynome. Wir  werden folgende zwei S~tze fiber 

P-Polynome yon der Form x " +  7 x'~ + . . .  (n > m)beweisen,  die also hinter dem 

Anfangsglied im allgemeinen eine ~>Lficke>> haben. 

Satz 1. JEi~ P-Polynom vo~ der Form 
p--1 

(I) f ( x ) = x P - l  + TX 2 + . . .  

ze~fh'llt in lauter lineare Faktoren (in P) dann und nur dann, we~m 

~--l tc  ~ p--I 
(2) f ( x ) - ~ -  X'-2- (X ' - -  I ) u ( x  ~ - - t  - I )  v (t  2V'U + ~.: = 2) 

gilt. 

S&tz 2. .Fin P-Polynom yon der Form 

p- ,  p-~ ( p--~ ) 
(3) g ( x ) = x - ' ~ - + T x " +  ~ x ~  •  n=< ; 7 ~ o ; g ( o ) ~ o  

4 

zerfgillt in lauter verschiedene lineare Faktoren (in P) dann und nur dann, wenn 

4 t P --  I m~d 
p--1 p--1 p--1 p--1 

(4) g (x) = ( ~ -  ~)~ ( ~ -  + ~)- " (xT--~)~(zT+ ~)w (a'=--,;t+u=v+w=O 

gilt. 
18 -- 61491112 Acta mathematica. 79 
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Aus Satz I gewinnen wir folgenden: 

Satz 3. Fiir ein System 

(5) l~(x) ( i = o ,  _+_I,..., _q- P 7  I)  

~'on p linearen P-Polynomen bezeichne .u die Anzahl der x(EP), f i ir die (5) in alle 

verschiedenen Elemente yon P iibergeht. Dann und nur dann ist 

(6) N => P~-A, 
2 

wenn mit passender l:leihenfol#e 

~,(x) = Zo(~) + i '  (~ ~ + #) } 
(7) l_,(x) = lo(X) + i*-(rx + ~) 

ist und einer der folgenden drei Fh'lle z utr~fft: 

i)  , ~ - # r # o ,  x (,, ;,) _-__ o ,  

2) ~ , ~ -  #a, = o ,  x ( - r )  = -  ~, 

3) a = 7 = o ,  z ( /g~)  = -  i ,  

i----- l , .  ., p - I )  
2 

wobei g den quadratischen Charakter fi ir P bezeichnet (mit g (o) = o). Entsprechend ist 

(8) N - - P - - I ,  p - - x ,  bzw. p. 
2 

Merkwiirdig ist in diesem Satz, dass es sich um ein >) lineares >> Problem 

handelt  und die LSsung ,>quadratiseh* is~. 

Diese an sich interessanten Siitze lassen Anwendungen zu auf ziemlich ab- 

seitsliegenden Gebieten, das sind die Gruppentheorie und die Theorie der Kreis- 

kSrper. 

gfir eine Gruppe ~ mit  dem Einselement E betrachten wir Produktzer- 

legungen 

(9) (~ = ~ , . .  �9 ~,, 
wobei wir (ohne Einsehrgnkung der A11gemeinheit) ein fiir allemal annehmen,  dass 

(m) r_>-2; ~2~(0;; ~ ; ~ E  ( i=~, . . . , , ' )  

ist. Fiir gew/ihnlieh besehi/ftigt man sieh nur  mit  den >>klassischen~ Fiillen, 

wobei entweder alle ~i Gruppen (Untergruppen yon ~) sind oder r----2 und das 

eine yon ~)1, ~2 eine Gruppe, das andere ein Komplex ist (in diesem zweiten Fall 

handelt  es sich ngmlieh um die Zerlegung yon $ in rechts- oder linksseitigen 
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Nebengruppen). Wir lassen jetzt fiir die ~1 beliebige Komplexe zu, selbstver- 

sti~ndlich so, dass die ausmultiplizierte rechte Seite yon (9) jedes Element yon 

einmal darstellt. 13ber solche ~niehtklassischem~ Zerlegungen kenne ich nur den 

sch5nen und wichtigen Satz yon H~J6s 1 (s. unten). 

Von nun an sei q~ endlich. Bezeiehne dann ni die Elementenzahl yon ~ .  

Offenbar ist n I . . .  n~ die Ordnung yon qfi. Ein besonders einfacher Fall liegt vor, 

wenn jedes ~ yon der Form 

i) A,, A",:-' 

ist. (Da ~i aus verschiedenen Elementen bestehen soll, muss die Ordnung yon 

Ai >_--ni sein, und ~ = �9 gilt hier dann und nur dann, wenn ~ eine Gruppe ist.) 

l~un lautet der Sa~z yon Haj6s so. Wird in einer Zerlegung (9) einer endlichen 

Abelschen Gruppe (~ (II) angenommen, so muss wenigstens ein ~ eine Gruppe 

sein. ~ Der Satz liegt sehr fief und der Beweis ist mit unerwarteten Schwierig- 

keiten verbunden. 

Ein noch ganz bedeutend schwierigerer Fall liegt vor, wenn man auch die 

einschri~nkende Annahme (I1) yon HajSs fallen li~sst. Dann sind die Zerlegungen 

(9) sogar schon im verhiiltnismiissig einfachen Fall einer endlichen zyklischen 

Gruppe ~ nicht leicht zu beherrschen. Auf diesen, auch fiir die elementare 

Zahlentheorie interessanten Fall mSchte ich ein andermal zuriickkommen. LEsst 

man die zyklischen Gruppen ausser Acht, so steht vor uns als einfachster Fall 

eine Abelsehe Gruppe yon der Ordnung io z (dann kommt in (9)nur  r =  2 in 

Bet.racht). Es is~ nun merkwiirdig, dass dieses ~>winzig kleine~ Problem gar nicht 

so leicht ist, vielmehr bediirfen wir zur Beantwortung nicht nur Satz I, sondern 

auoh den auf diesem beruhenden Satz 3 (letzteren allerdings nicht in vollem 

Masse). So werden wit beweisen den: 

Satz 4. Ist die nichtzyklgsehe Abelsche Gruppe (~ yon der Ordnung p~ in das 

Produkt 

yon zwei Komplexen ~, ~' mit p Elementen zerlegt (F, eO, ~), so ist ~ oder ~ eine 

Gruppe. 

1 {:?r. HAJ~S, LTber einfache und  mehrfache Bedeckung des n.dimensionalen Raumes mi t  einem 
Wiirfelgitter,  Math. Ztschr. 47 (I941), 427--467 �9 

2 Mit wiederholter Anwendung folgt, dass bei passender Reihenfo]ge der ~l  alle Produkte 
~ ' ' '  ~i  '~i ~ I , . . . ,  r) Gruppen sind, und so sind wir im wesentl ichen wieder auf  eine ~,klassische~, 
Zerlegung gestossen. Mit  obigem Satz bewies HajSs die berfihmte Minkowskische Vermutung iiber 
l ineare Ungleichung$systeme. 
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Es steht aus, ob auch fiir jede endliche Abelsche Gruppe (~ eine der Fak- 

toren in (9) eine Gruppe sein muss, wenn alle ni Primzahlen sind. 0hne diese 

Einschr~nkung gilt das nicht nach folgenden zwei (brieflich mitgetei l ten)Bei-  

spielen yon HajSs. 

Die durch die Basiselemente A, B, C yon der Ordnung bzw. 4, 4, 2 erzeugte 

Abelsche Gruppe ist gleich dem Produkt  

(E, A) (E, B) (E, A s, A B 2, A S B  ~, C, A~B C, A s B ~ C, B ~ C). 

Ist  auch C yon der Ordnung 4, so gilt die Zerlegung 

(E, A) (E, B)(E,  C) (E, A~B, B ~ C, C~A, A ~ B  8, B ~ C a, C'-A s, A~B  ~ C~). 

Die zweite Anwendung beruht teils wieder auf Satz i (ohne Satz, 3), tells 

auf Satz 2. Bezeichne Q eine primitive p-re (komplexe) Einheitswurzel und K den 

durch Q erzeugten KreisteilungskSrper. Es wird bequem die Potenzen Q~ yon Q 

auf zwei Arten zu bezeichnen, so dass wir fiir x nicht nur ganze rationale Zahlen, 

sondern auch die Elemente yon P zulassen, indem wir P als den Restklassen- 

k5rper mod p 1 auffassen und die Restklasse x durch einen (beliebigen) Represen- 

tanten ersetzt denken. Wir  bezeichnen mit / ~  die Untergruppe vom Index n in 

der (multiplikativen) Gruppe der yon o verschiedenen Elemente yon P (nur ~----I, 

2, 4 werden in Betracht kommen). Selbst diese Gruppe ist dann P~. Da sie 

zyklisch yon der 0rdnung p - -  I ist, existiert P~ nur im Fatle n IP --  I, und ist 

dann eindeutig bestimmt. Wir w~hlen ein erzeugendes Element ~ yon/)1. Dann 

besteht die Faktorgruppe P~/P, aus den Elementen (Nebengruppen) 

( I 3 )  ~ ' P .  ( i  = o . . . . .  , -  ~). 

Summieren wir Q* fiir alle Elemente x der Nebengruppe (I3) und bezeichnen mit 

F~ die so erhaltene Summe. Offenbar slnd diese die sogenA,nntenP--I_gliedrigen 
n 

Gaussisehen Perioden in der Kreisteilungstheorie. * 

Bezeiehne ~ due Primideal 

(I4) lo = q --  I 

in K. Es ist wohlbekannt, dass fiir die Gaussische Summe 

p 

( I~)  / " =  I + 2I "~ Z ~ "  

Die Restklassen sind dabei im Ring der ganzen rationalen Zahlen zu bilden. 
Insbesondere ist  F ~ die Summe der p~, wobei k die n. ten Potenzreste mod/9 mit  o <  k < p  

R 

durchl~uft, und ~hnlich h~ngen die iibrigen F ~ mit  den Nebenklassen der Potenzreste zusammen. 
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oder auders 

[ , 0  i~/ = ~ 1 ( / /  
(~6) r = .. ~ x p l  

die Teilbarkeitseigensehaft 
p--I 

(~7) ~-~ I I r  ~ 
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gilt. Die angekiindigte (zweite) Anwendung wird zeigen, dass es sich in ( I7)um 

eine bisher unbekannte Maximaleigenschaft yon F handelt. 

Wi t  sehen aus (r6), dass 1" so entsteht, dass man die Einheitswurzeln 

(-;) o~(i= I . . . .  , p - - I )  je mit dem Faktor ( = +  I) versehen addiert. Man kSnnte 

erwarten, dass es unter allen Summen 

(I8) B = q + O 2 + "'" +-- e p-1 

(deren Zahl zv-2 ist) aueh solehe gibt, die dureh eine hShere Potenz yon l~ als 

F teilbar sin& Noeh allgemeiner betraehten wir Summen yon der Form 

(x 9) B,. = O ~, +_ r +__... +_ e~, �9 (x~ = i; p 4 x , , , . . . ,  Xr ; r <= p - -  ~) 

mit mod p verschiedenen x ~ , . . . ,  x~, und dann sind wieder allgemeiner die Sum- 

men yon der Form 

(~o) _~ = e ~, + e~  + .  + e ~  (x, = o) 

mit beliebigen x_+,..., xp. ~ Uberraschenderweise n i m m t / "  unter alien diesen 

Summen eine extreme Stellung ein nach dem folgenden: 

p-- 1 
Satz 5. Es gilt l ~ i l  /1 nur fiir 

( 2 I )  _~ = I + 2 F ~  -~/~-- I + 2 r ~  ( =  - -  / ' ) ,  

(zz) A -~P +----!I + / '~ (=  �89 + I')), z / =  p + i  + V~(-~ �89 
2 2 

p--1 
und sonst ist O-q-X A ,  wenn man yon den trivialen Ff l len  _4-~ o, p absieht, a 

Insbesondere fiir die B~ gilt sogar der: 

Satz  6. B~ ( r ~  p - - I )  ist h5chstens dutch p~. teilbar) 

Noch spezieller ist B u n t e r  den Br stark ausgezeiehnet dureh den folgenden: 

: ~aX [I b~ beze ichne t  :.:.aX[b, a x + l  )( b~,. 

2 Addie r t  m a n  n~imlich I q- p q- �9 . .  -b 0 p-I -~ o zu Br,  so e r sche in t  l e t z te res  in  der  T a t  in der 
Form (20). 

3 In  d iesen  zwei  F~l len  s i nd  die x i paa rwe i se  i n k o n g r u e n t ,  bzw. a l le  kongruen~  o rood 2V- 
4 Hie rzu  i s t  zu  bemerken ,  da s s  t r iv ia le rweise  p ~ Br  ist ,  w e n n  die A n z a h l  der  ~-t- �9 u n d  ~-->~ 

Zeichen in  (I9) ve r sch ieden ,  i n sbesonde re  also w e n n  2 J( r ist .  ~ h n l i c h e s  bez i eh t  s ich  auch  a u f  die  B.  
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p--1 

SA.tz 7. Abgesehen yore Fall B = 1 ̀0 - - 1  ..,(= l") mit p~2 ii B ist B h6ehstens 
p--1 1)--1 

dureh p~-  teilbar. Dann u ,d  ,ur  dann ist p-~-IIB, we, n 4 1 p - - I  und 

(23) B = ( r  ~  + ( r l  - -  : , ) '  

ist. 
Endlich geben wir Satz I auch folgende iiquivalente Formulierung: ~ 

Satz 8. Das System der P - - 3  Gleichu~gen 
2 

t 

(24) x~  + . . . +  x i 
p - I  �9 "~ 2 

in den p - -  I Unbekannten x l , . . . ,  xp-1 hat im KSrper P (abgesehen yon der Reihen- 

folge der xi) nut seeks L6sungen, das sind die (mit Multiplizitdt gereeh~eten) Null- 

stellen der seeks Poly~ome (2). 

Die S~tze I, 2, 3, 8 und auch Satz 4 lassen sich leicht durch Kongruenzen 

fiir den Modul p ausdriieken. 

Alle unseren SKtze gestatten wahrscheinlich versebiedene Verallgemeinerungen. 

w 2. B e w e i s  der Sittze 1, 2. 

Fiir ein P-Polynom 
�9 . > m _ - > o )  

nennen wir n - - m  die Senku~g yon f (x) .  Offenbar ist die Potenz f i (x )  (fiir pt-i) 

und die Ableitung f ' ( x ) ( f i i r  pXn, m; r e > o )  yon derselben Senkung wie f (x) .  

Wit  beweisen Satz I. Es ist klar, dass die Po]ynome (2) in lauter lineare 

Faktoren zerfallen (in /)) und yon der Form (I) sin& Nehmen wir umgekehrt an, 

dass (I) gilt, und dabei f (x )  in lauter lineare Faktoren (in P) zerfgllt. W i t  haben 

zu beweisen, dass f (x )  eins der Polynome (2) ist. 

Neben f (x )  fiihren wir das Polynom 
p + l  

(25) f ( x ) = x f ( x ) = x P  + yx  2 + . . .  

ein und setzen 

(26) f (x)  = x '  --  x + ~ (x). 

Bezeichne n den Grad von g0(x). Dann ist nach (25) 

(z7) n _-< p + 
2 

1 Schre iben  wi r  ku rz  i fiir F i  u n d  se t zen  pn ]1 B, so s e h e n  wi t ,  dass  das  M a x i m u m  n = p - - I  
4 2 

p - - I  
fiir B = 0 + 2 - - I - -  3 u n d  das  - zwe i t e~  M a x i m u m  n - -  fiir B = o +  I - - 2 - - 3 ,  0 + 3 - - I - - 2  e in t r i t t .  

4 
Vgl. Fussnote S. 282. 
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Da in den F~llen 9 ( x ) =  o, x nach ( 2 5 ) f ( x ) =  x ~ ' - - x ,  bzw. xV ist und diese Po- 

lynome unter (2) geh5ren, so diiffen wir naehher 

(28) ~ ( x )  ~ o,  x 

annehmen. 

Nach der Voraussetzung gilt eine Zerlegung 

(29) f ( X )  -~ (X - -  Xl)e' . . . (X - -  Xk) e~, 

wobei xl . . . .  , xk alle verschiedenen Nullstellen yon ] ( x )  (in P) bezeichnen. Da 

naeh (26) f ' ( x )  = - -  x + 9v' (x) ist, so folgt 

.fix) 
(30) (x - x l ) _ :  : (x  - xk) - I + ~'(x). 

Die rechte Seite ist naeh (28) (wegen ~ ( o ) =  o) ~ o, und so ergibt (3 o) 

(3I)  p - k =< n - i .  

hndererseits  ist jedes x,. naeh (26) eine Nullstelle aueh yon ~ ( x ) ,  woraus 

(32) (x - x l ) . . .  (x  - xk) f ~ ( x )  

folgt. Dies ergibt weiter (wegen (28)) 

(33) k < ~. 

Die drei Ungleiehungen (27), (3I), (33) haben zur Folgerung 

(34) n ~ k : p + I 
2 

aueh muss in ihnen fiberall >~-----~ gelten. Dann stehen in (3 o) und (32) beiderseits 

Polynome yon gleiehem Grade, und so entsteht naeh Multiplizieren 

~ ) ( x )  = ~ ( x ) ( -  ~ + ~'(~;) 

mit irgendeinem Element a ( ~  o) yon P. Hieraus erbalten wir naeh (26) 

(35) 2 a x V - -  2 a x  + (2a § 2)~(x) = (~(x))'. 

Da ~o(x) naeh (32) und (34) wenigstens zwei verschiedene lqullstellen hat, so 

enthglt es wenigstens zwei nichtverschwindende Glieder. Ffir solche Polynome 

haben wir oben die Senkung definiert. Da ~v(x), ~ (x) ,  (~(x))' yon gleicher Sen- 

kung sind und die linke Seite yon (35) nach (34) eine Senkung ~ p - - I  hat, so 
2 

gilt das gleiche auch fiber ~(x). Das ergibt nach (25), (26) 
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p + l  
(36) r (~) = ~ -  + ~ x  

mit  einem Element  f l ( r  o) yon /). Setzen wir dies in (35) ein: 

p + l  p+3 
2 axp : c,x + (5 a + 2 ) (7x  ~ + ~ x ) =  ( 7 ' x , + ' +  ~fl~,x--V + fl~x2) '. 

Naeh Ausf i ihrung der Differenziation ergibt sich durch Koeff izientenvergleichung 

(wegen ~, ~ o): 

2et-----72, 2 a +  2 = 3 / 3  , - -a+af lT t3~- - t~* ' .  

Aus der  le~zten Gleichung folgt  fl---- I oder fl = a. Im ersten Fall ist (2 a = I) 7 ~--- I, 

im zweiten Fall  ( a =  2)73----4. I m m e r  ist also • 7-~f l -~  I, 2, und so haben wir 

nach (36) 
p + l  p + l  

(x)-~_+ x ~ + x  oder • 2 x : V +  2x. 

Dies ergibt  nach (25) und (56) 
p - I  p - I  

f ( x )  = X p-1 ~--~ X 2 o d e r  x p - I  + 2 x ~ - ~  + I .  

Diese Polynome gehSren unter  (2), womit  wir Satz x bewiesen haben. 

Fiir Satz z ist zuniichst klar, dass die Po lynome (4) yon der Form (3) 

sind und in lauter  verschiedene l ineare Faktoren  (in P) zerfallen. Nehmen  

wir umgekehr t  an, dass ein Polynom g(x) yon der Form (3) in lauter  verschie- 

dene l ineare Faktoren  (in P) zerffillt. Offenbar sind alle Nullstel len yon g(x) 

(deren  Zahl P - -  I- ist)  ebenfalls Nullstellen v~ 2 

p--1 p--1 
(37) (g(x) - -  ( x - V - -  I)) (g(x) --  ( x~-  + I)). 

Der  Grad dieses Produkts  ist nach (3 )g le ich  2 n ( ~ - ~ ) ,  und so muss 

(38) n = p - x  ( 4 l p -  I) 
4 

sein, aueh kann (37) nur  in 

Setzen wir zugleich 
p--1 

(39) g (x) = x 2 + .q (x) 

so folgt 

(40) 

einem konstanten  Fak to r  yon g(x) untersche iden .  

p--I 
(g(x) -~ 7 x ~ - + . . . ) ,  

p--I 
- / x . 0 ' ( ~ ) - -  I = y 2 ( X  2 + g~ )). 
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Die Senkung der rechten Seite ist P - - i  , und dann gilt dasselbe fiber ~ (x). Hier- 
4 

aus folgt nach (39) 
p--1 

(4I) (x) = r + 

m i t a  # o. Setzen wit dies in (40) ein, so bekommen wir durch Koeffizienten- 

vergleichung 
2 a  ~ ,  a ~ -  I ~ a~ s. 

Dies ergibt a ~+ I : o ,  7 ~ : ( a + I ) ' ,  ~ , = + ( a +  ~). Nach (39), (4~) ist dann 

p--1 p--1 
(x) = ( x T  + ( x T  + .). 

Da a = d - a  (mit a ~ I) ist, so ist g(x) yon der Form (4), womit wir Satz 2 

bewiesen haben. 

w 3. Beweis des Satzes 3. 

Dem Beweis yon Satz 3 schicken wir folgende Bemerkung voran. Addieren 

wir zu den Gliedern des Systems (5) ein (yon i unabhiingiges) lineares Polynom l(x), 

so behalf die Anzahl N auch fiir dieses neue System 

l~(x)+l(x) ( i = o ,  +_ I , . . . ,  + ~ )  

ihren Wert. Nehmen wir insbesondere l(x)=--lo(X ), so sehen wir, dass man sich 

im Satz 3 auf den Fall 

(42) 1 o (x) -~ o 

beschr~nken dart. 

Vorliiufig wollen wir nur beweisen, dass die Annahme (6) die Gleichungen (7) 

zur Folgerung hat. Die iibrigen Behauptungen des Satzes werden sich dann leicht 

beweisen lassen. Setzen wir ffir die yon lo(X ) (= o) verschiedenen Glieder yon (5): 

(43) l , ( x ) = ~ x  + ~ (i=+_ I . . . .  , + P~2 I) �9 

Aus der Annahme folgt, dass dieses System an wenigstens p - - I  Stellen x in alle 
2 

Elemente ( ~  o) yon zP fibergeht. 

Wir  werden wiederholt den Kunstgriff anwenden, dass wir x dureh x + y 

ersetzen, wobei y ein beliebiges Element yon P ist, und dann gilt das eben ge- 

sagte auch fiir 
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(44) 

s tar t  (43). Hie raus  schliessen 

wiihlen, woffir 

(45) 

= r + (e.iy + ~i) [(i = +__.I . . . .  , +--- l l --  ~_I_) ll(x + y) 

wir zuniiehst so, dass wir  ein geeignetes y =Yo  

~ = a i Y o + f l ,  ( i - ~ + I , . . . ,  _+P---I)2 

alle verschiedenen Elemente  ( #  o) yon P sind - -  ein solches Y0 gibt  es naeh dem 

fiber (43) gesagten - -  wir setzen (45) in (44) ein, dann geht  

(46) ~,~§ (i=• *__~) 
an wenigstens P - - 3  Stellen x ( #  o) in a]le Elemente  ( #  o) yon P fiber. Dasselbe 

2 
gilt  auch ffir 

(47) t ~ x + a i  ( i = _ +  I , . . . ,  + ~ )  

s tar t  (46). (Das  sieht man so ein, dass man (46) durch x dividiert,  was offenbar 

ges ta t t e t  ist, und  nachher  x1 durch x ersetzt . )  Nach dem obigen Kunstgr i f f  

( m i t P - - 3  s t a t t P ' I )  n immt  das S y s t e m 2  2 

(,_-• 
ffir jedes  y in P an wenigstens P - - 3  Stellen x alle verschiedenen Elemente  ( ~ o )  

2 
yon P an. Das ist i iquivalent damit,  dass das Gleiehungssystem 

(48) Z ( ~ i x  + (/~Y + ai)) k-~ { o (k = I  . . . . .  p - -2 ) ,  
, - I  (k = p -  I) 

fiir jedes  y in P wenigstens  P - - 3  LSsungen x in P h a t )  Ffir k ~ P - - 3  ist aber  
2 2 

der  Grad  yon (4 8) (ffir x) kleiner  als P - - 3 ,  insbesondere ffir k-----P--3 deshalb,  
da wegen (45) 2 2 

/j = o  
i 

1 ~] (sp~lter II) bezeichnet die Summe (das Produkt) iiber i = • I . . . . .  _ p -  I Zu (48) ist 
i i 2 

zu bemerken, dass sich nach den Newtonschen Formeln die elementarsymmetrischen Funktionen 
yon den Elementen x I . . . .  ,xn (n<p)  in P und die Potenzsummen x ~ + . . . + x ~  (k~-I . . . .  ,n) 
einander gegenseitig bestimmen. (Hiervon ist eine Folgerung die J~quivalenz der Slitze I, 8). Sind 
weiter die xt . . . . .  xn (n = p  -- I) alle verschiedenen Elemente (# o) yon _P, so ist diese Potenzsumme 
o ( k < p - - I ) ,  bzw. - - I ( k = p - - I ) .  



Polynome in endlichen Primkiirpern. 283 

gilt. Also verschwindet die linke Seite yon (48) fiir k < P ~ 3  bei jedem y in P 
2 

(und unbestimmtem x) identiseh. Insbesondere folgt fiir das konstante Glied 

~,(~Y+ai) ~ ' ~ - 0 ~  ( k =  I , . . . , P 2  3) 

mir jedem y in P. Dies is~ i~quivalent mit dem Verschwinden der ersten P--3 
2 

elementarsymmetrischen Funktionen der ~y  + at, d. h. der Koeffizienten yon 
p+_~l 

xp- l , . . . ,  x 2 im Polynom 

H + .,1)= + . . . .  

t 

Da dies in lauter lineare Faktoren in :P zerfii.llt, so folgt aus Satz I das Bestehen 
einer Gleiehung 

(49) H (x (fl, y -+ a~')) XP~ -lt P-' P-' - -  ' = ( X - 2 - - -  I)U (X~--) + I)V (t  + U + V =  2) 
i 

fiir jedes y in P. Wir unterscheiden folgende zwei Fiille: 

I) Zuers~ betrach~en wir den Fall, in dem alle ~ gleich sind (wegeu (45) 

sind die ~ yon o verschieden). Dann gibt es ein Yl in P mit 

c,i: fl~yt ( i = +  1,... ,  +__ P: ' - ) .  (5o) 

Andererseits kSnnen wir naeh (45) den lt(x) eine solehe Reihenfolge geben, dass 

(51) / ~ = i ' a ,  ~_,=i ' f l  ( i = I , . . . ,  P 2  I) 

gilt (hierzu sind irgendzwei Elemente a, fl in P mit z(a)-~--Z(~) geeignet). Aus 
(So) und (51) folg~ noch 

( (52) a L = i ~ y ~ ,  ~ - i = i ~ y ~  i =  I , . .  - -  �9 

a~ wenigsl;ens zwei versehiedene Werte 2) Im anderen Fall kommen unter den fl~ 

vor, die wir in der Form --y~, --Ys aunehmen. 
beiden Systemen 

(53) ~;v~ + a,] 

(54) fl',Y, + a, 

Das hat zur Folgerung, dass in 
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die o vorkommt, und  beide haben auch ein yon o verschiedenes Element. Aus 

(49) folgt, dass es in beiden Systemen (53), (54) genau p - - I  yon o verschiedene 
2 

Elemen~e gibt, und diese eben die l~ullstellen yon dem einen der Polynome 
p ~ l  

x 2 • I sind, wobei fiir beide Systeme jedes Vorzeichen mSglich ist. Dabei 

lassen sieh die Nullstellen yon ]edem dieser Polynome dutch i"a {i----I,. P- -~t  
2 ] 

angeben mit einem a ( # o )  in P. Zun~ehs~ ffir (53) gilt dann bei passender 

Reihenfolge der l~(x): 

(55) fl~y~ +a~ = i ' a }  ( p - -~ )  
i--~- I, . . - -  �9 

(56) f l ' - i y ~  + cc_~ = o "' 2 

kSnnen.) Nach (55), (56) geh~ (54)in 

K 

(58) Y-,(u.,-v,) ' ' ~ 

fiber. Dn. (58) aus lauter yon o versehiedenen Elementen besteht, muss nach 

obiger Bemerkung bei passender Reihenfolge der 1-~(x) i =  I , . .  - -  
"~ 2 

~ ' '  2 ] (60) y ,  (y, - y~) 

gelten, wobei f l (#o )  ein Element in P ist. 
I 

der Bezeichnung y~-- 
Ya - -  Y~ 

Aus (53), (54), (59), (60) folgt mit 

=-- i~ay4 ,  a~=* ay~y~, ~-~-~i~fly4, a - i=- - i~ay3y~  i - - z , . .  - -  �9 

Naeh diesen Gleiehungen und naeh (51), (52) haben wir in beiden F~llen 1), 
2) Zusammenh~nge yon der Form 

(6~) ~ , - -  i ~ ,  ~ = i~3; 

mit festen Elementen ~, fl, ~, ~ in P. 

a - i = i ~ ? '  # ' - i = i ~  ( i = I ' "  p---~I) ' ' '  2 

Da endlich nach (45)#i = f l ; - - a i y o  ist, 
woraus nach (43) l~(x)= aix + (~--atyo) folgt, so gel~en nach (6I) in der  Tat 

Gleiehungen yon der Form (7), womit wir den ersten Tell des Beweises beendet 
haben. 
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Den noch fibriggebliebenen Teil des Satzes erledigen wir so, dass wir die 

a, fl, Z, ~ bestimmen, ffir die (6) gilt, und zugleieh berechnen wir auch den genauen 

W e r t  yon N. Offenbar ist  nach (7) N = o ,  wenn a = f l - - o  oder ~ , - - - -d~o  ist, 

und  so schliessen wir diese F~lle gleich aus. 

Das System (7) geht  fiir ein x in P dann und nur  dann in alle verschiedenen 

Elemente  yon P fiber, wenn g (a x + ~)Z (7 x + ~) - - - -  I ist. Hieraus folgt  

(62) .LY I = ~ Y,' ( ~ -  z(<~ § ~<r~ + ~;)), 
X 

wobei man fiber die x in P mit  Ausnahme yon 

(63) (ax + fl)(yx + el) ---- 0 

zu summieren hat .  Bezeiehnet N 0 die Anzahl  der LSsungen von (63), so folgt  

aUS (62) 

(64) N= ~(p--No- ZZ((ax + fl)(yx + J))). 

Sind Z, #, �9 beliebige Elemente  in P mi t  J : / ~ - - 4 Z ~ ,  so gil~ nach Jaeobsthal  ~ 

- z (z) (z, ~ ~ o), 

~,X~ t_ l~X..{_ 1~)= ( p - -  I)%(Z) (Z ~ 0 ;  x~r  
o (;~ = o; ~ o ) ,  

% (~) (z = ~ = o). 

Se~zen wir bier ,~=aT, ,a=a~ +fiT, ~'~-fl~ (,d=(a~--flY) ~) ein, so bekommen wir 

~ z ( ( a x  + # ) ( 7 x  + ~)) = 

- % ( ~ z )  
( p -  ~)%(.z) 

0 

p%(#~) 

(a~, ~ o; a~ - -  fl~, ~ o), 

( ~  o; ~ - f l ~ =  o), 

(a~, : o; ~ + fl~, ~ o), 

( ~  : o; a~ + fl~, : o). 

Entsprechend ist N o ~ - 2 ,  I, I, o, also nach (64) bzw. 

P - ' ( I  (~)) ,  P - ~  P S T =  I (p  - -  2 -F % (g y)), ~ -  - - Z  , (I - -  %(fl(~)). 

1 n. JACOBSTHAL, Anwendungen einer Formel aus der Theorie der Quadratischen Reste, 
Dissertation Berlin I9o6 , S. 29o. Im Grunde handelt es sieh um die Formel 

p - l  (x~_F~ { - - I  (.p,c), 
8c= Z = �9 =0~ P / p - i  (plc). 

(m'+ e / "---!1 
Ein einfaeher Beweis entsteht so. W e g e n - 7 - 1  ~ (x~-F c )2  (rood p) bekommt man leieht 

3c ~ - I (rood p), hndereraeits ist  I 8e [ <-- p, und 2.~So(p.~c), bzw. 21Sc(p [ c). 
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Im ersten, zweiten und vierten Fall  finder (6) bzw. fiir und nur  fiir 7.(a7)= I, 

g(aT) = -  I, g ( { / d ) = - - I  start,  und so sind alle Piffle mi t  erfiilltem (6): 

[ � 8 9  , )  (z(,~7. ~ - -  , ;  ~ - ~ r  # o), 

N = .!' p - ~ (z(a~,)  = - ~; . ~  - r = o),  

1�89 r) (,~7 = o ;  ~ + ~7#o), 
(~ ,=o ;  z (#a )= -  ~; ~a + flT-~o). 

Der erste und dritte Fall ergeben zusammen eben Fail ]) im Satz 3, der zweite 

und vierte geh~ bzw. in Fall 2) und 3) fiber, und so haben wir Satz 3 bewiesen. 

w 4. Beweis des Satzes 4~. 

Im  Fall  p = 2 ist  Satz 4 trivial, deshalb nehmen wir p _>--3 an. 

zwei Basiselemente A, B yon (~. Dann  liisst sich 

Wiihlen wir 

p--1 

(6s) ~ = ~ A ~' B '~' 
i=0 

p--1 

(66) R = , ~  A r' B ai 
/=0 

annehmen (hier bezeichnet Y~ nicht  die Summe sondern die gereinigungsmenge) ,  

wobei wir fiir die Exponenten wieder Elemente  des RestklassenkSrpers P genom- 

men haben. Die Gleichung (I2) diirfen wir in der Form 

p - 1  p - I  

( E + d + * a p-  ' ) ( E + ~ + + B P -  ' ) = ~ ,  A ~' B '~' Y ,  A " B ~' 
i=O i=O 

schreiben. Ersetzen wir A, B bzw. durch Q~, q, wobei x ein beliebiges Element  

yon P i s t .  Dann  ents teh t  eine r ichtige Gleichung (wobei E wieder das gewShn- 

liche Summenzeichen ist). Da der zweite Fak tor  links verschwindet  (fiir x = o 

verschwinde~ nur  der zweite Faktor),  so folgt  

p - 1  p - 1  

Z e ai x+fli" Z e 7i z+d/ = O. 
i~0 1=0 

p + i  
Da x insgesamt p Wer te  fiihig ist, so gibt es Werte  yon x, fiir die z. B. 

2 
der erste Fak tor  verschwindet,  d. h. 

(67 ) a~.x + fli (i ---- o , . . . ,  p - - I )  
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A,o.B,~o, A,o+~ B~o+~, A~o+,'~ B~o+,~a 

d. h. A-~~176 besteht aus den Elementen 

~87 

in alle versehiedenen Elemente yon P iibergeht. Mit Anwendung yon Satz 3 

auf dieses System (67) folgt, da jetzt N>= p +  I i s t ,  dass es (abgesehen yon der 
2 

Reihenfolge) einem System 

(68) lo(X), Zo(~)+ i , (ox + ~'), ~o(X)+ ,:'(~,x + ,~) ( i  = , , . . . ,  ~'~'-) 

gleieh ist mit lo(x ) = aoX + flo, uncl fiir die ~, ~, 7, ~ muss dabei Fall 2) oder 3) 

yon Satz 3 vorliegen. Hier sind die Koeffizienten yon x und die konstanten 

Glieder die Exponenten yon A bzw. B in (65), und so besteht ~ aus den Ele- 

menten 

( (69) E,(A~B~) ", (A~B~ '~ i = I , . .  P- -  

Im Fall 2) gilt 3 = a z ,  c?=a  7 mit einem z in P, und dabei ist g (aT)=- -x .  

Dann schreibt sich (69) so 

E,(AB~) '~, (ABe)"7 ( i = x . . , p - - x )  

Die i~a, i~7 durehlaufen alle Elemente ( ~  o) yon xP, und so ist dieser Komplex 

nichts anderes als die durch A B  ~ erzeugte Gruppe. 

Im Fall 3) ist a----7----o, Z( t~6)=--x,  und dann ist (69) die dureh B er- 

zeugte Gruppe. 

In beiden ff~llen ist ~ eine Nebengruppe einer Untergruppe yon (~. Da abet 

E e ~ ist, muss ~ eine Untergruppe yon (~ sein, Satz 4 ist richtig. 

w 5. B e w e i s  d e r  S i i t z e  5 ,  6 ,  7 .  

Wir schicken voran den: 

Hilfuatg.  Es sei p :> 3 und 

(zo) P = ~ (,. > o) 
/ = 1  

eine beliebige ganze Zahl des Kreisk&~ers K,* wobei wir die Exponenten xi als 

Elemente des Restklassenk6rpers t ) annehmen. Dann und nur dann gilt 

(7 ~) (~ - x)" i P (o < .  < p), 

x Ist ngmlich P = a o 4 - a l o 4 -  " ' '  + a p - ~ O  p-2 mit ganzen rationalen a i ,  so addiere man 
I + .o + �9 . .  + OP-1 so oft, bis nur nichtnegative Koeffizienten auftreten. Dann gi l t  (70). 
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weuu 

(7z) 
und 

(73) 

/st, welches 

plr  

f(x) = ( x -  x , ) . . .  ( x -  x,) = x" + r z ' - "  + . . .  

letztere bedeutet, dass f ( x )  eine Senkung > r hat  (ode; f ( x )  = x r i 8 0 .  

Offenbar sind die zwei Bedingungen 
G leichungssysteme 

(72), (73) liquivalent jedem der Jblgenden 

r 

Z ~ (k o, , ,  (74) x/ = o  = . .  - -  I), 
i=1  

r 

Den Beweis dieses Hilfssatzes fiihren wir in seiner dr i t ten (mit (75)aus-  

gedriickten) Form aus, weiter  nehmen wir hierzu die Exponen ten  xi als positive 

ganze Zahlen an, was offenbar ges ta t te t  /st, aber  dann t r i t t  fiir (75) die Kon- 

gruenz 

( 7 6 )  k " ~ "  O ( r o O d  p )  ()~ = O, . . . ,  ~ - -  I )  

ein. Im Fall  n----- I /st der  t t i l fssa tz  riehtig, da dann sowohl  (7I) als auch (76) 

dasselbe /st wie p lr. I m  iibrigen Fall n ~ 2 nehmen wir die Richt igkei t  des 

Hilfssatzes f i i r n  - -  I (stat t  n) an. Dann  und nur  dann gilt (7I), wenn Q--  I I P  

und (0 - -  I) "-1[ t P /st. Von diesen B e d i n g u n g e n / s t  die erste - -  wie wir schon 
i 

I Q - - I  

bemerk t  haben - -  nichts  anderes  als p I r, und deshalb liisst sich die zweite wegen 
! I 

n < p  dureh (Q--l)  ~-1 - ( P - - r )  ersetzen. Die reehte Seite /st wegen (7 ~ ) I q - - I  

r xi--1 

Z Zr 
~'=1 j=0 

Nach der I n d u k t i o n s a n n a h m e / s t  also die no twendige  und hinreichende Bedingung 

von (7I): 

p i t ,  - o ( r o o d  p )  (k = o,  . .  ~ - z).  
t = 1  k "~ 

( x ~  ~, womit  wit  den Hil fssatz  bewiesen haben.  Die innere S u m m e  ist k +  
! 
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p--1  
Zum Beweis yon Satz 5 nehmen wir an, dass fiir (20) O ~ - ] A  gilt. 

folgt  nach  dem Hilfssatz  ffir die Exponen ten  xi in (2o): 

Hieraus  

p + l  

( z -  ( x -  + + . . .  

mit  einem 7 in P.  Wegen  x~ = o li~sst sich hierfi ir  
p- - I  

- -  . . .  - = + + ... 

schreiben. Hieraus  folgt  nach Satz I, dass die l inke Seite eins der Po lynome (2) 

sein muss. Ent.sprecbend ents tehen eben die im Satz 5 genann ten  sechs F~lle 

fiir M, und so ist die Rieh t igke i t  dieses Satzes klar.  

Satz 6 brauehen wit  n u t  fiir den Fall  zu beweisen, wo 2 I t  und es in (19) 

gleichviel ~ + >~ und ~-->; Zeichen g ib t?  Addieren wir  dann I + ~ + -.. + 0 p-~ ( =  o) 

zu B~, so geht  Br, wie schon bemerk t  wurde, 2 in ein _4 fiber, das wir  wieder  in 

der Form (2o) annehmen.  Dabei  gibt es je tz t  un te r  den Exponen ten  xi genau 
I" 

p - - -  verschiedene. Diese sind Nulls tel len yon 
2 

(77) f ( x )  = ( x - -  xl) ' " (x - -  xp) = x~ + . . .  

also auch yon 
f ( x ) -  x ~ + x .  

Folgl ich ist dieses Po lynom Inindestens vom Grade 2 ) - - - '  und so hat  f ( x )  eine 
2 

Senkung  ~ r .  Hie raus  fo lg t  nach dem Hil fssa tz  die Rich t igke i t  des Satzes 6. 
2 p--  1 

Zum Beweis yon Satz 7 nehmen wir p q - I B  an, woraus folgt, ~ dass es in 

(~8) gleiehviel ~ + ~ und >~--~ Zeiehen gibt. Wieder  addieren wir I + Q +  --. + 0  p-~ 

zu B, dann erseheint  es als ein _4 in (2o). W i r  gebrauehen  aueh je tz t  die 

Bezeiehnung (77). Offenbar ha t  dann f ( z )  ausse r  x l =  o lauter  zweifaehe Null- 

stellen, und so gi l t  eine Gle iehung  

(78) f ( x )  = x f ' ( x ) ,  

wobei g(x)  in lau ter  versehiedene l ineare  Fak to ren  (in P)  zerfitllt. W eg en  (I8) 
p--1 

ist g ( o ) ~ o ,  g ( t ) = o .  Aus le tz te rem folgt  g ( x ) # x  ~ + I, da welter  im Satz 7 
p--1 

der Fall  B =  F ~usgeschlossen wurde, so folgt  auch g ( x ) ~  x ~ - - - I .  Wegen der 

Annahme  folgt  aus dem Hilfssatz,  dass f ( x )  eine Senkung  ~ P - - I  hat .  Dasselbe 
4 

S i e h e  F u s s n o t e  4,  S.  277 .  

2 S i e h e  F u s s n o t e  2, S. 277 .  

19 61491112 Aeta mothematica. 79 
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gilt naeh (77) fiber g(x), und so fotgt aus Satz 2, dass 4 p - - I  und g(x) eins aer 

Polynome (4)ist.  Wegen g ( I ) ~ o  komm~ dabei nur t ~ - I ( u = o ) i n  Betraeh~, 

also ist 
p - - 1  p--I 

g (x) = (~T-- ~) (~T + ~). 
p - - 1  

Hieraus folgt, dass B in (23) gehSrt. Fiir diese B gilt bekanntlich p~-ll  B, womit 

wir Safiz / bewiesen haben. 

A 
T 


