
ALGEBRAISCH-ZAHLENTHEORETISCHE BETRACHTUNGEN 
UBER. RINGE. I. 

YoN 

L. RI~DEI und T. SZELE 
in SZEGED (Ungarn). ~ 

w I. Einleitung. 

Die Polynome in einem Ring erzeugen dort zugleich eine Funktion ~, auf 

diesem Wege entstehen aber im allgemeinen nicht alle Funktionen, die sich im 

Ringe erkliiren lassen. Wir  werfen das Problem auf, dass man einen weiteren 

Ring angibt, in dem sich die Funktionen des ersten Ringes durch Polynome 

darstellen lassen. Selbstverst~ndlich verlangen wir eine einfache, gut  brauchbare 

,,Darstellung". Wir werden ein Prinzip angeben, das unter Umsti~nden ermSglicht 

unser Problem auf eine gewisse Art zu 15sen, die an Einfachheit nichts zu wiin- 

schen iibrigli~sst. Als Anwendung werden wir dann die Frage in einem einfachen, 

fiir die Algebra und Zahlentheorie gleich wichtigen Fall ausfiihrlich untersuchen, 

teilweise - -  und zwar den Restklassenring rood pe (s. unten) - -  mit vollem Erfo]g. 

Zu unseren Untersuchungen haben einige friiheren Arbeiten yon mehreren Autoren 

eine Anleitung gegeben, worauf wir spi~ter unten zu sprechen kommen. 

Immer bezeichnen R, S, T, U einen Ring, insbesondere K den K5rper der 

rationalen Zahlen, G den Ring der ganzen rationalen Zahlen, K (n) einen alge- 

braischen ZahlkSrper n-ten Grades fiber K, (~tn) den Ring der ganzen Zahlen yon 

1 An dieser ersten und der spiiteren zweiten Mitteilung hat der erste (R~:DEI) bzw. zweite 
(SZELE) von LlnS den vorwiegenden Anteil. 

Bekanntlich sind die Ringe die allgemeinsten Mengen (Strukturen), in denen man Polynome 
zu erkliiren pflegt. Meistens schreibt man dabei die Existenz des Einselementes vor, yon dieser 
Einschriinkung kann man sich frei machen, so dass man einen Oberring mit  Einselement zu Hilfe 
n immt und nut  die Polynome in diesem betrachtet,  deren Koeffizienten im gegebenen Ring liegen. 
Dagegen beschriinken wir uns auf kommutative Ringe, da sonst zwischen den Polynomen und den 
durch sie erzeugten Funktionen kein einfacher Zusammenhang (keine homomorphe Beziehnng) 
besteht  (s. unten). 
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K('), p eine Primzahl,  m ( ~  2), e natfirliche Zahlen, (m) das durch m erzeugte Haupt-  

ideal in G, K~, den Ring yon den rat ionalen Zahlen, deren Nenner  nur  Prim- 

faktoren yon m enthiil t  (hierbei kommt  es nur  auf  die verschiedenen Primfak- 

toren von m an), p ein Primideal  und r ( ~  o) ein Ideal  in K (~), ~{(")(r)--~ G(~)/~ 
den Restklassenring yon G (~) mod r, insbesondere (,~(~)(m) : ) ~  (m) den Restklassen- 

r ing yon G rood m - -  dieser wird uas am meisten besch~iftigen, den wir deshalb 

kurz den Restklassenring mod m nennen - -  und ~ (p~) den endlichen KSrper mit  

pe Elementen,  der bekannt l ich auch ein Spezialfall von ~<')(r) ist, und zwar ist 

jeder ~(")(O) ein ~(pe).s 

Wir  wollen fiber ~(,/(r) einiges bemerken. Dieser ist bekannt l ich die direkte 

Summe aller ~(~)(Oe)(O~!ir), insbesondere ist  ~(rn) die der ~{(p~)(p~iim). Selbst 

~(') (O e) ist fiir e ~ 2 im allgemeinen von verwickelter Struktur ,  die unseres Wissens 

noch nicht  vSllig bekannt  ist. 4 Wir  lassen den allgemeinen Fall  ausser Acht  

und  betrachten nur  die erw~hnten Spezialf~ilie ~(p~), ~ (m). Diese sind yon aller- 

e infachster  S t ruktur  unter  allen Ringen,  wean man you den sogenanaten Zero- 

Ringen mit  lauter  verschwindenden Produkten  absieht. 5 0 b e r  O~(m) bemerken 

wir nocb, dass die in 5 gesagten Eigenschaf ten  charakter is t isch sind, und so gilt  

neben der obigen, etwas komplizierten, , ,zahlentheoret ischen" Definition auch die 

viel eiufachere, (abstrakt-), ,algebraische" Definition: ~(m) ist ein endlieher Ring 

mit  Einselement und  zyklischer addit iver  Gruppe. ~ Trotzdem werden wir hiervon 

keinen Gebrauch machen kSunen, sondern wir werden eine LSsung unseres Pro- 

R ~  S bezeichnet  die I somorph ie  zwisehen R u n d  S. In allen unseren Fragen siad iso- 

morphe  Ringe gleichberechtigt .  R ~  S bezeichnet:  S ist  h o m o m o r p h  zu R, wir  sagen hierfiir auch:  

R is t  hom om orph i uve r s  zu S. Mit R ~ S deukeu wi t  immer  auch sehon eine feste h o m o m o r p h e  

Abbi ldung  yon R auf  S mi t  angegeben.  Insbesondere  is t  dann auch das Ideal  I (der Homomor-  

phiekern)  derjenigen Elemente  yon R mi tbes t immt ,  die auf o abgebildet  werden. Bekanntl ieh gil t  

fiir den eu tsprechenden  Res tk lasseur ing  R / I ~  S, und  umgekehr t  bes teh t  ffir jedes Ideal  I yon k 

eine Homomorph ie  R ~ R / L  - -  Mit R + bezeichnen wir die additive Gruppe  (der Elemente)  yon 

1~. ,,axllb '' bezeichnet  ,,a z I b, a x+ l X b". 
4 Es ist  sogar  schon %n)(pe)+ nicht  ganz leicht  zu iiberblicken. 

Zwischen diesen bekannten  Ringeu bes teh t  folgende merkwiirdige , ,Dualit~t": ~ (pe), ~R(m) 
sind endliche Ringe mi t  Eiuselement ,  die mul t ip l ika t ive  Gruppe  der yon o verschiedenen Elemente  

des ersten, bzw. die addit ive Gruppe  aller E lemente  des zweiten is t  zyklisch. Zwischen den un- 

zerlegbareu Bestandtei len ~ (pe), ~ (pe) ist  auch noch gemeinsam,  dass die E lementenzah l  beidesmahl  

eine (beliebige) Pr imzahlpo tenz  ist. Trotzdem werdeu sich diese Ringe in Betracht  u n s e r e s P r o b l e m s  

s tark  abweichend verhal ten.  Eine  A u s n a h m e  macht  e ~ I, da ~ ( p ) ~ R ( p )  ist. 

6 Bezeichne niimlich R einen solchen Ring m i t m  Elementen  und  dem Eiuse lement  ~, welter  

set ex ein erzeugendes E lemen t  yon R.  Dana  sind die i a  (i = o, . . . ,  m - I) alle Elemente  yon R, 

u n d e s  gil t  a l lgemein i a  = j a  ( i  ~ j  (mod m)). Insbesondere  set e = r a .  Wegen a = ae  = r a  ~ muss  

(r, m ) =  x gelten, und so ist  se lbst  e ein erzeugendes Element .  Da i e . j e  : i j e  ist, so s ieht  man  

schon R : :  ~ (m) ein. 
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blems fiir ~(m) ~uf einem Weg  sue, hen (bzw. fiir ~(pe)f inden) ,  der  sich unmit te l -  

bar an die urspriingliche, kompliz ier tere  Definition an lehn t  (s. unten). 

Im al lgemeinen Fall  werden fiir uns die folgenden zwei Opera t ionen (und 

ihre Inversen)  yon Wich t igke i t  sein: Das t~bergehen yon R zu einem Unte r r ing  

R ~, bzw. zu einem homomorphen  Ring R ~. Beide Operut ionen haben das gemein- 

sume, dass sie eine , ,Zusammenschrumpfung"  bewirken,  weshalb wir sie fiir den 

Augenbl ick eine I-Ablei tung bzw. 2-Ableitung nennen.  Werden  sie (in dieser 

Reihenfolge) h in te re inander  ausgefi ihrt ,  so sehreiben wir hierf i i r  R 1~. Expl iz i t  

lau te t  d~s 

(~) R ~  R ~ ~ R '~, 

d. h. R ~2 ist ein zu einem Unte r r ing  yon g homomorphe r  Ring. Werden  an R 

die I- uncl 2-Ableitung in bel iebiger  Reihenfolge  endlich vielmal h in te re inander  

ausgefi ihrt ,  so en ts teh t  immer  nur  ein RI~, 7 und deshalb nennen  wir R ~e kurz 

eine Ablei tung (oder einen ubgelei teten Ring) yon Q. Da in (I) auch /~ ~ R 1 

oder R ~--  R t~ sein kann, so kommen unte r  allen R ~2 uuch die R 1 und R e vor. 

Ist  umgekehr t  / t  eine Able i tung  yon S (d. h. R ~ SI~), so nennen  wir S einen 

primitiven Ring yon R. Dieser  is~ also ein Oberr ing  eines zu R homomorphin-  

versen Ringes. Wieder  kommen unte r  diesen ~lle Oberr inge und homomorphin-  

versen Ringe vor, und aus obigem folgt, dass die (endliche) I t e r a t ion  immer  nur  

zu einem primit iven Ring f i ihren kann.  Bei uns werden die pr imit iven Ringe die 

Haup t ro l l e  spielen. 

E/n Po lynom s f(x) oder  eine Funk~ion 9 f(x) in R nennen  wir ~uch ein 

R-Polynom bzw. eine R-Funkt ion .  Den aus ihnen bes tehenden Po lynomr ing  bzw. 

Funk t ionenr ing  bezeichnen wir mi t  R Ix I u n d  R (x). Die dureh ein R-Po lynom 

f(x) erzeugte  R-Funkt ion  wird iiblieherweise ebenfulls mit  f(x) bezeichnet ,  wir 

sehreiben abet  nStigenfal ls  , ,Polynom" (start Polynom),  wobei die Anfi ihrungs-  

zeichen andeuten,  dass yon der dureh  ein Po lynom erzeugte Funk t ion  die Rede 

ist. Meistens wird das aus den Zusammenb:,ingen ohnehin  klar, und dann ]assen 

wir diese Anfi ihrungszeichen weg. Alle R- , ,Polynome"  bilden einen zu R Ix] 

homomorphen  Unte r r ing  R ([x]) yon R (x): 

Denn gilt R ~ S_~_ T, so gibt es sin U mit R ~ U ~ T. Wegen der Transitivii~it beider 
Zeichen __~, ~ folgt hieraus die Behauptung dutch vollst~ndige Induktion. 

8 Wir lassea fiir gewShnlich nur Polynome yon einer Unbestimmten zu, nur als Hilfsmittel 
wer(len spiiter aueh Polynome yon mebreren Unbestimmten vorkommen. 

9 Wird nichts anderes gesagt, so sprechen wir nur fiber eindeutige Funktionen. 
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(2) (Ix]), 
(3) Ix] - R (Ix]). '~ 

Sind in R alle Funktionen durch Polynome erzeugt, so ist in R die ,,Funk- 

tionentheorie" bless ein Kapitel der Theorie der Polynome. Wir fragen vor allem, 

fiir welche Ringe dieser giinstigste Fall eintritt. Hieriiber werden wir folgenden 

Satz beweisen : 

Satz 1. Unter allen Ringen R sind die endliehen K6~Ter ~(pe) dadureh aus- 

gezeiehnet, dass f i ir  sie und nur f i ir  sie in (2) das Zeichen = gilt. hz ~(pe)werden 

alle versehiedenen Funktionen dureh die Polynome veto Grade <=19 e -  I erzeugt, li 

Unser Problem besteht kfirzer gefasst aus der Aufgabe, dass man alle R- 

Funktionen (auf eine einfaehe Art) durch S-Polynome darstellt, wobei S ein 

geeigneter Ring is~. 1Naeh Satz I lieg~ fiir B ~ ~(pe) die triviale LSsung S ~  R 

vor. Ffir die iibrigen R fassen wir das Problem allgemeiner (weniger seharf), 

indem wir nur verlangen, dass sich durch die S-Polynome alle R-,,Polynome", 

ausserdem aueh noch weitere R-Funktionen darstellen lassen. Jede LSsung dieses 

verallgemeinerten Problems kSnnen wir als eine PartiallSsung des urspriinglichen 

Problems ansehen. 

Nunmehr erwiihnen wir vor aUem eine Arbeit yon .NAG~ZLL 12 fiber zahlen- 

theoretische Polynome - -  so nennt er ein K-Polynom f ( x )  mit der Eigenschaft 

f ( x )  e G(xE G) ~ in der es sich fiir den Ring G um eine Partiall5sung unseres 

Problems handelt. Ein klassisches Beispiel ist 

(4) 

Nach Nagells Satz sind die 

10 Und zwar kommt diese Homomorphie so zustande, dass man jedem i~-Polynom f(x) das 
~-,,Polynom" f(x) zuordnet. Nach dem sogenannten Einsetzungsprinzip entsprechen dann in der 

Tat der Summe und dem Produkt zweier R-Polynome f(x), g (x) eben die Summe und das Pro- 

dukt der _~-,Polynome" f(x), g (x). Fiir niehtkommutative Ringe gilt das beziiglich des Produkts 

nieht mehr, und dann hSren die Polynome auf, ein gut brauehbares Mittel zur Darstellung der 

Funktionen zu sein, wie wit das in 2 schon bemerkt haben. Hier bemerken wir aucb, dass wir 

uuser Problem so 15sen wollen, dass dabei (3) nicht verlorengeht (s. unten}. 

n Ist w die MRchtigkeit yon 9~, so ist w w die yon R(x). Ist w unendlieh, so ist naeh dem 

Wohlordnungssatz die MSehtigkeit yon R Ix] ebenfal]s nut co, und so ist Satz x fiir diesen Fall 

wegen ~ < w ~ riehtig. Andererseits ist die letzte Behauptung des Satzes bekanntlieh auch richtJg, 

und so haben wit Satz I nur noeh ffir endliehe R(=~ ~(pe)) zu beweisen. 

12 T. NAGIZLL, Einige S~itze iiber die ganzen rationalen Funktionen, Nyt Tidsskrift for Mate- 

matik 29. Jahrg., B. (1918), 53--62. 
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alle zahlen~heoretisehen Polynome. PdLrA 13 und OSTROWSKI TM haben allgemeiner 

die K('~)-Polynome mit~ der entspreehenden Eigensehaft f(x) E G (~) (x E G (~)) unter- 

sueht~, teilweise mit iihnlieh einfaehen Resultaten. Ein solehes Polynom nennen 

sie ganzwertig. NAaELL 15 und OSTROWSKI 14 haben ihre Untersuehungen aueh 

auf Polynome yon mehreren Unbestimmten ausgedehnt. SKOLE~ TM hat gewisse 

Diophantisehe Fragen iiber ganzwertige Polynome behandelt. Die zahlentheore- 

tisehen Polynome yon einer Unbestimmten haben in einer anderen Fassung (s. 

unten) aueh NIELSE~ ~7 N E ~ E ~  TM und DICKSON ~9 betraehtet. Ausser Nagells 

Sat;z und gewissen Beispielen (s. un~:en) bei Diekson werden wir mit. diesen 

Un~ersuehungen nur in wenig Beriihrung t~reten. Gleieh bier bemerken wir, dass 

Nagells Satz uns nieht: nur ein Beispiel zu einer PartiallSsung unseres Problems 

fiir R = G lieferL sondern - -  was uns hier viel wiehtiger ist - -  wir werden 

unsere ausftihrliehen Begraehtungen iiber R = ~t~(m) auf diesem Satz aufbauen. 

(Wir weraen diesen Satz vollsti~ndigkeit:shalber kurz beweisen.) 

Wir  verallgemeinern den Begriff der (zahlentheoretisehen bzw.) ganzwertigen 

Polynome fiir beliebige Ringe (fiihren aber sinngemiiss eine andere Benennung 

ein) und Iassen dabei nieht nur Polynome, sondern aueh sonstige Funktionen zu. 

Definition 1. Es gelte S~ ~_ R. &~ne S-Funktion f (x)  mit der Eigenschaft 

(6) f (x)  e R (x e R) 

new, hen wit  R-haltend. Offenbar ist diese Eige~schaft ~wtwendig und hinreiehe~d, 

damit f (x )  auch in R eine Funktion erzeugt, die ndmlich aus allen Zuordnungen 

x---,f(x) (x e R) besteht. Diese dii~fen wit  dam, ein.faeh die R-]'),~ktion f (x )  nenne~. ~~ 

18 G. P6LYA, t3ber ganzwertige Polynome in algebraischen ZahlkSrpern, Journ. f. Math., 149 

(I919), 97--116. 
~4 A. OSTROWSKI, ebenda, I I7 - - I24 .  
,5 T. NAt~ELL, ~'Tber zahlentheoretische Polynome, Norsk Matematisk Tidsskriftl. Jahrg. (1919), 

I4--23 . 
16 Tt{. SKOLEM, S~tze fiber ganzwertige Polynome, Det Kong. Norske Videnskabers Selskab, 

Forh. X. Nr. 4. 
xz 1N'. •IELSEN, Nieuw Archly voor Wiskunde (set. 2), IO (I913), IOO--lO6. 
18 A. ,1. KEMPbTER, Polynomials and their residue systems, Trans. Amer. Math. Soc., 22 (I92I~, 

240-- 288. 
1~ L. E. DtCKSO~:-E. BODEWIr Einfiihrung in die Zahlentheorie, Leipzig u. Berlin I93r, 

1--175. 
no Das fiihrt zu keinem Missversti~ndnis, denn man wird immer wissen, ob diese R-Funktion 

unmittelbar in _/~ definiert wurde oder eln ,,Tell" einer S-Funktion ist. 
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Insbesondere erzeugen die R-haltenden S-Polynome zugleich anch R-Funk- 

tionen. Nagells Sa~z lehrL dass dabei auch solche R-Funktionen erzeugt werden 

kSnnen, die keine R-,,Polynome" s in& Wir fragen, ob man zu einem R einen 

Oberring S finden kann, so dass die R-haltenden S-Polynome alle R-Funktionen 

erzeugen. Nactl Satz I geht alas fiir R ~- ~(p") sogar schon mit S ~-- R. In einem 

scharfen Gegensatz hierzu lautet aber die Antwort fiir den ,,Zwillingsbruder" 

R----~(m) vSllig verneinend, und zwar gilt tier folgende: 

Satz 2. Was immer f i ir  ein Oberring S yon ~R (m) gegeben wird, so erzeugen 

doch die ~ (m)-haltenden S-Polynome keine Oi(m)-Funktionen ausser den ~3~(m). 

,, Polynomen". 

Trotzdem werden wir den Begriff der /~-haltenden Polynome auf einem 

,,Umweg" mit Erfolg zu unserem Problem insbesondere eben uuch beziigiich ~(m) 

verwenden kSnnen. Start gleich mit etwas fer~igem zu kommen, wollen wir zuerst 

ein einfaches Beispiel kons~ruieren, das fiir unser allgemeines Verfahren in gros- 

sere Masse charakteristisch sein wird. 

Wir  gehen aus dem Kp-Polynom 

(7) q)(x) 
.~c2-- x 

P 

aus, das nach Fermat G-haltend, d .h .  zugleich eine G-Funktion ist. Aus 

(a + pe t)p == a p (mod peq 1) (a, t e (~) 

folgt nach (7) 

(s) + pet) - =  t (. oa 

Das ,,stSrende" zweite Glied auf der rechten Seite lassen wir jetzt (ffir e ~ 2) 

herausfallen, so dass wir die Kongruenz zur p-ten Potenz erheben: 

�9 P (a + pC t) = OP (a) (mod pe), 

mit anderen Worten:  

(9) d0,) (x) ~ @P (y) (rood pe) (e >= 2 ; x, y E G; x =-- y (mod pC)). 

Diese Kongruenz spricht aus, dass die Restklasse @V(x) (rood pe) durch die Rest- 

klasse x (mod pe) eindeutig bestimmt ist, also dass das Kp-Polynom 
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eine .~}{(pe)-Funk~ion dars~elI~. 21 Dabei wircl aus den spiiteren Resultaten leicht 
e r162 foigen, dass diese Funktion kein O~(p )-,,Polynom ist. Es scheint uns, dass dieses 

interessante Beispiel in der elementaren Zahlentheorie vSllig neuartig ist. Bei 

unseren Untersuchungen war eben dieses Beispiel der Ausgangspunkt, alles iibrige 

ist bloss ein konsequenter Ausbau dieser kleinen Erscheinung. 

Das wesentlich neue in diesem Beispiel ist folgendes, wobei wir obige Kon- 

struktion riickw~rts iiberblicken. Um eine ~(p~)-Funktion durch ein Polynom zu 

definieren, haben wir zuerst nach einem homomorphinversen Ring G gegriffen 

(diesen Schritt hubert wir oben einen Umweg genannt), erst yon hier sind wir 

dann zu einem Oberring //~ aufgestiegen, in dem wir ein gewiinschtes Polynom 

gefunden haben. Deshalb definieren wit allgemein zuniichst folgendes: 

Definition 2. E s  genre S ~ R,  und bezeieh~e ~ dab homomorphe B~'ld yon x (e S). 

Uuterwi~ft ~nan in irgendeiner S-Funktion f(x), die also aus alle~ Zuordnungen 

x - + f ( x )  (x E S) besteht, beide Variablen unserem Homomorphismus, so e~#steht eine 

(ira allgemeinen ~nehrdeutige) R-Funktion als I~begriff  aller Zuordnuugen Y:-+y(x)  

(x e S), die wir  das homomorphe Bi ld  von f ( x )  ~enuen und ,~it f ( x )  bezeiehnen. Ein-  

deutig ist diese R-Funkt ion j:(x) offenbar da~m und uur dan,n, wenn 

f (x )  = f ( y )  y e s ;  �9 = 9) 

gilt, und dan~ nennen wi t  selbst f ( x )  eine (fiir die Homomorphie S ~ t~) zuIh'ssige 

S-Funktiom ~2 

Bevor wir weitergehen, bemerken wit vor allem die aus der Definition der 

Homomorphie folgende, oft verwendete, wichtige Tatsache, dass insbesondere alle 

S-Po]ynome f ( x ) =  aox ~' + . . .  + a~ fiir jede Homomorphie S ~. R zul~issig sind ~3, 

und dabei gilt einfach f ( x )  = ~o xn + " "  + ~,. Dies spricht zugleich aus, dass auf 

diesem Wege aus S-Polynomen nur /L,,Polynome" abzuleiten sind, und so wird 

~1 Das  i s t  ebenso  zu  ve r s t ehen ,  wie m a n  auch  s agen  kann ,  da s s  j edes  G - P o l y n o m  zug le ich  

auch  e ine  ~ (m)-Funkt ion  (und  zwar  ffir j edes  m) dars te l l t ,  w o r a u f  m a n  s ich in der  Z a h l e n t h e o r i e  

of t  bertff~, ohne  es ausdr t i ck l i ch  zu  sagen .  Als  g runds i i t z l i che r  U n t e r s c h i e d  t r i t t  dabe i  auf,  da s s  
das  i iber W (x) ge sag t e  ffir e = I n i e h t  m e h r  g i l t  (dari iber sp~ te r  n~heres) .  Die R e s t k l a s s e  rood I .  
d ie  das  E l e m e n t  x e n t h g l t ,  n e n n e n  wir  m a n c h m a l  wie auch  sehon  oben  ku rz  die R e s t k l a s s e  x 
(moo I), 

2~ Die . ' (hn l i chke i t  be ider  De t in i t ionen  I, 2 i s t  a u g e n s c h e i n l i c h ,  b e i d e s m a l  k o m m t  es n~imlich 

da r au f  an,  da s s  m a n  e ine  S - F u n k t i o n  u n t e r  U m s t ~ n d e n  in e i nem U n t e r r i n g  bzw.  h o m o m o r p h e n  
R i ng  au f fas sen  kann .  Hier  b e m e r k e n  wir  aueh ,  da s s  wir  die  Def in i t ion  I n u r  au f  den  Fal l  an- 

w enden  werden ,  in  d e m  f(x) ein S . P o l y n o m  ist ,  dagegen  wi rd  for  u n s  in der  Def in i t ion  2 eben 

der  ande re  Fa l l  yon W i c h t i g k e i t  sein,  in dem n i iml ich  die S - F u n k t i o n  f(x) ke in  S -Po lynom ist.  

2s Somi t  s i nd  die znlf iss igen F u n k t i o n e n  eine V e r a l l g e m e i n e r u n g  der  Fo lynome .  
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dadurch fiir unser Problem kein Fortschrit t  gemacht. Ganz anders steht es, wenn 

man (wie ~uch im obigen Beispiel) aus einem S-haltenden T-Polynom f (x )  aus- 

geht (T~__S), denn dann k a n n / ( x )  yon den R-,,Polynomen" verschieden sein. 

Wegen T ~ S ~  R is~ dabei T ein primitiver Ring yon R. Genauer sprechen 

wir das so aus: 

Grundsatz. (Prinzip der Darstellung der R-Funktionen durch Polynome.) 

Man nehme zu einem gegebenen Ring R zwei weitere Ringe S, T mit T ~_ S ~ R, 

wobei also T ein primitiver Ring von R ist. .Bezeichne �9 das Bild yon x (e S) in 

der angegebenen Homomorphie S ~ R. Ist dann f ( x )  ein T-Polynom mit den Eigen- 

schaften 

( I2 )  Z(X) e S (X e S) 

(I3) f (x )  ~-f(y) (x, y e S; ~ = r 

d.h. (S-haltend und) fiir die Homomorphie S ~ R zulSssig, so ist das homomorphe 

Bild f(x)  von f (x )  eine (eindeutige) R-Funktion, die nYmlich aus allen Zuordnungen 

2 ~ f (x)  (x E S) besteht. Wi t  nennen f (x)  die dutch f (x)  darstellte R-Funktion. Er- 

schb'pfen die f (x )  alle R.Funktionen, so nennen wi t  T einen Darstellungsring 

fii,. R (x).:' 

Zusatz. Sind f(x), g(x) (S-haltendeJ zulh'ssige T-Polynome, so sind es auch 

f (x )  +_ g (x), f ( x ) g  (x), und diese darstellen eben die R--Fun]dionen if(x) +__ 5 (x) bzw. 

f (x)g(x) .  Folglich ist die Zuordnung f ( x )  ~ / (x )  ein Homomorphismus zwischen 

einem Unterring yon T Ix] bestehend aus den zulSssigen T-Polynomen, und einem 

Uuterriug you R (x) bestehend aus den dutch T-Polynome darstellbaren R-Funktionen. 

Die Richtigkeit dieser Siitze ist unmittelbar einzusehen. Die hier beschriebene 

Darstellung der R-Funktionen durch Polynome ist wirklich sehr einfach, aber 

die Brauchbarkeit  ist davon abh~ngig, ob man zu einem gegebenen B einen Dar- 

steliungsring T finden kunn. Als weitere Fragen treten dann noch auf, wie man 

T zu konstruieren und die zul~ssigen T-Polynome zu bestimmen hat. Wir  sind 

24 Da sich R dureh einen isomorphen Ring ersetzen liisst, so darf immer 8/1= R angenom- 
men werden, wobei I ein Ideal in 8 ist, und  dann bedeutet  x die Restklasse x (rood I), zugleich 
n i m m t  (13) die Form der Kongruenz 

f(x) ~ f(y) (mod I )  (x, y E S; x ~ y (rood 1)) 

an. Entsprechend dfirfen wi t  dann f(x) rood I (s ta t t  ,,flit die Homomorphie  S ~ / i~")  zuli~ssig 
nennen.  Spiiter werden wit  den Grundsatz in dieser zweiten Form anwenden.  
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welt entfernL dass wir diese Fragen im allgemeinen beantworten kSnnten, son- 

dern begniigen uns damit, dass wir ~ wie oben schon gesagt - -  den wichtigen 

Speziaifall R = ~ (m) ausfiihrlich untersuchen. 

Nach dem vorangeschickten Beispiel liegt es an der Hand, dass wir ver- 

suchen, den Grundsatz mit R = ~ (m), S = G, T = K~ anzuwenden, was wir auch 

tun werden. ~5 Unser wichtigstes Resultat  wird folgender: 

Satz 3. (Hauptsatz fiir ~ (p").) K~ ist ein Darstellungsring fiir den Funktionen- 
ring ~ (p') (x). ~s 

Hierzu bemerken wir g]eich, dass naeh Satz I ~(p*) sein eigener Darstel- 

lungsring ist. (Das entspricht nKmlich dem Sonderfall /~-~ S =  T des Grund- 

satzes.) Merkwiirdig ist dieses abweichende Verhalten yon ~(to*), ~(p*), obwohl 

beide Spezialfiille yon 3 (")(r) sin& (Vgl. 5) 

Bet, reffend den allgemeinen Fall haben wit  schon erwis dass ~(~n) sich 

in die direkte Summe der ~ (p*)(pel[m ) zerlegen liisst. Aus diesem Grunde werden 

wit alle Fragen beziiglieh ~(m) auf den Fall ~(p*)zuriickfiihren kSnnen. So 

wiirde man erwarten, dass sich Satz 3 unmittelbar verallgemeinern liisst, iiber- 

raschenderweise werden wit dagegen bekommen, dass sich durch K~-Polynome 

nur ein Tell aller ~ (m)-Funktionen darstellen ]assen, und so wird K~ nur eine 

PartiallSsung unseres Problems fiir ~(m)(m #pC) liefern. 

Zusammenfassend haben wir eine vollstiindige LSsung unseres Problems nur 

fiir die zwei (endlichen) Ringe ~(p*), 3t(p *) gefunden. Als niiehstes, unge15stes 

Problem bleibt iibrig, ob sieh zu !R(m) im allgemeinen ein Darstellungsring fin- 

den liisst, s7 

~ Man ~Snnte K s ta t t  K m nehmen, aber das wiirde nicbt  mehr leisten. 
~6 Dann ist K ein gemeinsamer Darstellungsring fiir alle ~(pe)(x). ~ Naeh Satz 3 kSnnen 

wir wieder sagen, dass die Funktionentheorie in 9t (pe) ein Kapitel der Theorie der Polynome in 
Kp ist. 

~7 Selbstverstiindlieh sehliesst Satz 3 die MSglichkeit nicht aus, dass es zn 91 (p e) aueh solche 

Darstellungsringe gibt, die keinen zu llp isomorpben Unterring haben. Es kSnnte sogar sein, dass 

es (allgemeiner) zu 9~ (m) einen endlichen Darstellungsring gibt, diese Frage haben wir nicht ge- 

priift. Wir sagen nochmals ausdriieklich, dass wir hier bezfiglich 9~ (m) in der Hauptsache nur die 
Frage untersuchen, inwieweit sich die 91(m)-Funktionen durch K-Polynome darstellen lassen. Das 

bedeutet, dass wir die einfachere ,,algebraische" Definition yon ~ (m) ausser Aeht lassend unmittel- 

bar an die ,,zahlentheoretische" Definition angeknfipft haben, und so sind wir zugleich auch den 

zahlentheoretischen Interessen nachgekommen. -- Hier.bemerken wir noch, dass sich auch diese 

urspriingliehe Definition (yon 9~ (m) und sogar) yon 9~ (n)(r) rein algebraisch formulieren l~isst, so 

class man aus dem PrimkSrper v~n der Charakteristik o statt K ausgeht und alles s{nugemiiss 
verandert, ,,zahlentheoretisch" wird diese Definition erst dadureh, class man wieder K einsetzt. 
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Kurz sehicken wir noch folgendes voran. 

durch Iteration entstehenden Kp-Polsnome 

und ihre Potenzen 

pk 
5) (x )  = 

weiter auch die zu (14) assoziierten G-Hauptpolynome 

pk--1 

(I6) Fk(x) = pV-1 q)k(x) 

Es werden die aus @(x)(--  @l(x)) 

I @p 

28 

(k = O, I, . . . )  

(k- -o ,  I, . . .) ,  

( k - - O ,  I ,  . . . )  

eine wichtige Rolle spielen. Letztere lassen sieh aueh durch die Rekursion 

(I 7) Fo (x) = x, Fk+l (x) = F~ (x) - -  pp':-i Fk(x) 

definieren. ~9 Insbesondere werden wir dem Satz von Nagell mit Hilfe der @k(x) 

eine andere Form geben, die zu unseren Zwecken mehr geeignet ist. tiber Satz 3 

hinaus, d e r n u r  fiber die MSglichkeit der Darstellung der ~t(pC)-Funktionen spricht, 

werden wir ein System G yon Kp-Polynomen angeben, die alle verschiedenen 

~R(pe)-Funktionen darstellen (erst hierdurch wird der Beweis yon Satz 3 erbracht). 

Und zwar wird G gusserst einfach durch die ~pk(X) ausgedriickt. Aus G leiten 

wir ein zweites, gleichberechtigtes System Go ab, das sich aus den einfacheren 

Polynomen @k(x) zusammensetzt. G0 ist nicht mehr yon so einfacher Struktur  

wie G, hat  aber die Eigenschaft, dass seine Glieder yon mSglichst kleinem Nen- 

her und zugleich auch yon mSglichst kleinem Grad sin& Wir nennen G und 

Go das normale bzw. minimale l~epresentantensystem yon ~R (pe)(x). Hier erw~hnen 

wir die zwei interessanten Probleme, was die kleinsten Zahlen v = v (pe), g --  g(p*) 

sind, so dass sich alle ~R(pe)-Funktionen durch K~-Polynome yore Nenner =<p", 

bzw. vom Grad ~ g dars~ellen lassen. Wohl sind ~' und 9 dus ~Iaximum der in 

2s Wir nennen  ein Polynom v o n d e r  Form x ~ + c x  n - 1  -b " �9 ein Hauptpolynom. A. ALBERT 
schlug in seiner , ,Modern  higher  algebra, 1937" die Benennung (englisch: monique) monisch vor. 
Der  ~ltere Ausdruek , ,normiert"  is t  n icht  trefflich, da sich die Polynome in einem Ringe im all- 
gemeinen  n icht  , ,normieren" lassen. 

29 Das s ieht  man am leichtesten so ein, dass man (x6) in (17) einsetzt ,  wodurch eben (I4) 
e n t s t e h t .  V o n  (i7) l iest  man unmi t t e lba r  ab, dass die F k ( x  ) Hauptpolynome slnd. Insbesondere 

is t  F 1 (x)----x p - x das Polynom yon Fermat,  und  so kSnnen wir die F k (m) als eine Verallgemei- 
ne rung  yon diesem ansehen. Die F~lle k ---- 2, 3 kommen aueh bei DICKSOIr 19 (SS. 2o, 25) vor. Diese 
Dieksonschen Beispiele haben uns  zur al lgemeinen Bildung tier Polynome Fk(x  ) die Anle i tung  
gegeben, die i n  unseren Bet rachtungen eine kurze, aber wichtige Rolle spielen werden. 
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~o auftretenden Nenner und Grade, trotzdem konnten wir diese Zahlen (wegen 

der komplizierten Struktur yon ~o) nicht bestimmen, und so mussten wir uns 

begniigen~ einige einfache Beispiele zu berechnen. Endlich nennen wir folgendes 

Problem, das ffir die Zahlentheorie yon grossem Interesse ist, weshalb wir es 

auch an die Spitze h ~ t e n  stellen dfirfen: Was ist die Menge der m, ffir die ein 

vorgelegtes K-Polynom eine ~(m)~Funktion darstellt? (Sonst ist (lies im Rahmen 

unserer Untersuchungen ein Umkehrproblem zu nennen.) Die Antwort gelingt 

mit Hilfe des minimalen Systems ~0 in jedem Falle und wird unerwarte~ in- 

teressant lauten. Es wird sich unter anderem ergeben, dass es ausser den G- 

Polynomen noch viele weitere K-Polynome gibt, die in jedem 9~(m) eine Funk- 

tion darstellen (d. h. nach jedem Modal m zulKssig sind). 

w 2. Bewe i s  der Siitze i ,  2. 

Beim Beweis yon Satz I dfirfen wir uns wegen ~ auf einen endlichen 

R(=~(p*)) beschr~nken. Dann hat / t  sicher Nullteiler und braucht kein Eins- 

element zu haben. Bezeiehne n die Elementenzahl yon R u n d  sk (k -~ I , .  , . ,  n -  I} 

das k-re elementarsymmetrische Polynom der Elemente ( #  o)von/~.  Wir  setzen 

fiir ein beliebiges Element c(=~ o) yon R: 

f ~ ( x )  = c x  n - l - c s , x  ~ - ~  + . .  + c s , - ~ ,  

g r  = c x  ~ -  c s l x  n -~  + . . .  • c s , , _ ~ x .  

(Man daft  nicht einfach gc(x)~xfi(x)schreiben, da x nur dann ein Po]ynom 

in R ist, wenn das Einselement existiert.) Es ist klar, dass g~,(x) in R fiberall 

verschwindet: Andererseits ist jedes R-Folynom f(x) naeh dem durch die go(x) 
erzeugten Ideal in R ix] kongruent einem R-Polynom f *  (x) vom Grad =< ,~. Beide 

Polynome erzeugen dieselbe R-Funktion, und dabei is~ die Anzahl aller f*(x) 
eben n ~, die der /~-Funktionen. Es geniigt also zu zeigen, dass es unter diesen 

Polynomen ein j *  (x)(# o) gibt, das in R fiberal[ verschwindet, denn dann sind 

die R-,,Polynome" f*  (x) nicht alle versehieden. Jedes fc(x) verschwindet ftir alle 

x ( #  o) in R. Ist c insbesondere ein Nullteiler, so ist das konstante Glied yon 

fc(x) gleich o, nnd dann ist auch f c ( o ) =  o. Dieses f~(x) ist ein passendes f*(x), 

womit wir Satz I bewiesen haben. ~~ 

80 Wi t  wissen nicht ,  ob der Satz auch fiir n i c h t k o m m u t a t i v e  Ringe R r icht ig  bleibt .  I s t  /~ 
unendl ich ,  so gi l t  der  Schluss  in ~1 unveri indert .  I s t  ~ endl ich  so i s t  er nach Wedderburn  kein 
KSrper  (enthKlt also Null tei ler) ,  abe t  obiger Beweis  g i l t  n i ch t  mehr ,  
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Zum Beweis yon Satz 2 bezeichnen wir das Einselement yon ~(m) mit ,. 

Wir zeigen zuerst, dass man sich auf den Fall beschr~inken daft, w o e  auch fiir 

S das Einselement ist und fiir jedes x(eS)  m x -~  o gilt. Bezeichne hierzu f(x) 

ein ~(m).haltendes S-Polynom. Dann ist es auch ~f(x), und beide Polynome 

erzeugen dieselbe 9{(m)-Funktion. hndererseits ist die Menge aller verschiedenen 

x(~ceS) eiu Ring, der wegen me = o die geforderten Eigenschaften hat. Da 

alle Koeffizienten yon ef(x)  in diesem Ring liegen, so folgt hieraus die Richtig- 

keit obiger Behauptung. 

Machen wit die genannte Einschri~nkung und nehmen irgendein S-Polynom 

f(x) an. Die Koeffizienten yon f (x )  und ~ erzeugen eine additive Untergruppe 

H yon S + Da ~ yon maximaler Ordnung in H ist, n~imlich yon der Ordnung 

m,, so hat  H e i n e  unabh~ngige Basis a l , . . . ,  ak mit ~ ~--~. Ersetzen wir die 

Koeffizienten yon f (x)  durch ihre Basisdarstellung, so bewirkt das eine Zerlegang 

k 

s) f ( x )  = g, (x), 

wobei g~(x) ein Polynom yon der Form a oa~xn+ ... + a,,a~ ( a o , . . . ,  a,~e G) ist. 

Andererseits sind o, e , . . . ,  ( m - - I ) e  alle Elemente yon ~(m), und so folgt aus 

(I8), dass fiir jedes x(e~(m)) eine Gleichung yon der Form 

k 

( ,9)  f ( . )  = g, (x) + bi , . . . . .  b ,e  G) 
i = 2  

gilt. Das erste Glied rechts ist in ~ (m) also ein bl ~ ---- bl a l m i t  b~ e G, wenn also 

ausserdem f ( x ) e  ~R (m) ist, so miissen wegen der Unabh~ingigkeit der e, as, . . . ,  a~: 

alle Summanden biai in (I9) verschwinden, und dann geht (IO) in f ( x ) = g ~ ( x )  

fiber, wobei g~(x) nach obigem ein ~R(m)-Polynom ist. Ist  f (x )  ~(m)-haltend, so 

gilt das ffir jedes x (e ~(m)), womit wir Satz 2 bewiesen haben. 

w 3. Vorbereitungen zu den Betrachtungen fiber ~(m). 

Von hier an besch~ftigen wir uns nur noch mit der Frage der Darstellung 

der ~ (m)-Funktionen durch K-Polynome, dabei werden wir aueh die G-haltenden 

K-Polynome untersuchen miissen. In diesem w machen wir einige Vorberei- 

tungen yon verschiedener Natur. 

Wir wiederholen ffir diesen Fall (vgl. ~), dass eine K-Funktion f ( x )  dann 

und nur dann eine ~(m)-Funktion darstelit, wenn, 
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(20) e v (x e G), 

(2I) f(x) =- f(y) (mod m) (x -~ y (mod m)) 

ist. Dabei driickt (20) und (2I) aus, dass f(x) G-haltend bzw. rood m zul~issig ist. 

Da (21) nur dann sinnvoll ist, wenn auch (20) gilt, so dfirfen wir mit ,,rood m 

zul~ssig" beide Eigenschaften (20), (2I) meinen. Die Bezeichnungen vereinfachen 

wir so, dass wir stat t  ,,~i(m)-Funktion f (x)"  (wobei nfimlich f(x) eine rood m 

zul~ssige K-Funktion ist) kurz ,,~l(m)-Funktion f(x)" sehreiben, was man nicht 

missverstehen kann. 

Jedes K-Polynom l~sst sich in der Form 

(22) f (x)  -- g (X) 
m 

annehmen mit einem G-Polynom g(x). Damit dann f(x) G-haltend ist, ist often- 

bar notwendig und hinreichend, dass g(x) iiberall verschwindet rood m (d. h. 

g(x)=o (rood m ) ( x e G ) g i l t ) .  Hieraus sehen wit, dass die ,,G-haltenden K-Poly- 

home" und die ,,mod m iiberall verschwindenden G-Polynome" zwei ~iquivalente 

Probleme bieten. 3~ 

Ist  g(x) in (22) zu m prim a~, so wird hierdurch (22) eine eindeutig bestimmte 

,,Normalform" yon f(x) sein, selbst m definieren wir den Nenner yon f(x). Be- 

kanntlich l~sst sich dann (22) in der Form 

(x) 
(23) f (x)  = Y, 

gi 

p~l~ p~ 

schreiben, wobei pi die verschiedenen Primfaktoren yon m durchl~iuft und g~(x) 
ein zu p~ primes G-Polynom ist. Diese gi(x) sind mod p~i eindeutig bestimmt. 

Wir nennen (23) eine Partialbruchzerlegung yon f(x). Es ist Mar, dass f(x) dann 

und nur dann G-hattend ist, wenn alle Glieder in (23) es auch sin& Mit anderen 

Worten heisst das, dass es zur Bestimmung der G-haltenden K-Polynome genfigt, 

die G-hattenden /tp-Polynome zu bestimmen. Das werden wir im n~ichsten w tun, 

und so wird die erw~ihnte Umformung yon Nagells Satz entstehen. 

Die Frage der mod m zul~ssigen h:Polynome l~sst sich auf die der G-haltenden 

K-Polvnome zurfickfiihren. Wir beweisen folgenden (vorbereitenden): 

~t KEMPI~ER ,s und DICKSON 19 haben  s ich m i t  dem Prob lem in der obigen z w e i t e n  F a s s u n g  

beseh~ft igt .  
3~ Se lbs tvers t~ndl ich  i s t  dabei  m als  ein k o n s t a n t e s  G - P o l y n o m  aufzufassen .  
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Satv. 4. 

f ( x )  

(24) 

G-halteud sind. 

Denn (24) ist dann 

L. R6dei und T. Szele. 

Ein K-Polynom f ( x )  ist eine ~ (m)-Funktion dam2 and ~ur dam~, we ,n  

J-( . f (x  + m ) - - f ( x ) )  
m 

und nur dann G-haltend, wenn der zweite Fak~or fiir 

jedes x(E G) eine, durch m teilbare ganze Zahl ist. Letzteres ist iiquivalent mit 

(2I), womit wit Sutz 4 bewiesen h~ben. 

Eine fast triviale Bemerkung ist die folgende. L~isst sich eine ~(m)-Funktion 

iiberhaupt dutch ein K-Polynom f ( x )  darstellen, so gibt es auch ein K,~-Polynom 

g (x), das dieselbe ,~ (m)-Funktion darstellt. 0ffenbar darf man niimlich f(x)  durch 

c f (x )  ersetzen, wobei cE G, ~ I (rood ~) ist. Mit einem geeigneten c ist g(x) = 

= c f ( x )  eir~ pussendes Polynom. 

Ahnlich sieht man folgendes ein. Is t  f ( x )  ein G-haltendes K-Polynom mit 

einem zu m primen Nenner, so ist f ( x )  auch eine ~ (m)-Funktion, die sich iibrigens 

auch durch ein G-Polynom darstellen liisst. 

Darstellt ein K-Polynom f(x)  eine ~(m)-Funktion, so folgt hieraus ~hnliehes 

fiir jedes d ( d l m  ; I < d < m) gar nicht, vielmehr werden wir bei jedem m Bei- 

spiele angeben, fiir die das bei ]~einem d der Fall ist. 

Im Lauf der Arbeit werden mehrere Polynomfolgen (bestehend aus K - o d e r  

G-Polynomen) auftreten, die wir schon hier kennenlernen wollen. Das sind vor 

allem die schon bekannten (~}, @k(x), ~pk (x), Fk (x) (k ~-- o, I . . . .  ). Eine weitere 
\ , v ]  

solche Folge ist 

( x ) k : k ] ( k ) : X ( X - - 1 ) . . . ( x - - k 4  ,) (k==o, ,  . . . .  ). 

Immer bezeichnen ko, k~ . . . .  die p-adisehen Ziffern einer nichtnegativen ganzen 

Zahl k: 

(26) k ~- ko + k~p + k~p ~ + ... (o ~ ko, k~, . . .  <= p - -  ~), 

wobei es also unter den ]co, k~ . . . .  nur endlichviele nichtverschwindende gibt. 

Fiir irgendeine Polynomfolge fk(x) (k = o, I , . . . )  werde immer auch die weitere 

Folge 

(27) (x) - - 2  - �9 �9 = o ,  . . . .  ) 

definiert, wobei rechts in der Wahrhei t  ein endliches Produkt steht. Insbesondere 

is6 jedes f ( k ) ( x ) ( o  <= k G p  ~ -  I ) e i n  Potenzprodukt der f0(x) . . . .  ,fe-~(x). Und 
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zwar bilden wir nach dleser Regel (IO) nur die drei Polynomfolgen q~/~-t (x), ~OIk)(x), 

F r (x) (k ----- o, I . . . .  ). Die erste und dritte hiervon hat  die Eigenschaft, dass bei 

jedem Glied der Stellenzeiger k zugleich auch die Gradzahl ist, was aus (26), 

(27) und daraus folgt, dass @k(x), 1;' ,(x) nach (I4) and (16) yore Grade pk sind. 

Hat  eine K-Polynomfolge fk(x) (k ---- o, I, . . . )  die bier genannte Eigenschaft, 

dass niimlich k der Grad yon f~(x) isL so l~isst sich jedes K-Polynom eindeutig 

in der Form 

(28) f ( x )  =-ao fo(x )  + a f f~  (x) + . . .  (ao, al,  . . . 6 K )  

schreiben. (Die rechte Seite ist eine endliehe Summe.) Wir nennen (28)die Ent- 

wicklung yon f ( x )  nach J~ (X) (k ----- o, I . . . .  ) und selbst die a0, a l , . . ,  die Ent- 

wicklungskoeffizienten. Diese sind in G, wenn f ( x )  ein G-Polynom ist und die 

fk (X) G-Hauptpolynome sind. In allen unseren Entwickhmgen (28) wird f0 (x) = I, 

und so sehreiben wir rechts fiir das konstante Glied eiufach a 0. 

w 4- Beweis und Umformung des Satzes yon Nagell. 

Um den Beweis yon Nagells Satz zu erleichtern, setzen wir allgemein 

() a x + al + ""  Wan, (29) / . ( x ) =  o . 1, 

(3 o) f , ( x  + i) --fi ,(x) = ao + + a,,-1 
'7~ - -  I 

folgt. Sind a o , . . . ,  an in G, so ist (29) offenbar G-haltend. Es ist nut  noeh zu 

beweisen, dass auch die Umkehrung gilt. Nehmen wit hierzu an, dass (29) G- 

haltend ist. Wegen der Annahme ist auch f ~ ( x  + I) G-haltend, und so gilt 

dasselbe fiber (3o). Mit wiederholter Anwendung folgt, dass alle Polynome 

( x ) , . . . + a i  ( i : o , . . .  n) 
a ~  i " 

G-haltend sind. [nsbesondere fiir x ~ o folgt hieraus, dass jedes ai in G i s t ,  

womit wir den Satz bewiesen haben. 

Nagells Satz wollen wit noch in drei weigeren Formen ausdriicken, yon 

denen sich jede aus der vorigen gewinnen lfisst. Die letzte (vierte) Form werden 

wir dann zu unseren weiteren Zwecken verwenden. Diese wird wie auch Nagells 
2 0 - 6 1 4 9 1 1 1 2  Acta mathematica, 7 9  
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Satz die G-hMtenden K-Polynome a, ngeben, aber auf  eine wesentlich andere Art, 

Die mit t leren (zweite und dritte) Formen sprechen fiber die rood m fiberall ver- 

schwindenden G-Polynome. Die zweite Form wird sieh aus der ersten einfach 

nach der Bemerkung bei (22) ergeben, ebenso die vierte aus der dri t ten,  das 

wesentliche Glied unserer  Schhsske t t e  wird der iJbergang yon der zweiten zur 

d r i t t e n  Form des Satzes sein. 

Die zweite Form des Satzes is~ von K ~ a e ~  ~s und lautet  so: 

Ein beliebiges G-Polynom 

(3I) f (x)  = a,~(x),, + . . .  + a o 

versehwindet fiberall rood m dann und nur  dann,  wenn 

(32) ,~ i ~ !  .~  (k = o, . . . ,  , , )  

ist. 

Zum Beweis dividieren wir (3I) durch m u n d  setzen (25) ein: 

( )  o ' ao  (33) . f ( x ) _  n la , ,  x + . . .  + ._ . 
m m ~ ~ m 

Dami t  f ( x )  rood m iiberM1 versehwindet,  ist notwendig  und hinreiehend, dass 

f_(x) G-haltend ist. Nach Nagells Satz is~ die Bedingung hierftir, dass die Ent- 

wicklungskoeffizienten in (33) ganz sind, d. h. (32) gilt. 

Die dr i t te  Form des Satzes laute t  so: 

Satz 5. E i n  beliebiges G.Polynom 

(34) f ( x )  = a,, F 0') (x) + . . .  + a o 

versehwindet  ffberall rood p~ damz und  n u t  dam~, we~n 

(3~) pe I lclak 
ist. a3 

Vv'egen (I6) nnd (27) ist ngmlieh 

(36) 1,'(~ (x) = p.k $(*)(x) 
mit 

zk = ~ p i  I ki 

( k = o ,  . . . , , )  

(k = o, I, . . . )  

.~s Kleine Bruchsti icke yon diesem Satz finden sich in den un te r  ~9 zit ierten l',eispielen yon 

Dickson. Es is t  Mar, dass durch Satz 5 die iihnliche Frage allgemein fiir jeden Modul m beant-  

wor te t  wird, so dass man den Satz mi t  jedem pe(.peI!m ) anwendet .  
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d . h .  nach (26) 

(37) Xk = 
k - - ( k o  + k, + - . . )  

p - - I  

Hierfi ir  gi l t  bekannt l ich 

(38) p  lik! (k = o, i . . . .  ). 

~Tehmen wir je tz t  zuerst (35) an. Wir  setzen (37) in (35) ein, so en ts teh t  eine 

Entwieklung yon f ( x )  nach den r mi t  Koeffizienten p~kak. Diese sind nach 

(35), (38) durch pe teilbar. Anderersei ts  sind nach (I4) und dem Satz yon Fe rma t  

die q~k (x), also auch die q~/k)(x) lauter  G-Funkt ionen.  Beide ergeben, dass die 

Glieder auf  der rechten Seite yon (34) fiir jedes x (E G) durch pe teilbare Wer te  

annehmen,  und so versehwindet  f ( x )  fiberall mod p e. 

Nehmen wir umgekehr t  letzteres an. Wir  miissen zeigen, dass (35)gilt .  Im  

Fall  n----o ist  das wegen f ( x ) = a  o F  ~  o klar. Im Fall n ~  I setzen wir 

voraus, dass die Behauptung  fiir die kleineren n r ieht ig ist. Da (x)k und F (k) (x) 

Hauptpolynome k-ten Grades sind, so st immen in (3 I) und (34) die a,, fiberein, 

woraus naeh obigem Satz yon Kempner  

folgt.  Dies ist  eben der Fal l  k = n yon (35). Nach dem schon bewiesenen Tell 

des Satzes verschwindet also a , F  ('~)(x) iiberall mod p~, wegen der Annahme  gilt  

dann dasselbe fiber 

f ( x )  - -  a n E  (~)(x) = a ~ - l F  ("-l)(x) + . . .  4- a o. 

Nach der Indukt ionsvorausse tzung folgt  hieraus (35) ffir die fibrigen k = o , . . . ,  

n - - l ,  womit  Satz 5 bevdesen ist. 

Endl ich laute t  die vierte Form des Satzes so: 

Satz 6. E i n  beliebiges Kp-Polynom 

(39) f ( x )  = an  i,,i (x) + . . .  + 

ist dann und nur dann G-haltend, wenn a o , . . . ,  ane G gi l t?  4 

I s t  ngmlich a o , . . .  , a,,e G, so ist f ( x )  offenbar G-haltend. Nehmen wir 

umgekehr t  letzteres an und bezeichnen mit  pe den Nenner  von f ( x ) .  Multipli- 

zieren wir (39) mit  I f ,  so ents teht  ein mod ) f  iiberall verschwindendes G-Polynom. 

~ Offenbar 1/isst sich Satz 6 auch auf  K-Polynome anwenden,  so dass man  dieses durch eine 
Par t ia lbruchzer legu ng ersetzt.  



308 L. R~dei und T. 8zele. 

Setzen wir zugleich (3 5) ein, 

1 ,'(~) (x) 
pC a~ 

pc I k! p ~  

gel~en. Wegen (38) ist dies ~quivalent mi~ a~e G, 

bewiesen. 

so muss nach Satz S fiir die Koeffizienten der 

(k - -  o . . . .  , n) 

und so haben wir Satz 6 

w 5. Die Eigenschaften der PolynOme r and r 

Wir wollen die an sich interessante und fiir die spiiteren Anwendungen 

wiehtige Frage untersuchen, ob die G-haltenden Kp-Polynome (Pk(x), ~pk(x) oder 

allgemeiner diese Polynome mit einem ganzzahligen Faktor versehen (rood pc zu- 

l~ssig d. h.) ~ (pC)-Funktionen sind. Ohne Einschriinkung der Allgemeinheit ziehen 

wir nur  Faktoren p~ (1 ~ o) in Betracht. Die Antwort  ist enthalten im folgenden: 

Satz 7. Ist  o <= 1 < e, so darstellt das Polyuom pt ~k (x) oder pZ ~Pk (x) e i ,  e ~ (pC)_ 

Funkt ion dann und nur dann, wenn k ~ l bzw. k <  e ist. Is t  dagegen l ~ e, so 

darstellen beide Polynome trivialerweise die Funkt ion o in ~ (pc). 

Bemerkung.  Von diesem Satz wird fiir uns am wichtigsten, dass ~ ( x )  

(k < e) eine ~ (pe)-Funktion ist. Weitere interessante, sparer anzuwendende Bei- 

spiele sind die folgenden: 

x) pk-ltpk(X) ist dana und nur dann eine ~(pe)-Fanktion, wenn k ~ e is~. 

2) pk-l~k(X) iSt dann und nut  dann eine ~(pc)-Funktion, wenn k > e ist. 

Zum Beweis des Satzes zeigen wir zuers~, dass fiir jedes ganze a 

O~(a + p ~ ) =  o~(~)  + p c - ~ t  (o _-< k_-< e; p 4 t )  (40) 

gilt mit einem ganzen, zu p primen t. 

Dies ist n~mlich richtig fiir k----o, da dann (D0(x) ~ x ist. 

(I4) in der Form 

p o~+~ (~) = o ~  (~) - oh (x). 

Schreiben wir 

Wenn wit (40) fiir ein k mit o =< Ic < e voraussetzen, so folgt aus letzterem 

p (o~+1 ~,~ + pc) _ o~+1 (a)) = (O~(a) + pc-~ t)p - o~. (a ) - -pe -  ~ t. 

Die reehte Seite ist ------pc-~t(mod pe-k+l), und so folgt wei~er 

{~1:+1 (a + pc) __  Ok4- I  (a) ~ - -  pC-k-1 t (rood pe-k). 

Dies beweis~ (40) fiir k + I (start k), und somi~ gilt (4o) allgemein. 
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Insbesondere  fiir e-----k folgt  aus (4o) 

~k (a + pk) ~ ~k (a) (mod p) (k ---- o, I, . . . ) .  

Erhebe  man (40) ffir k < e (k-real wiederhol t  zur p-ten d. h.) zur p~-ten Potenz.  

Das ergib~ 

(42) ~k (a + pe) ~ ~)k (a) (rood pC) 

Endlich ergibt  (4I) 

(43) ~ (a + pk) ~ ~0k (a) (rood p) 

&us (40)--(43) folgt  die Richt igkei t  des Satzes. 

(o =< k < e). 

(k = o, I, . . .). 

w 6. Das normale System ~ .  Beweis yon Satz 3. 

l~aeh Satz 7 sind die Po lynome ~o(X), . . . ,  ~)e-1 (X) lauter  ~ ( f ) F u n k t i o n e n .  

Dann  gilt ~hnliches fiber alle g(~0o(X), . . . ,  ~e-l(x)), wobei g(x  o . . . .  ,xe-~) ein 

beliebiges G-Polynom yon x o . . . .  , xc-1 ist. Insbesondere  ist jedes ~(~)(x) ( k = o ,  

. . . .  I f - - I )  als ein Po tenzproduk t  der ~ o ( X ) , . . . ,  ~e- l (x )  eine 9~(pC)-Funktion. 

Wi r  beweisen den folgenden Satz, mit  dem zugleich aueh Satz 3 bewiesen wird. 

Satz 8. Die KF Polynome 
pC_ 1 

(44) f ( x )  ---- ~ Ck~!k)(X) (ek = O, . . . , p e - -  I) 
k=0 

darstellen eben alle verschiedenen ~t(pe)-Funktionen. Dieses (44) nennen wi t  das 

normale Representantensystem ~ yon ~l (pC)(x). 

Bemerkung. Nach (27) bes teht  ~ offenbar aus allen Polynomen 

(45) g (~o (x), . . . ,  ~0e-1 <x)) 

mit Exponengen o, . . . ,  T --  I und  Koeffizienten o, . . . ,  pe _ I. 

Naeh  obigem ist jedes f ( x )  in (44) eine ~(pe)-Funktion.  Anderersei ts  ist 

die Anzahl (pe)P e dieser f ( x )  eben die hnzahl  der  ~(pe)-Funkt ionen,  deshalb ge- 

niigt es zu zeigen, dass die f ( x )  lau~er versehiedene ~ (pe)-Funktionen darstellen. 

Da  die Differenz zweier f (x )  wieder ein f (x )  ist - -  die Koeffizienten ck kommen 

niimlich bloss mod p c in Betrach[  - -  so brauchen wir nu t  zu zeigen, dass (44) 

nur im Fall pC I ck (k = o, . . . ,  pC _ I) die ~/(pC)-Funktion o darstellt .  

Hierzu nehmen wir an, dass es ein f ( x )  gibt, das die ~/(pe)-Funktion o dar- 

stell~, und t rotzdem nieht  alle ck verschwinden.  Dann  gibt  es eine ganze Zahl 

r mit  o ~ < r < e ,  so dass 
c~ = f e~ (~ = o , . . . ,  pc  _ I) 
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gilt, wobei die c~ ganz und nieht alle durch p teilbar sind. 

durch pr, so folgt aus der Voraussetzung 

Dividieren wir (44) 

pe_ 1 

(x) - o (rood (x e G). 
k :  0 

Naeh (I5), (27) und dem Satz yon Fermat daft  in dieser Kongruenz ~p dureh (P 

ersetz~ werden, und das heisst, dass das Polynom 

pe 1 

k=o 

die ~(p)-Funktion o darstellt. Wenn man also dieses durch p dividiert, so ent- 

d steht ein G-haltendes Kp-Polynom, wobei aber nicht alle Xoeffizienten - ganz 
P 

sind. Dies widerspricht Satz 6, womit wit Satz 8 bewiesen haben. 

w 7. Das minimale System C0. 

Satz 9. .Entwickle man die Glieder (44)yon ~ nach q)(k)(x) (k-~ o, I , . . . ) s s ,  

und ersetze die Entwicklungskoeffizienten dutch ihren kleinsten nichtnegativen Rest 

rood pe. Die so entstandenen Kp-Polynome fo(x) darstellen wieder alle versehiedenen 

(pe)-Funktionen, und dabei fallen Nenner and Grad dieser Polynome m6glichst 

klein aus. Die Gesamtheit aller fo(X) nennen wir das minimale Representanten- 
syste,, | yon (pe)(x). 

Bemerkung.  Wie einfach auch die Vorschrift ist, mit der man C0 berechnen 

kann, trotzdem ist Co - -  wie sehon erw~hnt - -  yon sehr komplizierter Struktur 

(vgl. den n~chsten w Deshalb kSnnen wit  sagen, dass die ~pk(x) ein viel be- 

quemeres Mittel zur Beschreibung der ~(pe)-Funktionen sind als die q),(x). 

Zum Beweis bemerken wit  vor allem, dass eine (endliche)Summe ~a~ tP (k)(x) 

dann und nut  dann die ~(pe)-Funktion o darstellt, wenn alle Entwicklungs- 

koeffizienten ae dutch pe teilbare ganze Zahlen sind. Dies folgt niimlich a us 

Sa~z 6 mit iihnlichem Sehluss, wie am Ende des vorigen ~. Zwei solche Sum- 

men, yon denen wenigstens die eine eine ~(pe)-Funktion ist, darstellen Mso dann 

und nut  dann dieselbe ~ (pe)-Fanktion, wenn die Paare entsprechender Entwick- 

lungskoeffizienten mod pe kongruent sind. 

s5 Dies geht  wegen (27) und (I5) mi t  wiederholter Anwendung yon (I4), das man zu diesem 
Zweck in der Form (49) schreibt.  (Vgl. die Beispiele in w 8.) 
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Es sei 

(46) fo(X) = Y, ak q~Ik) (X) (ak = 0 , . . . ,  p~ - -  I) 

ein beliebiges Glied yon Co und 

(47) f (x)  = Z bk @(k)(x) (bk e G) 

ein weieeres (G-haltendes) Polynom, yon dem wir annehmen,  dass es dieselbe 

{R (pe)-Funktion wie fo (x) darstellt ,  d . h .  

(4s)  --- (rood (k = o , ,  . . . .  ) 

ist. Wir  haben zu beweisen, dass l~enner und  Grad v o n f ( x )  mindestens so gross 

ist  wie der yon fo(X), wobei wir f o ( x ) , f ( x ) ~ o  annehmen diirfen. 

Fiir  den Grad folgt  das leicht, denn jedes q~(k)(x) ist yore Grad k, und wenn 

ein ak ~ 0 ist, SO ist nach (48) noch mehr  bk 4 = o. 

Bezeichne pr das Maximum des Nenners  der Glieder in (47), und nehmen 

wir an, dass k der grSsste Index  ist, fiir den b~ ~(k)(x) den Nenner  p~ hat.  Da 

dieses Polynom zu einem G-Hauptpolynom (n~mlich zu Flkl(x)) assoziiert ist, so 

muss p~ zugleich der Nenner  yon f ( x )  sein. )~hnlich wie r, k seien r0, k 0 fiir 

fo(x) definiert, woraus wieder folg~, dass pro der 1Yenner sowohl yon a~.od~ (~o) (x) als 

auch yon f o ( x )  ist. Wegen  (48) ha t  auch b~o q)(~'o)(x) den Nenner  pro, und  so muss 

p~ _--> pro sein, woraus die Richt igkei t  des Satzes folgt.  

dabei p = 2  aus. 

( ,  5) i s t  

(49) 

w 8. Beispiele. 

W i r  berechnen Co ffir e = 2, 3 (der Fal l  e --= Iist uninteressant) ,  schliessen 

Kurz schreiben wir q)k, ~Pk fiir ~k(x), ~k(X). l~ach (I4) und 

aO~. ---- q~k + P a0k+l, 

= 

W i r  bekommen 
,Wo = q)o, ~1 = q), + P r 
ga~ -- ~P~ + p q)s -F p~ ~p-1 (~)~ (mod pS).sG 

Mit Beri icksichtigung dieser Formeln  liisst sich das allgemeine Glied fo(X) yon 

Co fiir e-----2, 3 berechnen. 

86 Es ist n/imlich 
~P~ = ( r  +Pr p=  r + P '  r162 + " "  

wobei man wieder r = eL ~-_P r einzusetzen hat. In diesem w beziehen sich die Kongruenzen 
auf die Koeffizienten der Entwicklungen nach r (x) (k = o, I , . . .)  
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Fall  e = 2 .  Es ist  

Fal l  e-----3. Es ist 

p - 1  p--1 

fo (x) ---- ~, ~, c~, ~po ~ V) s (mod p') 
r~O  s=O 

p--1 p--1 p - 1  

r=O s=O t=O 

Ors =0 ,  . . . ,  p~-- I). 

(Crst ~ 0 . . . .  , pS-- I). 

Nach Ausmultipl izieren sind die Koeffizienten mod p~ bzw. mod pS auf  den klein- 

sten nichtnegat iven Rest  zu reduzieren, dabei ist beim letzteren (49) wiederholt  

zu berficksichtigen. So bekommen wir in diesen F~illen fiir die am Schluss des 

I erwiihnten Zahlen r (pe), g (pe): 

( f )  = 2 p - -  2, 

(pS) = 3 P~ + P - - 4 ,  

g (p") = 2 p-~ --  p --  I, 

g ( p S ) _ _ _ 3 p S _ 2 p ~ _  I. 

Allgemein bekommen wir mi t  Hilfe  yon ~ eine, allerdings sehr grobe obere 

Schranke fiir v und  g. Nach Satz 8 erreichen n~mlich Nenner  und Grad yon 

das Maximum gewiss fiir 

(90 (x) 9, (x) . . .   e-1 (x)) p-1. 

und g' den Nenner  bzw. Grad dieses Polynoms,  so gilt  nach Bezeichnen p" 

(14)--(I6): 
, ( p~- - I  p~ pe--l--I ) v ~- - (p- - I )  p +  + . . . _ } _ _ _ p e - 1  : 

p - - I  p - - ~  
9 ' =  (p - -  i) (x + p~ -{- pa +..._{_p2e-2). 

Da offenbar v ~ v', g ~ g' ist, so gilt  

 (pe) < (pe__  )(pC __p) 
= p z  I 

, g(pe)<=P2e--l 
p + l  

Die genaue Berechnung yon v, g scheint auf  obigem Wege fiir den allgemeinen 
Fall  unausf i ihrbar  zu sein. 

w 9. Die Zuriiekftihrung des allgemeinen Falles auf m----p~. 

Je tz t  kehren wir uns dem al lgemeinen Fall m ( 4  I 1 ZU, and  wollen unter- 

suchen, inwieweit  sich die ~{ (m)Funkt ionen  durch K-Polynome darstellen lassen. 

Wir  schicken die Bemerkung voran, dass 

(50) ~ (m) ~ ~ (d) (dim) 
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gilt, uncl zwar l~sst sich ~ (m) auf ~ (d) (nur) so homomorph abbilden, dass man 

jeder Restklasse rood m die sie enthal~ende Restklasse rood d zuordnet. Die 

Beantwortung der gestellten Frage ist enthalten in den folgenden zwei S~tzen: 

Satz 10. .Ein K-Polynom darstellt eine ~(m)-Funktion dann und nur dann, 

wenn es aueh in jedem ~(p') (p'll,~) eine Funktion da,'stellt. Aueh gilt noeh folgen- 
des: Es liege irgendeine Partialbruehzerlegung 

(5 I) f (x)  = ~ fp (x) 
101m 

vor, wobei f(x) ein K-Polynom, fp(x) ein Kp-Polynom ist. Dann und nur dann dar- 

stellt f (x)  eine ~ (m)-Funktion, wenn jedes fp (x) eine ~ (p~)-Fu, kfion darstellt (P'Ilra). 

Satz 11. Eine ~(m)-Funktion lffsst sieh dann und nut dann dutch ein K- 

Polynom darstellen, ~enn sie fiir jede Homomorphie ~ (m)~ ~ (pC) (p,]lm) zulffssig 

ist, das bedeutet jetzt, dass durch die Funktion den in einer p'-tlestklasse 57 enthal- 

tenen m-Restklassen lauter solche m-Restklassen zugeordnet werden, die wieder in 

einer p'-Restklasse enthalten sind. (Kurz heisst das, dass die entsprechenden homo- 

morphen. Bilder der angegebenen Funktion lauter eindeutige ~ (p~)-Funktionen sind.) 

Die Anzahl der durch K-Polynome darstellbaren ~ (m)-Funktionen ist 

(52) II  p'P' (p'll m). 
pl  ra 

Bemerkung.  Nach diesen Siitzen lassen sieh alle unseren Fragen beziiglieh 

~(m) auf den vorher erledigten Spezialfall m = p '  zuriiekfiihren. Gegen den ein- 

faehen Wortlau~ yon Satz Io wird der Beweis etwas miihsam. Dabei stiitzen 

wir uns auf Satz 4, yon dem wir in den vorigen bisher keinen Gebraueh ge- 

maeht haben. 

Zuerst beweisen wir folgenden: 

Hilfnsatz. Ist f (x)  ein K-Polynom und e eine ganze Zahl so, dass el(x) in G 
liegt, so liegt aueh das Polynom 

(53) ~ ( f ( x  q- era) -- f(x)) 

in G (m beliebig). 

s7 Wir  sagen  , ,m-Res tk las se"  start  , R e s t k l a s s e  rood m". 

as Erse t z t  man  in (52) den E x p o n e n t e n  e p  e durch e m, so b e k o m m t  m a n  die  A n z a h l  aHer 
~ ( m ) - F u n k t i o n e n ,  und  so  sehen  wir,  dass  im a ] l g e m e i n e n  nur verhit l tnlsmiiss ig  w e n i g e  yon diesen 
s ich dutch  K - P o l y n o m e  darste l len  lassen.  
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Setzen wir niimlich g ( x ) =  cf(x), das nach der Annahme ein G-Polynom ist. 

Da sich (53) nach Newtons Satz in der Form 

g ( x ) + c m  +c~m ~ g - -  +. . .  
3! 

schreiben l~sst, so sehen wir die Richtigkeit des Hiifssatzes ein. 

Zum Beweis der ersten H~lfte yon Satz io dfirfen wir uns auf den Fall 

beschr~nken, in dem das angegebene Polynom in K~ liegt und G-haltend ist. 

Bezeiehne f ( x )  ein solches Polynom, yon dem wir zuerst annehmen, dass es eine 

~(m)-Funktion darstellt. Nach Satz 4 ist dann (24) G-haltend, und dann gilt 

dasselbe fiber das Polynom ~ ( f ( x  + cm)-- f(x)) ,  wobei c eine sparer zu bestim- 

mende ganze Zahl ist. Noch mehr ist das Polynom 

i 
(54) ~ ( f ( x  + e.~) - .f(x)) 

G-haltend. Zerlegen wir f ( x )  in eine Summe 

(55) f ( x )  =- g(x) + h(x) 

so, dass g(x) ein Kp-Polynom ist und h(x) einen zu p primen Zqenner hat. Dann 

sind mit f ( x )  zusammen auch g(x), h(x) G-haltend, ferner ist h(x) auch zul~ssig 

mod p ". Hieraus folgt, dass 

p~ (h I (x + c m) - -  h (x)) 

G-haltend ist, und so muss wegen (54), (55) auch 

I 
(5 6) p~ (g (x + e m) - -  g (x)) 

(m) G-haltend sein. Wiihlen wir jetzt c so, dass c p~-- I g(x) in G liegt, was wegen 

p ,  = I mSglieh ist. Aus dem Hilfssatz folgt, dass 

;~ (g  (x § cm --p~) - -  (x)) g 

G-haltend ist. Subtrahiert man dies aus (56) und ersetzt x + cm- -pe  durch x, 

so entsteht, dass auch 

L 
p~ (g (x + p~) - g (x)) 
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G-hal~end isr Da g(x) auch G-haltend ist, so folgt aus Safz 4, dass g(x) eine 

~(p~)-Funktion ist. Dies gilt nach obigem auch fiber h(x), und so ist f(x) nach 

(55) ebenfalls eine ~(p~)-Funktion. 

Wenn dies umgekehrt der Fall, d. h. f(x) ffir jeden rood p~ zuliissig ist (p~ilm), 
so ist f(x) offenbar aueh rood m zul~ssig, d.h.  eine ~(m)-l~'unktion. Hiermit 

haben wir die erste H~ilf~e yon Satz IO bewiesen. 

Die zweite H~lfte des Satzes folgt leicht aus der jetzt bewiesenen ersten 

H~lfte. Man kann sieh n~mlich auf den Fall besehr~inken, in dem f(x) d.h. auch 

jeder Summand in (5I) G-haltend ist. Ffir jedes p sind dann die yon f~(x) ver- 

schiedenen Glieder auf der rechten Seite yon (5I) lauter ~(pe)-Funktionen. Ist  

nun f(x) eine ~(m)-Funktion, so ist f(x) nach der ersten ]:l~lfte des Satzes zu- 

gleich auch eine ~(p~)-Funktion (p~llm), und dann muss in der Tat auch das noch 

iibriggebliebene Glied fp (x) eine ~ (p~)-Funktion sein. Is t  das umgekehrt fiir ]edes 

p der Fall, so folgt, dass f(x) eine ~(p~)-Funktion ist (p~llm), und dann ist es 

auch eine ~(m)-Funk~ion. So haben wir Satz IO bewiesen. 

Zum Beweis yon Satz I I betrachten wit zuerst eine R (m)-Funktion, die durch 

ein K-Polynom f(x) darstellt wird. Nach Satz IO gilt dann 

(57) f(x) ~- f(y) (rood 299 e) (x -- y (modp~; p~llm). 

Bestimmen wir das (dutch ~ (m)~  ~(p~) vermittelte) homomorphe Bfld fi)(x) un- 

serer Fauk~ion. Hierzu be~rachten wir eine beliebige Restklasse x (rood pe). Diese 

enth~lt aUe Restklassen y (rood m), wobei y -- x (rood p~) ist. Einer solchen Rest- 

klasse ordnet unsere Funktion die Restklasse f(y) (rood m) zu, die seinerseits in 

der Restklasse f(y) (rood pe) enthalten ist, und so wird durch 9~ (x) einer beliebigen 

Restklasse y (rood p~) immer nur eine Restklasse f(y) (mod p~) zugeordnet. Wegen 

(57) ist diese Zuordnung, d. h. auch selbst die ~(pe)-Funktion ~ ( x )  eindeu~ig. 

Umgekehrt  betrachten wir eine ~(m)-Funktion, yon der wit jetzt  annehmen, 

dass die ~hnlich wie vorher definierten homomorphen Bilder lauter eindeutige 

~(p~)-Funk~ionen sind (p~llm), die dann nach Satz 3 dureh gewisse Kp-Polynome 

fp (x) darstell~ werden. 

5s) 

und bilden die Summe 

(59) 

Zu jedem p (p [m)  bestimmen wir eine gauze Zahl cp mit 

f (x) = (x). 
plm 
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Dann ist f(x) ein G-haltendes Km-Polynom. Nach der Annahme ist 

fp (x) - fp (y) (rood f )  (x ---- y (rood p')), 
woraus offenbar 

f~ (~) ----/~ (y) (rood ,,) (x -- y (mod m)) 

folgt. Dies ergibt nach (59), dass f(x) eine ~(m)-Funktion darstellt. Die homo- 

morphen Bilder dieser Funktion sind nach (59), (58) eben die ~(p~)-Funktionen 

.fp(x) (p]m), wie man das leicht einsieht. Wenn aber zu zwei ~(m)-Funktionen 

dasselbe System homomorpher Bilder gehSrt, so miissen diese ~(m)-Funktionen 

gleich sein, was ni~mlich aus dem chinesischen Restsatz leicht folgt. Das be- 

deutet, dass die betrachtete ~ (m)-Funktion durch das Polynom f(x) darstellt wird. 

Die noch iibriggebliebene Behauptung (52) folgt nunmehr aus dem schon 

bewiesenen Tell yon Satz I I und aus der zweiten l=Iiilfte yon Satz Io. Nach diesen 

werden n~mlich alle verschiedenen, durch K-Polynome darstellbaren ~(m)-Funk- 

tionen durch die Polynome (5I) darstellt, indem man fiir jeden Summandenfp(x) 

voneinander unabhi~ngig die Elemente eines vollen Representantensystems yon 

(pe)(x) (z. B. die Elemente des normalen Systems ~ ~-~(p?)  einsetzt. Da die 

Zahl dieser MSglichkeiten eben (52) ist, so haben wir Satz I I bewiesen. 

w io. Die Bestimmung aller ~(m) ,  in denen ein gegebenes K-Polynom eine 
Funktion darstellt. 

Wir wenden uns dem im w I schon erwiihnten, fiir die Zahlentheorie wich- 

tigen Problem zu, das darin besteht, dass man im Falle eines gegebenen Kp- 

Polynoms f(x) diejenigen m bestimmt, fiir die f(x) eine ~(m)-Punktion, d. h. 

rood m zuliissig ist. Wir  sagen (mit einem i~hnlichen kusdruck), dass diese Moduln 

m fiir das Polynom f(x) zul~ssig sind (oder f(x) lgsst m zu), und definieren 

bequemliehkeitshalber die ,,charakteristische Funkt ion" ~ (f(x), m) so, dass sie I 

oder o ist, je ~achdem m fiir f(x) zul~ssig oder nicht zul~ssig ist. Dann kommt 

es nur auf die Bestimmung yon ~ (f(x), m) an. Wir  betrachten nur ein G-haltendes 

f(x), da sonst gewlss z(f(x), m)-~ o ist. 

Liegt f(x) in G, so gilt unbeschrgnkt Z (f(x), m) = I. Allgemeiner gilt dies, 

wenn m zum Nenner yon f(x) prim ist. Ferner folgt aUs Satz 1o die Produkt- 

formel : 

(60) z (f~),  ,,) = H z (f(~), f )  (fil,n). 
pJm 
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Hiernach geniigt es nut  Z (f(x), p~) zu bestimmen, und dabei darf angenommen 

werden, dass f ( x )  ein (G-haltendes) Kp-Polynom ist. 

Nachdem wit so das Problem auf diesen Fall reduzier~ haben, gewinnen wir 

die LSsung nach Satz 9 mi~ Hilfe des minimalen Systems Co folgenderweise. 

Entwickeln wir f ( x )  nach der Polynomfolge $(k)(X) (k = O, I, . . .) .  Da f ( x )  V- 

haltend ist, miissen die Entwicklungskoeffizienten ganz sein. s~ Ersetzen wir diese 

mit dem kleinsten nichtnegativen Rest  mod p ~, wodurch ein Polynom fo(X) ent- 

steht. Offenbar ist nach Satz 9 dann und nur dann X (f(x), f ) =  I, wenn fo(X) 

ein Element yon Co ( =  Co (P~) ist, und dann gilt sogar, dass f ( x )  und fo (x) dieselbe 

~t (p*)-Funktion darstellea. 

Wohl  kSnnen wir das obige Problem mit dieser Antwort  fiir gelSst erkliiren, 

aber es tri t t  noch folgende, sehr interessante Frage auf. Halten wit  ein (sonst 

beliebiges) p fest und fassen a.lle G-haltenden Kp-Polynome f ( x ) i n s  Auge. Kann 

dann die Folge g (f(x), p~)(e---= 0, I . . . .  ) beliebig sein, d. h. in eine beliebig vor- 

gegebene Zahlenfolge al, as . . . .  (a~= o, I) fibergehen? Das ist schon aus dem 

Grunde unmSglich, dass es fiber abzi~hlbar viele solche Zahlenfolgen und nur 

abzi~hlbar viele Polynome .f(x) gibt. Dagegen gilt der folgende iiberrasch~nde: 

Satz 12. Es  sei eine Folge al, a ~ , . . .  (a~ = o, I) irgendwie vorgegeben so, dass 

darin entweder nut  endlich viele Glieder o oder nur eudlich viele Glieder I vor- 

kommen. Fiir jedes p gibt es ein G-haltendes Kp-Polynom f ( x )  mit  

(6I) Z (f(x), i f )  ~- ae (e = I, 2 . . . .  ). 

Bemerkxmg. Fiir den Fall, in dem alle a~ gleich I sind, liefert dieser Satz 

nichts neues, denn dann wird (6I), wie schon 5fter erw~hnt, durch aUe G-Polynome 

f (x )  befriedigt. Union im Satz I3 werden wir weitere solche Polynome angeben. 

Wir beweisen Satz I2 so, dass wit  ein f ( x )  explizit konstruieren das (6I 

befriedigt. Es seien 

(62) a, b, . . . ,  k, l (I < _ _ a < b < . . . < ] c < l )  

endlich viele versehiedene positive ganze Zahlen nach der GrSsse geordnet. Wir 

setzen 

(63) f l (x) = pa-1 ~)a (X) + 29 b-1 lpb (X) "{-"" + 29 k-I IDle, (3C), 

(64) f ,  (x) = Z (x) + pz-1 ~, (x). 

s9 Man braucht nicht im voraus zu wissen, ob f(x) G-haltend ist, sondern man kann es gleich 
mit obiger Entwicklung anfangen, denn nach Satz 6 wird eben durch diese Entwicklung enlschie- 
den, ob f(x)wirklich G-haltend ist, 
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Nach dem Beispiel i) in w 5 ist ein beliebiges G l i e d p ~ - l ~ ( x ) v o n f ~ ( x ) d a n n  

und  nur  dann  keine ~'{ (p~)-Funktion, wenn i -~  e ist. Folglich ist Z (f~ (x}, p~)---o 

dann und nur  dann,  wenn e eine der Zahlen a, b , . . . ,  k ist. 

Nach dem Beispiel 2) in w 5 ist ferner  das Glied pl-10l(x) yon f~(x) dann 

und nur  dann  eine ~(p~)-Funktion, wenn e ~ 1 ist. Dies mit  dem vorigen zu- 

sammen ergibt offenbar, dass dann und nur  dann Z (f2(x), p~)~ o ist, wenn e eine 

der Zahlen a, b . . . .  , k, l, l + I, I + 2 . . . .  ist. 

Naeh passender Wah l  yon (62) l iefert  also (63) oder (64) eine L5sung yon 

(6I), je nachdem es unter  den ai nu t  endlich viele o bzw. nur  endlich viele 

gibe. Hierdurch  haben wi t  Satz i2 bewiesen. 

Satz 13. Bilde man die Kp-Polynome 

p~,(x) ,  p~.,(z),  p~3(.~) . . . .  

fiir alle PrimzaMen p. Der dutch diese Polynome uud durch die G-Polynome ge- 

bildete Ring besteht aus lauter solchen Polynomen f(x),  fiir die rai~ jedem m 

(65) ;~ (f(x}, m ) =  I 

gilt, 

~ a c h  dem am Anfang  yon diesem w gesag~en ist  dieser Satz eine Folgerung 

der Tei lbehauptung,  dass Z(pl~pl(X), p ~ ) =  I (1, e = ~, 2 . . . .  ) ist. Dieses ist ein 

Spezialfall yon Satz 7, womit  wir Satz 13 bewiesen haben. 

Bemerkung .  In  mehr  expliziter Form bedeutet  (65), dass fiir das K-Polynom 

f(x) mit  jedem m 

(66) f (x)  ==-f(y) (mod m) (x, y E G; x ---- y (mod m)) 

gilt. Die Polynome mit  dieser Eigenschaf t  kSnnen wir deshalb als eine Verall- 

gemeinerung der G-Polynome ansehen. (Das sind die K-Polynome,  die jeden 

h{odul m zulassen.) Wir  wissen nicht,  ob wir durch Satz I3 alle solche Polynome 

augegeben haben. Wi t  bemerken den Spezi~lfail aus Satz I3: 

p p - 1  (x )  - (xp  - x)p 
P 

Dies is~ wohl das al lereinfaehste Beispiel fiir ein Polynom mit  rat ionalen (nicht 

ganzen) Koeffizienten und der Eigensch~ft  (66) 
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w I ~. Die Yersch~irfung eines Satzes yon Kempner. 

Zuletzt wollen wir uns noch mit einem Satz yon K ~ P ~ R  4~ beschi~ftigen, 

der sieh auf die rood m iiberall verschwindenden G-Polynome bezieht, dabei yon 

unserem Haupt thema etwas abseits liegt. Der Satz gibt das Minimum des Gra- 

des an unter der Bedingung, dass das betrachtete Polynom ein t iauptpolynom 

ist. Wir haben das iiberraschende Resulta~ bekommen, dass dasselbe Minimum 

auch dann gilt, wean alle, zu m primen Polynome zugelassen werden. Wir  fassen 

das in den folgenden: 

Sats 14. U~ter allen, zu m primen, rood m iiberall verschwinde~de~z G-Poly~o- 

men von minimalem Grad gibt es auch Haupttoolynome. Dieser minimale Grad ist 

die Faletorialbasis yon m, wor~nter wir  die kleinste ~atib'liche Zahl  m o m i t  

(67) m lmo ! 

verstehen. ~ 

Bezeichae n~imlich P einen Primzahlpotenzfaktor yon m mit 

(68) P r  (.1o - 

ein solches P gibt es gewiss, da sonst m l(m o -  I)! wiire, gegen die Annahme. 

Wir betrachten eia beliebiges Polynom f ( x )  aus Satz I4, das wir gleieh in der 

Form (3 I) schreibea, wobel dann n der Grad v o n f ( x ) i s t .  D a f ( x ) z u  m prim ist, 

muss es einen Koeffizienten ak geben, der zu P prim ist, woraus naeh (32)PIk!  

folgt. Dies und (68) ergeben k > m  o -  I, k>--_ too, und dana gilt noch mehr 

n-->_ mo. Andererseits ist (x),,o eiu G-Hauptpolynom too-ten Grades, das nach (25) 

rood m iiberall verschwindet. Somit haben wir den Satz bewiesen. 

BemerkuJ~g bei der Korrektur. Die vorliegende Mitteilung I wird in der Mittei- 
lung I I  durch mehrere wichtige Resultate ergiinzt, die tells inzwischen entstanden 
sind. So bekommen wir (vgl. Satz 3 und Fussnote27): Fiir m ~ p~ hat  ~ (m) keinen 
Darstellungsring. Welter  gilt: K liefert die beste ~Anniiherung,> der LSsung 
unseres Problems fiir ~ (m), denn ist T irgendein primitiver Ring yon ~ (ra), so 
werden doeh dutch T-Polynome nur solche ~(m)-Funktionen darstellt (im Sinne 
des Grundsatzes), die schon durch T = K erfasst wurelen (vgl. Satz I I). Fiir einen 
allgemeinen Ring R bekommen wir: Damit  R einen Darstellungsring hat ist not- 

40 S i e h e  18 S. 24S, a u c h  be i  DICKSON x9 S. 22, I V .  

4t D i e s e r  S a t z  l i i s s t  s i c h  a u c h  a u s  d e n  R e s u l t a t e n  von  POLYA xa (S. IO3, S a t z  I V  u n d  S. lO7) 

g e w i n n e n .  
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wendig, dass in der additiven Gruppe R + alle Elemente eine endliche Ordnung 
haben Und diese Ordnungen Potenzen einer festen Primzahl sin& Hiernach haben 
verh~iltnism~ssig wenig Ringe einen Darstellungsring. (Die Bedeutung hiervon 
wird dadureh stark betont d a s s -  wie wit zeigen werden ~ unter Annahme 
gewisser Postulate iiberhaupt keine anderen DarsteUungen der R-Funktionen dutch 
Polynome denkbar sind als die im Grundsatz beschriebenen.) Fiir ~ (pe) erw~hnen 
wir noch, dass uns gelang g(pe), u(pe) genan zu berechnen (vgl. das Ende yon w I 
und w 8): 

g (p~) = e l - -  ( e - -  ~ ) f - ~  - ~, 

p, Of)+ e-1 I! gpe! 


