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kvant-Propos. 
� 9  n o n u m q u e  p r e m a t u r  i n  a n n u m .  

Horace. 

Les recherches que je prdsente ici datent d'il y a longtemps. Celles dont 

se composent les oinq premiers Chapitres sont, s quelques exceptions pros, des 

anndes I933--I936. J 'en ai donnd un compte rendu tr~s sommaire au Congr~s 

international des math~maticiens qui a eu  lieu s Oslo en I936, et un r~sumd assez 

complet darts une Confdrenee s la Rdunion internationale des mathdmatieiens, 

tenue ~ Paris en Juillet I937 sous les auspiees de la Soci~td math6matique de 

France. Cette confdrence, publide par les soins de la Socigtd (Paris I939) , servira,, 

ldg~rement remanide, d 'Introduction au prdsent ouvrage. Au moment off j 'ai donnd 

le rdsumd en question, rues dtudes visaient exelusivement les dquations s coef- 

ficients constants, et ce n'est que pendant l'dtd de 1938 que j 'ai rgussi s dtendre 

la m~thode aux dquations ~ coefficients variables de signature lorentzienne, dont 

la thdorie, due s M. HADA~ARD, constitue un des plus beaux titres de gloire 

de ce grand savant. J 'ai  publid une esquisse de ees derni~res dtudes dans une 

Note additionnelle imprimde avee la susdite conference; ees dtudes constituent iei 

le dernier Chapitre. 

Un ami ddvoud, M. K.-G. HAGSTROm.M, a dtd pour moi un collaborateur in- 

apprdciable dans la poursuite de ces reeherches. I1 en a pris les premieres notes, 

qui m'ont dtd par- la suite d'un grand seeours, et c'est encore lui qui m'a aidd 

dans la rddaction finale. Je tiens aussi ~ remercier rues amis M~I. O. FROST~AN 

et W. F~.LLER qui, chacun de son cbtd, m'ont  pr~td un prdcieux concours. 

1--48173. Acta mathematica. 81. Imprimd le 1 avril 1948. 



2 Marcel Riesz. 

Introduction.(1) 

C'est la notion de la partie time de certaines int~grales due s M. Hadamard 

qui forme le point de ddpart des recherches dont j 'aurai l 'honneur de vous 

entretenir dans cette confdrence. On connalt les applications brillantes s la 

thdorie des ~quations aux d~riv~es partielles que M. Hadamard a donn~es de la 

notion qu'il a cr~e(~). Chez lui il s'agit surtout d'~quations s coefficients variables, 

tandis que la m~thode que nous allons ddvelopper ne s'applique qu'~ des ~qua- 

tions ~ coefficients constants(S). En revanche, elle permet de donner pour ces 

6quations une solution du probl~me de Cauchy qui est la m~me pour les dimen- 

sions impaires et paires. 

Consid~rons d'abord l'int~grale de Riemann-Liouville 

,)_1 f ( x )  = t) ( x  - 

f t  

Elle converge pour a :> o e t  satisfait aux relations fondamentales 

(I) la(I,;l)= Ia+•, (d (Ia+l)= Ia. 

Dans des conditions de d~rivabilitd convenables, il s'agit maintenant d'~tendre 

la ddfinition de cette int~grale ~ des valeurs de a pour lesquelles elle cesse de 

converger. M.  Itadamard arrive ~r cette extension pour des indices n~gatifs non 

entiers en retranchant de l'int~grale divergente certaines parties infinies d'ordre 

fractionnaire. Ce qui reste c'est alors la partie finie de l'int~grale. On peut 

atteindre le m~me but, et cela aussi pour l'indice zdro et les indices entiers 

ndgatifs, par un proc~dd qui me semble tr~s naturel, celui du prolongement 

(~) M. RIESZ 2; les ehiffres apres  les n o m s  d ' a u t e u r s  se r a p p o r t e n t  A la Bib l iographie  A la fin 
de eet  ouvrage .  

(2) Cf. HADAMARD I. 

(a) L ' e x t e n s i o n  de ]a m~thode  "~ des  coefficients  var iables ,  qu i  cons t i t ue  le de rn ie r  Chapi t re ,  
e s t  pos tdr ieure  A la~ Conference reprodu i te  ici. 

(4) C 'es t  '~ pa r t i r  de la m~me  in t~gra le ,  m a i s  s a n s  le fac teur  /~(a) au  d d n o m i n a t e u r ,  que  
M. H a d a m a r d  d~finit  la >)partie finie>> pou r  les va l eu r s  n~ga t ives  f rac i ionna i res  de t~. L ' absence  

d u d i t  fac teur  es t  le seu l  obs tac le  'h l ' e x t e n s i o n  de cet te  no t ion  h la va leur  zdro et  a u x  valeur.Q 
n~ga t ives  cn t ie res  de a. 
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analyt ique par  rappor t  s l ' indice a. En supposant  l 'existence d 'un assez grand  

hombre  de ddrivdes, on obt ient  au moyen des in tdgrat ions  par  part ies 

n--1 f ( k ) ( a  ) (X -- a)"+k+ I~+"f(")(x). 
I~ f (x)  = ~' F(a + k+ I) 

k=o 

La derni~re expression s 'dcrit  

I f (x_t?§ ~ l"(a + n) f(')(t) dt, 
a 

I ' intdgrale dtant  convergente  pour  a > ~ u. Le pro longement  analyt ique se t rouve 

done effectud pour tous ces indices. Bien entendu,  le p ro longement  en quest ion 

peut  gtre obtenu par  beaucoup d 'au t res  proe~d~s. L ' in t6gra le  prolong~e satisfait ,  

sauf dans des cas exceptionnels  faeries ~ prdciser, aux relat ions fondamenta les  (I) 

dont  la seconde pour ra  aussi servir  b~ effeetuer le p ro longement  en question. 

Pour  les indices a = o et  entiers  n~gatifs  a = - - n  on trouve,  eomme il fal lai t  

s'y a t tendre ,  
I~  = f(x),  I - n f ( x )  = ]~')(x). 

Arr6tons-nous un ins tan t  sur les dernib.res relations.  On volt  que, pour  tou t  

autre  indice, I~f(x)  est une fonct ionnel le  d6pendant  de routes les valeurs que 

f(t) admet  entre  a et x, tandis  que, pour  a = o ou ent ier  n6gatif ,  I~f(x)  a u n e  

valeur de caract~re local; ce ne sont que les valeurs admises au voisinage 

infinit6simal de x qui in terviennent .  Voil~ en germe le principe de Huygens(1). 
I 

C'est 6videmment au fac teur  F ~ '  s ' annulant  pour  les indices en question, qhe 

ces indices doivent  leur caract~re exceptionnel.  D'ailleurs,  m6me sans effectuer 

le pro longement  analyt ique d 'une  facon explicite, on voit  ne t t emen t  que le pro- 

longement  de 
X--({ 

I ; . .  t),~_l ( c ~ > O )  l'(a) _ J ( t ) ( x - -  dt  
a 

est z6ro pour  a----o ou ent ier  n~gatif, pa rce  que l ' int6grale ne cesse jamais  de 

converger.  Les valeurs de f ( t )  qui in te rv iennen t  darts cet te  intdgrale ne donneron t  

done aucune contr ibut ion  s la valeur  finale. 

(') Nous entendons ici et dans tout  ce qui sui t  par  principe de Huygens la mineure  du prin- 
cipe darts la terminologie de M. Hadamard (loc. cit., p. 75). D'apres ce principe, une per turbat ion  
lumineuse 6tant  localis6e ~ l ' i ns tan t  t = o au voisinage immddiat  du point  O, son effet sera localis~, 
pour t = t ' ,  au voisinage imm~diat  de la surface d 'une sph6re de centre O e t  de rayon ct',  c dd- 
s ignant  la vitesse de la lumiere. 
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J 'ai  insist6 sur ees questions 416mentaires bien famili~res ~ vous tous, parce 

qu'elles nous permettront  de bien saisir la diff&enee qu'on rencontre dans la 

solution du probl~me de Cauchy de l'6quation des ondes, pos6 pour un nombre 

pair ou pour un nombre impair de variables. 

Consid6rons dans l'espace s m dimensions les points P e t  Q aux coordonn&s 

respectives x,, x~ . . . .  , x~ et ~1, ~.~ . . . .  , ~ .  Nous introduisons la distance lorent- 

zienne de ees points 

= - - - . . . . .  - 

en supposant que l'expression qui figure sous le signe racine carr6e soit > o. 

En consid6rant le point P comme fixe et le point Q comme variable, r~,Q-~O 

d6finit la nappe du c6ne de lumibre au sommet P, r~Q > o d~finlt son int&ieur, 

x t - -g ,  > o  le c6ne r&rograde et x1- -~1<o  le c6ne direct. C'est le c6ne r&rograde 

que nous allons consid6rer en g6n6ral, en le d6signant par D P. Soit encore S une 

surface (c'est-g-dire une vari&~ g m -  I dimensions) qui, suivant la terminologie 

de ~[. Hadamard,  air une orie~tation d'espace. Cela veut dire qu'on a pour tout 

- - d x m <  On admet aussi dx, ~ d x 2  . . . .  o. d6placement infinit6simal sur la surface ~ ~ 

que la surface soit assez r6guli~re pour que les d6rivations qui interviendront 

plus tard puissent &re effectu6es. Le domaine limit6 par la nappe r&rograde et 

la surface S sera d6sign6 par D R. 

Cela &ant, nous posons 

, /  (2) I ~ f ( P ) - -  H,,(a) f (Q) '~-~mdQ'  

.g 
avec 

( 3 )  H m ( ~ ' )  = z 2 2 a - 1  F /1  �9 
2 

Cette intdgrale converge pour a >  m - - 2  et l'on v6rifie facilement qu'elle satisfait 

aux relations fondamentales 

(4) I~I~=I~+~ ,  h l . + 2 = I  ~, 

off l'on a d6sign6 par h l 'op6rateur des ondes 

02 03 03 
A =  
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Pou r  les indices a _-- m - -  2 l ' int6grale (2) se d6finit au moyen de pro longement  

analyt ique par  r appor t  s a, bien en tendu ,dans des condit ions de r6gulari t6 con- 

venables po r t an t  sur la fonct ion f et sur la surface S. On trouve en particulier 

/ 0 f ( p )  : f ( p ) .  Remarquons  que ce fair, qui est d 'une impor tance  capitale pour  

la suite, n 'es t  nu l lement  6vident. En effet, I ~ est d6fini ici comme pro longement  

analyt ique de I ~ qui ne converge que pour  a > m - - 2 ,  et le p ro longement  en 

quest ion n 'existe  que dans eertaines condit ions de d6rivabilit6(~). Des remarques  

analogues s 'appl iquent  aux relat ions 1 - 2 k - -  h ~. 

I1 ressor~ de ce qui pr6c~de que not re  proc6d6 d ' in t6gra t ion  t i re  son origine 

de l 'op6rateur  diff6rentiel du second ordre  A. On a vu en effet que h i  ~ =  I, 

c'est-s que I s est dans un cer ta in  sens l ' inverse de l 'op6rateur  des ondes. 

Or on peu~ construire  un  proc~d~ qui, dans le m~me sens, fo rme l ' inverse de 

l 'op6,rateur diff6rentiel  du premier  ordre gradient ou nabla, cet op6rateur  6rant  

pris au sens lorentzien. I1 est manifes te  que ce proc~d6 devr~. ~tre de caract~re 

vectoriel(~). 

Soient  321, X~ . . . .  , Xm les composantes  d 'un  vecteur  arbitra'ire X et d6finissons 

les hombres de Clifford comme symboles de caleul ou comme vecteurs  uni ta i res  

par  la re la t ion 

X ~ =  (X~e~ + X~e~ + ... + X,~em) ~ = X ~ -  X ~ 2 - ' ' ' -  X~. 

Cette re la t ion met  en 6vidence les r~gles de calcul 

e ~-----  e~ - ~ - . . .  = - -  era - -  I 
et  

0 0 
L 'op6ra teur  V = el ~ - -  e~ Ox~ 
Nous posons 

J ~ f ( P )  = e ~ -  (P) - -  i sin ~ a  V [I~+'f(P)] 

l 'op6rat ion V pouvant  ~tre ex~cut6e sous le signe f .  On a alors 

j ~ j r  = j~+~, Vj~+I  = j% j2k = 12k, 

ejek + ekej : o ( j  ~A It). 

0 
. . . . . .  e~x x ~  a mani fes tement  la propri6t6 V ~ =  A(8). 

(t) P ou r  m i m p a i r  ou pai r  il suf f i t  de s u p p o s e r  l ' ex i s t~nce  des  d~riv~es d 'o rdre  ~ m-'LI ou ~ m 
r e spec t i vemen t .  2 2 

(3) L ' i n t~g ra t ion  vectoriel le  que  j ' e squ i s s e  ici ne  f lgura i t  p a s  d a n s  m a  confdrence.  J e  l 'a i  

ind iqu~e  s u c e i n c t e m e n t  apres  la  conference  en r~ponse  /~ u n e  ques t i on  de M. Fr6che t  qu i  pr~s ida i t  
la  s6ance.  

(3) Depu i s  les  t r a v a u x  de M. Dirac,  ces choses  son t  c e r t a i n e m e n t  b ien  fami l ie res  /~ la  p l u p a r t  
des  lec teurs .  
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k ~tant un nombre entier. En particulier on a j o f ( p )  = f ( p )  ou plus bri~vement 

j 0 =  I. Signalons encore l'opgrateur singulier rem~i.r~luable 

O f ( P )  = V [P  f (P)]  

qui satisfait ~ la relation O~= I. 

En remarquant que la plupart des eonsid6rations qui suivent s ' a p p l i q u e n t -  

mutatis mutandis ~ aussi ~ nos int6grales veetorielles, retournons aux intdgrales 

sealaires. 

D6finissons avec M. d'Adh6mar la conormale n ~ la surface S au point Q 

(la transversale suivant la terminologie de M. Hadamard) par la relation 

dm~ dx 1 -- dx~ dx~. . . . . .  dxm (ix,. = o, 

off d et d d~signent respectivement un d@lacement arbitraire sur la surface et 

un ddplacement sur la conormale. Cela ~tant, nous choisissons celle des deux 

directions admissibles QT qui rend le produit scalaire lorentzien des vecteurs 

QP et Q T  positif. [1 vient alors par la formule de Green 

I f .a+2--m F ' u ( P ) - -  H~(a + 2} AU(Q)~pQ dQ 

4 

f les, + Hm(~ + 2) t d~ PQ -- "(Q) d., J $P 

tous les dl6ments g~om~triques 6rant mesur~s, i c i e t  dans la suite, dans le sens 

lorentzien. 

La formule ci-dessus qui contient une int~grale spatiale, une simple couche 

et une double couche peut se mettre sous une forme plus condens~e. En effet, 

en posant d'une mani~re g~n~rale 

, . 7 (  .o-. , f[ . . . .  (5) I'~f,g,h(P)--H,,,(oti f Q)'s>q dQ + H~(a) g(Q)'"~ -~-z jdS, 

on peut 6crire 

(6) 

Avant d'aller plus 

bole I , .  On a 

(7) 

D~" sv 

du u(P). Sou(P) = s~+~ a . ,  ~ ,  

loin, signalons quelques propri6t6s importantes du sym- 

Ioz~, = ~+~,  ~ I :  +~ = I~, 



et en outre 

(s) 

L'int6grale de Riemann-Liouville et le probl~me de Cauchy. 

0 ' I~j,g,h(P) = f ( P ) .  

La  formule (6) condui t  faci lement s la. solution du problSme de Cauchy pour 

l 'dquation des ondes. En effet il s 'ensuit  pour a ~ o ,  grace s la relation l~ 

du u(P), (9) u(P) = z ,  Au, 

c'est-?~-dire que la valeur de u au point  P pent  se calculer par nne int6grale 

spatiale por tant  sur A(u) et ~tendue ~; un certain volume Ds P, par une simple 
du 

couche et une double couche portant  respectivement sur dn  et u et ~tendues 

une certaine portion S 'P de la surface S. Malheureusement,  d'apr~s ce que nous 

avons dit  plus haut ,  ces int6grales sont en g~n~ral divergentes. En effet, elles 

ne convergent routes que si l 'on a m ~ 2(~), l 'une d'elles, r int~grale  de double 

couche, diverge d6js pour l '~quation de M. Volterra (m ~ 3) et elles divergent  

routes ?~ part ir  de m : 4, correspondant  s l '~quation des ondes relative ~ l'espace 

ordinaire. Mais on pourra toujours  ddfinir ces int6grales par prolongement  

analytique, ce qui veut dire que, I~ A(u), du f in '  u ~tant  convergent  pour a assez 

grand (a >m) ,  on peut, dans les condit ions de ddrivabilit6 admises, obtenir I ,  par 

prolongement  analytique. 

La  formule fair ne t tement  ressortir  la difference qu'il  y a entre les cas de 

m impair  et de m pair. Pour  m impair, off l 'on retrouve la formule de M. Hada- 
I 

mard, le facteur  Hm(2) ne s '~vanouit pas, la solution sera doric fournie par une 

int6grale spatiale 6tendue au volume entier D p e t  des int~grales ~tendues s la 
I 

portion de surface enti~re S p. Au contraire dans , le  cas de m pair (>  2), H~(2) 

I 
s 'annule ~ cause du fae teur  ( F  z + 2 . - - m )  ' et la f~  finale ne sera pas in- 

fluenc~e par les valeurs que u et ses ddriv6es prennent  s l ' int~rieur du cSne. 

L' int6grale spatiale se r~duira s une int~grale 6tendue s la nappe du cSne et 

(~) ]N6anmoins, m6me pour  m : 2, la formule (9) donne une solul ion erron6e, ind6pendante  des 

valeurs  de u sur  S, si l 'on l ' appl ique  au sens strict ,  c'est-h-dire en s u b s l i l u a n t  a ~ o dans le second 

membre  de la formule  (5}. Par  contre, la formule  ob tenue  de ( 6 ) p a r  p ro longemen t  ana ly t ique  

donne la so!ut ion correcte bien connue, off il entre les valeurs  de u aux  points  d ' intersection de S 

et des deux rayons  de lumi/~re issus  de /). 
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les int~grales de surface-s des int6grales 6tendues ~ l'intersection du cSne avec 

la surface S. Voil5 le principe de Huygens: seuls les points d'univers situds sur la 

nappe r~trograde du c6ne au sommet P agissent .~ar ce point. Le principe d6rive 

doric du fair que l'op~rateur 1. ~ a pour m pair (>2) un caract~re quasi local, il 

n'y intervient que des points qui sont ~ distance z~ro du point P. 

En r~alit~ notre formule n'~tait jusqu'ici qu'une formule de repr6sentation 

du m6me caract~re que la formule classique de Cauchy l'est pour les fonctions 

monog6nes. Mais elle donne aussi la solution d'un probl~me aux limites, notam- 

ment celle du probl6me de Cauchy(t), si l'on admet, comme plus haut, que la 

surface S air nne orientation d'espace. En effet dans ce cas (et dans ce cas 

seulement) les domaines d'int~gration deviennent infinit~simaux lorsque P s'ap- 

proehe ind4finiment de la surface. 

Je termine cet expos6 d6js trop long en donnant une solution explicite d'aspect 

profond6ment g~om~trique pour le cas de l'espaee ordinaire, c'est-s pour 

m ~ 4 .  En 6erivant l'dquation sous la forme A ( u ) ~ f ,  le second membre donne 

lieu ~ une intdgrale 6tendue s la nappe du eSne qui n'est que le potentiel retard6 

bien connu. Puisque je ne saurais rien dire de nouveau sur cette pattie de la 

solution, je me restreins ici ~ l'~quati0n homog~ne. 

�9 " ~ / / p Q  ~ ~,~ et d~signons par s ~ la vari~t6 Pbsons d'une manibre generale R "~ 

s deux dimensions formde par l 'intersection du c6ne au sommet P e t  de la sur- 

face S. En remettant  ~t tout ~r l'heure l'explication des autres notations, nous 

6crivons ici la solution suivante du probl~me de Cauchy pos~ pour l'~quation 

h(u)----o, solution qu'on peut ddduire de la solution g~n6rale (9), 

(~o) u(P)---- ~r ~ + U - - d ,  R j d s .  
sP 

Vous ~oyez qu'il n'intervient dans la formule qu'une seule d~riv~e snivant 

une certaine direction v qu'il faudra maintenant  d6finir. Cela est trbs facile 

dans le cas classique consider6 par Poisson off la surface S est le plan x a ~ o. 

Alors v n'est que l'image de la gdndratrice QP par rapport s ce plan. Dans le 

cas g6n6ral la chose est un peu plus compliqude. 

Par un dl6ment infinitdsimal h deux dimensions du bord s p contenant le point 

Q il passe oo ~ plans ?~ trois dimensions. Formons l'image de la g~n6ratrice QP, 

(~) C'est le probleme de r~soudre l '~quation hu = f ,  la fonciion f ~tant connue dans l 'espace 
du  

et  les valeurs de u et de ~ ~tant donn6es sur la surface S. 
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ind~finiment prolong~e au del~ de P, par rapport s l 'un quelconque de ces plans, 

par exemple le plan tangent  s S e n  Q, l'image ~tant prise dans la direction 

trunsversale au plan. Cette image, i~ddpenda~te du plan choisi, donne lu 

droite ~ appurtenant au point Q du bord. Les lignes ~, qui ~videmment sont des 

rayons de lumi~re, engendrent u~e surface caract6ristique ~ de l'~quation des ondes, 

qui dans. un certain sens peut ~tre consid~r~e comme l'image du cSne au sommet 

P par rapport ~ la surface S. La surface Z peut aussi ~tre obtenue de la 

mani~re suivante. On fair d~crire au point d'int~gration Q le bord s P e t  l'on 

consid~re les c6nes r~trogrades qui ont leur sommet au point variable Q. Ces 

c6nes enveloppent une surface s deux nappes. La nappe ext~rieure fair ~videm- 

ment partie du c6ne original au sommet P, tandis que la nappe int~rieure fair 

purtie de la surface r~gl~e ~v et la d~termine enti~re~pent. 

La d~rlvge figurant dans notre formule est prise suivant la direction ~. La 

longueur lorentzienne des segments d'une telle droite ~tant nulle, on introduit 

R comme param~tre et forme la dgriv~e de u par rapport ~ R suivant ladite 

direction. Observons que R ~ /~PT  varie d'une mani~re lin~aire sur une telle 

droite. En effet, T d~signant un point quelco:nque de la droite ~ appartenant ~ Q, 

RpT est ~gal au double du produit scalaire lorentzien des vecteurs P Q et Q T. 
I1 faut  encore d~finlr les valeurs R~ et R.2 figurant dans notre formule. 

Remarquons s cet eider clue les droites ~, qui sont en hombre c~ ~, forment 

~videmment une congruence de droites, qui est d'ailleurs d'un caract~re tr~s 

particulier. En nous trouvant duns quatre dimensions, ce n'est que grace s cette 

derni~re circonstunce que, pour chaque droite fixe ~ appartenant s un certain 

point Q, il existe en g~n6ral  deux directions de d~placements infinit~simaux 

$~Q et $~Q telles que les droites correspondantes coupent la droite ~. Cela veut 

dire que la congruence admet en g~n~ral deux foyers Q~ et Q~ sur chacune de 

ses droites. Dans la formule ci-dessus on a pos~, pour abr~ger, 

Le lieu g~omgtrique des foyers est la surface focale, la ca~stique, de la con- 

gruence, qui duns un certain sens peut ~tre interpr~t~e comme l'image du point 

P p a r  rapport ~ la surface S. Duns le cas classique de Poisson, elle se r~duit 

s l'image disti~cte de ce point par rapport au plan x ~  o, et notre solution se 

r~duit imm~,diatement ~ celle de Poisson. 

En r~sum~, le principe de t tuygens dit que la valeur de u au point P e s t  

d~termin~e par les vuleurs clue u e t  ses d6riv~es premieres admettent en des 
2--48173.  Acta mathemat~ca. 81. Imprim6 le 1 avril 1948. 
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points Q appartenant au passglumiSre du point P. Notre formule y apporte nn 

compl~ment qui dolt pr4senter un certain int&St, c'est que les seules ddriv~es 

qui y entrent sont prises suivant certains rayons de lumiSre, c'est-~-dire que 

seul le passglumiSre infinit&imal de la fonction u aux points Q y intervient. 

L'intervention de la surface (congruence) E et de sa caustique dans notre solu- 

tion jette un jour nouveau sur les rapports entre l'optique physique et l'optique 

gdom&rique. Bien entendu, il s'agit ici d'une optique gdom&rique g quatre 

dimensions. 

CI tAPITRE I. 

Int~g i 'a le  de R i e m a n n - L i o u v i l l e .  

1. D~flnition et formule  de composi t ion.  - -  Posons 

X 

(I)  I " f ( x )  -~ F f ( t )  (x  - -  d t  (x  > a); 
( t  

a &ant un nombre fini ou 6gal s - -c~.  Pour fixer les id6es, nous supposons 

que f ( t )  soit une fonction continue dans l'intervaUe d'int6gration et de plus que, 

dans le cas off a = - - c ~ ,  f ( t )  tende vers z6ro de fa~on que les contributions 

provenant du voisinage de - - c~  ne donnent lieu '~ aucune complication. Cela 

posd, l'int6grale existe pour les valeurs positives de a (et pour les valeurs com- 

plexes de a dont la partie r6elle ~(a) est positive). D'autre part, il est clair que 

cette int6grale diverge en g6n6ral pour a ~ o e t  pour routes les valeurs n~ga- 

tires de a. 

Dans le cas o~ les valeurs a e t  fl sont positives (ou ont leurs parties r~elles 

positives), on a la formule de composition 

(2) I ~ (I,~ f ( x ) )  ~- l "+~ f ( x ) .  

En effet, en intervertissant l'ordre des integrations, on obtient par une formule 

connue de Dirichlet(1) 
x t 

i f f /(v) (3) I '~ (I, '  f ( x ) )  - -  V (ay i , ( t  3 
a cL 

x x 

' f - -  l ' ( a ) F (  f ( v )  d v  (x - -  t) ~-~ ( t - -  v)~ -~ d t .  
a ?J 

(1) Cf. G O U R S A T  Cour8 d'Analyse I ( i c )17)  , p .  3 0 9 .  
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La  derni~re in t6gra le  est 6videmment 6gale 

1 

( x -  v)~+~-~, f(i  - u )~- ' . .~ -~ ,  du = ( x - -  v)-+~-', r(~)r(~) 
0 

ce qui donne 
x 

I f f(v) ( X  - -  V )  a + o - 1  d v  = J [ a + ' S f ( 3 ? ) .  I o ( I ~ f ( x ) ) -  r (~ + ~) 
a 

Pour  a = I, l ' int6grale I ~ se r6duit  ~ l ' int6grale ordinaire f f ( t)  dt. D'aut re  

part ,  on sai~ que l ' int6grale it6r6e d 'ordre n a 

X X t X71.-- 1 

f f  ff(x.)dx,,dXn-l'" d x  l 
a a a 

faci lement  (p. ex. par la susdite formule de Diriehlet) dans Fin- se t ransforme 

t6grale simple 
,%' x 

i f (n - - I ) !  f(t)(x--t)~-ldt= f(t)(x--t)~-'dt" 
a a 

C'est cette propri6t6-1s qui chez plusieurs auteurs,  no tamment  chez Riemann,  

fur  le point  de d@ar t  pour la d6finition d 'une int6grat ion g6n6ralis6e d 'ordre 

fract ionnaire.  La  formule (2) met  en 6vidence qu'il  s 'agi t  lb. d 'une g~n6ralisation 

heureuse. 

Nous constatons en mSme temps que l ' int~grale I~f(x) est pour ~ ( a ) >  o 

une fonction holomorphe de a. Bien entendu,  on suppose toujours  que les condi- 

t ions respectives pos6es au d6but de ce num6ro pour la fonct ion f sont  remplies 

et que la valeur x est fix6e. 

2. Prolongement analytique. - -  Admet tons  ma in t enan t  en outre que les 

d6riv6es f(k)(t) existent  pour k _--<p et qu'elles remplissent des condit ions analogues 

s celles pos6es pour f(t). On aura alors apr~s un certain hombre d ' int6grat ions 

par  parties successives, pour n =<p, 
x 

(4) 1 ~ ( x ) = ~  r ( a + k +  i F ( a + n )  f(n)(t)(x--t)~+n-ldt-~ 
k ~ 0  a 

=~-J"-I F(a+k+f(k)(a) I) (x --  a)"+k + I'~+nf(')(X)" 
k = O  
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(5) 

Duns le cas oh a = - - o o  cet te  formule  se r6duit  h la formule  plus simple 

I~f(x)=~._, . ,  f ( ) ( x - -  dt f (")( t ) (x--  dt--~ 
- - o 0  - - o 0  

Pa r  les formules  ( 4 ) e t  (5) on a montr6 que, duns les condit ions pos6es, 

l ' int~grale I~f(x), consid6r6e comme fonct ion analy t ique  de a, peu t  se pro longer  

au delft du domaine  de convergence de l ' int6grale originale,  le p ro longement  

s '6 tendant  en r6alit6 s routes  les valeurs de a don t  la par t ie  r6elle est > - - p .  

Pou r  rou tes  ces valeurs, on, entendra par I~f(x) le prolongement analytique dont on 
vient de d~,nwntrer l'existence. (~) 

Le m~me proe6d6 s '6tend fac i lement  ~ des int6grales qui poss~dent plusieurs 

singularit6s, p. ex, aux int6grales  de la forme 

Z 

r(=) f /(t)( t _ y)o_, ( x -  t),,-' dt. 
+ 

y 

On consid~re cet te  int6grale  comme fonct ion  analyt ique des exposants  a, fl et 

on en fair  le p ro longement  analy t ique  par  une modificat ion 16g~re du proc~d6 

appliqu6 plus haut .  Sans nous arr~ter  sur les d6tails, nous  r e tournons  aux int6- 

grales 1% 

On d6montre  sans peine par  les principes de la th6orie des fonct ions  ana- 

lyt iques que la formule  fondamenta le  (2) reste  valide pourvu que fl e t a  + fl (ou 

leurs part ies r6elles) soient  > -  p. II f au t  toutefois  faire  exception,  au moins 

pour  l ' instant ,  pour  les valeurs de a e t  de fl telles que c~ ou fl ou c~ + fl sont 

des entiers  n6gatifs  ou o. (Cf  le n ~ 4.) C'est  exac tement  la signification qu 'on 

aura  s a t t r ibuer  s l 'op6rat ion I ~ q u a n t a  est ~gal s o ou h u n  ent ier  n6gat i f  

que nous allons examiner  ~ pr6sent.  

3 .  L ' i n t 6 g r a l e  I ~ p o u r  a ~ 0 e t  a = e n t i e r  n 6 g a t i f .  ~ Duns le cas le plus 

simple, a = o, on sera condui t  ~ poser 

(6) I~ f (x)  = f(x).  

Nous allons en effet mon t r e r  que sous la seule condi t ion que f (x)  soit cont inu 

lira I~f(x)  = f(x). 
a~+O 

(1) D a u s  t o u t  ce t r ava i l  les intdflrales divergentes d ~ p e n d a n t  d ' u n  pa ramSt re  a s e ron t  inter-  

prdt6es c o m m e  le prolongement analylique de l ' in t~gra le  co r respondan te ,  c o n v e r g e a n t  pour  cer ta ines  

v a l e u r s  de u, a u t a n t  que  ce p r o l o n g e m e n t  ex i s t e  e t  qu ' i l  es t  d6fini d ' u n e  m a n i e r e  un ivoque .  
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I1 n'est  donc pas ndcessaire de recourir  au prolongement  analyt ique,  m6me si 

un prolongement  existe gr's ~ des conditions suppl6mentaires concernant  les 

d6riv6es de f (x) .  Si tel est le cas, le prolongement  par  passage s la limite et le 

prolongement  analytique conduisent  6videmment '~ des r~sultats identiques. 

Supposons d 'abord dans la d6monstrat ion que a soit fini. On a 

(7) 
,T X 

.,(-)f I ~ f ( x )  - -  r (a )  f ( t )  - - f (x ) ]  (x - -  t) ~- '  d t  + ~ ) )  (x - -  t) "-~ tit. 
a a 

f ( x )  (x - -  a) ~ 
Le dernier terme qui peut  encore s'~crire F (a  + I) devient  f ( x )  pour a -~  o. 

Le premier terme tend v e r s o  avec a. On le volt en divisant l ' intervalle ( a , x ) e n  

deux parties (a lx - -"3)  et  ( x - - 8 ,  x). Si (~ est assez petit, le te rme correspondant  

au second intervalle sera tr~s peti t  puisqu'il  en est de m~me de f ( t ) ~ f ( x ) .  Le 

nombre 8 ~,tant fix~, le terme correspondant  au premier intervalle tend v e r s o  
I 

avec a grs au facteur  /:(a)" C'est encore grace ~ ce facteur  que le cas d 'un  

intervalle infini se r~dui t  imm~diatement  au cas pr6c~dent. En effet, si a est 

6gal ~ - - c~ ,  la partie correspondant  s l ' intervalle ( - -0% b), off be s t  un hombre 

fixe < x, t endra  encore v e r s o .  

Notons  que pour a ~ o la formule (4) se r~duit  ~ la formule classique de 

Cauchy 
x 

=~' l " f ( k ) (a ) (~  - a) k + f f(,,)(t)(x- t ) " - ' d t .  (8) f ( x )  ~ k! (~t I I)!  
k = 0  a 

Passons ma in tenan t  ~ la signification de I - ' ~ f ( x ) ,  n 4tant un  entier  positif. 

En fa i san t  sur f(~)(t) les m~mes hypotheses qu'on a fair  plus hau t  sur f ( t ) ,  on 

voit de suite par la formule (4) qu'on a s poser 

(9) I - ' ~ f ( x )  -= lira I : f ( x ) = f ( n ) ( x ) .  

Nous avons fair ressortir  dans l ' In t roduct ion  (p. 3 ) q u e  le caract~re excep- 

1 
t ionnel de l ' indice o et des indices entiers n4gatifs est dfi au f a c t e u r / ~ a ) "  Nous 

y avons aussi dit  que c'est d 'un  facteur  analogue in tervenant  dans la solution du 

probl~me de Cauchy pos~ pour l '~quation des ondes que le principe de t Iuygens  

tire son origine. Nous reviendrons plus loin sur ce point  (n ~ 55). 
2 
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4. Differentiation sous le s igne  f. - -  Notre point  de d6part 6fair de con- 

sid6rer l 'op~ration I ~ comme une int6grat ion g6n6ralis6e. I1 est temps d'6clair- 

cir les rapports  presque 6vidents qui existent entre cette op6ration et  la d6rivation, 

rapports  indiqu6s d'ailleurs par les derniers r6sultats. 

E~ admet t an t  d 'abord que ~ (ou sa partie r6elle) est positif, on a par les 

rbgles usuelles de la d6rivation des int6grales 

f i,~+l f ( x  ) = I d t) (x - -  t)~ -1 dt  = l(;  f ( x ) .  r ( f l  + l) -dx .  f ( t ) ( x  - -  t)~ d t  - -  F 
a a 

Par  la formule de prolongement  (4)on voit que cette relat ion subsiste aussi pour 

les valeurs fl > - - p e t  qu'il en est de mSme de la relat ion plus g~n~rale 

(IO) d/~ I~  +k = I~. 
dx 

L'extension s des valeurs complexes de fl est ~vidente. 

Pa r  la relation I - ~ f ( x ) - - - - f ( k ) ( x )  la relat ion (Io) pourra  encore s'dcrire 

(x I) i - i :  (1,3) _ 1-k+~. 

En rapprochant  ceci de nos r~sultats antdrieurs on trouve en ddfinitive: La  for- 

mule fondamentale  (2) est valable pour routes les valeurs de a et de fl telles que 

f i > - - p  et c~ + f l > - - p  s'il est question d 'un intervalle infini. Dans le cas d 'un  

intervalle fini la formule sera encore valide pour toutes les dites valeurs de tt et 

de fl sauf pour les fl qui sont des entiers n~gatifs. (Dans le cas ~vident off a 

aussi est un en t i e r  n~gatif  ou o la formule restera encore valide.) 

5. P r o l o n g e m e n t  par ddveloppement  en s~rie. - -  La  formule (4) qui est trbs 

commode quand il s 'agit  de d~finir le prolongement  analyt ique de I ~ ne l 'est pas 

toujours  dans les applications lorsqu'il s 'agit  d'ex~cuter les calculs. II sera doric 

utile d'observer que, d'apr~s les derniers r~sultats, le prolongement  analyt ique 

pourra  aussi 8tre ex~cut~ par la formule (1o), procSd~ tr~s avantageux dans 

certains cas.(1) Nous donnons ici encore une formule pour le calcul effectif  du  

prolongement  par laquelle nous nous approchons beaucoup de l 'ordre d'id~es de 

M. Hadamard.(-~) Posons en effet 

(z) Cf. les n ~ 52 et ~3. 
(') Voir 1. c. p. I9o. 
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~1--1 / ' ( i )  I "~ 

k~O 

et en supposant d 'abord a positif 

o n  

x 

 fs( ,1 _f.f(x) = t) (x - d t 
a 

x x 

F(a) (f(t) - -  P(t))(x --  t) a-1 dt  + F P(t) (x --  d t  
a a 

n - - 1  ~ ( -  ,)~.f(~) (x) (~_-  a) ~-.~~ 
I~ f (x )  = 1 ~ )  (f(t) -- P(t)) (x --  t) ~-1 d t +  ~ ( ~  ~ .  ~ ~- a). k! 

a k--o 

15 

Si la d~riv~e f('~)(t) existe et est continue, l ' int~grale converge dvidemment pour 

a > - - n e t  la formule finale d~tinit le prolongement  analyt ique pour toutes ces 

valeurs. I '~f(x) est une fonction holomorphe de a, puisque F(a) (k  + a) ~ o par- 

tout.  En particulier,  pour a = - - k ,  on a I ' (a)(k + a ) .k ! - - - - ( - - I )  ~, d'ofi l 'on tire 

encore une fois 

I 2 his) I~  f ( x )  = f(x) i  I - k  f ( x )  = f(k)(x). 

Ajoutons encore une remarque. C'est que, pour la validit~ du dernier ~nonc~, il 

n 'est  pas n~cessaire que les d~riv~es f(~)(t) existent  au sens strict. I1 suffit p. ex. 

qu'il  existe un polynome P(t) tel que ( f ( t ) -  P ( t ) ) ( x -  t) -'~ reste born~ lorsque t 

tend vers x. 

I1 y a lieu de remarquer  ici que la formule (7) n 'est  qu 'un cas part iculier  

de la formule (I2). 

Pour  les applications il est souvent commode de placer la singularitd s 

l 'origine, c'est&-dire de consid~rer des int~grales de la forme 

En posant  alors 

J'~f(o)- v~(,~j f f(t)~'- '  dt. 

P ( t ) =  ~ - ~ .  , 
k=O 
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on a la formule 

( I 3 )  

b 

i f  J~f(o) -- F(a) (f(t) --/)(t)) 
0 

n - - 1  

et, en partieulier, 

( I 3 bi,) J~ f(o) = f(o), J -k  f(o) ~- (-- i)l:f(~:)(o). 

CHAPITRE II. 

Int~grale de Riemann-Liouvil le  dans i'espace euclidien. Potentiels .  

6. D~finition et propri~tds de l'intdgrale 1% Remarque. - -  Les gdn6ralisations 

de l'int~grale de R.-L.(1) dont nous allons nous occuper darts la suite se rapportent 

s un espaee s (ou plus bri~vement f2) '~ un hombre quelconque m (~= I) de dimen- 

sions, pourvu d'une m&rique soit euclidienne, soit lorentzienue. Nous d6signons les 

proc6d& d'int~gration respectifs par int6gration elliptique et int6gration hyperbolique. 
C'est l 'int6gration hyperbolique qui forme la g6n~ralisation la plus directe de 

l'intdgrale de R.-L. qu'on vient d'&udier. C'est encore uniquement l 'int6gration 

hyperbolique qui intervient dans l'application s l'6quation des ondes qui est le 

but principal de ce travail. Cependant, ce proc6dg pr~sentant sous certains rap- 

ports des difficult~s consid~rables qui n'interviennent pas dans le proc~d~ elliptique, 

il nous paralt utile de donner ici un aperqu sur le dernier proc~dd qui, tout en 

facilitant la lecture des chapitres suivants, n'y est nullement indispensable. Nous 

nous dispensons pourtant de faire pr~c6der l'expos~ de l'int~gration dans plusieurs 

dimensions par un expos6 concernant le cas lin6aire (m = I)(~), les difficultSs d& 

pendant tr~s peu du hombre de dimensions, dans le cas actuel. 

Dans ce chapitre on d6signe la distance euclidie~,ne de deux points P e t  Q 

par rl,q = r q . , =  r. Introduisons de la mani~re suivante un potentiel gdn6ralis~ 

d'ordre a. ~-ous posons, pour a positif et pour des fonctions 3"(/)) dont on va 

pr~ciser la natm'e plus loin, 

f/(Q) , o  d I 
(I) I" / ( / ) )  -- H~ (a).__ 2'Q Q' 

.(2 

(t) R . -L .  = R i e m a n n - L i o u v i l l e .  

(:) Pour  un probl / 'me de M. Car leman re la t i f  i~ ce cas, cf. M§ RIEsz 8. 
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Hm(a) ne d6peudant que de a et de m e t  l'int~gration s'6tendant ~ l'espace entier 

Y2; dQ d6signe l'61~ment de volume de cet espace. Nous allons d6montrer que 

H~(a),  qui joue ici le r61e revenant tout s l 'heure s F(a), peut &re d&ermin6 

de mani~re que les formules fondamentales 

(2) 1 ~ (I~ f (P))  = I~+~ f ( P )  

et 

(3) A Ia+2 f ( P )  = - -  I '~f(P) 

soient satisfaites, h d6signant l 'op6rateur de Laplace 

A_= ~ ,  
Oxe 

k=l  

off xl, x~, . . . ,  x,, sont~ les eoordonn6es eart6siennes du point P.(1) 

Montrons d'abord qu'on peut d6terminer /-/~(a) de fa~on que les relations 

(e) et (3) ei-dessus aient lieu pour la fonetion partieuli~re f ( P )  -- d% On trouve par 

des transformations 6videntes, ~1, ~.~, . . - ,  ~ d6signant les eoordonn6es du point Q, 

i f /'-" - H ~ ( ~ ) e  ;~, e;~, ~I- ~ d ~ d v , . . ,  d,7,~. 

Alors, si l'on pose /-/,n(a) 6gal ~ la dernigre int~grale, il viendra 

(4) I,~ eiX, _~ ei x,. 

Par ee choix de Hm(a) les relations (2) et (3) seront 6videmment remplies pour 

la fonction particuli~re qu'on est en train de consid6rer. 

Ajoutons qu'avec le m6me ehoix de H~ (a), il r&ulte de la formule pr6cddente 

par une transformation orthogonale des variables 

I a e  ~(a'xt+~ = (Y' a l )  ~" e ~ ( a ' ~ ,+a ' z2+ ' ' "  +~ . (~) 

(1) I1 e s t  p r e s q u e  ~vident  que  les cond i t i ons  (2) et  (3) e t  u n e  condi t ion  s u p p l ~ m e n t a i r e ,  exi-  
g e a n t  p. ex. con t inu i t6  en  gdn6ral ,  d ~ t e r m i n e n t  Hm(~)  d ' u n e  man i~ re  u n i q u e ,  ~ u n  fac teur  e inazt pres ,  
n 6 ran t  u n  h o m b r e  en t ie r .  

(8) On  p o u r r a i t  pa r  ce t te  fo rmule  r a t t a c h e r  no t r e  procdd6 d ' i n idg ra t i on  ~ la thdor ie  de l ' intd-  

gra le  de Four ier .  Mais ,  c o m m e  cet te  m & h o d e  p r & e n t e  de g r a v e s  i n c o n v d n i e n t s  e t  ne  s ; adap te  pa s  

a u  cas  de coeff icients  var iables ,  n o u s  s u i v o n s  d a n s  ]e t e x t e  une  voie  diffdrente.  

3--48173. Acta mathematica. 81. Imprim6 le 2 avril 1948. 
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Calculons maintenant l'intdgrale s laquelle on a dgal6 Hm(a) La fonction s 

in t6grer  &an t  constante  sur la sphere ~ + ~ + ... + ~ : Q~, l ' int6grale se r4duit  

immddia tement  s 

m - - 1  

H m ( a )  = 2 .  ~ 
�9 d~,(Qs + ~ )  2 Qm-2d~21dQ ' 

0 - - o 0  

le fac teur  devant  les signes f expr imant  la surface to ta le  de ladi te  sph6re pour  

Q = I.(t) Pa r  la subs t i tu t ion  ~71 = r cos 0, Q = r sin 0, l ' intdgrale devient  

fsin,~-~OdOfe',~o,o,.,-,dr. 
0 0 

Le thdorbme de Cauchy concernant l'intdgrale d'une fonction holomorphe le long 

d'un contour ferm6 donne pour la derni~re intdgrale (simple) la valeur 

i~cf 

e + ~ -  I c o s  o I - -  r (~), 

le signe s choisir  &an t  eelui de cos 0. On a en out re  d 'abord,  pour  assurer  la 

convergence,  pour  a < I e t  apr~s, par  p ro longement  analyt ique,  

#$ 

2 

De plus 

(5) 

et  

(6) 

et  par  1s 

r(r = 2~-',,-�89 r ( ~ ) r ( L ~ )  

m ~  
/ ' ( z )  F ( I  - -  z) = sin z x  

COS - -  
2 

(1) Voir la Remarque 'A l a  f i n  d e  ce  n u m d r o .  
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La combinaison des formules  ci-dessus donne  enfin(l) 

(7) Hm(a)= 
7/: 2 �9 2 a "  F 

R e m a r q u e .  ~ Ddsignons par  v.  le volume et  par  ~ .  la surface totale  de la 

sphere uni ta i re  re la t ive s l 'espace euclidien s n dimensions 

x~ § x~ + -.. + x,~ ---- I. 

La  sphere d~coupe du plan x . - - - - t ( I t  I_-< ~) une  sphere s n - - I  dimensions 

au  rayon  q-~  (I - - t~)  �89 . Le  volume (~ n -  I dimensions) de cet te  sphere sera 
7t--]  

= 0~-1 .v~-1-- - - ( I -  t ~) 2 �9 v,~-l. On a donc la formule  de r~currence 

+ 1  n - - I  1 n - - 1  

- -1  0 

dt  

Puisque v 1 ~ - 2 ,  il en r~sulte 

- -  Y n - - I  " : "  V n ~ l  " " 

P a r  la formule  ~vidente 

il v ient  enfin 

(8) 

Vn - -  - -  

n n 

yl~ 2 2 ~ 2  

r : Yl  U n  

2 ~ 

7. F o r m u l e  de  c o m p o s i t i o n .  - -  Retournons  ma in tenan t  ~ l 'op~rat ion I~f(P), 

f (P)  ~tant  une fonc t ion  arb i t ra i re  assujet t ie  ~ certaines condit ions que nous 

(1) Nous profitons de l'occasion pour donner ici la d~duction de l 'expression de ]/n~ (a) et celle 
de la formule de composition qui suit, d~ductionS ,que nous regrettons d'avOir omises dans notre 
travail  3. 
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allons pr6ciser g l 'instant. Pour le moment nous supposons seulement que routes 

les int6grales qui interviennent dans le calcul suivant sont absolument conver- 

genres. 

(9) , f o - .  f '-" I~(I~f(P))--tL2( ,'pq dQ'Hm(fl ) f(S)rqs d8 

Par une translation la derni~re int6grale se r6duit d'abord g une int6grale de la 

m6me forme 05 /) est remplac6 par l'origine 0 e~ S par un point dont la distance 

g l'origine est res. Enfin, par une homoth&ie on arrive g 

.~+/~-m .a-m 'ps f ~OT rr mdr, 
t2 

Ofl rOT et r~T d6signent les distances respectives du point T g l'origine et g u n  

certain point g distance unitg de l'origine. ]~videmment la derni~re int4grale 

ne d4pend que des nombres a, fl et m. Ajoutons que cette int4grale est conver- 

genre quand les in6galit4s a > o, ~ > o, a + ~ < m sont remplies.(1) 

Admettons pour l ' instant qu'il soit d4jg d6montr4 que 

H~ (a) H~ (~) 
(IO bis) S ~  (a,/~) = H ~  (a +/~)  " 

Alors, moyennant les simplifications qu'on -3' a d6js apport~es, la formule (9) se 

r6duit g la formule fondamentale 

(~) PIa=I~+a(a>o,r  + ~ < m).(') 

II reste g v6rifier la formule (IO~*). L'int6grale qu'on veut calculer est mani- 

festement une sorte de g6n6ralisation de l'int6grale d'Euler de premiere esp~ce. 

On d6montrera d'abord l'identit6 (IO ~i*) dans les conditions restrictives a > o, ~ > o, 

a + /?  < I e t  ensuite on la rendra valide dans le cas g4n6ral par prolongement 

analytique. La d6monstration se fait par l'interm6diaire de la fonction d6jg con- 

sid6r6e e *~,. Observons tout de suite que cette fonction ne remplit nullement les 

(t) Nous n ' insistons ni ici ni dans la suite sur le fair ~vident, rappeld souvent au chapitre 
pr6c6dent, que toute condition concernant les exposants peut ~tre remplac~e pas une condition 
identique concernant leurs: parties rdelles. 

(~) Pour une g~n~ralisation remarquable o{1, entre autres choses, l 'espace euclidien est remplac~ 

par un groupe localement compact, voir H. CARTAN 1 et 2. 
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conditions auxquelles nous avons assujet t i  nos fonctions gdndrales f ( P ) .  2qdan- 

moins, il rdsulte par une vdrifieation facile que la formule (9) est valable pour 

cette fonction.  Cela donne 

I~'l[Se TM = B,~(a, f l ) . ] _ f : ~ . ~ I ~ f l ) ~ '  e . 

La comparaison avee la formule (4) donne de son c6t~ que le facteur  devant  

I~+~e TM se r4duit  s I, ee qui v~rifie l ' identit~ (io~').(x) 

8. L 'op~rateur  I 2 - - - ~ - - A  - 1 .  Potent i e l  n e w t o n i e n .  - -  Disons un mot  sur le 

second de nos des idera ta  exprim~ par la formule (3)- Cette formule se v~rifie pour 

a > o moyennan t  la relat ion 

I 
( I2)  Y m ( ~  -q- 2) A r a 4 2 - m  - -  o 

:fi- 2 ~ §  r 

~ ' 2 " - r  

�9 a ( a +  2 - - m ) ' , " - ~  

I 
�9 r C Z - m  ~ _ _  _ _  

Hm (a) 
�9 r a - - m  

Dans cette formule, A signifie soit h~, soit hq. 

La formule (3) met  en ~vidence que l 'op~rateur I s est (au signe prSs) l ' inverse 

de l 'op~rateur h,(*) et on comprend alors qu'il  m~rite une a t ten t ion  particulibre. 

On trouve pour m ~ 2 

(I 3) l*f(P) - -  . . . .  r 2 - m d  Q PQ 

4 " ~ 

(~) On peut aussi v~rifier cette identit~ au moyen de la formule 

r,~, = 2 ? e_r~t2t),_l d t  0~ > o). 
J 

(~) Le postalat  ~ Ia+2 = + /~  pourrait ~tre rempli si l 'on templar;air Hm(a) par e ~ .  Itm(o:). 
Cette valeur est sous un certain rapport plus adequate que celle adopt~e darts le texte puisqu'elle 

donnerait l a e  TM ~ e  2 eiXl = i - a .  eiX,. Notre choix se justifie par le fair qu'il  rend t tm(a)  rdel 

pour g r6el. 
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que nous ddsignerons comme le potentiel ~ewtonien cor respondan t  s la couche de 

la densit6 spatiale f (Q),  bien que le f ac teur  devant  l ' int6grale manque  da.ns la 

forme usuelle de ce potentiel .  

9. L 'op6rateur  /~m. P o t e n t i e l  l o g a r i t h m i q u e .  - -  L 'op6ra teur  /~ d6fini par  la 

formule  (I3) perd tou t  int6r6t dans le cas m =  2. L ' in t6grale  sera inddpendante  

de P et le fae teur  devant  l ' int6grale deviendra  infini. Cependant ,  dans la condit ion 

particuli~re que l ' int6grale de f(Q) &endue  ~ l 'espace entier,  c 'est  ~ dire la masse 

totale, s 'annule,  on pourra  poser la d6finition nouvel le  

(14) I ' f (P)  = lim P-*f(P) = lira 

I f(Q) log ! d Q, ----lim ( 2 )  f ( Q ) ( r T ~  rp~ 
* ~ ~  2 - * .  I" I - -  

c'est  '& dire qu 'on obt ient  le potent ie l  logar i thmique.  

Dans  le cas g6n6ral, off la masse to ta le  M est diffdrente de z6ro, on pour ra  

toujours  6crire au voisinage de la valeur  a = 2 

A - 1  
z f(p) - - -  + A0 + A k ( - - -  : )  

k=l 

off A-1 = - - M / z  et A o est (s une cons tante  addit ive pros) le po ten t ie l  logar i thmique  

( i5 )  I_ f f(Q)iog ! d Q = l i m  ~(I2-*f(P)+ I2§ 
2 :;rg r p Q  ~. ~ o 

Retournons  ma in t enan t  au cas g6ndral d 'une  dimension m. quelconque,  et  

remarquons  que les choses se passent  d 'une  mani~re analogue,  bien entendu,  non  

plus pour  a----2, mais pour  a - ~ m .  Le potent ie l  Imf(P)pourra toujours  &re  

in terpr&6 comme un potent ie l  logar i thmique,  la seule diff6rence &an t  que l ' indice 

a = m n 'es t  un indice par t icu l i~rement  impor tan t  que dans le cas m----2, off les 

indices a ~ 2 e t a  = m dev iennen t  identiques.  Une derni~re remarque  dans cet  

ordre  d'id6es concerne les indices a----m + 2 k, k & an t  un ent ier  positif .  Dans 

I 
ce cas-ls on tombe par un proc6d6 analogue sur des noyaux  de la f o r m e r  2k. log - -  

r 
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10. Formule de Green pour l'espaee entier. Prolongement analytique. - -  Les 

consid6rations qui pr6c~dent s'6tendent imm6diatement au cas off l'on remplace 

les couches d6finies moyennant des fonctions de point repr6sentant la densit6 spatiale 

par des couches d6finies moyennant des fonctions additives d'ensemble, g6n6ralisa- 

tion embrassant entre autres choses les simples couches. (Avec quelques pr6- 

cautions on peut m~me 6tendre les r6sultats s des int6grales d6finies par des 

doubles couches.) Ici nous abordons un autre probl~me, celui des indices z6ro 

et n6gatifs, off, au lieu de g6n6raliser les couches en question, il faut les assujettir 

s de nouvelles restrictions. 

En effet, il est clair que tout  eomme dans l'espace de dimension 1, on pourra 

dans des conditions suppl6mentaires 6tendre le proc~d~ ~ ces derniers indices. 

L'extension se fera encore par .prolongement analytique; pour l'indice z6ro on 

peut y arriver par un passage s la limite. En supposant que f(Q) soit continu 

au point P, on trouve en copiant les raisonnements qui s 'attachaient s laformule  

(7) du n ~ 3 

(I6) I~ (P) = lira I~f(P) ----f(P), 
a ~  + 0  

formule qui, rapproch6e de la formule A I  r  1% exprime d'une faqon un 

peu rude la formule de Poisson (lim AI2+~f(P)=--lim P f ( P ) = - - f ( P ) ) .  

I1 reste les indices n6gatifs. Supposons d'abord que la fonction f(P) admette 

des d6riv~es continues de tout ordre =< 2p et de plus que f(P) et ses d6riv6es 

se comportent ~ l'infini de fa~on que les int6grales qui interviendront dans la 

suite soient absolument convergentes et que les integrations par parties qu'on 

ex6cutera soient 16gitimes. En appliquant p fois la formule de Green 

f U(Q)A V(Q)dQ= f V(Q) A U(Q)dQ, 

on trouve moyennant les formules (I) et (12), d'abord pour a positif, 

(I 7) 1of(P) = ( -  1)p Io+ , Apf(P). 

Par cette formule on a l e  prolongement analytique de I~f (P)  pour route valeur 

de a > - - 2 p .  

Si l 'on admet en particulier que Apf(Q) soit continu pour Q = P (hypoth~se 

qui n'est pas ngcessaire pour la validit6 de la derni~re formule) on trouve comme 

plus haut en se servant du prolongement par passage s la limite 
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(xs) I-2Pf(P) = lim I-2P+*f(P) = (--  l)p APf(P) .  
* ~ + 0  

Une formule  analogue vaudra  ?~ plus for te  raison pour  tou t  nombre  en t ie r  posit if  

k<p.  On volt  aussi sans peine que la formule  fondamenta le  ( I 1 ) s ' 6 t e n d  au 

domaine ~ > - - 2 p ,  f l > - - 2 p ,  ~ + # > - - 2 p .  

11. Formule de Green pour un domaine born& Prolongement analytique. 

Nos hypotheses  concernan t  l 'al lure de la fonc t ion  f(P) et de ses d6riv6es, en 

par t icul ier  nos hypotheses  de continuit6,  fu ren t  pos6es pour  l 'espace entier.  Les 

choses dev iennent  plus compliqu6es, si l 'on admet  cer ta ines  surfaces(l) de discon- 

tinuit6. Pou r  ne pas nous perdre  dans des g6n6ralit6s inutiles,  nous nous 

res t re indrons  au cas off f(P) est i d e n t i q u e m e n t  z6ro ?~ l ' ext6r ieur  d 'une  surface 

ferm6e S, suff isamment  r6guliSre, tandis  que la fonct ion f(P) et les d6riv6es clui 

in te rv iennen t  sont  cont inues  dans le domaine  ferm6 limit6 par  cet te  surface, sans 

s ' annuler  sur la surface, en g6n6ral. 

Eu  supposan t  d 'abord  a positif,  on t rouve  par  la fo rmule  de Green 

(19) I~f(P) =- -  I ~+2 A f (p)  + Hm(a~+ ~ f(Q) cln dn 
S 

ou d 'une fagon g~n6rale 

(20) I~ f ( P )  = (--1)v I~+2v Av f (p) 

+ H~(a + 2k) A~-lf(Q)" dn 
k = l  

S 

d Ak-lf(Q) r=+2k_ m ~ d S, 
dn "Q J 

n d~signant  tou jours  la normale  au po in t  Q de S dirig6e vers l ' int6r ieur  de cet te  

surface et d S l'616ment de surface au tou r  du point  Q. 

Pa r  la derni~re formule  on aura  aussi dans le cas actuel  obtenu le prolonge- 

ment  analy t ique  de P.f(P) pour  a > - - 2 p .  P o u r t a n t  il y a une diff6rence essen- 

tielle en t re  le cas plus simple t ra i t6  tou t  ~ l 'heure  et  le cas actuel.  L5  on avait  

le p ro longement  pour  tou t  point  tint P, ici il fau t  fa i re  except ion pour  les points 

P situ6s sur la surface. Pour  les autres  points  on a comme pr6c6demment  

(21) 1-2k f(P) = (-- i) k A k f (P )  

(1) Darts ce qui suit on entendra toujours 'par une surface une multiplieiie ~t m -  I dimen- 
sions. L'expression hypersurface ne sera donc pas usitee. 
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et plus g6n6ralement 

(22) I ~ - ~ f ( ~ )  = ( -  ~)~ ~ I~f(P),(~) 

cette formule pouvant aussi servir s effectuer le prolongement analytique. 

Les derni~res formules donnent 6videmment les analogues de la formule (9) 

d u n  ~ 3 et de la formule (Io) du n ~ 4. La formule fondamentale ( I I ) e s t  encore 

valide si /~ n'est pas un nombre entier pair n6gatif. 

12.  A n a l o g i e  avec  le cas l in6aire .  - -  La surface S joue ici ~ peu pros le 

mgme r61e que le point initial a jouait  dans le cas de l'int6grale de R.-L. ordinaire. 

d.2k d'-,k+l 
Aux op6rateurs ~a2~. et d ~ a ~  correspondent (abstraction faite de certains facteurs 

constants, dont le rgle n'est d'ailleurs nullement n~gligeable) les op6Iateurs A k et 

d Ak respectivement. En observant que ]o f (p )  est 6gal ~ f (P) ,  la formule (i9) 
dn 
devient pour a = o identique ~ la formule de Green 

(23) f ( p )  . . . . . .  f ( Q ) d  , d'f(Q)r~-mt d S  

4 " ~ s 

f 
~- / Af(Q),-2-mdQ,l,~ 

4 . 7 / :  2" J 
D 

(D ~tant le domaine limit6 par S) qui de son c6t6 correspond 6videmment s la 

formule 
x 

(24) f(x) = f ( a )  + f" (a)(X - -  a) + f f "  (t)(x - -  t) d t .  
a 

A la formule g6n6rale de Cauchy (formule (8) du n ~ 3)correspond la formule (2o) 

si l'on y pose a----o. 

13. R e n v o i  a ux  probl~mes c lass iques .  - -  On va voir que dans le cas hyperbo- 

lique, quand il s'agira p. ex. de r6soudre le probl~me de Cauchy, la formule de 

(~) Cet te  fo rmule  r en fe rme  c o m m e  cas pa r t i cu l i e r  la  fo rmule  de Po i s son  (qui, b ien  en t endu ,  

n ' e s t  d~montr6e  ici que  dans  des  cond i t i ons  assez  res t r ic t ives)  sons  sa  forme pr6cise 

P f ( P )  ( = - - I ~  f (P) ) = - - f ( P ) .  

4- -48173 .  Acta mathema$ica. 81. Imprim~ le 2 avril  1948. 
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Green est un outil tout-puissant, toute la difficult6, d'ailleurs assez s6rieuse, 

n'6tant que de lui donner un sens. I1 n'en est rien darts le cas elliptique, 

off, comme on le sait, la formule de Green n'est qu'un premier pas vers la 

solution des problSmes difficiles, tels le probl~me de Dirichlet et les problSmes 

connexes. Aussi faut-il, si l'on veut approfondir dans ce cas l'6tude de nos po- 

tentiels, recourir ~ d'autres instruments, tels la fonction de Green et les masses 

de Green. Nous renvoyons pour ces questions aux travaux de l 'auteur et de 

M. Frostman.(1) 

CHAPITRE I I I .  

Int~grale de Riemann-Liouvi l le  dans l'espace iorentzien. 

i. D6flnition de l'int~grale. 

14. La forme m6trique lorentzienne et l'op6rateur des ondes. Remarque. 

Nous passons maintenant 's la d~finition de l'int~grale de R.-L. dans l'espace 

lorentzien ~ m dimensions. Consid6rons duns cet espace les points P et Q aux 

coordonn6es respectives xl, x~ . . . .  , x,~ et ~l, ~ , . . . ,  ~m. Le carr6 de la distance 

lorentzienne de ces points - -  qu'on va d'ailleurs 16g~rement g6n6raliser duns  le 

eours, de ce num6ro - -  est d~fini par la formule 

( i )  r ~  = r~p  = ~'~ = (x,  - ~ , ) ~  - ( x ~  - ~ ) "  . . . . .  ( x . ,  - ~m)  ~. 

L'application du m~me symbole rpq duns deux espaces portant  des m~triques 

diff6rentes ne devra amener aucune confusion chez le lecteur, d 'autant  moins 

que dans la suite il ne sera gu~re question de la m6trique euclidienne. D'ailleurs, 

on peut, si l'on veut, consid6rer l'une et l 'autre d6finition comme des cas parti- 

cullers de la d6finition g6n6rale 

i, k 

Duns le m~me ordre d'id~es on gardera les symboles utilis~s dans le cas euclidien 

pour ddsigner les diff6rents 616ments m~triques correspondants et on ddsignera 

l'op~rateur des ondes par le m~me symbole A que l'op~rateur de Laplace, 

c'est-~-dire que t'on pose ici 
0~ 0 2 0~ 

(2)  ~x = 
O x~ O x~ Oxen 

En consid6runt le point P comme fixe et le point Q comme variable,  

(~) M. I~IESZ 8, O. FROSTMAN 1 - - 3 .  
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r~Q = o d6finit la surface du cSne caract6ris t ique ou c6ne de lumi~re au sommet  P,  

r~e < o d6finit son int6r ieur ,  x~ --  ~ > o le cbne rdtrograde, et  x~ - -  ~L < o le cbne 

direct. 

C'est le c6ne rdtrograde que nous allons consid6rer en g~.n6ral, en le dd- 

s ignant  par  D R. 

Le carrd scalaire d 'un vec teur  X aux composantes  X~ est d~fini par  la fo rme  

m6trique 

(3) ( x ,  x ) =  x ,  ~ - x l  . . . . .  z ~ .  

E n  nous inspi rant  de la terminotogie  relativiste,  nous appelons un  vecteur  vecteur 

de temps, vecteur de lumi~re (vecteur isotrope), vecteur d'espace(1) suivant  que son 

carr6 scalaire est  positif,  riul, n6gatif  respect ivement .  On comprend  par  1s ce qu 'on  

en tendra  par  droi te  ou di rec t ion de temps, de lumibre, d 'espace (droite ou direc- 

t ion isotrope). Un vecteur  de temps est di t  unitaire si son carr6 scalaire est  ~gal 

~, I, tandis  qu 'un  vecteur  unitaire d'espace a son carr6 scalaire 6gal ~ - -  I. 

Le produit scalaire de deux vecteurs  X et  Y aux composantes  respectives 

Xk ct Y~ est d6fini par  la formule  

(4) ( x ,  u  = x 1  Y: - x ~  Y~ . . . . .  x ~  }'~. 

Ces vecteurs  sont  dits orthogonaux au sens lorentzien si leur  p rodui t  scalaire 

(X, Y ) =  o. En r app rochan t  cet te  d6finition de celles donn6es plus haut ,  on voit  

que les vecteurs de lumi~re, et  ces vecteurs seulement,  sont  o r thogonaux  s eux- 

mgmes. 

P a r  une transformation de Lorentz on en tend  une t r ans fo rma t ion  lin6aire e t  

homog~ne des coordonn6es xk qui t r ans fo rme  la forme m6trique 

(5) x~ - x~ . . . . .  x~  

en elle-m~me. Les composantes  d 'un  vecteur  sont s t r ans fo rmer  de la m~me mani~re 

que les coordonn6es,  c'est-s que le carr6 scalaire (X, X) et le p rodui t  scalaire 

(X, Y) = �88 {(X + Y, X + Y) - -  (X - -  u X - -  Y)} sont  aussi invar iants  par  r appor t  

route  t r ans format ion  de Lorentz .  Ces t ransformat ions  fo rm en t  6videmment  un groupe: 

le groupe de Lorentz. l l  y a donc invar iance  par  r appor t  s ce ~ o u p e .  On volt  

d ' au t re  par t  fac i lement  que les Yk ~tant  t ransform6s d 'une mani~re inconnue,  

mais telle que le produi t  scalaire (X,Y), form6 avec des Xk arbitraires,  res te  in- 

(~) Ce qu'on appelle ici espace lorentzien ~ m dimensions n'est que l'espace-iemps ou l'univers 
des phy~iciens, k m-- I  dimensions d'espace et une dimension de temps. 
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variant lorsqu'on applique aux Xk une certaine transformation de Lorentz, la 

transformation des Yk doit &re identique t~ ceUe des Xk. En effet cette derni~re 

r~gle conduit s l 'invariance postul6e. Inversement, le postulat d'invariance m~ne 

pour les coefficients de la transformation inconnue s un syst~me d'6quations 

lin6aires s solution unique. 

La nomenclature introduite plus haut (vecteur de temps, d'espace etc.) est 

manifestement ind~pendante du choix du syst~me de coordonn~es lorentziennes. 

Ajoutons que, par une transformation de Lorentz convenable, route droite de 

temps peut devenir l'axe des xl. De m~me, route droite d'espace peut devenir 

un axe des xi (i-~ 2, 3, .  �9 m). Tout plan d'espace(voir plus loin, n ~ 19) peut 

devenir un plan x ~ x 3 . . ,  x~. La m6trique lorentzienne d a n s  un tel plan est 

au signe du carr6 scal~ire pros - -  identique 's la m&rique eucHdienne rela- 

tive aux coordonn6es x2, x~, . . . ,  x~. Cela explique le r61e que jouent les spheres 

euclidiennes dans certains de nos calculs (voir p. ex. les n ~ 16, 81 et suiv.). 
En posant 

(6) 81 = I ,  8~ . . . . .  ~ , m = - - I ,  

les expressions (3) et (4) s'6crivent respectivement 

m 

(z) (x, x)  = 
k = l  

(8) (x, Y ) =  
k = l  

Dans la suite il nous sera utile de nous servir de certaines notions apparte- 

nant au calcul tensoriel. Dans ce calcul on d6signe les composantes ordinaires 

Xk (qui se transforment de la m6me mani~re que les coordonn6es, ou, quand il 

s'agit de coordonn6es curvilignes, de la m~me mani~re que les diff~rentielles des 

coordonn~es) comme composantes contravariantes, et on les distingue d'habitude 

par des indices sup6rieurs (Xk). Cette derni~re notation sera adopt~e plus loin 

darts ce travail, notamment dans le dernier Chapitre ; ici il nous parait plus commode 

de garder la notation Xk. 

Chaque forme m6trique fair correspondre aux composantes contravariantes 

d'un vecteur des composantes covariantes et inversement. En renvoyant pour le 

m6canisme g6n6ral audit chapitre nous nous restreignons ici aux formes m6triques 
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de l'aspect (7). Pour mieux ~lucider les ehoses, nous admettons eependant que 

les ~k figurant dans (7) aient des valeurs constantes arbitraires, telles que 

(9) e l > o ,  ~ < o  ( i = 2 , 3 , . . . , m )  et ] ~ 1 ~ . . . ~ [ = I . ( x )  

Le groupe de transformations admis sera donc un groupe de Lorentz l~g~rement 

g~n~ralis~, s ss.voir le groupe de transformations qui laissent invariante la forme 

mdtrique gdndralis~e. 

Nous posons, en ddsignant les composantes covariantes de X par X r176 k 

(Io) X.~ ~ =--- ~k Xk et X k  = ~ [ 1 X ~ o ~ .  

Dans le cas particulier lorentzien (6) on a dvidemment ~[~-~k,  ce qui fair que 

les calculs deviennent moins clairs si l'on se restreint au cas particulier. 

Dans les notations posdes on peut ~crire le carr6 ou le produit scalaires 

sous les formes simples 

(x ~) (X, X) = ~ X~ X~. ~ (X, Y) = ~ X~ y~o~ = ~ X~o, 1~. k k 

Munifes~ement, route transformation des Xk appartenunt au groupe (g6n6- 
7COY. ralis~) induit moyennant (~o) une transformation correspondante des X k . 

= 

k 

donne 

(,2 b") coy YPcov 12\ i t  = Z Ei E~. 1 aik  .z~k "k } 

k 

Ces transformations (eontragrSdientes), qui en g~n~ral sont diff~rentes l 'une d e  

l'autre, laissent invariants le carr~ et le produit scalaires, le dernier, bien en- 

tends, si l'on applique l'une des transformations aux composantes de X et l 'autre 

aux composantes de Y. Inversement, en utilisant une remarque faite tout ~t 

l 'heure on volt facilement que si les ttk admettent une loi de transformation 

telle que ~ Xk Hk form~ avee des X k  arbitraires reste invariant lorsqu'on applique 

(t) La derniere de ces condi t ions  n ' es t  posse  que pou r  des ra i sons  de commoditd  (voir la note(2) 
la page 3I et le n ~ 2Ibis). 

(~) Pour  que la forme m~tr ique (7) soit  invar iante  par  r appo r t  '~ cette t r ans fo rmat ion  il faut  

e t il suffit  que l 'on ai t  ~ e  iaikai l=~ek'  k = l ,  En passan t  aux  d~terminants  correspondants ,  
�9 I .  o,  k ~ l .  

on en tire l aik I ~ T ie  i = I Ie i ,  ou 
l a i k [  = + ~ .  

3 
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aux X k  les transformations du groupe de Lorentz g4n4ralis4, les ]=lk sont les 

composantes covariantes d'un vecteur Y, Hk = Y~.~ 

Parnfi les exemples les plus simples de composantes contravariantes d'un vec- 

teur citons les composantes dxk d'un d~placement infinitesimal dx.  D'autre part 

il rdsulte de ce que nous venons de dire que les quantit~s Oq~/Ox~. sont les com- 

posantes covariantes d'un vecteur, g savoir du vecteur g rad~ .  En effet, la 

diff&entielle totale 
0q~ 

est manifestement invariante par rapport g route transformation des coordonn~es. 

Les composantes contravariantes du gradient de ~ sont e~.~Oq~/Oxk: 

grad~~ et g r a d k ~ = %  Ox~." 

u n  peut aussi exprimer cet ~tat de ehoses en disant que les op~rateurs 

O/Oxk sont les composantes covariantes d'un vecteur symbolique, fait dont on 

verra une cons4quence importante tout  g l'heure. 

Le carr~ et le produit scalaires exprimds par les formules (7), (8 )e t  (I I) 

peuvent ~videmment aussi s'~crire 

- X r  y r  (I3) ( X , X ) = ~ . k l ( X ~ ~  2 e t  (X,u k k .  
k 

En appliquant cela aux vecteurs aux composantes covariantes respectives OqD/OXk 

et O/Oxk, on volt que les expressions 

(~4) 

et 

(~5) 

(grad ~, grad ~) = E ~[.~ ~Oxk/ 

( 0 x~ 

sont invariantes par rapport  aux transformations du groupe de Lorentz g6n6ralis~. 

I1 en r6sulte en particulier le fait qui est pour nous d'une importance capiiale 

que l'op&ateur des ondes (2) est invariant par rapport aux transformations du 

groupe de Lorentz. 

Romarque.  - -  Toutes nos formu]es restent invariantes, m6me si l'on passe 

d'une forme mdtrique Z,kx~ g une autre d'aspect analogue, dont les coefficients 
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~. sa t i s font  aux re la t ions  co r respondan t  ~ (9). Un tel  passage  peut ,  en par t icul ier ,  

8tre r6alis6 par  la subs t i tu t ion  6vidente xk = (~/e~.)t" x~.. Duns le dern ie r  Chapi t re ,  

off nous appl iquons  l '6cr i ture  tensoriel le ,  on t rouve  nos calculs sous une fo rme  

qui est  i nva r i an te  par  r a p p o r t  "s route  t r a n s f o r m a t i o n  ponctuel le  des var iables  

inddpendantes .  

15. D6flnition et premieres propri6t6s de l'int6grale I~.(~) - -  I~f(P) sera ici 

d6fini pa r  une int6grale  6tendue ~ l ' in t6r ieur  du c&Te r~trograde D P (ef. p. 27 

et fig. 2, p. 38). I I  n ' e s t  donc pas n6cessaire et pus m6me na tu re l  de fa i re  des 

hypo theses  sur  l ' exis tence  et l 'a l lure de nos fonct ions  f (P)  duns l 'espace entier ,  

comme on a fa i l  duns le cas euclidien. On supposera  ces fonct ions  d6finies darts 

un doma ine  tel  que, lorsque ce domaine  r en fe rme  un cer ta in  po in t  P ,  il r en fe rme  

aussi  le c6ne D P. P o u r  assurer  la convergence  absolue des int6graleS 6crites, on 

supposera  en t re  au t res  choses que f (Q) t end  vers z6ro assez vite dans  la par t i e  

infinie des c6nes qui in te rv iennent .  

Cela 6rant,  on pose 

6) Iof( ') - f (Q)  d O. (") 
D P 

Bien entendu,  le facLeur Hm (a), qu 'on  va pr6ciser  tou t  g l 'heure,  est  diff6rent de 

celui qui figure duns le cas ell iptique. 

Nous  avons  d ' abord  g par le r  d 'une  difficult6 - -  bien connue en pr incipe de- 

puts les t r avaux  de Vol te r ra  et de M. H a d a m a r d  - -  difficult6 que nous rencon- 

t rons  ici pour  la p remiere  fois. Supposons,  pour  simplifier,  que P tombe  g l 'or ig ine  
m 

0 eL posons (~ = ~ ,~i .  Alors  si ~ reste  cons tan t  et 0 t end  vers I~] ,  Q tend vers 
2 

la f ront i~re  et  en mSine t emps  roe t end  vers z6ro de la mgme mani~re  que 

( [~ ,1 - -0 )  �89 P a r  lg on volt  que pour  assurer  la convergence  de nos int6grales  

nous  aurons  g supposer  que l ' exposan t  a - - m  > - - 2 ,  c 'est-g-dire que a > m -  2 

(m ~ 2). 

(t) Les n ~ 1 5 - - 1 ;  sont,  pou r  simplifier certains ealculs, r6dig6s en adme t t an t  les valeurs  

originales (6) du n ~ 14 des e k duns la forme lorentzienne.  On volt  immddia lement  que les r6sul- 

ta ts  essentiels  res ten t  valables pour  la forme g6n6ralis~e. En part ieulier ,  la valeur  de H m ( a )  

reste inaltdrde. 

(") Comme au ehapitre  pr6e6dent, on entend ici pa r  d Q  le p rodui t  d~ld~z...d~m, qui, 

d 'apres  le n ~ ~l  his, convient  eomme (~16ment de volume '~ m dimens ions  dans  l 'espaee ]orentzien, 

m~me duns le eas off les ek admet t en t  leurs  valeurs  g(-n6rales, grfiee 'h la derniere des condit ions 

(9) d u n  ~ 14. L'61dment de volume est  m~me invar ian t  par  les ehangement s  de forme m6tr ique 

donnds dans la Remarque  qui se t rouve k la fin d u n  ~ 14. ( f .  aussi  la note (x) h la page 29. 
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Cette hypoth~se &ant admise, du moins jusqu'?~ nouvel ordre, nous allons 

montrer qu'on peut choisir Hm(a) de mani~re que les relations 

(:7) 
et 

( :8 )  

I ~ (Iflf(P)) = I~+:f(P) 

A I~+2f(P) = I"f(P),  

analogues s celles rencontr6es plus haut dans le cas elliptique, aient lieu.(1) 

L'op6rateur h est d6fini par la formule (I5). D'ailleurs, en ce qui concerne la 

seconde formule, elle ne sera d6montr~e que sous certaines conditions suppl6- 

mentaires. 

16. Caleul de H~(a). - -  Le calcul de H,~(a) sera tout analogue au calcul 

fair dans le chapitre pr6c~dent et m~me plus simple en principe puisque la fonc- 

tion particuli~re f ( P ) = f ( x ,  x ~ , . . . ,  x ~ ) =  e ~,, moyennant  laquelle le calcul sera 

ex6cut6, appartient ici s la classe de fonctions admise. Nous avons 

: fe i , ,~ ,Q d Q =  e~: f e  ~ . . . .  ~ Q, I - : , =  "~ H . , ( c , ) J  'oQ d 
D P D ~ 

0 signifiant l'origine. 

viendra 

( :9 )  

Si donc on pose Hm(a) 6gal s la derni~re int~grale, il 

I a  eZt ~ p z~, 

I1 reste s calculer Ha(a). En posant 

~ l = - - r c o s h 0  et Q = ( ~ + . . - +  ~ ) � 8 9  

l'int6grale s laquelle on a dgal6 Hm (a) se r~duit s (cf. le n ~ 6) 

= 

o o  oo  

sinh ~-2 0. d 0 / e- ~ oo~h o r~-i dr. 

0 

]!r la formule, facile ?~ v6rifier, 

(!) C o m m e  au  cas  e l l ip t ique ,  le f ac teu r  H m (a) es t  e s s e n t i e l l e m e n t  d~te rmin~ pa r  ces d e u x  
cond i t ions .  Voir  la  no te  (1) it l a p .  17 e t  la  no te  (t) k la p. 46. 
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sinh p -10 .  cosh 1-v-q O. d 0 = _I . _ _  _ _  

"o 

et la fo rmule  (5) d u n  ~ 6, il en vient  

fit--2 
( 2 0 )  / / ~ ( ~ )  = ~ ', �9 2 ~  r 

Notons  que de la fo rmule  (19) il r6sulte imm6d ia t emen t  

I "  e ~ ~ , - ~  ~ -  . . . .  ~  ~',, = ( a ;  - a~  . . . . .  a ~ , )  ~ .  e ~, ~ , - ~  ~ , -  . . . .  ~,,,'~,- 

ehaque fois que l ' express ion ent re  paren theses  e t a  1 sont  positifs,  ce qui mon t re  que 

la fo rmule  (17) subsiste pour  ces fonct ions .  On pour ra i t  en t i r e r  la  validi t6 de 

cet te  fo rmule  pour  la classe g6n6rale de nos fonc t ions  f ( P )  en d6mon t r an t  que 

les fonct ions  envisag6es fo rment ,  dans  un  sens faci le  s pr6ciser, un syst~me 

comple t  clans cet te  classe. Cependant ,  nous  suivrons ici une voie diff6rente. 

17. Formule de composition. - -  L~ fo rmule  fondamen ta l e  (17) 6rant  va lable  

pour  la fonct ion  ~,, elle le sera  encore pour  une fonc t ion  quelconque f (P)  rem- 

p l i ssan t  nos condi t ions  g6n6rales. En  effet, il v ient  pa r  un calcul calqu6 sur  

celui op6r6 dans  la fo rmule  (3) d u n  ~ 1 

I f a--m I f (21) P ( I ~ f ( P ) ) = H s  ) rpQ d Q . ~ ( ~ )  f(O)r~-o"dO 
D P DQ 

H,~ [a) H,, (fl) f(8) pQ Q o 
D P D P 0 

/)P0 6rant  le domaine  c o m m u n  au cSne r6 t rograde  au sommet  P e t  au c6ne 

direct  au s o m m e t  0. Le fair  est  qu 'un  po in t  8 6rant  situ6 dans  le c6ne r~ t rograde  

au s o m m e t  Q, ce dernier  poin t  sera situ~ dans  le c6ne direct  au s o m m e t  8 et  

vice versa (fig. I). La  derni~re in t6grale  se t r a n s f o r m e  par  une t r ans la t ion  et  une 

homoth6t ie  en l ' express ion 

.,+ ~-~. ~-m .~-., = *~+~-~ B,. (~, 'Po' f r*T  'TO d T  "Po fl), 
DO1 

5 - - 4 8 1 7 3 .  Acta mathematica. 81. I m p r i m 6  le 2 av r i l  1948. 
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P 

Fig. L Figure schdmatique se rdf~rant au cas de deux dimensions. 

0 d~s ignan t  l 'o r ig ine ,  I un  ce r t a i n  p o i n t  in td r i eu r  au  cSne d i rec t  a p p a r t e n a n t  

r o r i g i n e  et a y a n t  la d i s t ance  l o r en t z i enne  I de l 'o r ig ine .  En a p p l i q u a n t  ces for-  

mules  s la f o n e t i o n  par t icu l i~re  f(P)~-e ~-~, on t r o u v e  une  seeonde  g~n~ra l i sa t ion  

de l ' in t~gra le  d ' E u l e r  de p remie re  esp~ee 

H ,  (a) H ,  (fl) (,) 
(22) B .  (., = H .  ( .  + 

E n  ra i son  de ce t t e  re la t ion ,  la f o r m u l e  f o n d a m e n t a l e  (x7) se t r ouve  ~tablie. 

II. F o r m u l e  d e  G r e e n .  

18. Thdor~me de Gauss .  - -  D a n s  la suite,  nous  fe rons  un  g r a n d  usage  de 

la f o r m u l e  de Green  re la t ive  s l ' opd ra t eu r  des ondes.  Elle se d~duit ,  c o m m e  

rou te  au t r e  f o r m u l e  ana logue ,  du  th~or~me de Gauss ,  qui  d o n n e  la t r a n s f o r m a -  

t ion  d ' u n e  ee r t a ine  in tdgra le  de vo lume  dans  une  in t~gra le  de sur face .  

Cons iddrons  dans  un  espaee (affine) s m d imens ions  un  d o m a i n e  D limit~ 

pa r  une  ou p lus ieurs  su r faces  fe r ru les  T (s m -  i d imens ions)  que  nous  suppo-  

sons assez r~guli~res. On  a a lors  

fOPk 

D T 

(1) La fonction hyperbolique B m(~,~) est ~videmment bien plus rapproch~e de la fonction 

eul~rienne B(g,~)que la fonction elliptique correspondante. La formule explicite montre que 
B m (a,~) est ind~pendant du point d~sign~ par I pourvu que la distance lorentzienne de ce point 

l'origine soit = I. Une v6rification directe de ce fair s'ensuit facilement par une transformation 
de Lorentz. 
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le signe &ant  posit@ aux points de T off les droites parall~les s l 'axe des ~., 

suivant lesquelles on execute l ' int~gration par rapport  b~ ~k, sortent  du domaine 

D et ndgatif aux points off ces droites ent rent  darts le domaine. 

La  fronti~re T ~tant rapport~e s un syst~me (ou plusieurs sys t~mes)de  

param~tres 2~, 2 ~ , . . . ,  2~_~, on a l ' identit~ connue 

�9 ~ ~ . �9 ~ dffk+~, d ~ l  = IJkl .dZ,  d L  . dZm-1, (24) Ida,  �9 �9 �9 d S - x  

oh l 'on at tr ibue toujours  

sont les jacobiens avec des 

au produi t  des 

signes altern~s 

d (~ ,  ~ . . . .  , f . )  
J1  - -  d ()~,, Jt~ . . . .  , Zm-~) '  

d;t~ une valeur positive et off les Jk 

(25) J* = - d(Z,, Z , , . . . ,  Z ,_ l ) '  

J ~ = ( - -  
d (Z. Z2 . . . . . . .  Z~-l) 

Tout  r~arrangement  des 2~ conduisant  s une permuta t ion  paire conserve les 

Jk, tandis  que tout  r~arrangement  conduisant  s une permuta t ion  impaire change 

les signes de tous. Nous allons montrer  tout  s l 'heure que l 'ordre des ~ peut  

8tre choisi de mani~re qu'en a jou tan t  les relations (23) , le r&ul ta t  s 'exprime par 

la formule simple, due en principe s Gauss,(1) 

(26) ~ o ~  a ~ , d ~ ,  . . . a~= = .  P ~ J ~ a z ,  az~ . . . dZ=_,.  

T 1 

Avant  d'aller s la d~monstrat ion,  observons que l 'expression figurant dans 

l ' int~grale de surface peut aussi se met t re  sous la forme d 'un d~terminant  

(27) ~ Pk Jk = 
1 

P~ . . .  P~ . . . P m  

0 )4 0 ~ 0 ~4 
. . . . . . . .  ~ 

(i I, 2, . . . ,  m -  I). 

(t) Voir aussi POINCARI~, Acta mathematica 9 (1887) et GOURSAT, Journal de mathdmatiqnes 
(6) 4 (1908). 
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]~videmment, cette identit6 subsiste si l'on y remplace les P~ par m quantit6s 

queleonques. 

Notons encore que, 

surface, on a 

pour un d6placement (infinit6simal) (d~k) tangent g la 

~n 

J , ,  = o .  

1 

En effet, il en  est. ainsi pour les m -  x d6placements lin6airement ind~pendants 

~ d~i , puisque dans le d~terminant eorrespondant deux colonnes deviennent 

proportionnelles l 'une ~ l'autre. 

Cela ~tant, un point de la fronti~re T e s t  dit point r6gulier par rapport ~ 

la repr6sentation param~trique (~i), si les Jk ne s 'annulent pas simultan6ment en 

ce point. En un tel point la fronti~re T admet un plan tangent  (~, m - -  I di- 

mensions) d~termin~ et on aura Y, Jk$~k ~ o pour tout  d6placement infinit6simal 

($.~k) qui n'est pas situ6 dans ce plan tangent. Le signe de l'expression ZJk$~:  

sera diff6rent suivant que le d6placement ($~k) est situ6 d'un c6t6 ou de l 'autre 

du plan tangent, c'est-s suivant que ($~k) m~ne de la fronti~re s l'ext6rieur 

ou s l'int6rieur du domaine. Cela pos6, voici la r~gle d6finitive pour l'ordre des ).i. 

Les ;~ sont ~ num6roter de mani~re que l'expression Y, Jkd~k, et d~s lors le 

d6terminant qui lui est 6gal, soient positifs dans les points r~guliers de la fron- 

fibre T pour tout(~) d6placement infinit6simal ($~k) qui d'un tel point m~ne s 

l'extdrieur du domaine D. 

Cette r~gle de signe se v6rifie de la mani~re suivante. Dans la condition 

pos6e, on a J~ > o en tout point r6gulier qui est point de sortie d'une droite 

parallb.le ~, l'axe des ~ et Jk < o en tout  point r6gulier qui est point d'entr~e 

d'une telle droite. En effet, un d6placement dont routes les composantes sont 

nulles, sauf ~ ,  m~ne s l'ext~rieur de D, si l'on a soin de prendre ~ positif 

ou n6gatif suivant qu'il s'agit d'un point de sortie ou d'entr~e respectivement. 

La condition (de num6rotage) ~tant remplie, on aura donc dans les deux cas 

J ~ $ ~ > o ,  d'ofi notre 6nonc6 s'ensuit. D~s lors, la formule (24)peut s'6crire 

sous la forme pr6cis6e 

(29) +_ [ d r  d ~/r d~k§ d ~  [ = Jk" ds d s  dL~-~, 

(t) D'apr~s ce qu'on vient de voir, il suffit pour cela qu'il en soit ainsi pour unseul d6place 
ment menant /~ l'ext6rieur. 
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le signe positif se r6f~rant encore aux points de sortie et le signe n~gatif aux 

points d'entr6e. La derni~re formule rend imm~diat le passage de (23) ~ (26). 

Par la loi de multiplication des d~terminants fonctionnels il est clair que 

le second membre de la formule (25) est invariant par rapport g u n  changement 

de param~tres, si l'on tient aussi compte de la r~gle de slgne. Rien n'emp~che 

en outre que diff6rentes portions de la fronti~re T soient rep6r~es par cliff, rents 

syst~mes de param~tres. Ces portions (en nombre fini) peuvent empi~ter les unes 

sur les autres ou peuvent ~tre s~par6es par des vari~t6s s m - - 2  dimensions, 

qui sont suppos6es assez r~guli~res. Dans un ordre d'id~es plus g~n~ral, on pent 

admettre un nombre fini de vari~t~s exceptionnelles s diff~rentes dimensions 

p, o ~ p  <= m - -  2. Tel sera forc6ment le cas si la fronti~re elle-m~me admet 

des points exceptioanels, sans plan tangent d6termin6, points anguleux isol6s 

ou ar~tes ~ diff~rentes dimensions etc. La derni~re circonstance se pr~sente p. ex. 

chez les domaines extr~mement simples, limitgs par des plans parall~les aux 

plans de coordonn~es. Nos domaines d'int~grations usuels, les domaines D P S'  

qu'on rencontrera dans le num~ro suivant, pr~sentent deux esp~ces de singu- 

larit~s, u~ point anguleux isol~, ~ savoir le sommet du c&ne D P, et une ar~te 

s m - - 2  dimensions, l 'intersection de la nappe C ~ avec une surface S. 

1 9 .  D o m a i n e  d ' i n t ~ g r a t i o n .  - -  Darts les applications qui vont suivre, le 

domaine g~ngral D sera remplac~ par un domaine de caract~re tr~s particulier, 

savoir le domaine born~ D P (fig. 2) limit6 par la nappe C p d'un c&ne r6trograde 

D P eL une certaine surface (ouverte) S, qui devra 6tre assez r6gnli~re pour que les 

d6rivations qui interviendront puissent ~tre ex~cut~es. Sanf avis contraire, nous 

admettrons aussi que S air, suivant la terminologie de M. Hadamard(1), une 

orientation d'espace. Cela veut dire que ~ ~k d ~ < o pour tout  d6placement in- 

finitesimal (d~) le long de la surface. L'exemple le plus simple est fourni par les 

plans ~1 = const. G~om~triquement, une teUe surface pent  aussi ~tre caract6ris~e 

par la propri~t~ que son plan tangent en un point arbitraire Q n'a aucun point en 

commun avec le c6ne de lumi~re qui a son sommet en Q (exceptS, bien entendu, 

le point Q lui-m~me). La ~ormale(~) (lorentzienne) d'une surface "s orientation 

d'espace est toujours une droite de temps (of. n ~ 14); propri6t~ qui d'ailleurs 

pourrait 6galement servir de d6finition. En effet, s'il n'en ~tait pas ainsi, la 

(1) HADAMARD l ,  p. 53. 
(~) Cet te  express ion  remplace,  dans  no t re  t e rmino log ie ,  celle de ]a conormale chez M. D'ADH~- 

MAR et  de la. transversale chez M. HADAMARD ],  p. 87. 
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Fig. 2. 

fo rme lorentz ienne pour ra i t  ~tre t ransform6e dans une forme qui ne cont ien t  que 

des carr6s n6gatifs.  On n ' aura i t  qu 's  choisir  comme nouvelles direct ions d 'axes 

m - -  I direct ions or thogonales  dans le plan t an g en t  et la di rect ion de la normale.  

Nous d6signons par  S ~ la por t ion  de la surface S qui est  int~,rieure au c6ne 

D p e t  par  C P la por t ion  born6e de la nappe C r d~coup6e par  la surface S. 

Notons  encore le fair  ~vident que route  droi te  de temps ou de lumi~re ne coupe 

une surface telle que S qu'en un seul point. 

20. Formule de Green pr61iminaire. - -  Dans les appl icat ions auxquelles nous 

venons de faire  allusion, les fonct ions Pk s '~vanouissent sur la por t ion  de nappe 

cP; la formule  (26) se r6duira  donc s 

(30) ~ - ~ ,  . d ~, d ~  . . . g ~  = P k J k "  d X, . . . d X m - 1 .  

D P S P 

Reprenons  ma in tenan t  l 'ordre d'id6es du n ~ 14. Posons  (formule (I5)) 

m 0u 

1 k 

et  t r ans formons  l ' int6grale de volume 

- v A u) d Q (1) 

dans une int6grale  de surface. I1 suffit  de mon t r e r  que la fonct ion ~ int6grer  

peut  se met t re  sous la forme d 'une divergence.  Or on a 

(1) V o i r  la note (t) a la page 3 I. 
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Dans  les applicat ions que nous avons en rue,  v s 'annule  avee ses dt~riv~es 

premieres  sur la nappe CP; il v ient  done, d'apr~s la formule  (30) 

u W ~ - - v  - dkd~,~dL d2,m-1 

21. Notions g~om~triques relatives k l 'espaee lorentzien. R e m a r q u e .  - -  Au 

moyen de eertains ~l~ments g~om~triques on peut  simplifier eonsid~rablement  eet te  

formule.  Menons,  en un poin t  Q de la port ion de surfaee S P l a  normale,  qui, 

eomme on a vu plus hau t  (n ~ 19), est une droi te  de temps. Soit  n u n  veeteur  

queleonque port~ par  eet te  normale.  Nous disons que les eomposantes  covariantes  

coy de n sont  proport ionneUes aux quanti t~s Jk. En effet, ees eomposantes  sont, nk 

un fae teur  de propor t ionnal i t6  pros, d~termin~es par  l '~quation 

in  

(n, dx )  = ~_~ n~:~ = o ,  
1 

valable pour  tou t  d6plaeement  d x le long de la surface, ~quation qui, en raison de 

la formule  (28), est  remplie  par  les quanti t~s Jk.  On a done nr176 ~" Jk. Des 

deux direct ions admissibles nous choisissons eelle de la normale  intOrieure: 
(n, d ~) = Y~ nk d ~k > o pour  tou t  d6plaeement  infinit6simal d ~ qui du point  Q m~ne 

l ' in t~r ieur  de D e .  Comme on a (voir plus haut)  ~, Jk d ~ > o pour  tou t  d~plaee- 

ment  infinit6simal qui mgne ~t l 'ext6rieur ,  le fae teur  de propor t ionnal i t~  en ques- 

t ion sera n~gatif.  Si l 'on exige encore que la normale  soit  uni ta i re ,  e'est-s 

que (rl, n) = ~ t[.' (~o,,,~ % ) = i, il vient  en d~finitive 

c o v  (33) nk = - -  Jk"  j - 1  

05 

(34) J =  ~ ~k d 

et pour  les composantes  cont ravar ian tes  (formule (Io) du n ~ 14) 
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- 1  
(35) nk = - -  ~k Jk" J-~.(~) 

Remarquons que n 6rant un vecteur de temps, l'expression dont on a form6 la 

racine carrie est certainement positive. 

En restant dans le m~me ordre d'id~es, ajoutons que si la surface S est 

donn6e par l'6quation 8(~1, ~ , . . . ,  ~m)----o, avee 0S/0~1 > o(~), les composantes 

covariantes de la normale intdrieure seront ~videmment donn~es par les formules 

(36) 

off 

(37) 

0 S  ~cov = _ _  . /~T--1, 
k 0 ~k 

iosx l 
N =  ~1 e~71t~k] ] : ( g r a d  

l 
S, grad S)", 

et les eomposantes contravariantes par les formules 

OS N - L  
(38) V/k = ~'kl ~ k "  

Nous retournons maintenant  s la formule (32).)Tous posons par d6finition 

(39) J"  d ~ l d ~  . . .  d~m-1 = d S  

---- 6Hment de surface lorentzien(3) autour du point ~1, ~ ,  . . . ,  ~m. 

F d6signant une fonction quelconque, nous introduisons la notation 

~ O F  d F  
(40) - -  n~ : 

0 ~k d n 
1 

= ddriv6e de Ie dans la direction et le sens de la normale int&ieure.(~) 

(1) La va l eu r  de la c o m p o s a n t e  n t  e t  le coefficient E~ -1 6 t an t  pos i t i f s  t o u s l e s  deux ,  on 
a fo rc6ment  J1 < o. Ceci peut ,  pou r  la sur face  S, r emplace r  la  regle  de s i gne  assez  compl iqu6e  
qu ' on  a donn6e  pour  les  Jk  au  no 18. 

(2) Les  OS/O~k 6 t a n t  les e o m p o s a n t e s  cova r i an te s  d ' u n  vee t eu r  de t e m p s ,  0S/0~1 ne  p e a t  

s ' a n n u l e r  et  d~s ]ors, v a r i a n t  d ' u n e  man ic r e  con t inue ,  ne  p e u t  c h a n g e r  de s igne .  On p o u r r a  donc  
s ' a r r a n g e r  de man i~re  que  0S/0~1 soi t  posi t i f .  

(s) Voir le no 21 his et, en  par t i cu l ie r ,  les  fo rmules  (53) e t  (54)- 
(4) Voi," la  Remarque qu i  su i t .  
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Ces nota t ions  pos~es et  en raison de la formule  (35), on peu t  ~crire 

y.=_OF & . d Z l d 4 .  .. = , OF. J d 4 d 4  
' 

OF dF d s  

et  d~s lors la formule  (32) du n ~ 20 se r~duit  

(4I) f ( , , A v - - v A u ) a O =  f [  av vaU] - - . ] \  dn--  dnjdS"  
1) P S P 

41 

R e m a r q u e .  - -  D 'une  mani~re analogue b~ ce qu 'on vient  de faire  pour  le 

vecteur  uni ta i re  n, on peut  d~finir la <<d~riv~e>> de la fonc t ion  /;(~1, ~-, . . . .  , ~m) 

darts tou te  direct ion non isotrope et de sens d~termin6. La  di rec t ion et le sens 

grant repr6sent~s par le vec teur  uni ta i re  l, aux eomposantes  con t ravar ian tes  lk, 

nous posons 

(42) ddlF __ ~ ~ 0  F.4  = (grad F, I). 
1 

Nous a!lons d~montrer  que cet~e expression, i n t ro d u i t e  d 'une mani~re tou t  s fa i t  

formelle ,  peut,  tou t  comme darts l 'espace euclidien, s ' in terpr6ter  comme une d~riv~e 

dans le sens propre  du mot. 

Que le vecteur  ! soit  uni ta i re  ou non ou m~me isotrope,  on a toujours  

, , = OF l (43) lim~o F(~,  -~ ell . . . .  , ~ T~el~) - -  F ( ~ , , . . . ,  ~m) ~ k .  

En in t rodu i san t  le vec teur  g aux eomposantes  gk, ceci peut  aussi s'~erire 

(44) lira F ( ~  + el) -- F(~) ~ O.E l 

Le vecteur  I~1" 1 est un vee teur  infinitgsimal d l qui a la di rect ion et  le sens 

de 1.(1) Nous posons Id l  I = l ( d l ,  dl)l~.  Si 1 est unitaire il vient  I d l l  = I~l. La  

relat ion ci-dessus peut  done aussi s 'gcrire 

(45) lira F ( ~  +__ d l ) - / 7 ' ( ~ )  Z 0 ~  
al O +_ I d l [  - -  lk. 

(~) Ces propri6t6s sont caract~ristiques et d I pourrait aussi ~tre introduit sans l'interm~diaire 
de la quantit~ auxiliaire e comme un vecteur ayant la direction et le sens de l e t  tendant vers z~ro. 

6--48173. Acta mathematica. 81. Imprim6 le 2 avril 1948. 
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I1 est done na ture l  de eonsid6rer  le second membre  de (42) eomme la ddrivde de 

F dans la direct ion et  le sens de 1. 

Not re  formule  de d6rivat ion (42) donne  en part ' iculier d~k/dl---- lk; on a done 

aussi, comme il fal lai t  s'y a t tendre ,  

(46) d F  ~ OF d~k 
- -  ~ �9 - -  . 

dl O ~k dl 
1 

Consid6rons ~ t i t re  d 'exemple la fonct ion 

F = tteQ = r ~  = ~ rk (~k - Xk) ~. 
1 

Le grad ien t  de Rpq ~ R par  r appor t  au point  Q a les composantes  covar iantes  

(47) OR = 2 rk (gk -- Xk). 
0~k 

On aura  donc 

i d R  
( 4 8 )  : d Z - -  ~k (~ ,  - -  xk)  ~, = (rpQ,  l )  

1 

qui n 'es t  que le produi t  scalaire du vecteur  rpQ allant  de P s Q et du vecteur  I. 

21 bi~. Mesure des 616ments d'une vari6t6 de dimension arbitraire. - -  Soient  

X, Y , . . .  p vecteurs,  off p < m. Nous  d~finissons le volume V du parall616pip6de 

cons t ru i t  sur ees veeteurs par  la formule  

(49) V = I G [ � 8 9  off G =  ( u  .(1) 

Cette d~finition se justifie par  les fairs suivants.  I ~ . L 'express ion de V e s t  

ind~pendante  de l 'ordre des vecteurs;  2 ~ elle est invar ian te  par  route trans- 

fo rmat ion  de coordonndes (il en dtant  ainsi des produi ts  scalaires); 3 ~ elle est 

encore invar ian te  si, en ga rdan t  X, on remplace Y par  Y + ~X, Z par Z + / ~ X +  

+ v Y  . . . .  ; 4 ~ . elle se mul t ipl ie  par  I~#  . . .  [ si l 'on mult ipl ie  X, Y . . . .  par  ~, # , . . .  

Q) :Nous faisons ici abst ract ion du fait que, dans le cas par t icul ier  _p ~ m ,  off le volume peu t  

auss i  se ddfinir par  le ddterminant  form6 des composantes  des vecteurs  considdrds (cas spdcial de 

la formule  (5I)), on peu t  sans  ambigu~td a t t r ibuer  au volume le signe + ou - - ,  ce signe ddpen- 
dant  de l 'ordre des vecteurs.  
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respectivement;  5 ~ enfin elle se rdduit  au produit  des <,longueurs>> des arStes, 

I(X, X)]~, ](Y. u189  dans le cas off les vecteurs donnds sont or thogonaux 

l 'un s l 'autre ((X, u . . . . .  o). Ajoutons que si l 'on peut rdpart i r  les vecteurs 

donn6s en deux systbmes totalement orthogonaux X', u . . .  et X" ,  u  . . .  de p'  

et p" vecteurs respectivement (p' + p"-~  p), c'est-g-dire tels que chaque vecteur du 

premier systbme soit or thogonal  s chaque vecteur du second (i), on aura, dans des 

nota t ions  6videntes, G : G' G" et alors 

(50) V= V ' .  V". 

En effet, (X', X") = (X', u  . . . . .  o. 

II nous fau t  encore exprimer ces volumes par des ddterminants  formds des 

eomposantes de nos vecteurs. Or, on sait, d'aprbs le thdor~me de Cauchy-Binet(S), 

que le ddterminant  I c, l aux dldments 

ci~ : a~l b~l + a,~b~s + ... + a~,, b~m (i, k = I, 2, . . . ,  p) 

est dgal 
G l t  G l u  �9 �9 �9 b i t  b i n  �9 �9 �9 

a p t a p u  . .  �9 b p t  b p u  . . �9 

la sommation dtant  dtendue aux ( : ) c o m b i n a i s o n s  de p indices, t, u , . . . , t i r ~ s  

de I, 2, . . ,  m. Ce poin~ admis, on aura  

X t X , ~ . . .  [2 
I 

( sx)  G =  . . .  } q  . . .  [ , 

I 

les 61dments des derniers d6terminants  dtant  les composantes des vecteurs X, u  

En particulier,  pour p =  m - - I ,  il vient, en raison de la relat ion 

--1 
$ 1 '  "" $k - - lSk+l  - . .  ~m : ( - - I )  m - 1  ~k 

(cf. formule (9) d u n  ~ l i ) ,  

(t) D a n s  le cas  de m = 3 ,  P. ex., les  dro i tes  para l le les  ~t l ' axe  des  coordonndes  ~1 e t  les p l ans  

para l l~les  au  p lan  ~2 ~3 son t  t o t a l e m e n t  o r t h o g o n a u x ,  ma i s  il n ' e n  es t  pa s  a ins i  des  p l a n s  (ortho- 
g o n a u x )  para l le les  au  p l an  ~1~2, d ' u n e  part ,  e t  au  p l an  ~s~3, d ' au t r e  pa r t .  D 'une  man ie r e  gdndrale,  

en 3 d i m e n s i o n s  il  n ' e x i s t e  pas  de p l a n s  t o t a l e m e n t  o r t h o g o n a u x .  Pa r  contre ,  en  4 d imens ions ,  

les p l a n s  para l le les  a u x  p l a n s  ~1~2 e t  ~3~4, r e spec t i vemen t ,  son t  t o t a l e m e n t  o r t h o g o n a u x .  

(s)  C f  p. ex. R. BALTZER, T h e o r i e  u n d  A n w e n d u n g  d e r  D e t e r m i n a n t e n  (I881), p. 48. 
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(52) G=(- I)m-  ] X t  X u  . . . 12 YtY,...[, 
w ~tant celui des indices I, 2 . . . .  , m, qui manque dans la combinaison t, u , . . .  

Consid6rons maiutenant une vari~t~ (courb~e) S s p dimensions, dont les 

points Q (~k) sont rapport6s aux param~tres Z~, Z~ . . . .  , Zp. En d6signant encore 

le vecteur aux composautes ~k par ~, l'~16ment de volume d S  de cette vari6t6 

sera d~fini par 

(53) d S =  ]~,l �89 . d l ,  d t . ,  . . . dl~,,  

oft 

(54) 7 : l ~ ' i k l :  ](a~OA~, aA) [ ( i '  

0t~ 0 Ii " " " 

0Z~ ~ "'" 

La premiere forme de 7, exprim6e par des produits scalaires, met en ~.vidence 

que d S = l ~ , 1 � 8 9  d l ,  . . .  d~p est invariant par rapport  aux transformations des 

coordonn6es ~ .  On voit par la seconde forme de 7 qu'il y a aussi invariance 

par rapport "~ route transformation de param~tres, grs aux propri~t~s de trans- 

formations des jacobiens d'une part, et de l'616ment d t l . . ,  dZp de l'autre. 

I1 arrive souvent qu'on pent r~partir les indices k-~ *, 2 , . . . ,  m en deux 

syst~mes (k') et (k") tels que la vari~t~ o~l seuls les Zk' et eelle o~ seuls les Zk,, 

varient soient to ta lement  orthogonales l'une s l 'autre, c 'est%dire telles que deux 

d6placemeuts queleonques, en un point, de la forme 

~ 0 ~ k '  dZr et ~, ,dZk", 

soient orthogonaux, ce qui revient s yk'k',= O pour tout  couple k' et k". Dans 

ces conditions, on aura, en vertu de la formule (5o) et dans une notation 6vidente, 

(55) d S ~ - d S ' ,  d S " .  

Pour le cas p- - - -m--  I on a u n e  formule analogue s (52), ee qui justifie 

notre d6finition de d S  a u n  ~ 21 par la formule (39). L'616ment de volume ~ m 
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dimensions devient d'apr~s (5I), si l 'on in t rodui t  eomme param6tres les gk eux- 

m~mes, d Q = l ~ t . . .  ~ [ i . d g x . . . d g ~ ,  ce qui se r~duit '2 d Q - - - - d ~ . . ,  d~m par 

la dernibre des conditions (9) d u n  ~ 14. 

L'61dment d 'arc d o  est dans notre vari~t~ donn6 par 

(56) d a ' ~ = l ( d ~ ,  dr  = ~,--d).k,OZk ~ ' b ~ k d z ~  = ~ 7ikdZ, dZk . 
i , k = l  [ 

Par  eons6quent, uyant  obtenu par un calcul queleonque l 'expression de do ~ 

en (valeur absolue d'une) forme quadrat ique des d~p:, on connai tra  par 1"~ auto- 

mat iquement  les 7ik et d6s lots l'616ment de volume d S - [ 7 [  i .  d)~j . . .  d)~p. 

2 2 .  F o r m u l e  de  G r e e n  p o u r  1% - -  Nous arriverons 's la formule de Green 

relative ~ nos int6grales I ~ en posant dans la formule (41) d u n  ~ 21 

a + 2 - -m 

(57) v - -  H P(~ + 2)' 

P = (x~) e t  Q = (~e) dt~nt deux points pour lesquels r~q > o.  Nous disons qu'en 

d~finissant, comme a u n  ~ 14, r2q'~ et h par les formules 

m m 0 o  

r } , Q = r  ~ =  ~k(~  xk) ~ e t a q = a =  ~k , 
1 1 

on a, inddpendamment des ek, 

a r "+2-m = ~ (6 + 2 - -  m) �9 r ~-~.  

En effet, 

0 t o + 2 _  ~ = (6 + e - m ) ~  r"-~(~k  - -  Xk) (57b~) o ~k 

et 

0 2 
E - 1 -  r a + 2 - m  ~ ( 6  

d'ofi 

0 { , .o_m(~k __ xk)}  + 2 - m) ~-~ ~, 

= (6 + 2 - m) ( r ~ -~  + (~ - ~ ) , * - ~ -  ~ ~ (~  - x,/~ ) ,  

a . , .o+2-~ = (6 + 2 - m ) { m r ~  + ( 6 -  m ) r  o-m-2  �9 , - ~ ) =  , ( 6  + 2 - - m ) r ~  
4 
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Si done Hm(a) sa t i s fa i t  g la re la t ion  

(58) 
il v ient  

~ ( .  + 2) = .  ( .  + 2 - ~)  H ~  (~)('), 

ra+2- m ra-m 
- H m  , ,  "(s) (59) 5, H., (a + 2) ( ) 

Tel est  done le cas pour  la fonc t ion  H,,,(a) du n ~ 16 fo rmule  (20)) re la t ive  au 

cas lorentzien que nous avons  g env i sager  ici. 

A v a n t  gl'aller plus loin, observons  que dans  (59) h peu t  ddsigner  soit  Ap, 
soit  h~. P o u r  a > m la fonc t ion  (57) s ' annu le  avec ses ddriv4es du p remie r  ordre 

sur la nappe  C p du cbne DP;  elle p o u r r a  done bien jouer  le rble de la fonet ion  

v dans  la fo rmule  (4I). Cela 4rant,  on t rouve  pa r  un r~a r r angemen t  4vident  

(6o) I / a-m I / 
--  rpQ a Q H~(a) u(Q)rpQ dQ H~(a + 2) au(Q) .+2-., .  

I a + 2 - m  a rpQ I + - u (Q) d S, (~ > ~). 

8P 

23. L ' in t6gra le  I $ .  - -  Dans  les in t6grales  ci-dessus il ne figure que les 

valeurs  que u et ses d6riv6es du p r emie r  et  du second ordre  a d m e t t e n t  g Fin- 

t6r ieur  et sur  la f ront i~re  des domaines  D~ auxquels  la fo rmule  (60) sera  ap- 

(1) L '~qua t ion  a u x  diffdrences (58) es t  r e m p l i e  so i t  p a r  la  fonc t ion  ~ /m(a)  du  no 16 que  n o u s  

somraes  en t r a i n  de eons iddrer  et  que  n o u s  d~s ignons  ici pa r  H ~  yp' (er so i t  pa r  la  fonct ion ,  dcrite 
dans  une  n o t a t i o n  eo r r e spondan t e ,  

m t e~ )=e  �9 //~m 1 = e  �9 / '  : / 1  , 

qu i  es t  d~finie pa r  la  fo rmule  (7) d u n  ~ 6 e t  d a n s  la no t e  (ffi) p. 2I (el. auss i  la  fo rmule  (I2) du  

n ~ 8). Le r appo r t  de ces d e u x  fonc t ions  d e v r a  donc  ~tre u n e  fonc t ion  pdr iod ique  ~ ]a pdriode 2. 
On  t r ouve  en effet pa r  u n  ca lcul  s i m p l e  

f a ~  

g ~ '  (~) : / t  hyp" (~) = = �9 e ~ sin /m -- ~)__~. 
2 

(~') M o y e n n a n t  la  no t a t i on  rpQ / H m ( e ~ ) =  V~(P ,  Q), ce t te  fo rmulc  s 'der i t  A V a + 2 =  V ~. Bien 

d ' a u t r e s  fo rmules  p e u v e n t  g l ' a ide  de cet te  n o t a t i o n  se m e t t r e  s o u s  des  fo rmes  p l u s  c o n d e n s d e s ;  
cf. le de rn i e r  Chap i t r e .  
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pliqu~e. Ces domaines sont tous situ6s d'un certain ebt~ de la surface S, celui 

qui est tourn~ vers les ~, ind~finiment croissants. Nous pourrons done sans aucun 

inconvenient admettre que u s'annule identiquement du eStd oppos~ de la sur- 

face. Cela pos~, les int~grales &endues aux domaines D v seront identiques aux 

int~grales correspondantes &endues aux cbnes D P et pourront &re ddsign6es par 

I"u(P) et I~+2 A u(P) respectivement. 

Remarquons en passant que la relation I~Ifl= I~+~ subsiste si 1'on pose 

a priori 

I f a--m I ~ f ( P ) - - H ~ ( a  ) f(Q)rpQ dQ, 
q 

la surface S ayaut une orientation d'espace.(~) En effet, lorsque f ( Q ) =  o ~au-delg 

de)) S, il en est de m~me de I~f(Q), dans la condition qu'on vient de pr~ciser. 

Par cela on a assurdment 

o(,;) ~ o+, 
I,P = IDP P = ID P" = Iz~j. 

La formule (60) qui eontient des intdgrales spatiales, une intdgrale de simple 

couche et une int~grale de double couche, peut se mettre sous une forme plus 

condensde. En effet, en posant d'une mani~re g~n&'ale 

I j a-m 
(6I) I : f ,  g, h(P) H~(a) f(Q)rpQ dQ + - -  

q 

on peut &rire 

(6I hi') 

I f (  .-m _..dr~-Qm~ g(Q) r:Q - - h ( Q ) ~ ]  d S, 
H~(a) 

s P 

du u(P). Iau(p) ~--- I~+2 iu ,  ~ ,  

2 4 .  P r o p r i O ~ s  d e  I : .  - -  Avant d'aller 

pri&ds suivantes du symbole I .  

(62) ]a I,~ = /:+:, 

(63) • = I :  

plus loin, notons encore les pro- 

(1) D a n s  l 'ddition or ig inale  de notre  Confdrence,  servant  d 'Introduct ion g cet  ouvrage,  i l  y 

a une  erreur sur  ce p o i n t  en ce qu'on y dnonce ce fai t  sous  des condi t ions  s e n s i b l e m e n t  m o i n s  

restrict ives .  L'erreur est  ~ l iminde  dans la prdsente ~dit ion de cette Conference.  
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et  

(64) I ~  g, h (P) -----f(P). 

La  premigre propri6tg se d~montre  pour  a > m --  2 et fl > m --  2 de la m~me 

manigre que la propri&~ cor respondante  du symbole P (n ~ 16, 17). L 'ex tens ion  

d 'aut res  valeurs de a e t  de r se fa i r  par  p ro longement  analyt ique.  La  d6- 

mons t ra t ion  de la deuxiSme proprietY, facile pour  d'assez grandes valeurs de 

a(a > m), sera ajourn~e jusqu 'au  momen t  off nous aurons donn~, des m&hodes  

pour  effectuer  les pro longements  en quest ion (n ~ 42). Quan t  s la formule  (64), 

d ' impor tance  capitale,  sur laquelle repose notre  m & h o d e  de solution(~) du pro- 

blame de Cauchy (n ~ 44), il n 'a  aucun sens pour  le moment .  En effet, les deux 

premieres int~grales f igurant  dans I~ ne convergen t  que pour  a > m - - 2  (n ~ 15) 

et la dernigre ne converge que pour  a > m (volt le numgro suivant  en observant  

que 1s il est quest ion de la convergence de I~+2). 10 n 'a  donc aucun sens avant  

qu 'on air montr~ que dans des condit ions convenables le p ro longement  analyt ique 

par  rappor t  s a peut  &re  effectug jusqu 's  a----o (n ~ 37). 

Dans le cas ell iptique, la formule  de Green  et ses itdr~es l ivra ient  un in- 

s t rument  utile pour  effectuer le p ro longement  analyt ique des int~grales d ivergeant  

pour  cer ta ines  valeurs de a. Or nous allons voir  ~ l ' ins tan t  (n ~ 25) que dans le 

cas actuel  la formule  de Green  ne se pr&e gu~re s cet te  tgche. Duns ces cir- 

constances nous nous dispensons d '&r i r e  la formule  it~r~e de Green  analogue fi. 

la formule  (20) d u n  ~ l l .  C'est  duns les n ~ 27 - -37  que nous indiquerons une 

m&hode  efficace qui nous donne le p ro longement  en question. Remarquons  

n~anmoins que le principe de p ro longement  nous permet  sur le champ d '&endre  

lu validit6 de la formule  de Green elle-mgme, &ablie pour  a > m, s route  valeur  

de a > m - -  2. En effet, pour  les raisons indiqu6es tou t  s l 'heure,  les int~grales 

f igurant  duns (6o) convergent  pour  a > m -  2 et sont  6videmment  "des fonct ions  

holomorphes  de a. 

25. Convergence des int~grales. - -  Examinons  ma in tenan t  de plus p r& la 

formule  de Green  (60) d u n  ~ 22 sous le point  de rue  de la convergence (diver- 

gence) des int6grales qui y in terviennent .  Nous  savons d~j~t (n ~ 15) que l ' int& 

grale f igurant  au premier  membre diverge en gdn~ral  pour  a -<  m - - 2  et  que 

d 'au t re  par t  les deux premieres  int~grales dans le second membre  ne diver- 

gent  que pour a N m  --  4. Au tan t  qu 'on ne consid~re que ces deux int~grales, on 

a donc, par  la t r ans fo rmat ion  de Green,  am~lior~ la convergence  de l ' int~grale 

(1) Eu r6alit6, duns cette solut ion on n 'u t i l i se  que la relat ion un  peu moins  g6n6rale I~ 
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f igurant  au p remie r  membre .  I l  en est  tou t  a u t r e m e n t  de la derni~re int6- 

gra le  du caract~re d 'un  po ten t ie l  de double couche. En  effet, on vol t  pa r  la 

fo rmule  (4o) d u n  ~ 2I que le noyau  de double  couche s ' expr ime  par  les d6riv6es 

du p remie r  ordre de r ~+2-~', fonct ions  qui, d 'apr~s  la fo rmule  (57 bis) d u n  ~ 22, 

p rgsen ten t  au vois inage de l ' in te rsec t ion  de la nappe  de D P e t  de S ]a singu- 

larit6 r ~-m, c 'est-s que l ' in t6gra le  examin6e ne converge  que pour  a > m - -  2. 

Ceci m e t  en 6vidence que cet te  in t6grale  diverge en g~n6ral pour  les m~mes va- 

leurs de a que celle du p remie r  membre ,  ce qui m o n t r e  qu 'en  fin de compte  

on n ' a  r ien gagn6 en ce qui concerne la convergence.  

26. L' in t~gra le  I ~ ~tendue au e6ne r~ t rograde  entier.(~) - - Q u a n t  ~ l 'appl ica-  

t ion de la fo rmule  de Green  au p ro longemen t  ana ly t ique  de I " f (P ) ,  on se t rouve  

dans  des c i rconstances  bien plus favorables  dans  le cas par t i cu l ie r  off le domaine  

d ' in t6gra t ion  D P se confond avec le cbne en t ie r  D P. Dans  des condi t ions (suffi- 

santes) relat ives s f et ~ ses d6riv6es, qu ' i l  sera i t  facile de sp6eifier, il v ient  en 

effet, pa r  un passage  ~ la l imite  de la fo rmule  (60) du n ~ 22, 

(65) d Q  

D P D P 

OU 

I" f (P )  = I ~+~- Af(P) .  

On en obt ien t  par  i t6ra t ion 

f H~(a) f ( Q ) " ? z ~ d Q - - H m ( a  + 2pi A ' f ( Q ) " ~ 2 " - ~ d Q  
D P D P 

o n  

(67) F ' f ( P )  = 1 "+2~' Ap f ( p ) .  

Dans  les condi t ions  auxquel les  on a fa i r  al lusion,  le second m e m b r e  de (66) con- 

verge,  pour  route va leur  de a > m - - 2 -  2 p  (n ~ 15). Ainsi  dans  le cas aetuel,  

le p ro longemen t  ana ly t ique  de I ' l l (P)  se t rouve  effectu6 pour  routes  ees valeurs.  

III. Prolongement analytique.(2) 

27. Un syst~me de eoordonn~es. - -  Dans la suite, je donne une d6monstra- 

tion explicite de la possibilit6 du prolongement analytique da~s le cas g6n6ral, 

(1) Cf. anssi le n ~ 37. 
(~) Pour obtenir quelques simplifications dans les calculs qui rout suivre, nous admettons 

dans les n ~ 27--88 (----Chap. IIIiiI) que les e k out leurs valeurs originales, el= I, ~z . . . . .  era----I. 
Le cas g6n6ral se r~duit facilement au cas particulier. (Cf. la Remarque ~ la fin d u n  ~ ][4.) 

7--48173. A c t a  mathemat ica .  81. Imprim6 le 5 avr i |  1948. 
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la premiere que ]e publie. Les deux d~monstrations de ce fair, publides ]usqu'ici, 

sont dues ~ mon ancien ~l~ve, M. Fremberg(~). Tout en suivant ici une vole 

assez diff~rente de la sienne, je profite largement de ses m~thodes ainsi que des 

simplifications que M. G~trding y a apport~es e t a  bien voulu me com- 

muniquer. 

Pour effectuer le prolongement analytique de l'int~grale I~f ,  g, h(P),  qui 

jusqu'ici est exprim~e dans des coordonnges lorentziennes ~k, nous nous servirons 

de nouvelles coordonn~es auxquelles nous arriverons de la mani~re suivante. 

Consid~rons d'abord comme surface auxiliaire le demi-hyperbolo' ide 1t ,  d~fini 

par (z ,  z )  = z ~ - -  I ,  Z 1 < O. (2) On peut ~videmment param~triser H e n  posant, avec 

(68) 

On ~ manifestement 

(69) 

Notons qu'~ t - ~ o  il 

encore t ~--  T, il vient 

et par consequent 

c'est-?~-dire que 

(7 ~ ) 

fgt 

o ~ t = <  I et ~]~0~=I(s) ,  
2 

z,  = -  �89 ( t - '  + t), z,  = -  �89 (t-~ - t) ~,, (i = 2, 3 . . . .  , m). 

t . ~  = o ( ~ ) ( ' ) ,  (k = ~, 2 , . . . ,  m). 

correspond les points de H situfis s l'infini. 

d 
{ t ( t - l+  t ) } = ~ T ( I  + T ) = +  x, 

d T  -- --  - 

or  ( t .  z,) = 
0 

( t ' e l )  = - -  I ,  ~ ~9i, 

o (t .  z,.) = c~ = c o n s t .  (~) (k = ~, 2 , . .  m). 
O T  " 

En posant 

Dans la suite, une f o n c t i o n  d'une ou de plusieurs variables, d~finie dans un 

certain domaine, sera dire ~ s u f f i s a m m e n t  ddrivable  ,~(e) si routes ses d~riv~es, 

(1) FREMBERG 1 et  2. 
(~) La  n o t a t i o n  x ~ r emplaee ra  darts ce qu i  su i t  la  n o t a t i o n  (x, x) pour  le carr~ scalaire  d ' un  

vec teur  x. 
(*) Les ~0 i p e u v e n t  ~tre expr im~s  pa r  m - -  2 pa ram~t re s  i n d 6 p e n d a n t s ,  qu ' i l  es t  i nu t i l e  de 

pr~eiser,  en o b s e r v a n t  que dans  les  d i f fe ren t ia t ions  pa r  r a p p o r t  ~ T = t 2 qu i  v o n t  suivre ,  les ~ i  
a u r o n t  ~ res te r  cons tan ts .  

( ') La  no ta t ion ,  di te  de Landau ,  A = O ( B )  signifie que  [ A I ~ (cons tan te  f iuie) .  [ B I. 
(5) Cela veu t  dire  que les  c k son t  i n d 6 p e n d a n t s  de T. 

(e) De t e m p s  en  t emps ,  on va  pr~eiser  cet te  c o n d i t i o n  e t  ses cons6quenees.  
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den t  on pour ra  avoir  besoin dans le calcul, exis tent  et  sent  des fonct ions con- 

t inues quand le domaine  donn6 est born6 et  ferm6 et  qu'elles t enden t  m6me 

assez r i te  vers z6ro ]orsque le domaine s '6tend s l 'infini. Une surface donn6e 

par  une  ~quation de la fo rme S = o est dire ~, su f f i samment  d~rivable ~ s'il en 

est de m~me de la fonc t ion  S. (1) Une fonct io~ I ( a )  holomorphe pour  route  

valeur  assez grande  de a e t  ddpendant  de certaines fonct ions f ,  g, h, S , . . .  (des 

coordonn~es) sera dire (~. arb i t ra i r e~en t  l~rolongeable ~ si elle peu t  ~tre prolong~e 

vers le gauche, en res tan t  holomorphe,  jusqu '~ une valeur  arb i t ra i re  de a qui 

ne ddpend que du degr~ de ddrivabilitg des fonc t ions  f ,  g, h, S, . . .. 

x P 

Fig. 3. 

Soit  ma iu t enan t  S une surface d'espace(~) suff isamment  d~rivable donn~e 

par  l '~quation S(a l ,  a2, . . . ,  a,n) ~ S(a) ~ o, les a~ ~tant  les coordonn~es des points 

de S. Soit,  d ' au t re  part ,  P =  x un point  aux coordonn~es xk tel  que le c6ne 

r6 t rograde  au sommet  P d~limite avec S un domaine  born6 Ds ~. Nous  para~ 

m6tr isons d 'abord  la por t ion  de surface S ~, d~coup~e de S par  le c6ne, et  en- 

suite le domaine  Ds  ~. 

Consid~rons ~ cet effet le demi-hyperboloide x + H au centre  x ( =  P) pro- 

venan t  de H par  une t rans la t ion,  repr6sentge par  le vecteur  x (fig. 3 et  4). Nous  

projeto~s du point  x comme centre  les points  a de S ~ dans les points  x § z de x § H, 

ce qui ~tablit  une correspondance  biunivoque entre  S ~ et x + H.  P a r  l~, il cor- 

respond s t ou t  poin t  a de S ~ un point  d~termin~ z de H e t  (autant  que x reste 

(t) Pour les fonctions g (a) et h (a), d6finissant la s imple et la double couches respectivement, 
i l  ne sera question que de dif[6rentiations ex6cut6es de long de la surface S. Chaque fois qu'il s'agit 
de pr6ciser la notion qu'on vient d'introduire (hombre de d6riv~es etc.), on pourra supposer que la 
surface est exprim6e par m -  I param~tres. 

(~) On verra plus loin que la plupart des r6sultats qui suivent restent valides pour des 
surfaces de temps et des surfaces earact6ristiques (n ~ 61--64) .  
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O - P  

Fig. 4. 

f i xe )  les points a peuvent  8tre eonsid~r~s comme d~pendant  des paramStres T et 

9~i(1) a t taches ~ z. Ayan t  ~gard aussi ~ la variabilit~ de x, chaque coordonn~e 

ak peut  8tre regard~e comme une fonet ion des variables T, ~i (i ~--2, 3 , . . - ,  m) 

et xj (j ~ I, 2, . . . ,  m). Observons que c 'est  aux points  b situ6s sur l ' in tersect ion 

s P du cbne et  de la surface S que cor respondent  les valeurs t ~ 0 ou T ~  o, 

c'est-~-dire les points de H situ~s ~ l'infini. 

28. D~rivabilit~ par  rappor t  ~t T. - -  No t re  premier  but  est de ddmontrer  

que toutes les d6riv~es partieUes des ak par  rapport ~ T et aux xj, qui in te rv iennent  

dans nos calculs, sont continues, si S est suff isamment  d~rivable. 

D~signons un ins tan t  la dis tance lorentz ienne du point  x et d 'un  point  y 

queleonque par  rv c'est-s que r~ ~- (y - -  x) ~. D 'au t re  part ,  entre  un point  a e t  

sa p r o j e c t i o n x + z  on a l a r e l a t i o n a - - x - - - - ~ . ( ( x  + z ) - - x ) ~ - z ( ~ > o ) .  D e l s  

on t i re  r~ ~ ~ z  ~ ~ ,  ou ra = ~, ee qui  donne a - - x - - - - r a ' Z  ou plus bri~vement 

(7 I) a - -  X ~--- r z .  

Cela 6rant, pour  expr imer  deux re la t ions  simultan6es de ]a fo rme [ B [ =  O([A D 

et  [ A [ = 0([ B [), nous in t roduisons  la no ta t ion  abr6g6e A = B. D~s lors. il vient  

d 'abord  d e o ~ t ~  1 , �89  - ~ ' < � 8 9  -1 + t ) ~ t  -~, et  par  suite �89 (t -~ + t ) =  t -1. 0 h e n  

tire, grace ~ l a r e l a t i o n [ a  1 - x  1[ ~ I, r - t  - 1 ~  ~(t  -1 + t ) - - - - - r . [ z ~ l = [ a , - - x ~ [ ~  I, 
2 

c'est-~-dire que 

r 
(7 2 ) , ' =  t OU V =  7 = I. 

Q) En r~alitd, les ~Pi doivent ~tre remplac6s par les ra - -  2 parametres'inddpendants auxquels  
on vient de fairs allusion. 
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r v ( i  + t 2) on t i re  encore pour  les De la re la t ion  l a l - - X ~ [ = ~ ( t  - ~ + t ) :  

points b de l'intersection s" du cSne avec la surface  S, vu que t s ' annule  pour  

ces points,  

(73) v = 2 I ba - -  .re, I. 

En  posan t  i n c i d e m m e n t  a k - - x k  : 5k, nous d6mont rons  pou r  commence r  que 

- -  la surface S 6rant  su f f i samment  d6rivable - -  les d6riv6es 

Oak O fik 
(74) - - ~  - -  OT O T  

r 
exis ten t  et  sont  continues.  Des re la t ions  5k = r.zk,  on t i re  5k ~--~" t zk - :  V" t zk 

OU t z k = v - l ' 5 k .  I I  vient  alors de (70), si l 'on  adme t  un in s t an t  que O~k/OT et 

0 v/d T existent ,  

0 1 Ogtk ~ dv 
o ~(V-  " Sk) = ~ ' V -  --  ak" v-~O T =  Ck 

et  pa r  suite 

05k dv 
(75) v - ~ - ~ -  =- ~k" 0-T ck" v s. 

A y a n t  6gard ~ v = i (cf. (72)) et  ~ la cont inui t6  de v et  des 5k, on voit  que not re  

6nonc6 conce rnan t  les quant i t6s  (74) se r6dui t  h. un 6nonc6 ana logue  re la t i f  ~ la 

quant i t6  

Ov 
(76) 0 T"  

Or en t e n a n t  compte  de (75), et  en posant ,  pour  abr~ger,  OS/Oak--~ Sk, on t i re  

de la  re la t ion  S ( a ) : - o  

(77) 
0 S  Oak O(~k 

o = ~ . ~ - ~ = v .  y,  sk?--~= ~. ~ Sko- ~ 
k 

O r .  
= o r  ZSk~k+""ZS'~k=~'M+v"Z Sk~k, 

k 

o f f  l ' o n  a pos6 

(78) M =  2]Sk~k= y, Sk(ak-- Xk) = (~"ad S, a - -  x). 
k k 
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Aucun des rayons  veeteurs issus du point  x n 'd tan t  t angen t  s la surface S, on a 

(79) M = ~, 

ce qui ent ra lne  1~ cont inui td  de M -1 et par  l& l 'existenee et la cont inui td  de (75). 

Puisque v ~ I, il en rdsulte pour  un exposant  a rb i t ra i re  7 l 'existence et la con- 

t inuit~ de 

(80) Ov'~ 
OT" 

On dtabl i t  aussi, S ~tant  tou jours  supposd suff isamment  ddrivabte, l 'existence 

et  la cont inui td  de 
dp a~ O~ 5~ 0 ~ v~ 

(8~) OT ~ 7 -  OT~ et de O T  ~. 

En effet, en diffdrent iant  (75) P - -  t fois, on volt  que 

v . OP ~k / O Tp --  ~k " Op v / O Tp 

s 'expr ime comme un polynome ~ coefficients constants  en v et  dans les ddrivdes 

successives de v et de 5k, routes ces ddrivdes dtant  d 'ordre  ~ p - - I .  D~s lors, 

les fairs dnoncds dtant  supposds ddmontrds pour  p _--< q - - I ,  la ddmonst ra t ion  

pour  p----q s'ach~ve comme plus hau t  (p -~  I). 

29.  Ddrivabi l i td  par rapport  a u x  eoordonn~es  x~. - -  En ce qui concerne les 

ddrivdes des ak et  de v~ par  rappor t  aux x~ (et leurs ddrivdes mixtes par  r appor t  

aux x~ et ~ T), on peut,  du point  de rue  de la mdthode,  se res t re indre  s celles 

du premier  ordre. Mont rons  done que les ddrivdes 

(82) Oa~ OSk 8(ak --  xk) Oak djk et 
8x j  ou Oxj Oxj Oxj Oxj 

exis tent  et  sont  continues.  Ici encore, tou t  ddpend de la re la t ion M = ~. En 

effet, en diffdrent iant  par  r appor t  ~ xj la re la t ion 

ZCa)= z(~ + ~ ) =  s ( , . . z  + x ) = o ,  
on obtient 

(83) 
69r 

S~+ ~,&zk-ax = o. 
k 

En mul t ip l ian t  par  v = r .  t -1, et  en observan t  que r z k - ~ k  e t t  -1.  cOr/Oxj:Ov/Oxj, 

on en t i re  
8v 

(84) S~.v + M . o x  =O.  



L'intdgrale de Riemann-Liouville et le problbme de Cauchy. 

I ) ' au t re  part ,  en mul t ip l iant  par  5t = r . z t  et  n o t an t  que 

d r  Or @St , - ~ , . ~  = , .~ .  ~ = ~. ~ ,  

on obt ien t  

(85) 
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d/iz 
sja~ + M.b-~z  = o. 

hau t  que toutes  les ddriv~es Ov/dxj  ou OvT/()xj et I1 en r6sul te  eomme plus 

O~k/Oxj exis ten t  et  sont  continues.  

En  i t~rant  les proc~d~s ci-dessus et  en les combinan t  avee eeux eoncernan t  

les different ia t ions par  r appor t  ~ T, on arr ive  au th~or~me suivant .  

La surface S ~tant'suffisamment d6rivable, il en est de m~ne des quantit6s as 

et v eonsid6rdes eomme fonctions des variables T el xj. 

30.  Sys t~me de eoordonn~es  pour  D P. - -  Af in  de  earact~r iser  t e s  po in t s  

du domaine D P il f au t  c0mpl~ter les variables T et xj caraet~r isant  ]es points  

a de S P par  une  nouvelle  variable a. On posera  s implement  ~ -  x = a ( a - - x ) ,  

o ~ a ~ i, ce qui peut  aussi s '6erire 

(86) ~ ~-(I  - - ( / )X "1- (~a ou ~ k = ( I  - - a )  Zk q- (Tas (O ~ Gr ~ I). 

On est par  1s condui t  au th~or~me: 

Si la surface S est suffisamment d6rivable et s'il enest de mOme des fonctions f(~)  

et l(a) par rapport aux variables res.pectives ~k et a~,(1) ces fonctions seront des fone- 

tions suffisamment d~rivables, toutes les deux par rapport aux variables T et x~ et la 

premiere en outre par rapport ~ la variable a. 

31. Transformat ion  de l ' intfigrale I . .  - -  Nous  appl iquons m a in t en an t  ce qui 

prfic~de ~ Ia t r ans fo rma t ion  des intSgrales f igurant  dans I~f, g, h(P), en eom- 

m e n , a n t  par  l ' intfigrale de volume 

(87) i~ f (V)  - I f 11.(.)  .~ f(Q)~e-~'~dQ' 
D P ,u 

o~, d'apr~s les formules  (2o) du n ~ 16 et  (5) d u n  ~ 6, 

(:) (o+7 (o:') ( 8 8 )  1 1 . ( , )  = ~ ~ �9 2 o - , .  r r - = ~ ~ r v ( , ) :  r - -  �9 

(') Of. la note ('), p. 5I. 
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Dans les considerations qui suivent on peut, sans restreindre la g~n~ralit~, 

placer l'origine dans le point /). Soit Q ~ ~ un point du domaine D~ et d ~ -  

signons par a et par z ses projections respectives sur la surface S e t  le demi- 

hyperboloide H (z ~ ~ I, zl < o), routes les projections dont il sera question ici 

~tant des projections centrales au centre /). En posant, pour abrdger, rpQ~--rq 

et  rpa--~ ra, on aura rq----a'ra, avec o ~ a ~ I. Pour calculer l'61~ment de vo- 

lume d Q, nous envisageons encore le demi-hyperboloide / t  passant par Q et 

compos6 des points rq. z et nous d6signons par drQ----ra" d a  la diffdrentielle de 

re correspondant s un d6placement radial de Q. Les rayons vecteurs issus de P 

6rant orthogonaux ~ H, on a, en d~signant respectivement par d /7  et d H  l'~l~- 

ment de surface de R et sa projection sur H, l'expression suivante pour l'dl~- 

ment de volume 

.m-1 d H .  drc~ = a ~-1 rma -1 d H "  ra d a  -~ r~ d H .  a ~-1 da,  d Q =  d F I . d r e  = ~ q (89) 

et 

(9o) 

Cela pos4, il vient 

o~ 

r"Q - m d  Q = ~a- '~a~-mdQ ~- r a d H "  a ~-~ da.  

H 

1 

1,'(a, , )  = f f ( , .  a)o*- '  da.  
0 

Nous passons maintenant s nos int~grales de surface et consid~rons d'abord, 

pour des raisons qu'on va voir, la double couche 

) f J d r ~ - "  a - -  m ~ dra  ' h . - - . d S - -  .ds. I : o , o , h ( P ) =  H( , (a  dna ~a dna 
SP sP 

En analogie avec le cas euclidien, on doit avoir, si l'on d~signe par d t t  la pro- 

jection sur H de d S  

.1_o I ro I 
(93) ~ a I d~a  " d  S ----- d H ,  

cette derni~re expression n'dtant que l'angle solide (lorentzien) sous lequel l'dld- 

ment d S est vu du point P. Cette formule est d'ailleurs facile s vdrifier par le 

calcul suivant off, pour simplifier l'dcriture, on supprime en gdndral l'indice a. 
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D~signons par f i = a / r  l 'une des deux normales unitaires au point  a de 

l 'hyperboloide H ---- ra" H ~ r .  H qui passe par ledit  point ;  on a gvidemment pour 

deux 61~ments d S  et  d H  qui se correspondent par  projection d H = l ( n ,  fi)]" dS.  

D'aut re  part,  d'aprbs ia formule (48) d u n  ~ 21, on trouve 

d r 
= (a, n) ou ~ = (n, ii). (94) r . ~ / ~  

Par  suite 

rm-l dH, 

ce qui n 'est  autre chose que la formule (93). En observant encore que, pour la nor- 

male int~rieure, dont  nous nous servons en g~n~ral, d r / d n  est n~gatif,  on en tire 

. - m (  
(95) I~o, o ,h(P)---H~-(~ d h. ra-2 d g .  

H 

Transformons enfin l ' int6grale de simple couche 

I f ~-'~dS. ~,  o , g ,  o ( P ) - -  H(n(c~).__g " a 

sP 

On a, d'apr~s les fornmles (78), (93), (94) et la formule (37) d u n  ~ 21, 

drl-  ,1 d S =  dnl  r ~ - l d H = l ( a ' n )  r " d g = [ M [ - X ' N ' r m d H  (96) 

e t p a r  lg 

(97) I : o , g , o ( P ) - - H ~ ( a  I M l - l  N ' g ' r ~  dH.  
H 

Nous avons ma in tenan t  g exprimer l '~l~ment de surface d H  par les para- 

m~tres T et 9~i consid@~s plus haut .  En posant  incidemment  t-----e -~ le plan 

g m - -  i dimensions d~fini par  z i = - - c o s h  8 coupe l 'hyperboloide suivant  une 

sphere de caract~re euclidien de rayon sinh 0. L'~l~ment de cette sphere est 

doric sinhm-~Odcom_l, le dernier ~l~ment ~tant  celui d 'une sphere unifaire dans 

un espace g m - -  I dimensions; pour la no ta t ion  cf. le n ~ 6; Remarque. Par  lg, 

l 'gl~ment de surface de H est dH---- sinhm-20 �9 d0 .  doom-1. 

I1 faut  main tenan t  exprimer cela g l 'aide du paramb.tre T = t ~. On a T---- e -2e, 

d T = - -  2e-2edO -~--  2 TdO et par suite [dO I ---- �89 r -1 [dTI;  d 'autre  part  sinh 0 
8--48173. Acta mathematicx~. 81. Imprim~ le  5 avrfl 1948. 
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= {(t  - 1 -  t ) =  �89  --  T ) =  �89 r - t ( I  -- T). D~s lors, il 

simplifications 
m 

(99) d H =  2 1 - m r - 2 ( I  --  T) m-2" d T" dtom-1, 

vient apr~s quelques 

routes les diff6rentielles admet tan t  le signe positif. Cela pos6, et en reprenant  

la nota t ion  r / t  = v (formule (72) du n ~ 27), on trouve 

a--m 

(Ioo) r ~ . d H = v " t ~ . d H = 2 ~ - m . v ~ . T  "~ ( I -  T)m-2"dT'dwm-~. 

Oe point acquis, nos trois int6grales peuvent s'6crire sous la forme commune 

suivante 
1 

I [" T~ -1" K(T,  a)" d ( ox) Io  = Hm(----3) T, 
t /  

0 

oh l 'on a darts les diff6rents cas, en posant  encore 

( o2) :,--= - r)m-  = 

I. Simple touche: 

(m3) f l _ a + 2 - - m 2  ' K(T'a)----k(T)f N'lMlm-~'v"'g(a)'dwm-~' 
tom-- 1 

( I 0 4 )  f l =  - - - -  ~ - -  m.,  
2 

I I .  Double couche : 

K(T ,  a) = 2 ~. k(r) f h(a ) -d  wm-~. 
tom-- 1 

(Io5) ~ = 

I I I .  Intdgrale de volume." 

a + 2 - - m .  K ( T , a ) = k ( T ) f ~ , . F ( a , a ) . d w m _ l ,  
2 ~ J 

r176 1 

la fonet ion F(a ,  a) 6rant donn6e par la formule (92). 

Nous allons main tenan t  effectuer le pro longement  analyt ique et mont rer  en 

part iculier  que l 'on a, dans les cas I et I I ,  pour p ---- o ou entier  positif, I -~p- -  o 

et, dans le cas I I I ,  I ~ = f ( P ) ,  1-2~ - - h p f ( p ) ,  ou, en r6sumant  les cas  I - - I I I ,  

(~o6) I~ g, h ( P ) = f ( P ) ,  I:2Pf, g, h(P) = h p f ( p )  (p ---- I, 2 , . . . ) .  
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Les cas I e t  I I  se t r a i t en t  fac i lement  par  les mdthodes  du Chapi t re  I, en 

appl iquant  l 'une des deux formules  de p ro longement  (4) (n ~ 2) ou (I3) (n ~ 5), par  

prdfdrence la derni~re. 

32. Simple eouehe. - -  A v e c l a  valeur  que r admet  dans (IO3) on peut  ~crire 

(voir (88) et (IOI)) 
1 

(IO7) I " =  I I f T~-'K(T,,~)dT, 
(:) ' ~-2 2 a - i F  o 

.d 

cet te  intdgrale n 'd tan t  convergente  en gdn~ral que pour  r >  o ou a > m - - 2 .  

Nous  avons montr~ plus hau t  que, la surface S e t  la fonct ion g(a) d tant  suffi- 

samment  d~rivables(l), la fonct ion  K(T,  a) est une fonct ion  suff isamment  ddrivable 

de T. D 'au t re  part ,  on volt  par  (Io3) que la fonc t ion  K(T,a)  ainsi que ses dd- 

rivdes sont  des fonct ions  holomorphes  de a pour  route  valeur  de a, cet te  variable 

n ' e n t r a n t  dans K(T,a)  que par  le f ac teur  v :. Cela dtant ,  il rdsulte de la for- 

mule (I3) d u n  ~ 5 que I ~, considdrd comme fonc t ion  de a, est  a rb i t r a i r ement  

prolongeable  (p. 5 I). 

I1 convient  de prdciser le dernier  rdsultat .  Nous  dirons qu 'une  fonct ion est 

~ ddrivable n fois ~ par  rappor t  s une ou ~ plusieurs variables si elle admet  

des d~riv~es cont inues  de tou t  ordre ~ n. On voit  alors que si la fonc- 

t ion K(T,a)  est d~rivable n fois par  r appor t  s T, n dtant  un hombre  > - - r i o  

m - - 2 . - - - g  0 
, la fonct ion I ~ pourra  ~tre prolong~e ana ly t iquement  jusqu'~t la 

2 

valeur  a o. D ' au t r e  par t ,  cet te  derni~re valeur  6 tant  fix~e, on pourra  choisir  

n-----Im--2---a~ + I - - - - I r a - - a ~  Si l 'on exige seulement  que le p ro longement  
L J 2 [ 2 J  

soit  possible jusqu 's  tou te  valeur  a 0 + ~, ~ > o, et  puisse ensui te  s 'opdrer  par  

un passage ~ la limite, e - - * o ,  il suffira n ~ m - -  2 - -  a o En part iculier ,  pour  
2 

[ ] m - - i - - ~  o 
q0 = O ,  ~ I ,  - -  2 ,  . . . ,  on pourra  alors poser  n = . On voit, pa r  les 

2 

rdsultats  gdndraux d u n  ~ 28 et  par  la formule  (Io3) et les formules  ~78) du 

n ~ 28 et  (37) d u n  ~ 21, que K(T,a)  est pour  n arb i t ra i re  d6rivable n fois, si 

g(a) est  ddrivable n f o i s  et  S(a) ddrivable n + I fois. En part iculier ,  le pro- 

(l) Cf. la note  (1), p. 5i" 
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longement sera possible jusqu's a = o me, plus g6ndralement, jusqu's a = - - 2 p  

fois 

respeetivement.(1) Dans cos conditions, on aura 

(m9) F = o, I -~p : o, 

puisque F ( ~ )  qui figure au d6nominateur du premier facteur de l'expression 

(IO7) de I ~ admet un pble pour los valeurs de a en question. 

33. D o u b l e  t o u c h e .  - -  On a, avec la valour de fl qui figure dans (I04), 

( I IO)  2 ~  --. 2 ~  = 2 �9 

r ( ~ + z - ~ ) z  r ( ~ + i )  r(~) 

I I I )  

si h(a) et S(a) sont 

tivement. (s) 

D~s lors, le raisonnement ci-dessus s'applique, le soul changement ~tant que, 

pour arriver s une certaine valour fix6e de a 0, le degr~ de d6rivabilit6 de K(T ,a )  

devra ~tre augment~ de I. En particulier, on aura 

I ~  1-2p-~-O, 

d6rivables [ ~ - ~ ]  + p  fois et [m--2+---~3] + p fois, respec- 

34. Int6grale de volume. - -  Dans los deux cas pr6c6dents, l'int6gration n'a 

eu lieu que par rapport ~ une seule variable essentielle, ~ savoir T. On volt 

par los formules (92), (IOI) et (IO5) que pour l'int6gTale de volume il est question 

de deux variables d'int6gration essentielles, s savoir T et a, ce qui fair que los 

r6sultats du Chap. I ne suffisent pas pour 6claircir le cas actuel. Pour en faci- 

liter l'a discussion, noes allons d~montrer quelques lemmes. 

8 5 .  L e m m e s .  R e m a r q u e s .  - -  •ous commen?ons par 

Lemme I. Toute fonction G (u, v), ddfinie pour o ~ u ~ a < c~, o ~ v ~ b < oo 

et suffisamment ddrivable, pout se metire sous la forme 

(I I2)  
p - - l ~  q - - l ~  

e ( u , v ) =  + y .  ur + + v), 
r=O 8=0 

(l) Cf. FREMBERG ~, p. 45" 
(2) Cf. FREMBERG 2, p. 5I. e l .  aussi la note (l), p. 5i . 
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oft ~ (u, v) est un polynome en u et en v tandis que les auh'es fonetions introduites 

sati,~font aux in6galit6s 

(' ~ 3) h, ( v ) =  0 (vq), k, (u) = 0 (uV), l(u, v) = 0 (,,v vq). 

Lu chose est dvidente, si la fonet ion G(u,v)  peut  ~tre d~velopp~e en s~rie 

de Maelaurin,  au moins pour u assez peti t  et o =< v .< b e t ,  d 'autre  part,  pour v 

assez peti t  et o ~ u _--< a. II s 'agit  pour tan t  d'dtablir  eette formule de ddcom- 

posi t ion dans les condit ions plus g~n~rales off nous nous t r o u v o n s  (G(u,v)  est 

suffisamment d~rivable). I1 suffit de poser, ~ cet effet, en ~crivant 

o ~+" ~(u, v) /Ou'Ov = G(")(u, v), 

v-1 q-1 G ( " ) ( o , o )  , 

r ~ O  $~---0 

q--1 e ( r s ) ( O , O ) V S  I 
h,(v) e( '~176  ~ s! = ( q  - -  I)! a G('q)(~ 

$~0 0 

u 

i f G(.')(~, o) (~-- ~)~-' d (p--  ~)! 
0 

, ' -1 a ( . )  (o, o) . .  = 
k , ( u )  = G ( ~  , .! - 

r~O 

et 

p-1 G(,O)(o,v)u, q l G(O,)(u,o)v, 
l(u, v) = e (u, v) - -  ~,  r ! s ! + ~r (u, v) 

- ' f f  G('q)  (~, ~I) (u - -  f ) v ,  ' (v - -  V) q-~ d v  d E. - - ( p - -  I ) f (q - -  I)! 
0 0 

L' ident i t6  entre les premiers et les seconds membres correspondants se v~rifie 

moyennan t  des integrat ions par  parties. Les premiers membres met ten t  en ~vi- 

dence t ' identi t~ ( I I 2 )  et les seconds les in~galit~s (I I3). 

L e m m o  11.(1) N o u s p o s o n s  

(It4) J " f l G ( o , o ) = J ~  G = 

a b 

0 0 

y~- - I  dv  du. 

Cette fonetion est holomorphe en a et en fl dans le domaine A." a > o,,fl > o, si 

G (u, v) est born6 par  exemple. 8i G (u, v) est suffisamment ddrivable, la fonetion 

J~r admet un prolongement qui est holomorphe dans le domaine B." a >= ao, fl ~ flo 

ore ao et ~o sont des hombres n6gatifs arbitraires ou zdro. 

(~) Ce l e m m e  es t  i n t i m e m e n t  li~ ~. un l emme donn~ par  M. Fremberg ,  1, p. lo.  

5 
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L e m m e  III.(~). La valeur J~o~oG, obtenue par prolongement analytique, est 

i~M@el~dal~te du chemi~, situ~ darts B, suivant lequel le point (a, f ) v a  au point 

(ao, rio). En part icul ier ,  on peut  effectuer d 'abord  le p ro longement  par  r appor t  

a, en fo rman t  la valeur J-oF G avee ~ > o, pour  en ar r iver  ~, la valeur j-oaoG 

par le pro longement  de J-oF G par  r appor t  ~, f .  

L o m m e  IV. Les lemmes I [  et I I I  restent valides si G(u,v) d@e,d aussi de 

a et de f de mani~re que G (u, v) et les G (~) (u, v), qui interviennent darts le calcul, 

so~t des fonctions holomorphes de a et de f darts le domaine B. 

Soient p et  q deux nombres  entiers, p > - -  a o, q > -- rio. l~crivons G (u, v) sous 

la forme donn6e  par  le lemme I. P o u r  les monomes  u~v ~ on a - -  d 'abord pour  

a et  f assez grands  - -  
ar+a bS+~ 

J~ ~ ur v s 
(a + r) r ( a )  " ( f  + 8) V ( f )  ' 

par  quoi le p ro longement  analyt ique de J"~ se t rouve  effectu4 pour  ee monome et 

alors pour  le polynome 1r (u, v) du lemme I, et cela pour  route  valeur  de a et  de fi- 

Les pSles a = - -  r, fl -~ - -  s n e  sont qu 'apparents ,  vu que (a + r) F(a) et (f + s) F(fl) 

sont  diff4rents de z4ro. 

Ensui te  on a 

La derni~re 

- - q  < fo, le 

entier.  

b 

ar+a f J~h ' ( v )ur  = (r + a)I'(a)" F~f i h"(v)vF-ld~ 
o 

int~grale ~tant, en ver tu  de (II3)  , convergente  pour  f > - - q ,  off 

p ro longement  ana ly t ique  se t rouve  effectu~ dans le domaine  B 

Le ra i sonnement  est  analogue pour  les fonct ions  k,(u). Enfin, pour  l(u,v), 

l ' int6grale J"~ converge dans le domaine  B entier,  encore en ver tu  des indgalitds 

(II3). Ainsi, la d6monst ra t ion  du lemme I I  se t rouve  achev6e. 

La  valeur  obtenue pour  J"o~o 54 6taut  mani fes tement  ind6pendante  du chemin 

suivi quand il s 'agi t  des fonct ions  de forme particulibre que nous venous de 

consid6rer, il en est de mSme de la fonct ion  G (u,v), ce qui 6tabli t  les lemmes 

I I I  et  IV. 

R o m a r q u e  I. Dans nos applications,  a et f l n e  sont  pas ind~pendants  l!un 

de l 'autre.  On aura  p. ex. f l - - a  + 2 - - m  Rien n 'emp~che cependant ,  d'apr~s 
2 

ce qui precede, de choisir  le chemin a l lant  dans le domaine B au poin t  

(') Ce lemme ainsi que le lemme IV sont  en prineipe dus ~ M. G~rding. 
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(I 15) G (a, T, a) ---- ~-1 f ( a .  a) v" d r 
7g 2 

corn-- 1 

%, fl0 -= ao + 2 m) 
2 

d'une maniSre arbi traire (non n6cessairement reetiligne). 

l~omarque II. Les condit ions de d6rivabilit6 impos6es ~ G(u,v)  peuvent 

6 t re  telles que le prolongement  analyt ique de d"~ ne peut  s 'effectuer que dans 

le domaine -a > a o, fl >/~0 eL que j~,~o (a > ao), d~ofl (fl > rio) eL J-off, s 'obt iennent  

en a jou tan t  au prolongement  un ou plusieurs passages s la limite. Ici encore, 

les valeurs finales, p. ex. celle de J-oflo, sent  ind6pendantes du chemin suivi par  

(a, fl). Nous nous contentons du eas simple que voici. 

L e m m o  II ' .  Si G (u, v) est continu dans le domaine o ___< u _----- a < 0% 

o ' =  < v _--< b < 0% l ' int6grale j~,a convergente pour a > o, fl > o, tend vers G (o, o) 

quand a --, o eL fl-+ o. 

On arrive ~ une d6monstrat ion simple pax l 'observation suivante. La  fonct ion 

l (u, v) -= G (u, v) --  G (o, v) --  G (u, o) + g (o, o) 

= (G (u, v) - -  G (o ,  v)) - -  (G (u, o) - -  G (o, o)) = (G  (u, v) - -  G (u, 0)) - -  ( G  (o, v) - -  G (o, o)) 

Lend uniform6ment  vers z6ro lorsque l 'une au moins des variables tend vers o. 

P a r  cette propri6t6 de l(u,v), l ' int6grale J"~ devient  accessible ~ u n  proc6d6 

d'6valuation donn6 au Chap. I (n ~ 3). On voit aussi que le passage ~ la l imite 

lim I~fl pourra 6tre effectu6 en fo rman t  d 'abord p. ex. J ~  J"~ et 
(~, fl) ~ (o, 0) a ~ o 
apr&s, lim j0~. 

a6. Int6grale de volume. (Suite). - -  Nos lemmes d6montr6s, reprenons main- 

t enan t  l ' int6grale I '~f(P), exprim6e par les formules (lOI), (IO5), (92) et (lO2). 

En t enan t  eompte du dernier membre de (88), on peut p o s e r -  c f  ( 1 1 4 ) -  

( a + 2 - - m  fl) avec 
2 

1 1 

ff I ' ~ f ( P ) = F ( a ) C ( f l )  G ( a , T , a ) ' a ~ - l T f l - X d a d T = J ~ a G ,  
0 0 
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I1 d~coule du th~or~me du n ~ 30 que, f(~) et S ( a ) & a n t  suff isamment d~rivables, 

G(a, T) sera une fonct ion suffisamment d~rivable des variables a et T. D~s lors, 

il r~sulte de nos lemmes que ]af(p) est une fonct ion arbi t ra i rement  prolonge- 

able de a. Quant  ~ la r~gularit~ d e / a ,  il f au t  jusqu'~ nouvel ordre faire exception 

des valeurs n~gativcs impaires de a o5 / ' / a  2+-~I /  admet  des pbles. Les pSles 

que /~ pourrai t  admet t re  pour les m~mes valeurs - -  qui d'ailleurs ne pr&enten t  

aucun in ter& part icul ier  - -  ne sont pour tan t  qu'apparents,  comme on le verra 

tout  ~ l 'heure.  Aria que le prolongement  puisse &re pouss~ jusqu'~ une valeur 

fix~e ao, il suffit que G(a, T,a) soit d~rivable n fois, off n e s t  > - - a o - - f l o  
m - -  2 - - C t  o 

- - a  o + (le signe > pouvant  &re remplac6 par ~ si r on  se con- 
2 

tente d 'un  passage s la limite a + e --* a). Pour  que G (a, T, a) soit d6rivable n 

fois, il suffit qu' i l  en soit ainsi de f(~) et de S(a). Pour  arriver s 1 ~ on pourra 

prenflre(1) (en se con ten tan t  d 'un passage ~, la l imi te )n  ----~ [ ~ - - ~ ]  et pour arriver 

Le fair que les dits pSles ne sont qu 'apparents  r~sulte imm~diatement  de la 

formule de Green (it6r6e)(~) ((6o), n ~ 22 ou (6I~'), n ~ 23), et du fair que, dans 

les cas de simple ou de double couche, la fonct ion prolong~e 6tait  holomorphe. 

37. Les op~rateurs I ~ I-p, 1 o, I~2p. - -  I1 est main tenan t  facile de d& 

montrer  que / 0 f ( p ) _ f ( p ) ,  ce qui signifie que 10 est l'opdrateur identique. En 
2 - - ~ n  

effet, pour a----o, on a f l = - - ,  e'est-s que pour calculer l~  nous 
2 

2 - - m  
n'avons qu's calculer J "~  G pour a - ~  o, ~ / -~- -2  D'apr~s les lemmes I I I  et 

IV, on pent y arriver en calculant  d 'abord jo~  G, fl &an t  un hombre positif  
2 - - m  

quelconque, et passer ensuite par  prolongement  s la valeur ~ - - -  On a 
2 

d'abord par (I I4 ~') et par  la formule fondamenta le  (6) d u n  ~ 8, que, pour a = o ,  
1 1 

/ ( f ) I .~ I T~_ld T G(a,T,a)o~_ld a (I ~6) jo~  V -- F(r F((~) .=o 
0 0 

1 

0 

(1) Cf .  FREMBERG ~, p .  4 O. 

(2) E n  a p p l i q u a n t  l a  f o r m u l e  u n e  s e u l e  fo i s  o n  v o l t  q u e  ~ ~ - -  I n ' e s t  p a s  d e  p61e,  e t  a i n s i  

d e  s u i t e .  
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D 'au t re  part, en ver tu  de (II5), 

(I I7) e ( o ,  T, o ) =  ~,_~ f ( o .  a)v~ = m--1 f (P)~o~_, ,  
~ 2 y~ 2 

tom- 1 

ou, grace s lu formule (102)  et ~ la formule (8) du n ~ 6 ,  

(118) G (o, T, o) ----f(P) 
I" 

/ l \  
{-'_1. 2 1 - m ( i -  T)m-2 

2y~ 2 \21 
m--1 

2 

En t enan t  encore compte de la relat ion 

1 

f T # - l ( i  - -  T) . , -2dT__ 
o 

116) peut  s'6crire 

j 0 #  G = f ( P )  �9 

2 2 - m  /V�89 
----f(P). 

r(#) r ( ~  - ~) 
r (# + ,n - 1)' 

2 2 - m "  7g t "  r ( m  - 1) 

r ( ~ )  . r ( # + m - 1 )  

�9 (i - T) "-~. 

et enfin, par  pro longement  analyt ique,  pour  f l - -  - -  2 - - m  (correspondant  s a = 0) 
2 

2--m 

I~  f ( P )  = J ~ 2 G = f ( P )  . 
/- 

2 2 - ' n "  ~z t "  / ~ ( m  - -  I )  

2 2 - ~ .  ~ t  r ( m -  i)  

t ~ - s "  t ? 1  

la derni~re r6duction 6rant fai te  moyennan t  la formule (5) d u n  ~ 6. 

Ce point  impor tant  acquis, nous allons d6montrer  que l 'on 

= APf(P). En appl iquant  la formule de Green (!61 ~s) d u n  ~ 23), 

a I - 2 P f ( P )  

I ~ f ( P )  = I~, +2 A f ,  d f ,  f ( P ) ,  

on trouve,  grace aux fairs I ~  et I~ g, h ( P ) =  o (n ~ 32 et 33), que 

I - 2 f ( p )  = A f ( p ) .  La relat ion g6n6rale en r6sulte par it6ration. 
9--48173. Acta mathematica. 81. Imprim6 le 6 avril 1948. 
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En r6sum~, on a d6montr~ que 

(I I9) I~ g, h(P) - - f (P)  et I2eP]; g, h(P) -= hvf(P) (p = r, 2, ...). 

En ce qui eoncerne les condi t ions  de validit~ de ces formules,  on consul tera  

les n ~ 32, 33 et 36. 

38. Cbne rdtrograde entier .  - -  I1 fau t  encore reveni r  sur le cas par t icul ier  

impor tant ,  quoique trbs simple, t rai td d~jtr au n ~ 26, off le domaine D~ se con- 

fond  avec le ebne en t ie r  D P. Ce ebne forme alors le domaine  d ' in t~grat ion pour  

l ' int~grale de volume, et il n 'y  aura  pas d ' int~grales de surface. Or nous avons 

vu, au n ~ 26, que dans le eas actuel,  le p ro longement  analyt ique de I~f(P) 
jusqu'~ n ' impor te  quelle l imite  s 'obt ient  immddia tement  par  la formule  de Green 

et  ses it~r~es, bien en tendu en a d m e t t a n t  eer ta ines  condit ions de rdgulari t~ par  

r appor t  ~ f (P) et s ses d6riv~es et sp~cialement ~ r a l l u r e  de ces fonct ions  

rinfini.  II y a pour t an t  une laeune darts la repr6senta t ion du p ro longement  relic 

qu'elle est fourn ie  par  les formules  dudi t  num6ro. Ces formules  ne m e t t en t  nulle- 

men t  en ~videnee les relat ions I ~  et I - 2p f (P )=Av f (P ) .  D'au t re  

part ,  la m~thode de prolongement ,  appliqude darts les n ~ 27--37,  est  basde sur 

l 'emploi  de eertaines eoordonn~es eurvil ignes qu 'on a in t rodui tes  par  l ' intermd- 

diaire d 'une eer ta ine  surface S qui nous fair  ddfaut  ici. II  est pour t an t  facile 

de rem6dier  ~ eet inconvenient  et  d ' adap te r  la m6thode  au eas off nous 

nous trouvons.  

Nous remplagons proviso i rement  dans nos formules  les points a de S par  

les points z de /-/ et nous posons pour  les points  ~ du cSne D P (l 'origine ~tant 

tou jours  plac~e en P) ~ ~ az,  le param~tre  a var ian t  ce t te  fois de o ~ oo. En 

observan~ que ra devient  rz ~- 1 et  que par  consequent  v ~ t - i r a  devient  t -1, les 

formules  ( I I 4  ~)  et (115) peuvent  s '~crire 

(I I4  t~) 

off 

- r ( . )  r (fl) 
0 0 

G (a, T, a) a '~-1T(~-l d a} d T, 

G (a, r,  a) = m-1 
Tt; 2 

�9 t -a  f f ( f f . - z )  dto m _1. 

tom_ 1 
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Puisque z ne reste pas born6, nous le rempla~ons par z ~ t z, qui reste born6 

d'apr~s (69). Posant encore ~--~ t - la ,  nous aurons 

~ - ~ a . z = a . z ,  a ~ - l d a = t ' ~ : - l d a .  

Les 2k 6rant des fonctions suffisamment d6rivables de T (leurs d6rivSes du pre- 

mier ordre sont constants et celles d'ordre sup6rieur s 'annulent d'apr~s (7o)), 

f ( ~ ) - ~ f ( a ,  z) sera une fonction suffisamment d~rivable de T et de a. En posant 

encore 

I 2 0 )  

on aura 

(:zl) 

T, . )  = t G T, . )  = m - 1  f (~"  Z) d (X}m-1 , 

7g 2 

/ ,  

Wm--1 

1 oo 

I ' f ( P )  = r (a) r (fl) . 
0 0 

dT. 

La seule diffdrence entre la derni~re formule et (114 ~*) est que Fun des 

intervalles d'int6gration est infini. Ceci peut cependant 6tre compens6 par des 

conditions convenables concernant l'allure de f g l'infini. Cela admis, les pro- 

c6d6s des num6ros qui pr6c~dent pourront ~tre app!iqu6s et on aura donc aussi 

dans ce cas particulier la relation l ~  f(P). Moyennant la formule (57) du 

n ~ 26, il en r6sulte sur le champ I -2p f (P)= APf(P). 

IV. D i f f 6 r e n t i a t i o n  s o u s  l e  s i g n e  f .  

3 9 .  D i f f 6 r e n t i a t i o n  de  I ~ p o u r  a a s s e z  g r a n d .  - -  Terminons ce chapitre, qui 

est d6j~ devenu bien long, par l'examen du probl~me de la diff6rentiation de n o s  

int4grales l~ par rapport aux coordonn6es du point P(xl, x , . , . . . ,  Xm), consid6r6 

comme point variable. Nous allons montrer que ces diff6rentiations (d'ordre quel- 

conque) peuvent s'ex6cuter sons le signe f ,  sans qu'on air s prendre 6gard s la 

variation avec P de la fronti~re du domaine d'int6gration. En particulier, l'op6ra- 

tion A appliqu6e ~t nos expressions pourra gtre accomplie sous le signe d'int~gra- 

tion, ce qui nous donnera la formule importante (63) d u n  ~ 24, dont nous avons 

ajourn6 la d6monstration. 

Admettons d'abord que a soit un hombre assez grand pour que r~Q'-m et ses 

d6riv6es, autant qu'elles interviennent, soient continues et par cons6quent s 'an- 

nulent sur la nappe C P du cbne r6trograde au sommet P. D6finissons en outre 



68 Marcel Riesz. 

dans un domaine ]), embrassant  le domaine  D P, la fonct ion K(P, Q) ~ r ~-m au tan t  PQ 

que Q se t rouve dans la port ion d 'espace commune aux domaines ]) et  D P, et  

= o ailleurs. Alors K(P, Q) considdr~ ~, comme fonct ion des deux points variables 

P et  Q est c o n t i n u e t  diff6rentiable par r appor t  "~ P u n  cer ta in  nombre  de fois. 
. f f - - m  Dans l 'expression I~f ,  g, h (P), la fonct ion ~ v(t pourra  6videmment  ~tre remplac6e 

par  la fonct ion K(P, Q), c'est-'~-dire qu 'on aura  des int6grales 6tendues respec- 

t ivement  au domaine fixe [) et :.L la port ion fixe ~ de la surface S qui se t rouve 

dans ce domaine.  (Pour  que cet te  port ion soit bien d~finie, on aura  ~ ehoisir  1) 

dans uu en tourage  assez 6troit  de /)~:.) Les derni~res int~grales peuvent  mani- 

fes tement  ~tre diff6rentiJes sous le signe f et alors il en sera de m~me des 

int6grales originales (identiques ~'L celles-lh.). 

4 0 .  D i f f 6 r e n f i a t i o n  de  I ' i n t 6 g r a l e  p r o l o n g ~ e  d a n s  u n  e a s  p a r t i c u l i e r .  - - N o u s  

allons nmnt re r  que la r~gle ~nonc~e reste valide pour  route valeur  de a jusqu'~ 

laquelle on peut  poursuivre le p ro longement  de nos int6grales et de leurs d6riv6es 

en question. Consid6rons d 'abord  le cas par t icul i6rement  simple, t rai t6 aux  n ~ 

26 et 38, oft le domaine d ' in t6gra t ion se confond avec le c6ne ent ier  D P. 

Posons donc 

' f I"f(P)=H~(a--- ~ f(O)r~p-Q~dQ. 
D P 

En appl iquant  la r6gle de diff6rent ia t ion sous le signe f, il vient  

(I22) 0 i ,  f (p)  = I f 0 Oxk H~ (a) f (  Q) O-~xk r~-~ d o 
D P  

et cet te  relat ion est exacte, d'apr~s ce que nous venons de prouver,  pour  a > m  + 2, 

e t  o r = (6  - ( xk  - s ' a n n u -  p u i s q u e ,  pour  ces valeurs de 6, p~ 

lent  sur la nappe C P. En outre,  le second membre  de l 'expression (I22) est une 

fonct ion holomorphe de a, soit  A (a), pour  a > m + 2.(~) I l  en est done de m t m e  

du premier  membre,  c'est-~-dire de 6P'f(P)/Oxk. Or nous mont re rons  s l ' ins tan t  

que, dans des condit ions de r~gularit6 qu' i l  serai t  facile de sp6cifier, la derni~re 

fonct ion est une fonc t ion  holomo~The de a, soit B(a), darts un interval le  plus 

(!) En realitr on volt imm6diatement que le second membre de (I22) est holomorphe, pour 
a > m, mais l'existence du premier membre n'est d6montr6e potlr le moment que pour a > m + 2. 
Une remarque analogue s'applique ~ la formule (I23) en y rempla~ant m par m -- 2p. 
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~tendu que le pr6c6dent, savoir pour  a > m § 2 - -  2p. Les deux fonct ions  A (a) 

et  B(a) 6rant  ident iques pour  a > m + 2 ,  le seront  encore pour  tou t  a > m + 2 - - z p .  

On obtient done la d6riv6e OI~/Oxk pour  les valeurs m + 2 --  2p  < a < m + 2 par 

le prolongement analytique du second membre de (x22), ce p ro longement  6rant ex& 

cut6 d'une mani~re ou d'une autre. Cela signifie dans not re  langage que la r~gle de 

diff6rentiation sous le signe f reste valide pour a > m + 2 -- 2p, c'est-&dire m~me 

pour des intdgrales 6ventuellement divergeutes. 

Pour  achever  cet te  d6monstra t ion,  il suffit d'6crire, moyennan t  la formule  

(it6r6e) de Green d u n  ~ 26, 

f P f ( P )  -~ H,~ (ct + 2p) Av f (Q)  "Pe~"+9P-~ ~d ,~(-) 
DP 

et d 'appl iquer  ?L cet te  int6grale les remarques  fai tes  au sujet  de l ' int6grale (Io7). 

On volt alors que 

OI~ f (P)  ~ f Av f (Q)  o~k.~+2p-mdQ (x23) OXk //m(a + 2p) = r p  Q 

DP 

est bien une fonct ion  ho lomorphe  (B(a)) pour  tou t  a > m + 2 --  2p.(X) 

Nous soulignons encore une lois, m~me au risque d ' ennuyer  le lecteur,  que 

dans l 'ordre  d'id6es que nous poursuivons,  1'expression explicite pour  OI"/Oxk 

donnde pax" le second membre  de la dernibze formule est pour  nous d6pourvue 

de tou t  int6r~t. Elle ne sert  qu'~ met t re  en ~vidence que la d6rivfie en quest ion 

existe pour  les dites valeurs de la variable a et  qu'elle e n e s t  une fonct ion holo- 

morphe. Nous insistons sur ce point  puisque, darts le cas g6n6ral qui va suivre, 

nous ne serous pas s mgme de donner  une  expression explicite semblable. 

Le ra i sonnement  ci-dessus s '6tend imm6dia tement  aux d~riv6es d 'ordre  su- 

perleur.  

41.  Di f ferent iat ion  dans  le cas g~n6ral .  - -  Envisageons ma in t enan t  l ' int6grale 

I = f ( P )  sous la forme (I I4b~), qui s '6crit br i~vemcnt  I ~ f ( P ) =  J~# G. Or le pro- 

longement  de cet te  derni~re expression est effectu~ par  les formules  explicites 

qui se r e t r ouven t  dans la d6monst ra t ion  du lemme I I  (n ~ 35). Les donn6es 

originales f (~)  et S(a) 6rant suff isamment  d6rivables,, les fonct ions  f igurant  dans 

les dites formules  seront,  d'apr~s le th~or~me d u n  ~ 30, suff isamment d6rivables 

par  r appor t  aux variables xk. P o u r  au t an t  qu'i l  s 'agi t  d ' int~grales,  elles sont prises 

(l) Voir la note pr6c6dente, 
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entre des limites fixes, o et i, et leur diff6rentiation pourra par cons6quent 8tre 

ex6cut6e sous le s i g n e f .  Les fonctions obtenues seront encore des fonctions 

holomorphes de a jusqu'~ une certaine valeur, soit a~, qu'il serait facile de pr~- 

ciser. (Pour arriver s une valeur fix6e a 0, il suffit d 'augmenter les nombres n 

respectifs figurant a u n  ~ 36, d'une unit6 pour chaque d6rivation O/Oxk.) 
I1 en r6sulte, d'apr~s ce qui a 6t6 dit aux n ~ 39--40, que OPf(P)/Ox~ 

est identique s la fonction figurant au second membre de ( 1 2 2 ) ,  n ~ 4 0 ,  inter- 

pr6t6e, le cas 6ch6ant, par son prolongement analytique. 
1 

42. L'op~rateur A. - -  La m6thode esquiss6e ici pour l'int6grale de volume 

P f  s'applique ais6ment aux deux int6grales de surface figm-ant dans I~,f, g, h. 
L'exgension aux d6riv6es d'ordre sup6rieur n'implique non plus aucune difficult6. 

I1 ne nous paralt pas n6cessaire de nous arrSter sur les d~tails. 

L'applicagion des r6sultats obtenus s l'op6rateur A nous fournit  la formule 

importante (63) du n ~ 2~ (c.f. la formule (59) d u n  ~ ~) .  Nous remarquons que 

cette formule peut aussi servir s effectuer le prolongement analytique de 1~. 

(Cf. les n ~ 52 et 53.) 

Enfin, en posant dans la formule en question a-----2, il vient (of. (64), n ~ 24) 

(~24) A 1.~f, 9, h(P) = ]of, g, h(P) = f ( P ) .  

Cette relation remarquable, l 'analogue de la formule de Poxssos, relative au 

potentiel newtonien, va jouer un rble important, quand il s'agira, au chapitre 

suivant, d'analyser notre solution du problbme de Cauchy. 

CHAPITRE IV. 

Le probl~me de Cauchy pour l'6quation des ondes. 

43. l~nonc~ du probl~me. - -  Pour l'6quation des ondes(1), le probl~me de 

Cauchy consiste - -  nous suivons M. ttadamard(~) - -  ~ trouver une solution u 

de l'6quation h u ~ - f  quand on connalt les valeurs de u, soit u ~-h, et d'une de 

ses dgriv6es premieres, soit du/dn-~ g, en chaque point d'une surface S, orient6e 

dans l'espace(8), la dgriv6e 6taut prise dans une direction n qui n'est pas tan- 

genre ~ la surface. On peut, sans restreindre la g6n6ralit6, admettre que la direc- 

tion n est celle de la normale int6rieure (lorentzienne) ~ la surface.  

D a n s  ce chapi t re ,  n o u s  a d m e t t o n s ,  en g6n6ral ,  que  les  z k on t  l eurs  va l eu r s  or iginales ,  el -~ I, 

~ 2 ~ - - -  " "  " ~ - -  I .  

(~) HADAMARD l ,  p. 219. 
(a) P ou r  d ' a u t r e s  o r i en ta t ions  voir lea n ~ 6 1 - - ~ .  
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La  r~gion de l 'espace 's m dimensions off l 'on veut calculer  la solut ion u 

est telle que, si l 'on cons t ru i t  le cSne r6t rograde .DP qui a un des points  / ) d e  

la r6gion comme sommet,  la nappe C P de ce c6ne d~coupera de la surface S une 

cer ta ine  por t ion S P e t  fo rmera  avec S P la front i~re d 'un  domaine born6 'D R de 

l 'espace. (Pour  les nota t ions ,  voir le chapi t re  pr6c~dent.) 

Quant  s l 'h is tor ique du probl~me et aux t r avaux  qui s'y rappor ten t ,  nous 

sommes dispenses de les faire  passer en revue ici, nous t rouvan t  dans la situa- 

t ion agr~able de pouvoir  renvoyer  le lec teur  aux exposes de M. ]=ladamard, in- 

corpor~s pour  la p lupar t  s son livre magist ra l  sur le sujet.(l)  La  place du probl~me 

de Cauchy parmi les divers probl~mes aux limites, correcle~e~t pos6s ou non 

(,< bien pos~s ou non >>, comme disait  autrefois  l ' i l lustre auteur)  s'y t rouve aussi 

61ucid6e d 'une mani~re incomparable.  Nous tenons  en outre  ~ men t ionne r  une 

conference  plus r~cente que le livre cit~, fa i te  par  M. H a d a m a r d  s Gen~ve en 

I935 et imprim~e dans l 'Enseigne~ent Mathdmatique.(~) 

44. Solution g6n6rale. - -  En rgcr ivant  ici la derni~re identi t~ d u n  ~ 23, 

du  u(P),  = I : + ' a u ,  

et  en y posant  a = o, on obtient ,  en raison de l ~  ~- u(P), l ' ident i t6  part iculi~re 

(2) du u(P), u(P) = P. A u, -~., 

c'est-s que la valeur  de u au poin t  P pea t  se calculer  par  une  intdgrale 

spatiale po r t an t  sur Au  et  6tendue s un  cer ta in  volume DR, par  des intdgrales 

du 
de simple couche et  de double couche, po r t an t  respec t ivement  sur ~ et  u e t  

6tendues s une cer ta ine por t ion  S e de la surface. 

En ce qui concerne le probl6me de Cauchy,  il v ient  de la derni~re identitd,  

en y por t an t  les donndes du probl~me, 

(3) u (P) = P , f ,  g, h (P). 

Cela veut  dire que si le probl~me de Cauchy admet  une solution, ce qui reste  

voir, cet te  solut ion est donn6e par  la derni6re formule.  

(t) HADAMARD 1. el. aussi diverses parties du Coats d'Analyse de GOURSAT, tome III. 
(~) HADAI~IARD 2. 
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En r6alit6, la seule voie qu'on connaisse pour 6tablir l'existence d'une solu- 

tion du probl~me dans l'dtendue(~) dont il s'agit ici, est de vdrifier que la solu- 

tion donnde par la formule ci-dessus satisfait aux conditions du probl~me, bien 

entendu darts des hypotheses convenables sur les donndes et sur la surface S. 

Une telle v6rification trop sommaire sous plusieurs rapports sera faite plus loin 

(n ~ 60), N6anmoins, pour ne pas alourdir notre expos6, nous y admettrons tacite- 

ment qu'une sotution existe et qu'elle est, en consequence, fournie par la for- 

mule  (3). 

Malheureusement, nous avons vu que les int6grales figurant darts cette solu- 

tion sont en gdn6ral divergentes, et il faut  par suite leur donner un sens par 

prolongement analytique. La discussion de ce prolongement qui nous fournira 

l'expression I ,  ~ (effectual d'ailleurs d'une mani~re ou d'une autre) forme l'objet prin- 

cipal du prdsent Chapitre. Nous y rencontrerons une diffdrence essentielle entre les 

solutions se r6f6rant aux dimensions d'ordre pair et impair. Pour les dimensions 

paires on a l e  principe de tiuygens(~), tandis que ce principe fair d6faut pour 

les dimensions impaires. Dans ce dernier cas, les expressions sous forme finie, 

obtenues par le prolongement analytique des intdgrales divergentes, sont 

essentiellement identiques g celles qu'on trouve par la mdthode de la <<~artie 

finie,>, due s M. Hadamard. Or, au point 05 nous nous trouvons pour le 

moment, ce n'est pas la diff6rence dgpendant de la paritd de l'espace qui nous 

int6resse en premier lieu. Tout au contraire, c'est que sous sa forme ggn~rale, 

donnde plus haut, la solution est ind~pendante de la lmritd de la dimension de 

l'espaee. On salt qu'il n'en est pas ainsi des solutions dues s M. Badamard qui 

sont d e  formes diff6rentes suivant la parit6 de la dimension(S). 

Avant d'entamer le cas gdndral, nous traiterons deux cas partieuliers simples, 

eorrespondant s m-----I et h r n = 2 .  Le cas m = 2  dchappe dans un certainsens 

b~ la r~gle gdn6rale. Le principe de Huygens n'y intervient que partiellement. 

45. Probl~me lindaire, m = I. - -  Rappelons la formule (20) d u n  ~ 16 

(4) H ~ ( a ) = z ~  , .2 " - i F  F a + 2 - m  . 
2 

(~) Pour le th~oreme d'existence de Cauchy-Kowalewski et la critique de M. Hadamard, voir 
HADA~ARU 1, p. 19 , 14, 27. 

(~) Pour le principe de Huygens voir pr~liminairement rIntroduct ion.  Pour le probl~me de 
Cauchy .ce principe se manifeste par le fait que seules les valeurs que les donn~es admettent 
au voisinage infinitdsimal de ls  nappe C P du c6ne D P  influencent ]a vMeur de ]a solution au point 
P (of. plus loin, n ~ 55). 

(s) Voir HADAMARD 1, p. 227 (formule (39)) at p. 3II (formule (29)). 
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On t rouve faei lement  que H~ (a)= l"(a). La  surface S se r~duit  ici ~ un  seul 

point,  soit a, la d~rivation d / d n  se r~duit  ~ d / d a e t  A ~ d~/dx  ~. La formule  

g~ngrale (5o) d u n  ~ 22, d o n t  la formule  (61 ~s) d u n  ~ 23 et  la formule  ident ique  (i) 

du n ~ 44 offrent  la t raduc t ion  symbolique, se r~duit  donc 

X 

a 

--F(a+2)[JU (~)(x-- ~+ (a)(x-- --u(a) (x--a) ~+~-1 
a 

u'(a) ~ _a)~+ x I ( ,, _ u ( a )  ( x  - a )  o + + u ( x  - 
F(a + I) I ' ( a  + 2) (x I ' (a + 2) d a 

identit~ qui n 'es t  qu 'un  cas par t icul ier  de l ' identi t~ (4) d u n  ~ 2. Les int~grales 

qui y figurent convergen t  pour  a > o et pour  a > ~  x respect ivement .  En pas- 

sant  s la l imite a -~ + o, on arr ive ~ la formule  classique, rencontr~e inc idemment  

au Chapi t re  II (n ~ 12) 

u (x) ----- u (a) + u' (a) (x - -  a) + / u " '  (~) (x - -  ~) d ~, 
O. 

qui  fourn i t  la solution du probl~me de Cauchy:  

D6terminer u (x) pour a <~ x < b (b <= § c~) lorsqu'on co~na~t u"(x) daus le 

m~me intervalle et, en outre, u(a) et u'(a). 

46. Pr0bl~me dans le plan, m----2. Dans  ee cas, A se r~duit s l 'op~rateur  

des cordes vibrantes  O~/Ox~--O~/Ox~. La  nappe C p du cSne se r~duit  s deux 

droites x~ - -  ~ ~- _+ (x2 --  ~) (les caract~ristiques), issues du poin t  P(x~, x2), le cSne 

r~trograde D R ~ l 'angle r~trograde /)P limit4 par  ces droi tes  e t  caract~ris~ par  

r~e = (x~ - -  ~t)~ - -  (x~ - -~ )~  ~ o et x, - -  .~ ~ o, off Q -~ Q (~1' ~2)" La surface S de- 

vient  une courbe S s or ien ta t ion  d 'espace avee d ~  d ~  < o  (fig. 5 et 5 a). 

L'~l~ment de surface dS ,  d~fini pour  une dimension arb i t ra i re  par  la formule  

(59) d u n  ~ 21, se r~duit  ici 

d S :  [ d ~  -- d ~]�89 -~ (d~  -- d~?) �89 

La  por t ion  S ~ de S intercept~e par l 'angle D p l imite avec les d e u x  cSt~s de cet  

a n g l e  un  domaine ~ deux dimensions D~. Les points  fronti~res de l 'arc S p seront  

d~sign~s par  B~ et  B~. 
I0--48173.  Acta mathematica, 81. Imprimfi le 6 avril  1948 
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De not re  fo rmule  gfin6rale (x) nous d6duirons darts ce qui sui t  l ' ident i t6  

bien eonnue 

(5) u(P)=- ~ ud O - t - j  d n + u(B,) + u(B2) , 
P 8 P  

1) 8 

qui, sons une  fo rme  16g~rement diff~rente et  avec une d~duetion gout ~ fa i t  

616mentaire se t rouve  p. ex. dans  le Cours  d ' h n a l y s e  de Goursat.(~) Chez ~I. 

H a d a m a r d  on t rouve  la f o r m u l e  ci-dessus dans  les no ta t ions  utilisdes ici, et  eela 

m6me pour  l '6quat ion  aux coefficients var iables  6tudi6e pa r  Riemann.(2) 

P o u r  nous,  le probl&me consiste s ob ten i r  (5) comme cas par t icu l ie r  de (2), 

don t  on a donc "s calculer  le second membre ,  ~ savoir  1~,, dans  les condi t ions 

(:) aetuelles. I1 vient  de (4), pour  m = 2 , / / 2  (a) = 2~-11"2 �9 En  obse rvan t  encore que 

a + 2 - -  m devient  a pour  m -~- 2, on au ra  

(6) I~+~ Au, du "(P) 
I 

47. Mdihode erronde. - -  On est  m a i n t e n a n t  tentd de calculer  I~ en posant 

duns ]a derni?~re fo rmule  a = o. II  v iendra i t  alors r ~ ----- r ~ ----- I, dr~/dn = dr~ 

C'est-s pa r  ce mode  de caleul qui, nous allons le volt,  est plus ou moins 

il lusoire,  on a r r ive ra i t  s la fo rmule  (5), ies t e rmes  u(B1) et u(B~) y 6tant  sup- 

primds. Or, sous cegte fo rme  l ' ident i t6  (5) est  fausse,  puisqu 'el le  l ' es t  pour  

u = const.  # o pa r  exemple.  

Voici m a i n t e n a n t  l ' expl ica t ion de ee fa i r  paradoxat .  Sur  les deux droi tes  

/ ) B I  et  /)B2 on n ' a  pas r ~  I, car  on y a r = o .  Nous verrons  tou t  ~ l 'heure  

que cet te  c i reonstance,  sans consdquences dangereuses  en ran t  qu ' i l  s ' ag i t  

des deux premi6res  ittt6grales, est  responsable  de l ' e r r eu r  que nous venons de 

c o m m e t t r e  au suje t  de la troisiSme. La  discordance p rov ien t  du fa i r  que le calcul 

de 1, ~ par  la subs t i tu t ion  a = o dans I~ +2 ue donne pus le p ro longement  ana- 

ly t ique correct .  

47 g~. Mdthode correcte.  - -  I1 f au t  done reprendre  l 'd tude du second membre  

de la fo rmule  (6) pour  une va leur  g6n6rale de a > o. P o u r  routes  ces valeurs, 

(t) Tome II1 (I9X5) p. II7. 
(~) HADAMARD 1, p. 314 et suiv. 
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nos int~grales convergent,  et l ' identit6 est exacte, sa validit~ ayan t  dr( ~ d~montr~e 

au n ~ 24 pour  a > m - - 2 .  Cela pos~, notre probl~me se r6duit ~ ex6cuter dans 

(6) le passage s la l imite a ~ o d 'une fagon rigoureuse. 

Le passage en question est imm~diat  pour les deux premieres intdgrales, 

puisque r ~ tend uniform~ment  vers I, saul  au voisinage du sommet / )  et des 

lignes P B  1 et PB~, off r ~ reste born& Le passage s la l imite correct condui t  

donc, lui aussi, aux deux premiers termes, comme il fal lai t  s'y at tendre.  

II est plus d~licat d'ex6cuter le passage s la l imite pour la troisi~me int~- 

grale dans (6). D~signons d 'abord par C1 et C~ deux points de l 'arc B1B2,  voi- 

sins de B 1 et de B~ respectivement,  et tels que rpe varie d 'une mani~re crois- 

sante de o ~ 6 lorsque Q varie de B 1 s C1 ou de tt3 s C~. Alors la convergence 

de d r ~ / d n  v e r s o  ~tant uniforme sur Fare C~ Ce, la troisi~me int~grale, prise le 

long de cet arc, tendra  effeetivement vers o, et on pourra se restreindre aux 

i n t6g ra l e s  prises le long des arcs B~ C~ et B ,  C.~. D 'aut re  part,  en d6signant par 

B C l 'un quelconque de ces arcs et posant r ~ =  R, on peut ~crire(~) 

(7) u d n S =  u d S = -Ct2 u R' 2 d n -~d S d R " 

B B 0 

d R  d S  
Nous allons d~montrer  ?t l ' ins tant  que la valeur de d n  d R  est = - - I  auxpo in t s  

B, r6sultat  qui sera pr6sum6 pour  le moment.  D 'aut re  part,  on volt par le m6- 

canisme ddvelopp6 au Chap. I (n ~ 3) que l 'expression tend avec a -+  o v e r s  la 

d R  d S  
valeur de u d n  d R  au point B, c'est-s que, par le r~sultut pr6sum6, elle 

t end  vers ~ u ( B ) .  On tire de 1s que 
c 

~ o  a +___22 u d n n  = � 8 9  

Ainsi le passage s la limite, ex6cut6 d 'une fagon correcte, nous donne la 

formule (5) eomme cons6quence de la formule (6). On voit que le principe de 

Huygens  n ' in tervient  dans la solution que dans les termes provenant  de la 

double couehe. 

48. L'identit6 d R / d n  + d R / d S =  o. - -  11 nous reste ~ ddmontrer  qu"~ l 'un 

queleonque des points B~ et B2, ddsign6 comme plus hau t  par B, on a 

(x) Le lecteur  voudra  bien observer  qu 'on  a t t r ibue  pa r t ou t  une  valeur  posi t ive  ~ d S .  
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Fig.  5. C 'es t  avec  i n t en t i on  qu 'on  a modifi~ ici l 'o r ienta-  
t ion  et  l ' o u v e r t u r e  u sue l l e s  du  <~ c6ne ~. Les  d e u x  vee t en r s  
t a n g e n t s  t de la  figure,  qu i  dans  le t e x t e  s o n t  s u p p o s e s  
un i t a i r e s ,  ou t  la  mCme <~longueur % ear  il en  es t  a ins i  
des  denx  vec t eu r s  polntillds qu i  l eur  s o n t  paralleles e t  
qui  a b o u t i s s e n t  A u n e  h y p e r b o l e  a d m e t t a n t  les  d e u x  g~nr 
ra t r ices  Comme a s y m p t o t e s .  D a n s  les deux  pa~al l r  
rues ehacune  des  d iagona les  po in t i l l~es  es t  para l le le  k u n e  
gdndratr ice ,  ces d e u x  d iagona le s  son t  done  i so t ropes  el les 
auss i .  P a r  consequen t ,  les  vec teu r s  n son~ o r t h o g o n a u x  a n x  
vee teurs  t e o r r e s p o n d a n t s  e t i l s  ou t  la  mCme ~<10ngueur >~. 

I 

I 
I 

/ 

, %  / I  

. . . .  ; / , . \ l  
~ /  ! \ I  
; /  i 

" 

Fig.  5 a. Les  s y s t e m e s  lo ren tz i ens  de 
eoordonn6es  a d m i s s i b l e s  s o n t  d o r m , s  pa r  
le p o s t u l a t  que  la  f igure c o n s t i t u t e  des  
d e u x  (~g6n6ratriees>~ y a d m e t t e  l ' 6qua t ion  
(~l - -  xl)" - -  ( ~  - -  x~)" ~ o. C 'es t  un  ~el 
s y s t e m e  qu i  e s t  i l lus t r~  pa r  la  figure. 
Les  vec t eu r s  t e t  n de la fig. 5 s o n t  
m a n i f e s t e m e n t  de , ( l o n g u e n r  ,> < I dans  

l '6ehel le  de la fig. 5 a. 

ou, ce qui revient  au raCine, 

d R  d S  

d n  d R  

d R  d R  
d~ + h-5 =0 .  

En ddsignant  le vecteur  a l lant  de B ~r P par  Vsp=- v, la normale  intdrieure(1) 

uni ta i re  par n, eL la t angen te  un i ta i re  men6e en B vers l ' in t6r ieur  de l 'angle 

D R par  t, on a, d'apr~s la t~emarque qui se t rouve s la fin du n ~ 211 

d R  d R  
d--~ + d S  - " 2 ( v ' n  + t)" 

(~) ] ; ]videmment,  ]es n o r m a l e s  ~int6rieures>~ m e n s e s  a u x  po in t s  f ron t i e res  B ne  p 6 n e t r e n t  

pas  dans  l ' i n td r ieur  dn  d o m a i n e  ])ff, m a i s  el les p e u v e n t  ~tre consid~r~es c o m m e  eas  / im i t e s  de 
n o r m a l e s  in t6 r i eu res  p r o p r e m e n t  d i tes .  
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([1 est s observer  que yap =--V~oB.) Nous  allons d6montrer  que 

d 'o5 il r6sul tera  
n + t = Z . v ,  

d R  d R  
d ~--7 + d -S  = - -  2 Z v o ` =  o,  

77 

puisque la droi te  re l ian t  B ~ P e s t  une ,, g6n6ratrice du cSne D P >>, ce qui fa i r  

que le vecteur  v e s t  isotrope:  vo`--~o. Or, le vecteur  v se t rouve rnani fes tement  

dans l 'angle  sail[ant form6 par  les vecteurs  n et  t. On a par  cons6quent  

v-----vn + ~t, v et  ~ ~tan~ posit ifs  tous les deux. Nous  allons d6mont re r  que 

v-=~.  En effet, n et t sont uni ta i res  et o r thogonaux  l 'un s l 'autre ,  n e s t  un 

vecteur  de temps et t un vecteur  d'espace. II s 'ensui t  

o ~ vo` = (~ n + ~ t )  2 = ~o` n ~ + 2 v �9 ( u ,  t )  + ~o` to` = vo` - -  ~o`. 

u 
On a donc bien v----~, ou n + t = - ,  ce qui ach~ve la d6monstrat ion.  

49. L 'op6ra teur  I ,  ~. - -  Nous  avons longuement  insist6 su l  la r6solut ion du 

probl~me des cordes vibrantes  qui pour tant ,  nous l 'avons dit,  est facile s obteni r  

par  les m6thodes  usuelles. La  raison e n e ,  st que nous tenions  ~ faire  r en t r e r  la 

solut ion de ce probl~me dans le cadre de notre  m~thode g~n6rale, m6t;hode don t  

l 'appl icat ion s une dimension part iculi~re quelconque n 'es t  en principe ni plus 

facile, ni plus difficile que l 'appl icat ion s une  autre.  Or nous allons voir s l ' ins tan t  

que nous avons obtenu beaucoup plus qu' i l  ne paral t  au premier  coup d'ceil; nous 

avons, che'min faisan~, t rouv6 une m~thode g6n6rale qui fournira ,  pour  route  dimen- 

sion d 'ordre  pa i r ,  une solut ion explicite du probl~me de Cauchy qui est, au point  

de rue  formel,  d 'une  simplicit6 remarquable .  

Cependant ,  la m6thode que nous venons de d6velopper  ne condui ra  pas directe- 

ment  s l 'expression /.2 qui nous int6resse en premier  lieu, mais elle nous donnera  

presque imm6diatemen~, pour  route  dimension d 'ordre  p a i r  ou impa i r ,  l 'expression 

de I~, identique,  pour  m = 2, s l 'expression 1~. 

D6signons par  s P le bord de la por t ion de surface S P ,  c'est-s la vari~t6 

s m - - 2  dimensions form6e par  l ' in tersect ion de la nappe C r et de la surface S. 

Nous d6signons encore  par  ds  l'~16ment de <~ surface >> de sP.(1) 

Ces nota t ions  pos6es, nous t rouverons  l ' identi t6 suivante qui ne laisse rien s 

d6sirer en simplicit~ et en ~16gance: 

(t) C'est-~-dire d l~ment  de v o l u m e  "~ m -  2 d i m e n s i o n s ;  voir le n ~ 21 b/s. 

6 
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P 2 

-"'"""~" i .... -"~:~-. 

Fig.  6. 

f f } (8) I',f,g,h(P)= fdQ+ gdS+ hds 
D f  S P sP 

aver 
r (9) g m  (m) -~- :TF, 2 2 m-1  -IF' = (D'$ - -  2)!  O)m- 1. 

La fo rmule  (8) s ' ob t i en t  d e  I~ +~ ~erite pour  a > o p a r  le passage  s la l imite  

a -+ o. (~) On mont re ,  t o u t  eomme au n ~ 4:7, que, quan t  aux deux premiers  te rmes ,  

ce passage  ~ la l imi te  s 'ex~cute pa r  la subs t i tu t ion  a- - - -o  dans  les deux p remie r s  

t e rmes  de r~+m P o u r  le t rois i~me t e rme  il est  n~cessaire d ' en t r e r  dans  les d~a i l s .  

50.  T e r m e  p r o v e n a n t  de la double  eouehe .  - -  Le  

] ' ~ + m f  j ,  g, h(P)  es~, en t e n a n t  compte  de (a + m ) - -  m---~ a, 

(,o) H~(~ + m Hm(~ + m) 
sP  

t rois i~me t e rme  dans  

En  posan t  r ~ =  R, on peu t  6crire 

a 

w =  f h dR~ " f h R ~-1 dR.dS. J dn .dS=2.~ "dn 
S P s P  

En ca lquan t  no t re  r a i s o n n e m e n t  sur  celui d u n  ~ 47, nous  divisons S P pa r  son 

in tersec t ion  avec l 'hyperbolo ide  

(1) Cf. formule  (8) d u n  ~ 6. 

(~) Voir pour  I a la formula (6I) du n ~ g3. 
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r ~  - -  ( x  - ~ ) '  = ~' 

en deux parties (fig. 6). Nous d4signons par S la pattie annulaire ext4rieure et 

par ~ la partie int4rieure. Alors on volt, tout  comme au num4ro cit4, que la 

contribution provenant de ~ s la derni~re expression de W dans (I I) tend vers 

o avec a. Cela 4rant, on peut se restreindre s l'expression 

~ =  f l[hR~_~,  dR .  dS, 
J dn 
S 

oh l'on a pos4 a/2 /?. 

Faisons maintenant  varier la valeur de R de o s d2 et d4signons par sR 

l'intersection de S avec l'hyperboloide ( x -  ~)2_ R. Consid4rons de plus les tra- 

jectoires orthogonales (bien entendu, au sens lorentzien) des vari4f4s sR, l'exis- 

tence de relies trajectoires 4rant garantie par les th4or~mes d'existence les plus 

simples des syst~mes d'4quations diff4rentielles ordinaires, du moins pour d assez 

petit. De chaque point B du bord s P il part une trajectoire et une seule qui 

4tablit une correspondance biunivoque entre les points de s ~ et ceux d'une vari4t~ 

SR quelconque. Un tube de relies trajectoires issues des points d'un 414ment ds 
de s p fair correspondre s cet 414ment un 414ment de s~ qui sera d4sign4, ainsi 

que sa mesure, par dsR. L'414ment ds se r4tr4cissant au point B, dSR v a s e  

r4tr4cir au point de SR correspondant s B e t  dsR:ds tendra vers une valeur 

limite qui est fonction du point B e t  de la valeur R. Cette limite sera encore 

d6sign4e par dsR : ds. 
D'autre part, en d6finissant l'414ment d'arc d'une trajectoire queleonque par 

dl - - ( - -Y ,~kd~)  ~, on aura 4videmment (formule (55), n~ 21hi'), pour l'614ment de 

surface dS, l'expression d S =  dsR. dl. Cela pos6, il vient 

f W ~  ~J  h R ~ - ~ ' d R ' d S =  hR~-l"dR'dsR'dldn 
.2 

S P S P 

_ f l f d s l h B ~ _ l . d R  dsR dl 
. dn ds dR  dR" 

s P  0 

I1 est maintenant s peu pr~.s 4vident que ds~/ds tend vers x lorsque R 

dR cll 
tend vers z4ro. En pr4sumant alors un instant que dn dR ~--- ~ au point B 

du bord s .P on volt encore par la m4thode du Chapitre I que la derniSre ex- 

pression de  W tend pour fl--a/2---~o vers 
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-- f hds, 
sP 

ce qui en raison de (Ib) donne le troisi&me terme duns (8). 

d R  dl 
I1 f au t  encore v~rifier la re la t ion dn d R  = - -  I ou la relat ion 6quivalente 

(I2) d R  4- d R  
d--n " d~[ = ~ 

cette  re la t ion  ayan t  l ieu aux points  B du bord s *~ Or, pour  y arriver,  nous avons 

trbs p e u  s a jou te r  au ra i sonnement  d u n  ~ 48. 

51. L' idenfitd d R / d n  + dR/dl----o. ~ Notons  d 'abord  que l ' identi td R•c-----o 

valable pour  tou t  point  C de la nappe C P donne ~ ( x k - - e ~ ) d c ~ - = o ,  les Xk et  

les ck dtant  les eoordonn~es respeetives de P e t  de C. Cela veut  dire que le 

veeteur  P C  est o r thogona l  ~ tou t  d@lacement  infinitesimal du poin t  C sui- 

r a n t  la nappe.  En part ieul ier ,  B 6tan~ un point  du bord  s P, le veeteur  P B  

est o r thogona l  aux d4plaeements  {dB} de B suivant  le bord. Or, ees d~plaee- 

ments  fo rmen t  une vari~t~ lin~aire dtm --  2 dime,  sio~s. De leur ebt~, les vecteurs  

n et t sont aussi o r thogonaux  s cet te  varidtd ou, ce qui rev ien t  au mgme, ortho- 

gonaux au bord; la normale  n puisqu'el le est o r thogonale  s la varidt~ s m - -  I 

dimensions des ddplacemenfs suivant  S don t  {dB} fa i r  partie,  le vecteur  t puis- 

qu'il  est, par  d~finition, t an g en t  s la t ra jec to i re  or thogonale  issue de B. On en 

conclut  que les trois vecteurs  B P ,  n e t  t appar t i ennen t  ~r un plan ~t deux di- 

mensions,  engendrd par  les droi tes  or thogonales  au bord au point  B. I I e n  r6- 

sulte que le vecteur  B P  p e r t  s 'expr imer  comme combinaison lin~aire des vee- 

teurs  n et t. En  d~s~gnant donc, comme au n ~ 48, le vec teur  B P  par  v, on 

voit  comme lh que v ~ v(n + t), d'oS, duns l 'ordre  d'id~es du m~me num~ro, il 

s 'ensui t  que 

d R  d R  
d--~ + ~ / =  o. 

52. Une solution explieite du probl~me de Cauchy pour m - ~ 2 / . -  Dans 

tou t  e e  qui suit, nous supposerons que m > 3 et  alors, pour  m pair, m >  4. 

A par t i r  de eet te  valeur, toutes  les intdgrales f igurant  darts la solution g6n~rale 

du n ~ 48 sont  divergentes,  et il faut ,  pour  les obtenir  sous forme finie, les inter-  

pr~ter par  quelque m~thode de p ro longement  analyt ique.  L 'express ion explieite 

pour  1~ d6duite au n ~ 49 nous fourn i t  un proe~d~ effeetif  de prolongement .  En 
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effet, en y appl iquant  ( l - -  I)-fois la formule  (63) du n ~ 24 (ddmontrde au n ~ 42), 

on volt  immddia tement  que 

(13) u(P)  = I~,]; g, h(P)  = A ' - a l ~ ' f ,  g, h(P)  = 

- -  (~ft - -  2)'I (.Om'l A,_l{ f .fdQ + f gdS+ f hd,I" 
DPs S P sP 

Cette expression met  en 6vidence le principe de Huygens(1) pour  route  di- 

mension d 'ordre  pair  --_ 4- En effet, il ressor t  imm6dia tement  de la formule  (8) 

que l e s  d~riv6es de I ,  ~' ne d6pendent  que des valeurs que les donndes adme t t en t  

au voisinage infinitdsimal de la nappe. I1 en est done ainsi de u = h ~ - l I ,  m pour  

1 ~ 2, c 'es t -~dire  m ~ 4. Dans  le n ~ 5'5, nous d~duirons le pr incipe en quest ion 

d i rec tement  de la solution g6ndrale (3) ( no 44:). 

58. Une solution explie i te  pour m ~ 2 1 + I. - -  L 'appl ica t ion  (itdrde) de l 'opdra- 

t ion A g I ,  ~ condui t  g des I ,  don t  l 'ordre  est  de la m~me pari td que m. P o u r  

un hombre  impair  m, elle ne c o n d u i r a  done jamais  g 1, 2. Or on a 

DiS ) S P 

routes les intdgrales &an t  mani fes tement  convergentes .  (Le f ae teu r  num&ique  

peut  aussi s 'dcrire 2 / ( m - -  I)[ win, off corn est la surface to ta le  de la sphere uni- 

ta i re  dans l 'espace euclidien g m dimensions;  cf. n ~ 31). On a alors pour  la 

solution du probl~me de Cauchy 

(I5) u(P)  = 12,j; g, h ( P ) =  A'I~+~j ;  g, h (P) .  

54. Caraet~re invar iant i f  des solut ions  obtenues.  - -  Les solutions que nous 

venons de ddduire s 'appl iquent  en par t icul ier  au deux cas classiques m = 4 et 

m = 3, traitds par  Ki rchhoff  et par  Volterra.  Duns sa cr i t ique instruct ive,  adressde 

aux solutions de ces auteurs,  M. Hadamard(~) leur reproche  que les noyaux utilisds 

deviennent  singuliers sur la l igne droi te  passant  par  le point  P et para.ll~le h. 

1'axe des _~, singulari t6 artificielle et dtrangbre au problbme ~ rdsoudre. En 

part iculier ,  le noyau de Volterra(8) 

log { X, - ~l + V(x ,  - ~,)~ - (x, - ~,)~ - (x~ - ~) ' }  
V ( x ,  - L.)  + - 

Q) Cf. pour l'dnoncd do principe l'Introduction et, en partieulier, le n ~ 55. 

(~) HADAMARD 1, p. 96 et  suiv. 
(8) Cf. p. ex. GOURSAT, Cours d'Azmlyse I I I  (I915) , p. I62. 

11--48173. Acta mathematica. 81. Imprimd le 6 avril 1948. 
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est une fonction primitive par rapport s x~ de la solution ~l~mentaire r -1 

---- {(x~ -- ~i) ~ -- (x~ -- ~)2 _ (x s _ ~)~}-�89 cette fonction primitive 6~tant choisie de 

mani~re qu'elle s'annule sur la nappe du cSne au sommet P. Ce noyau, qui 

pr~sente une singularitg logarithmique sur ladite ligne, donne lieu ~ trois int~- 

grales couvergentes, qu'il faut  diff~rentier par rapport s x~, pour arriver s la 

solution d~finitive. Les reproches de M. Hadamard s'accentuent encore quand il 

devient question de la g~ngralisation aux dimensions impaires d'ordre sup~rieur, 

due ~ M. Tedone. Ls il s'agit des integrations it~r~es de la solution ~l~mentalre 

par rapport s x~, suivies d'un nombre ~gal de differentiations, appliqu~es aux 

int~grales fortunes avec les noyaux correspondants. 

Pour faire bien ressortir le point de rue de ]~I. Hadamard, nous ne pouvons 

faire mieux que de rep~oduire textuellement le passage suivant, concernant la 

connexion ~ven~uelle entre la ligne droite en question et le probl~me dont 
O .o il s a ~ t :  

~ Les d e u x  a u t e u r s  (Kirchhoff  e t  Volterra)  a u r a i e n t  d v i d e m m e n t  vu  que  ce t t e  c o n n e x i o n  ~ta i t  

lo in ta ine ,  si, ~ l '~poque  od i ls  on t  compos~ l eu r s  t r a v a u x ,  la  Science ava i t  ~td en pos se s s ion  de 

nos  id l e s  ac tuc l l e s  su r  ]a RelativitY. On  sa l t  ma in t ena .u t  qu ' i l  n ' y  a pa s  de s ens  d~fini (ou, si on 

prdf~re, qu ' i l  y ~ une  inf in i t~  de sens)  ~t par le r  d ' n n  p o i n t  fixe de l ' espace  consid~r~ '~ des  i n s t a n t s  

success i f s ,  qu ' i l  ex i s t e  ( comme on le s ava i t  m 0 m e  a u p a r a v a n t )  u n e  inf ini t~ de t r a n s f o r m a t i o n s  lin~- 

aires  en  x,  y, z, t (ou x,  y, t) - -  f o r m a n t  le ' g roupe  de Loren tz  - -  qu i  l a i s s e n t  no t re  ~qua t ion  a u x  

d~riv~es par t i e l l es  i nva r i an te ,  et  que  de te l les  t r a n s f o r m a t i o n s  ne  c h a n g e n t  pa s  le cSne caract~- 

r i s t ique ,  ma i s  p e u v e n t  t r a n s f o r m e r  ]a droi te  en  ques t i on  en n ' i m p o r t e  que l le  a u t r c  droi te ,  men~e  

pa r  le s o m m e t  e t  ~t l ' i n t~r ieur  du  cSne carac tdr i s t ique .  I l  es t  donc  clair  que  cet te  d~oite n ' a  a u c u n  

r01e special  ~ joue r  d a n s  nos  calculs..~> 

Les lecteurs qui connaissent la c~l~bre solution de Volterra, et m~me ceux qui ne 

la connaissent que par nos indications sommaires, ne pourront manquer d'observer 

que la m~thode que nous venons d'exposer est tr~s apparent~e ~ celle de Volterra. 

I1 y a pourtant  une difference essentielle qui f a r  que notre mdthode dchappe 

enti~rement aux reproches de M. Hadamard. Cela tient au fair que l'opdration 

par laquelle on a pass~ des int~grales divergentes figurant dans 12 aux int~grales 

convergentes darts I ,  ~ ou 1 .  ~§ (augmentation de l 'exposant a dans r ~-,n) et les 

differentiations (A ou ses it~rds) par lesquelles on retourne s 12 sont des opdra- 

tions invariantives qui, par consequent, n ' introduisent aucune singularit~ ~trang~re 

au probl~me. 

Avant d'abandonner cette m~thode de solution, il nous paralt utile d'observer 

que les diffdrentiations(1) faciles s gcrlre, qui y figurent, sont souvent difficiles 

~n-2 m - 1  

(~) Nous  e n t e n d o n s  p~r  l~t les ope ra t i ons  A 2 et  A 2 , r e s p e c t i v e m e n t .  



L'int6grale de Riemann-Liouville et le probl~me de Cauchy. 83 

ex6cuter. I I n e  sera  done pas superf lu  d ' ind iquer  d 'aut res  solutions explicites 

o~ il n ' in te rv ien t  pas de telles diff6rentiations.  On peut  t i rer  de telles solutions,  

au moins en principe, des formules  g6n6rales des n ~ 31--36,  o~ nous avons donn6 

le pro longement  analyt ique de ]~ pour  un indice a arbitraire~ Or, ces formules  

d tant  adapt6es au cas gdn6ral, il n 'y  aura  pas de simplifications notables  pour  

a = 2. Nous reviendrons  sur la quest ion de solutions explicites en dormant  une 

solution de plus pour  l '6quat ion des ondes cyl indriques au n ~ 56 et  des solutions 

sous la forme de potent ie ls  retardds pour  les dimensions d 'ordre  pair  au n ~ 57. 

55. Propridtds de la solution gdndrale. Prineipe de Huygens. Diffusion des 

ondes. - -  En 6tudiant  la solut ion g~n~rale 

(3) u (P) = l~,f, g, h (P), 

donn6e au n ~ 44, nous supposons dans la suite que m ~ 3. P o u r  m = 3, ce n 'es t  

que l ' int6grale  p rovenan t  de la double  couche qui diverge, tandis  que, s pa r t i r  

de m-~  4, il en est de m~me de routes les intdgrales f igurant  darts la solution. 

En effet, on a montr6  au n ~ 15, que les deux premieres  int6grales en I~ di- 

vergent  pour  a < m - - 2 ,  et  au n ~ ~5, que la troisibme diverge m~me pour  

a < m. (Aux n ~ 5 0 ~ 5 1  on a 6~udi6 l 'a l lure singuli~re que cet te  intdgrale  pr6- 

sente pour  a = m.) Nous :conna i ssons  d6js le rble que le prineipe du prolonge- 

m e a t  analy t ique  joue  pour  met t re  not re  solution sous forme finie et  nous avons 

ddjs rencont r6  des m6thodes effectives de prolongement .  A present  nous nous 

proposons d'61ueider l 'al lure g6n6rale de la solut ion sans effectuer  aucun pro- 

longement  explicite. 

On volt  par  la forme mgme de la solut ion que la valeur  de u (P)  d6pend 

un iquement  des valeurs que les donn6es ad m e t t en t  aux points Q situ6s ~ l'in- 

t6r ieur  ou sur la f ront i~re  du cbne D P ou, pour  par ler  avec M. l=ladamard, points 

qui sont  ~ sous onde ~ (~) par  r appor t  s P. (Cela a d 'ai l leurs  encore lieu pour  m = I 

et m = 2.) En effet, no t re  solut ion est donnge par  des intdgrales 6tendues s un 

domaine  et  une por t ion de surface, tous les deux compris  dans le cbne r6tro- 

grade J9 p. 

On salt  aussi, par  les t r avaux  de M. H ad am ard ,  qu 'on  a 1/r un t r a i t  gdn6ral 

chez les solutions des 6quations que M. I t a d a m a r d  appelle hyperboliques normales.(~) 

La  valeur  de u (P)  ne d6pend que des valeurs des donn6es admises aux points  

qui sour sous onde pa r  r appor t  ~ P. 

(t) HADAMARD l ,  p. 74. 

(') HADAMARD 1, p. 47 et  2I 9. Cf. aussi  le n ~ 56 b/s du p r e sen t  t ravai l .  



84 Marcel Riesz. 

Notre formule fair aussi ne t tement  ressortir  la diff6rence fondamenta le  qui, 

pour l '6quation particulibre que nous t rai tons ici, a lieu entre les cas de m 

impair  et de rn pair. Cette diff6rence, s laquelle nous avons d6js fair allusion 

plusieurs fois, consiste en ce que, pour les dimensions paires, entre en vigueur le 

princ~pe de Huygens. 

Remarquons d 'abord que pour route valeur paire de m ( ~  4), la fonction Hm (a) 

admet  un p(Sle(1) au point  a----2, ce p61e provenant  du fac teur  F ( a + 2 - - m  t 
2 / 

(cf. pour Hm(a) le n ~ 16). En effet, ! ' a rgument  de cette fonction devient pour 

a-----2 ~gal s ( 4 -  m)/2, nombre 6gal s z6ro ou s un entier n6gatif  pour r epa i r  

et -------4. 

Dans ces circonstances, on volt, m~me sans effectuer aucun prolongement  

explicite, que la valeur de u (P), c'est s la valeur de I~  j~ g, h (P) pour a : 2 

ne pourra ~tre influenc6e par les valeurs q u e  les donn6es admet ten t  s l ' int6rieur 

du c6ne  D R. I1 suffit pour le voir d 'adapter  an cas actuel le ra isonnement  de 

caract~re in tu i t i f  fair dans l ' In t roduc t ion  et relat i f  au cas lin6aire, m - ~  I. Ls  

on a montr6 que les op~rateurs I ~ et I -n sont de caractbre local, grs aux deux 

fa i ts  que l ' int~grale f f ( t ) .  ( x -  t) ~ d t (d > o) ne cesse jamais  de converger et 
a 

que le facteur  I iF(a) s 'annule pour a ~gal s z6ro ou s un ent ier  n~gatif. Mu- 

tatis mutandis, i] en est de m~me ici. En effet, si, dans le second membre de 

l 'expression de I$ (formule (61) d u n  ~ 23), on n '~tend l ' in tdgrat ion qu's un do- 

maine ou s une port ion de surface arbitraires, intdrieurs au sens strict an c6ne 

D R, les int~grales correspondantes ne cesseront jamais  de converger. Multipli6es 

par I/H~(a),  facteur  s 'annulan~ pour a-----2, elles n 'appor teront  donc aucune 

contr ibution s la valeur finale I ,  ~ de 1~. Ce point  admis, l ' int6grale spatiale 

totale dans I~  devra dans I ,  2 se r~duire s une int~grale ~tendue s la nappe du c6ne 

(ou, plus pr6cis6ment, s une certaine port ion de cette nappe) et les int~grales de 

.surface s des int6grales 6tendues s l ' intersection s p de la nappe a v e c l a  surface S.(~) 

Or, ce fai~ consti~ue pr~cis6ment le principe de Huygens  ~nonc~ sous la forme 

suivante:  La  solution u(P) ne d~pend que des valeurs que les donn~es admet ten t  

I ~  
O) La f o n c t i o n ~ r 2 ( ~ ) - - - - 2 / ~ ) n ' a  pa s  de pSle pou r  ~ = 2 .  Le p r inc ipe  d e H u y g e n s ,  a u q u e l  

ob~it  le t ro i s i eme  t e r m e  de la so lu t ion  pou r  m ~ 2, d~pend  u n i q u e m e n t  du  fair  que  le n o y a u  

dra -2 / dn  c o n t i e n t  le f ac teu r  e~ - 2, qu i  s ' a n n u l e  pou r  ~ - > 2 ;  (cf. les  n ~ 4 7 - - 4 8  et  p o u r  I ~  les 
n ~ 50--51). 

(~) Cf le n ~ 57. 
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aux points de la nappe du e6ne D R, points qui, suivant la terminologie de M. 

Hadamard(1), sont (~juste en onde ~ par rapport au point P. 

On peut aussi dire, pour citer l 'Introduction, que le principe de Huygens 

ddrive du fair que l'op6rateur 12. prdsente, pour m pair > 4, un earact~re quasi 
I 

local; il n'y intervient que de tels points qui sont ~ distance zdro du point P.(~) 

Pour m impair, la fonetion H,~(a) n'admet pas de pble en a = 2. En effet, 

il en est ainsi pour chacun des deux faeteurs / '  q u i y  interviennent. Notre 

formule de solution devient en principe identique ~t eelle de M. Hadamard(~), 

la seule diffdrence 6rant que nous interprdtons les int6grales divergentes par 

prolongement analytique, tandis que M. Hadamard le fair en appliquant sa rod- 

rhode de la partie finie. L'une ou l 'autre des deux mdthodes montre que, les 

donndes 6rant gdn6rales, la solution, dcrite sous forme finie, contient des int6- 

grales 6tendnes au volume entier D P et s la portion de surface enti~re S p. On s 

a 1s ce qu'on appelle diffusion des ondes(~) ou encore l 'apparition d'intdgrales 
rdsiduelles. 

56. Diffusion des ondes. (Suite). - -  La diffusion des ondes se pr6sente en 

particulier pour l'6quation des ondes cylindriques (m ----- 3) et tout  ~ fair inattendue 

tors de sa d6couverte, elle fa t  raise en 6vidence par Volterra(5) moyennant la m6thode 

dont nous venons de donner un apercu au n ~ 54. 

Dans la solution de cette 6quation, il n'y a pas lieu de faire de prolonge- 

ment pour les intdgrales spatiale et de simple couche qui sont convergentes 

et s'dcrivent, en tenant eompte de ce que H s ( c t ) = 2 ~ F ( a - - I  ) et par suite 

H a (2) = 2 7C, 

f f,'-'dQ+ f gr-ldS } 
DP sP 

s 

On a 1s nne intdgrale triple et une intdgrale double, routes les deux r rd- 

siduelles ,). 

Pour obtenir le prolongement analytique de l 'intdgrale de double couche 

(l) HADAMARD 1, p. 74, 239, 324. 
(2) I1 eu es t  de m~me - -  les ra isons  son t  ana logues  - - ,  pour  m pa i r ,  des opdrateurs  12k, k 

en t ie r  posi t i f ,  2k  < m -  2, e t  pour  m Dnpair,  des opdrateurs  12  k+ l ,  k entier, 2k + I < . ~ - - 2 .  

/ ~ 2 p  a, pour  1o ent ie r  >= o, un caractere  strictement local, i n d d p e n d a m m e n t  de la par i t6  de m. 

En  effet on a, d ' apres  le n ~ 42, I~ g, h(P)=f(P)  et 1 .2p f ,  g. h ( P ) =  APf (p ) .  
(a) ]~ADAMARD 1, p. 227 ( formule  (39)). 
(4) HADAMARD 1, p. 238. 
(~) VOLTERRA 1. 
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sous une forme explicite, le plus commode sera de par t i r  de l ' int6grale (95) 

d u n  ~ 31 (au lieu de la formule (Io 7) d u n  ~ 32, modifi6e selon les indicat ions du 

n ~ 33). Posons donc, dans les no ta t ions .des  n ~ 27--33,  

~-mf I :o ,  o, h (P)= ~ ( a )  h(a)r~-2dH" 
sP 

La sph6re uni ta i re  tom-1 donn6e par la formule  (99) d u n  ~ 31 se r6duit  iei 

une circonf6rence de rayon I. En in t roduisan t  l 'angle azimutal  ~), on peut 

exprimer les coordonn6es des points z de H par  les formules 

z ~ = - - � 8 9  - ~ + t ) ,  z ~ = - - � 8 9  - ~ - t )  cos O, z 3 = - - � 8 9  - ~ - - t )  s i n o .  

Pour  chaque valeur ddtermin~e de ~,  le point  z d~crit un mdridien(~) sur H. 

La  projection (centrale au centre P) d 'un tel m6ridien sera une certaine ligne 

l, qui coupe l ' intersection s P de S e t  de la nappe C P du cbne D e en un 

certain point  b, point  qu'on fair eorrespondre ~ tous les points a de la ligne l. 

Tandis  que ces points a d@enden t  encore de t ou de T =  t ~, a----a(T, O), le 

point  b ne d@end que de ~,  b-----b (~). 

Sp6cialisons l ' int6grale ei:dessus, en y posant  m = 3, et notons qu'elle con- 

verge pour a > m = 3. ]~erivons aussi, d'apr6s la formule (72) d u n  ~ 27 

ra 
ra=-~"  t = v a "  t-~vaT�89 

Cela dtant  admis, il vient 

a ~ 3 f  (I 6) I~ o, o, h (P) ~- Hs Ca----] h (a),'~-2 d H - -  

]~crivons 

~  

a -- 3 h (a) v~ -2 T ~ -  dH. 

(17) h (a). v T  2 = (h (a) v~ -2 - -  h (b) vg -2) + h (b) vg -2 

et, d'apr~s la formule (99) du n ~ 31, avec m = 3, 

a--2 a-5 
(IS) :T 2 d H = � 8 8  r ~ .(I -- r ) d r d ~ ) .  

Le dernier terme de (I7) , ind6pendant  de T, in t rodui t  dans (I6), donne alors, 

d 'abord pour a > 3 

Q) Ces m~ridlens ddpendent dvidemment du choix de l'axe des ~1. 
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2 z  1 

:K(3-a) h ( b ) v g - 2 d q ) .  T-2-(I- r)dT 
o o 

2 ~  

_-- a -  3 . J f  h(b)vg ' -2dq)  
4 ~ s [  ) _ rr ,a, a - -  3 ce-- I 

�9 0 
2 2 

V u  que  H3(2  ) - -  2 7~, i l  en d e v i e n t  p a r  p r o l o n g e m e n t  a n a l y t i q n e ,  p o u r  a----2, 

2~ 

I I  s ' e n s u i t  f i n a l e m e n t  

o, o, ( v )  = - - -  

0 

2~ 

f if i (h (a) - -  h (b)) d H + ~ .  h (b) d ~ .  
2~T 

sP 0 

L e  p r e m i e r  t e r m e  d u  s e c o n d  m e m b r e  p e u t ,  d ' a p r ~ s  (I8),  a u s s i  s ' 6c r i r e  

2z  1 

 t'f 8 z .  d $  ( h ( a ) - - h ( b ) ) T - ~ ( i  - -  T ) d T .  
0 0 

O n  v o l t ,  so i t  p a r  l a  d e r n i ~ r e  f o r m u l e ,  so i t  p a r  les  & a l u a t i o n s  des  n ~ 32 e t  33 

q u ' i l  suf f i t  l a r g e m e n t  p o u r  l a  v a l i d i t 6  des  e x p r e s s i o n s  o b t e n u e s  que  h(a)  e t  S ( a )  

a d m e t t e n t  des  d6r iv~es  p a r t i e l l e s  c o n t i n u e s  du  p r e m i e r  o r d r e . ( t )  

L ' i n t 6 g r a l e  d o u b l e ,  f i g u r a n t  d a n s  la  s o l u t i o n ,  e s t  e n c o r e  u n e  i n t 6 g r a l e  r& 

s idue l l e .  (~) 

L e s  r e c h e r c h e s  de  ]K. B a d a m a r d ,  c o n t i n u a n t  ce l les  de  V o l t e r r a ,  o n t  m o n t r 6  

c l a i r e m e n t  que,  d a n s  l a  t h ~ o r i e  g6n6ra l e  des  6 q u a t i o n s  l i n ~ a i r e s  h y p e r b o l i q u e s  

n o r m a l e s  d u  s e c o n d  o rd re ,  s coe f f i c i en t s  cor~sta~ts ou variables, c ' e s t  l a  diffusion 

des ondes qui  f a i t  l a  r~gle e t  son  a b s e n c e  qu i  f a i r  l ' e xc e p t i on . (3 )  

(') Cf: la note (1), p. 5I. 
(~) I1 y a lieu de mentionner /t eette occasion que MM, Baker et Copson ont appliqu6 

notre m6thode d'une maniere explieite /t r6quation des ondes cylindriques en dlueidant les prin- 
cipes aussi pour des cas plus g~ndraux. (BAKER-COPSON, The Mathematical Theory of Huy#ens' 
l~rinciple, Oxford I939, P. 54--67.) Je tiens /t les remercier de leur int6r~t, d'autant plus re- 
marquable, que ce n'&ait qu'un r~sumd tres prdcaire de ]a mdthode (RIEsz 1) qu'ils avaient g 
leur disposition. 

(8) Pour des coefficients constants, on trouve ]a ddmonstration dans ]e numdro suivant; pour 
des coefficients variables, voir le dernier Chapitre. M. Hadamard a dmis l'hypoth~se qne les seules 
dquations du second ordre obdissant au prineipe de Huygens sont celles qui contiennent un nombre 
pair de variables inddpendantes et qui, par des transformations ponctuelles de ees variables et 
par la multiplication de la foaction ineonnue avec une fonction convenable, peuvent se rdduire 
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Or, c'es~ pr~eisement ce dernier cas, exeeptionnel au point de vue de la 

thdorie g6n~rale, qui a lieu pour l'~quation des ondes dans  tout  espace - -  ou 

mieux, dans tout univers  - -  ~ une dimension d'ordre pair .  Cet ~tat des choses est 

d'une importance capitale pour le monde physique, r~gi dans ses manifestations 

les plus nettes, telles les ph6nom~nes 61eetro-magndtiques ~ y  compris la lu- 

mitre - -  par l'~quation des ondes sph~riques.(~) 

56 his. ]~quat lon  des  o n d e s  a m o r t l e s .  ~ ]~tant donn6e une  ~quation aux d~riv~es par t ie l les ,  
l in6aire et  du second ordre,  nous  d i rons ,  avec M. Hadamard( t ) ,  qu ' i l  s ' ag i t  d 'une  ~quation hyper- 
bolique normale, si la forme quadra t ique  form6e avec les coefficients des d6riv6es du second ordre 
- -  t ransformde en somme de carr6s ~ con t i en t  m earr6s qui  on t  lous, s a u l  un, le re{me signe. 

I1 est  facile de faire voir  que tou te  equat ion  hyperbo l ique  normale  it coefficients cons tan ts  
se r6dui t  soi t  it l '6quat ion des ondes Au ~ f ,  soi t  ~t l '~quat ion des ondes amort ies  h u  + / , u  ~ f ,  
oh /z # o est  cons tant .  On mon t re  ensui te  quc cet te  derniere  6quai ion condui t  toujours  it des int~- 
grales  rdsiduelles,  et  cola i n d 6 p e n d a m m e n t  de la par i t6  de m. On aura  a insi  pour  le cas des co- 
efficients cons tan t s  confirm6 le fair annonc6 au num6ro pr~cddent.  

L '6quat ion g6n6rale (h coefficients constants)  ayan t  ~t6, par  uric subs t i t u t i on  l indaire des vari- 
ables ind6pendantes~ mise sous la forme 

B Ou 1 
~e~ Ox~. ~Ox k 

1 1 
on pose 

• 
B k x k 

1 
e 

m 

= E,  E u = v ,  C - -  Z e / 1 B I = , u - - - - - 2  ' ,  E f  =.q  

1 

et on ob t i en t  l '~quat ion 

(I9) (A 27 22)v = g.(a) 

Comme nous  l ' avons  fai t  au chap i t re  I I I ,  cn y pa r t an t  de l 'op~ra teur  A, nous  d~finirons ici 
une  in tdgra t ion  d 'ordre  f ract ionnaire  ra t tach~e it l 'opOrateur A 27 2 2. Le noyau cor respondant  D'a 
rempl i ra ,  en t re  au t res  ehoses,  la re la t ion 

(~, 27 2 t) W a+2 = W ct. 

l~ous ~erirous d ' abord  les formules  d~finit ives e t  i nd ique ron t  ensui te  la vote qui condui t  au 
noyau  en quest ion.  Consid6rons,  pour  commencer ,  la fonct ion de Bessel'  d 'o rdre  n 

l '~quat ion des ondes.  Myron Mathisson,  qu 'une  mor t  prdmatur~e  a emp~ch~ de poursu ivre  ses 
impor t an t e s  recherches ,  a v~rifi5 ce t te  hypoth~se  dans  le cas off les coefficients des t e rmes  du 
second ordre  sont  cons tan ts .  Quan t  au pr inc ipe  de Huygens  pour  les ~quat ions  byperbo l iques  
d 'ordre  sup~rieur  .~ deux,  on pour ra  consu l te r  les t r avaux  de M. Pe t rowsky  et  de M. G~rding. 
(Pour les t ravaux  des t rois  au teurs  cites voir la Bibliographie.)  

(1) Pour  cet te  observat ion,  r e m o n t a n t  it Boussinesq,  cf. GOURSAT, Cours d'Analyse I I I  (I915), 

p. I09. 
(') HADAMARD 1, p. 47 et  2I 9. 
(8) Cf. p. e x .  I -~ADAMARD, 1, p. I48. 



L ' i n t d g r a l e  d e  R i e m a n n - L i o u v i l l e  e t  l e  p r o b l ~ m e  d e  C a u c h y .  

~ (-- I)PZn+2p 
J n ( z )  = ~ 2n+2 p "_~1 /~(n + ~  -]- I) 

8 9  

(2o) 

p=0 

et  posons ,  avee  les n o t a t i o n s  d u n  ~ 14(x), 

c$--m 

(2I) wa(.P, Q)= " (~-lrP Q) 
m-2 . + ~ - 2  j . - ~  (~trpQ) 

dans  le e6ne r6 t rogmde  an  s o m m e t  ~P e t  n u l  a i l leurs .  On  t r ouve  a lo r s ,  en  a p p l i q u a n t  le d6velop- 
p e m e n t  en  s6rie (20) que  pou r  r # o 

(A~ + ~')  W ~+~  = (AQ + Z )  W ~+" = W ~ 

et  en  pa r t i cu l i e r  
(~ + ~l ~) W 2 = o. 

L' in t~gra le  

I~ ) f (P )  = f f (Q)  Wa(P,  Q)d Q 
. f  

s a t i s f a i t  a u x  r e l a t i ons  

don t  la  p remie re  ex ige  en g~n~ral  que  S soi t  d ' o r i en t a t i on  d ' e space  ou que  D s  P se confonde  avee  

le c6ne en t i e r  DP. 
La fo rmule  de Green  sera  de la m~me  forme q u ' a u  ehap i t r e  ] I I .  En  p o s a n t  donc 

l,~(~)f,g,h(P)= f f (Q) Wa(P' Q)dQ+ f {g(Q) Wa(P' Q)-h(Q)dWa(P"Q)} 
D~ S P 

on a u r a  l ' ident i t~  

I~)u(P)= +2 du l'g,(a ) (a + ~') u, Unn' u(P). 

On a auss i  dans  le eas  ac tue l  la  re la t ion  i m p o r t a n t e  

0 I~ (:Q J, g, h (P) = f (P) .  

E n  r a p p r o e h a n t  les deux  de rn ie res  fo rmules ,  on o b t i e n t  l ' iden t i t6  

du u(P), (22) u(P) = Ii(~)(~ + ~ )  u, a n '  

qui,  si Yon y por te  les donn6es ,  dol t  fourn i r  la  so lu t ion  du  p r o b l e m e  de C a u e h y  eo r respondan t .  

On  voi t  de su i t e  pa r  le d 6 v e l o p p e m e n t  (2o) e t  pa r  la  fo rmule  (2I) que  les f ac teu r s  F f igu ran t  

dans  les d 6 n o m i n a t e u r s  des  t e r m e s  e o n s t i t u a n t  W a n ' o n t  pa s  de p61es en er = 2 pour  m impai r ,  

(1) Cf. M. RIEsz  2, derni~res  fo rmules  de la  Note  add i t ionne l le .  

12--48173.  Acts mathematics. 81. Imprim6 lo 6 avrfl 1948. 
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et  que, pour  m pair ,  ces t e rmes  n ' a d m e t t e n t  de p61es en a ~ 2 que  si l 'on a p <: m _  _~ 2. Ce ue 
2 

son t  donc que ces termes-lk,  compldtds,  en ce qui concerne la double  couche, et  ce]a pour  des 
~n 

ra i sons  expl iqudes  au n ~ 15, par  le t e rme cor respondan t  k p ~ 2 - -  I, qui  d o n n e n t  lieu au p r im 

cipe de Huygens .  Tons  les au t res  te rmes ,  en nombre  infini,  fourn i s sen t  des in tdgra les  rdsiduel les  

(convergentes)  d tendues  ~ ~O~ ou ~ S/ ' .  

I1 nous  res te  a ind iquer  commen t  on arr ive  au noyau  (I9). On peu t  le faire par  la thdorie 

de l ' in tdgrale  de Fourier ,  en ex igean t  que l 'opdra t ion  Ii~), d tendue au cSne rdtrograde en t ie r  e t  

appl iqude  ~t une  fonct ion  de la forme e Zbkxk,  avec 

b k = bPk-Jr ibPk ~', ct ~ $ k  lb~? > O, b i > O ,  

reproduise  cet te  fonct ion mul t ip l ide  par  

(E E k-1 bk'- + ~8)-  2 .  

II es t  pou r t an t  p lus  commode  de procdder comme il suit .  On pose, d 'une  manie re  symbol ique ,  

a a 

--  p=O p" p-~O p 

~2p [a+2p. 

L'opdra teur  I a ddr ivant  du noyau  ra-m/Hnt(a), l 'opdra teur  I(~) doi t  ddriver dn noyau 

(23) W a =  - - 2  2 2 P H m ( a + 2 p ) ,  
p = o \  F /  

qui  es t  iden t ique  ~ celui  donnd par  la formule  ~2Ij.r 

57.. Potentieis retardds. - -  Considdrons d'abord, pour une dimeusion m arbi- 

traire, l ' intdgrale convergente pour a > m -  2 

1of(P) - (6) f(•) d Q, 

oh, comme d'ordinaire,  P----x, Q - - 6 .  Envisageons, dans l 'ordre d'iddes du n ~ 

31, le demi-hyperbol0ide au centre x et de rayon r, e'est-s ( x - - ~ )  s - -  r ~, 

g ~ -  xl  < o, et posons la nota t ion Hr pour la port ion de cette surface qui est 

intdrieure au domaine Ds P. Eu ~gard s la relat ion 6vidente (el. la formule (89) 

d u n  ~ 31) 
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on peut ~crire 

(24) 

d Q = dH~. dr -~ I dH~. dR (R -~ r~), 
2 r 

R0 
- -  Hm dR f ( Q ) i a f ( p )  ~ I 

r -~' 
o ILl r 

off R o d6signe le maximum de R en D R . Si l 'on pose encore 

(25) f )dH~ n-a f (Q  - ~ - =  A(R) et z(R)--= ~.~ A(k)(~ k ! R~' 
H r  k~-.O 

on aura, d'apr~s la formule (13) d u n  ~ 5, 

91 

formu[e qui fourni t  le prolongement  analyt ique de I"f(P). 
Nous ne nous sommes pr6occup6s ni de l 'existence, ni de la continuit6 des 

d6riv6es A(k)(R), ni mSme de la signification de A (o) et des A(kl(O). En ce qui 

concerne le premier point, on peut sans doute d6montrer  par  lea m6thodes des 

n ~ 27 29 que, dans nos condit ions usuelles, les quanti t6s en question existent 

et poss~dent les propri6t6s d6sir6es. Pour  des surfaces S tr~s simples, p. ex. un 

plan d'espace, la chose devient, pour ainsi dire, 6vidente, puisque l ' intersection 

de Hr  avee S devient  tr~s simple. D'autre  part,  dans le cas g6n6rsa, les calculs 

seluient  cer ta inement  assez p6nibles, sur tout  pour les d6riv~es d 'ordre supd.rieur. 

Nous verrons ~ l ' ins tant  que, pour I'0 et mSme pour I .  2 et pour ]a dimension 

m - - 4 ,  les diffieult6s de calcul disparaissent enti~rement,  au moins en ce qui 

concerne l ' int6grale de volume et la simple couche, donL nous salons nous occuper 

tout  g l 'heure. 

Le second point  auquel nous venons de faire allusion, g savoir la significa- 

Lion de A (o) (et des A(k)(o)), est de la plus grande importance eL ddpend des 

propri6tds de la diff6rentielle dHr/r. 
Consid6rona d'abord, dana l'espace euclidien g m dimensions, la sphere E~, 

donn6e par l '6quation z~ + z~ + --. + z~ ~ r ~. Lea cosinus directeurs de la normsae 

ext6rieure - -  ou lea eomposantes de la normale unitaire ~ 6Lant zk/r, on a, pour 

l'616menL dE~ de cet te  sphere, la relation 

Ro a - m  ~-k+l 
f (  n-1.4(k; (26) 1 o f ( v ) =  i o - "  i (o) 2 

2Hm(a~}o A(R)--z~(R))B--~-dRq 2Hm(a) z. ~ k[ "a--m__.Fk+x 
2 
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I d z : . .  �9 dz,~[ : I Z ' l d ~ , ,  
r 

ou, d'une manibre g6n6rale, 

I d z ~  . . . d z k - 1  d z k + ~  . . . d z , ,  I - -  l e k l  d ~ , . .  
r 

I1 est 6vident que des relations analogues out lieu dans route m&rique quadra- 

tique et que l'on a en particulier pour Hr 

(27) d ~  . . . d~,~ _ d H~ 

X l  - -  ~1 7" 

routes les quantit6s &ant  positives. Cette formule met en ~vidence que le pre- 

mier membre est invariant par route transformation (lorentzienne) de coordon- 

n6es, il en &ant ainsi pour le second membre. D'un autre c6t6, le premier 

membre garde sa signification aussi pour le c6ne caractdristique au sommet P, 

correspondant ~ r ~ - o ,  tandis que le second membre, qui devient o : o ,  la perd. 

Nous terminons cette digression en indiquant pour le c6ne H 0, qui n'est que 

l'hyperboloide d~g6n6r6 ( x -  ~)2~ o, une interpr&ation g~om&rique du premier 

membre de (27) , qui met en 6vidence son caractbre invariantif (d'ailleurs facile 

&ablir par un calcul direct). Pour 6viter route confusion, nous d&ignons pour un 

instant la mesure d'un 616ment dH~ par [dH~[,  en gardant la premibre notation 

pour la vari&d g~om~trique (ensemble de points) en question - -  deux notions 

que nous d6signons d'habitude par la m~me notation. Nous posons encore dHr  

pour la projection de dH~ sur le plan gl ~ o dans la direction de l'axe des gl 

et [dH~] pour la mesure de la projection. On aura alors, pour un 616ment d H  o 

autour du point ~ du c6ne, ]dHo[ = o, tandis que [dH~ esi la valeur limite 
xl -- ~l 

de [d t t , . [ / r  lorsque la vari&6 dH~ tend, point par point, vers la vari&6 dHo.(~) 

Si l'on d&igne par Cs p la portion intercept6e de la nappe par la surface 

S, par C~ la projection de C P sur le plan gl = o et par ~ un point arbitraire 

de Cs P, on pourra ~crire par ee qui precede 

(2s)  .4 (o)  = f f(v an , 

(1) Pour  fixer les iddes, on pourra  dtabl i r  une  cor respondance  b iun ivoque  en t re  ]es points 
des / / r  et ceux de /lr0 par  des droites paral le les  a une direction de temps ddterminde.  
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la diff6rentielle, r6p6tons-le, 6rant  invariant ive.  En posant  encore 

(x~-- ,l~) ~ = e, 

on aura  x 1 --~71 : -Q  ou ~/l = x ~ -  (~, et  A (o) pour ra  s'6crire sous la forme 

f . . .  d ~ .  
- - p  

On voit  que la cont inui t6  de f (et de S) suffit  pour  rendre  16gitime le pas- 

sage s lu l imite  ci-dessus. Ajoutons  qu'i l  serait  beaucoup plus compliqu6 de 

donner  des formules  explicites pour  les A(~)(o), mais on comprend que, dans des 

condit ions eonvenables,  on pourra  leur  a t t r ibuer  un  sens bien d6fini. 

Cela &ant ,  r e tournons  ~ la formule  (26). En posant  

(29) + 2 - - m = # , _  H ~ ( ~ ) =  z ~ . 2  ~ - l . r  r 
2 2 

m - - 2  
~ ~ . 2 a - 1 . / - '  

ladite formule  s '6crit  

(A) i oy (v )  = 

2a7~ ~ F 

RO 

0 k=O 

Admet t an t  dans la suite que m est un  nombre  pair ~ 4, nous allons cal- 

culer I~ f (P) .  Pour  a 2, la valeur  ~ 4 -  m ---~ = sera ~gale ~ z~ro ou s un  ent ier  
2 

n6gatif.  En  t enan t  compte des r6sultats  du Chap. I,  et  su r tou t  de la formule  

(x3 ~S) d u n  ~ 5(1), On obt ient  donc 

I m--4 Im--4~ m /m--4~ 
(30) I~ f ( P )  = - - ~ - 2  (--  I ) ~ -  A ( ~ - ]  (o) = ( -  I)~ A~_2~F/(o). 

4~r 2 4z~ 2 

En particulier, pour m "-= 4, eu 4gard ~ (28~s), o n  arr ive au potent ie l  re tard6 bien 

connu 

( lrtt - -  4,) 

(') Pour m = 4 ,  on n'a pas besoin de la formule (t3b/s), ear A-~-- (o)  devient A(o)  qui, 
comme nous venons de le voir, peut s'obtenir par un passage k la l imite.  

7 
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(3~ P f ( l ~ ) = A ( ~  e 

Nous indiquons encore succinctement  les relat ions correspondantes qui ont  

lieu pour nos int6grales de surface. Tout  eomme dans le n ~ 50, nous divisons 

S P, moyennan t  son intersection avec l 'hyperboloide ( x -  ~)~= cI ~ en deux parties 

et d6signons par S la partie annulaire  ext6rieure et par  S la partie int6rieure. 

Notre but  final 6rant de calculer I .  2, nous pourrons nous restreindre ~ S, puisquc 

la contr ibution de 8 s 1. 2 s 'annule (vu que I :H,~(2)= o). 

I1 vicndra pour la simple couche (volt pour les notat ions et pour la relation 

d S = d s R . d l  le n ~ 50) 
~2 

(B) I :  o, g, o (P) = - f d S ~- Hm(a) g Hm (a) .1  g r" -  ~ - -  R ~ -  d R d-~ d sR 
o ~R 

0'2 

o 

off B ( B )  d6signe l ' int6grale 6tendue ~ SR qui figure au troisigme membre, et  off 

= (a + 2 --  m)/2 comme dana la formule (29). La  derni~re int6grale converge 

pour a > m - - 2  ou fl > o et son pr, olongement  analyt ique s 'obtient  de la m~me 

mani~re que celui de (24). I1 vient (puisque I .  2 = i .  2) 

(sl) P,o,  g ,o(P)  = - -  

et, en particulier, pour m = 4, 

( -  i)Y .B - ~  (o) 
2 . : m  2 

I~ o, g, o(P) B ~) I f d l 
-- 2 - -  = 2 - z .  g~--Rds. 

s P 

Pour  la double eouehe, on aura  d 'abord 

d r a - m  

dn 
et alors 

dr a - - m  d R  
- -  ( c t  - -  m )  ~ - m  - 1  _ _  r ~ -  m - 2  _ _  

dn  2 d n  

d~ 

dr "-'~ - -  ( a - - m )  f . ~ - - " - i  f d R  d l  as= J " dR.  as.. 
o t R 
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D6s ignons  la derni~re  in t6gra le  pa r  C(R) ,  et posons  ce t te  fois-ci  fl=a--__mm 
2 

On t rouve  d ' a b o r d  o)o-o 
r = - - - r  = ~r(~) ,  

2 2 

ce qui donne 
~t 

(o s, i . o , o ,  h ( P ) =  o r 
2 " 2 a - 1  " I~  0 

(~ 2 - m )  
On en t i re  p o u r  a = 2 - -  

2 

~ 2  ~rn 

~-~ (o)= ( "  ~-~ (3~) 1~o, o, h(v)= - ( -  ~ ) T  c (~- )  ~1~ c ( ~ )  (o) 
m - - 2  m - - 2  

2 ~  2 2 7 1 : 2  

et, en part icul ier ,  pour m = 4, 

(32~-) L~o, o, h(P)= i _  C ~ (o). 
2 g  

O n  voi t  que  P . f ,  g, h ( P ) s ' e x p r i m e ,  d ' u n e  par t ,  p a r  les va leurs  que f et  

ses d6riv6es d ' o r d r e  < m--___44 a d m e t t e n t  sur  Cs v et, d ' a u t r e  par t ,  p a r  celles que  
2 

g e t  h e t  leurs  d6riv6es d ' o r d r e  _--< m - -  4 et  d ' o r d r e  _--< m - -  2, r e spec t ivemen t ,  ad- 
2 2 

m e t t e n t  sur  s p. L 'e xp re s s ion  de 1~ ob6i t  d o n c  au  p r inc ipe  de H u y g e n s ,  chose  

6v iden te  d ' apr~s  ce q u ' o n  a vu au  n ~ 55. 

Le  Chap.  V e s t  consac r6  ~ une  i n t e r p r 6 t a t i o n  g6om6t r ique  des f o r m u l e s  (3I ~') 

e t  (32~). 

58. La solution 616mentaire. --- D a n s  t o u t  ce qui  precede,  le l ec teur  cher- 

che ra i t  en  vain (1) un  c o n c e p t  bien f ami l i e r  ~ t o u s l e s  initi~s, celui  de la  solution 

~l~mentaire. (*) 

En  s ' e x p r i m a n t  d ' u n e  maniSre  g6n6ra le  et  assez vague ,  on  e n t e n d  pa r  solu- 

t i on  616mentaire  d ' u n e  6qua t io  n l in6aire  aux d6riv6es par t ie l les  une  f o n c t i o n  V 

qui,  d a n s  une  ce r t a ine  r6gion,  sa t i s f a i t  ~ l ' 6 q u a t i o n  sans  second  m e m b r e  et  adme t ,  

(t) En r6alit6, il faut faire exception pour deux mentions concermtnt les mdthodes de Vol- 
terra et de M. Tedone (n ~ ~4). 

(2) Cette expression, due A M. Hadamard, est ~ notre avis bien pr6f~rable ~ l'ancien terme 
de solution fondamentale; of. HADAMARD 1, p. XlI. 
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dans un certain point une singularit~ d'un ordre d'infinitude convenable.(1) Pour 

fixer les id6es, on a, dans la th6orie de l'~quation de Laplace, pour route dimen- 

sion m # 2, comme solution dl~mentaire [e potentiel 616mentaire newtonien 

V---- gm "r~-% 

Le plus naturel nous paralt de ehoisir la eonstante num6rique arbitraire g,, 

de fagon que la formule de Poisson reproduise la densit6 spatiale avee le coef- 

I, c'est-g-dire que AffVdQ=f. Par exemple, pour m = 3, ficient la s o l u t i o n  

616mentaire ainsi norm6e est - - I  . (Cf. aussi le Chap. I I  du pr6sent travail.) 
4 ~ r  

Une pareille solution ~16mentaire n'intervenait pas directement dans nos 

consid6rations. Cette notion y a jou6 en quelque sorte le rSle d'un 616ment 

id6al; du moins pour m_--4 (et en pattie re@me pour m = 2 et 3). Nous enten- 

dions ainsi par / ~ f -  qui dans la th~orie de l'op6rateur de Laplace est (au 

signe pr@s) identique au potentiel newtonien tel que nous l'avons d6fini - -  le 

prolongement analytique de I=f, repr6sent6, pour les valeurs assez grandes de u, 

par des int6grales convergentes. I1 s'ensuit que, si l'on veut parler d'une solution 

616mentaire dans la th6orie actuelle, cela ne peut ~tre que 

~7~'r~--~ dans le cbne r~trograde, 
(33) V =  

( o ailleurs, 
off 

I 

7~ = H,~ (21" 

Pour m impair, il n'y a en r6alitd rien s objecter s cette solution ~ldmen- 

taire, si ce n'est que les int6grales fortunes avee elle sont divergentes pour m > 3, 

et sont s interpr6ter par prolongement a n a l y t i q u e -  comme nous l'avons f a i r - - ,  

ou par la m6thode de la partie finie de M. Hadamard. Le facteur num~rique 

7~ a, nous le savons, une valeur finie # o. Pour sa valeur explicite, il vient 

par un calcul simple 

(34)  7~  = t'/'m ( 2 ) =  ( - - I  " __ra . . . .  7/: O;m- 2 ' 
2 ~ 2  

off eom-~ signifie, comme d'habitude, la surface totale de la sphere unitaire dans 

l'espace euclidien ~ m -  2 dimensions (cf. la formule (8) d u n  ~ 6). 

(~) Pour  des r ense ignemen t s  p lus  precis, of. HADAMARD 1, p. I I 5 e t  suiv., en par t icu l ie r  p, I34, 
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P o u r  m pair ,  on a ~'m ---- o, et par  consequent  la solut ion gl~mentaire appara l t  

sous la forme paradoxale  

(35) V = o .  ,.~-m. (,) 

On peut  prdciser cet te  forme en posant  

(36) V : lira ~ din" r T M ,  
$ ~ 0  

off 

I 
(37) d,, = lim,~ 2 (a - -  2) Hm(a) 

2 (.Ore-- 2 
4 z 2 

La  forme ~ prdcis~e >> de la solut ion 6l~mentaire pour  m pair  est  tr~s ut i le  

dans le cas special - -  fo r t  im p o r t an t  au point  de rue  de la P h y s i q u e - - ,  m = 4, 

off les int~grales spatiale et  de simple couche convergen t  pour  route  valeur  de 

a > 2 et off par  consequent  on pent  obteni r  IP.J~ g,o(19 ) par  un passage s la 

limite. On pent  done appliquer  d i rec tement  la formule  ( 3 6 ) s  l '~valuation de 

ladi te  expression et  d6duire par  lk d 'une mani~re immedia te  les potent ie ls  re- 

tard6s c0rrespondants ,  sans fa i re  le d6tour  par  la thdor ie  g~n~rale. D ' au t r e  par t ,  

on pen t  aussi appl iquer  la formule  en quest ion s l '6valuat ion des intdgrales de 

simples couches, ces derni~res ~taldes sur des vari~t~s s dimension I ou 2, en 

par t icul ier  sur une <, l igne d 'univers  >>. On arrive par  1s ais~ment au potentiel-  

quadr ivec teur  connu sons le nora de potent ie l  de Li6nard-Wiechert .(~) 

59.  E x a m e n  cr i t ique  de la  so lu t ion  d ldmenia ire .  - -  I1 est clair  que, dans la  

thdorie du potent ie l  newtonien,  re la t ive  ~ not re  espace ordina i re  tt t rois  dimen- 

sions, par  exemple,  il est ~. peu pros indiffdrent  d'~crire le po ten t ie l  sous sa 

forme habi tuel le  ffr-ldQ ou d 'accepter  la ~ r~forme >> que nous avons Fair  

d 'avoir  prdconis~e, s savoir  de le mul t ip l ie r  par  - -  I / 4 Z .  Le  fac teur  - -  4 z  figu- 

rera i t  dans le premier  cas - -  comme il le fair, d 'hab i tude  - -  au second membre  

de la formule  de Poisson, ce qui ne serai t  pas un malheur  t rop  grave. Les cir- 

constances,  ne sont-elles pas analogues  dans la th~orie actuel le?  Y a-t-il aucune 

difference s appl iquer  la fo rmule  (33) pour  m impair  et  la fo rmule  (35) sous sa 

(t) U n e  parei l le  forme pa radoxa | e  se pr6sente ,  pour  m pair ,  chez ceux des t e rmes  de ]u 

ddfini par  les fo rmules  (20) et  ( 2 I )  du n ~ 56 his, qui  cor responden t  t t p  < m - - - -  2 ,  
2 

(2) Cf. FREMBERG 2, Chapte r  Io  et  le Chap i t r e  VI  du  prdsent ouvrage. 

]3--48173. .Acta mathematica. 81. Imprim6 le 7 avril 1948. 
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forme pr~cis~e (35) pour m pair ou bien s poser simplement V----r 2-~ dans les 

deux cas? 

Cela revient g poser la d6finition modifide I~f(P)-~ ff(Q)r~-~mdQ, eette der- 

nitre expression grant d6finie par un proc6d6 de prolongement quelconque, p. ex. 

prolongemeut analytique de rexpression ff(Q)r~Q'~dQ, ou prolongement par 

<< partie finie >>. Pour m impair, la diff6rence serait minime, tout  analogue ~ celle 

reneontr6e dans le cas newtonien. I1 est pour ainsi dire 6vident qu'il en serait 

tout autrement pour les dimensions d'ordre pair. 

En effet, l'int6grale f f r~ - "dQ est 6gal e s Hm(a)'I~f(P). D'autre part, 

nous avons vu que le prolongement analytique de I~f(P) conduit, dans nos con 

ditions, ~ des valeurs finies pour I~f(P) qui 6videmment ne sont pas nulles en 

g6n6ral. Le facteur H,n(a) poss6dant, pour m pair, un pble en a----2, le pro- 

longement de 1'expression modifi6e ne saurait fournir pour I~f(P) des valeurs 

finies. 

I1 en serait de m6me si au lieu de supprimer dans I ~ le facteur l/H,~(a) 
on le rempla~ait par un autre qui ne s'annule pas pour a----2. 

Tel 6taut le eas pour le prolongement analytique, on peut se demander 

comment se pr6sente la question de la solution 6ldmentaire si l'on applique la 

m6thode de la partie finie. Or, c'est pr6cis6ment l'absence, dans les formules de 

M. Hadamard, du facteur I/It,~(a) -- ou de facteurs qui se comportent d'une 

mani~re analogue au voisinage de a = 2 - -  qui faisait que cette derni~re m6- 

thode ne pouvait s'appliquer que dans le cas de m impair.(i) 

Pour m pair, on trouve dans le livre de M. Hadamard (p. I43)une so lu t ion  

616.mentaire qui n'est d~termin6e qu'h. une solution r6guli~re additive pros, et 

qui, dans le eas g~n6ral de coefficients variables, renferme un terme logarithmique. 

Nous allons montrer au dernier Chapitre de ce travail que cette solution 616- 

mentaire se r6duit dans le cas actuel - -  g ladite ind6termination p r o s -  

l 'expression V-----d~.r ~-'n, elm 6tant pr6cisement la valeur # o donn6e par la 

formule (37) d u n  ~ 58. La solution 616mentaire en question ne pourra donc nous 

rendre aucun service. 

M. ttadamard(~) lui+m6me a bien eonstat6 (1, p. 287) que ladite solution 

616mentaire n'6tait pas utilisable dans la th6orie g6n~rale et que par suite il lui 

(1) Cf. HADAMARD 1, p. IC)O. 
(2) Pour  une autre  m~thode  d' int~grat ion voir HADAMARD 1, p. 316. 
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fallait, pour rn pair, recourir s la mdthode de descente. Cette mdthode consiste 

monter d'abord s une dquation au nombre impair m + I de variables et d'en 

redescendre s l'dquation originale. 

60. Vdrifleation de la solution. - -  En rdalitd, la formule (3) d u n  ~ 44, ap- 

pelde dans ce qui prdc~de ~ formule de solution,,, n'est au point o5 nous nous 

trouvons qu'une transcription - -  consciemment illdgitime - -  d'une formule de 

reprdsentation, ~ savoir de l 'identitd (2) du m~me numdro. L'identitd en question 

permet d'exprimer la fonction u(P) par les valeurs que la fonction A u admet 

au domaine D R et que la fonction u elle-m~me et sa ddrivde du[dn, prise sui- 

ran t  la normale intdrieure, admettent sur la portion de surface S p. La tran- 

scription consistait en ce que nous avons, dans le second membre de la formule, 

remplacd les quantitds A u, du/dn, u par les donndes f ,  g, h, Appeler la formule 

ainsi obtenue une formule de solution n'dtait pour nous qu'une fa?on commode 

de parler - -  comme nous l'avons soulignd dbs le ddbut de ce chapitre. 

Or, dans l'hypoth~se que la surface S a une orientation d'espace, admise 

dans le cours de ce travail, sauf avis contralre, la formule dont il s'agit est une 

vraie formule de solution, ce qui resterait ~ voir s prdsent. Voici quelques in- 

dications sur ce sujet. 

Chacun des trois termes dont le second membre de la formule (2) est com- 

posd apporte sa propre contribution s la solution demandde, en ce qu'il donne 

la solution complbte pour l 'une des donndes f ,  g, h e t  la solution nulle pour les 

deux autres. Ainsi 12,j; o, o rdsout compl~tement le probl~me avec les donndes 

f ,  o, o ( A u = f ,  du/dn = o ,  u = o )  et ainsi de suite. 

Le problSme le plus difficile, lorsqu'on applique les m~thodes habituelles, 

diff~rentes de celles de M. Hadamard et des n6tres, consiste s d~montrer que 

l'dquation A u : f elle-mSme est v~rifide, probl~me qui chez nous se trouve r~solu 

par la formule (I24) du n ~ 42. Il ne uous reste donc que les conditions aux 

limites, s savoir la ddmonstration de ce que la fonction u, donn~e par la for- 

mule (3) et sa d~riv~e du/dn admettent  sur la surface S les valeurs limites 

respectives h e t  g. Or il en est certainement ainsi, grs s notre hypoth~se sur 

l 'orientation de S, bien entendu dans des conditions de d~rivabilitg suffisautes. 

Cela tient au fair qu'en raison de ladite hypothSse, les domaines d'intdgration 

D R et S P deviennent infinitdsimaux lorsque le point P s'approche ind~finiment 

de la surface. Nous omettons ici la v~rification d~taill~e des dites propridt~s li- 

mites des fonctions u et du/dn, vu que ces propridt~s ont fair l 'objet d'une ~tude 
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soigneuse dans la Th~se de M. Fremberg, ~ laquelle nous avons fair allusion plus 

haut.(I) Nous pouvons aussi renvoyer le lecteur au livre de M. Hadamard,  tant  

de fois cit6, o5 ron  trouve les v6rifications n~cessaires aux pages 249--25o et 

397~4o5 pour le cas g~n~ral des ~quations hyperboliques normales ~ coefficients 

variables. 

61. Fronti~re orient~e dans le temps. - -  Une surface (ou une portion de 

surface) est dire orient~e dans le temps, si ses normales sont des droites d'espace. 

Une condition caract6ristique 6quivalente est que la forme diff6rentielle quadra- 

tique ~ e k d ~  soit ind6finie en tout point (r6gulier) de cette surface. 

P 

o, " 

., 

Fig. 7. 

Dans un ordre d'iddes g~n6ral, consid6rons une frontibre S (d'orientation 

arbitraire) pour laquelle il existe une r~gion analogue s celle caract~risde dans 

le deuxi~me alin~a d u n  ~ 43. Tout  cSne D R dont le sommet se trouve dans la 

r6gion en question devra d61imiter avec la fronti~re S un domaine born6 D e. 

On supposera aussi que les lignes droites issues des points P et int~rieures 

D e, les g6n~ratrices du cbne y comprises, coupent S e n  un seul point sans lui 

gtre tangentes. I1 est clair qu'une telle fronti~re ne pourra, dans route son 

6tendue, gtre orient6e dans le temps si elle n 'admet aucun point singulier (point 

sans plan tangent  d6termin~). 

Cet 6tat de choses est illustr6 par la fig. 7 ci-dessus, relative au cas de 

m----2, oli les arcs B16'1 et B2C~ sont de caract~re de temps et l 'arc C1C~ de 

caractbre d'espace. Les tangentes aux points C 1 et C~ sont des caract~ristiques 

(droites isotropes), parall~les aux gdn6ratrices PB~ et P'B1 respectivement. De 

~1) FREMBERG ~, p.  54" 
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telles frontibres donnent lieu s des probl~mes aux limites mixtes, auxquels M. 

Hadamard a you6 des recherches assidues.(l) Comme on le verra dans la suite, 

il n'y a lieu de poser le problbme de Cauchy - -  off l'on donne u et du/d~ 
que pour celle des parties d'une telle fronti~re qui est orient6e dans l'espace, 

taudis que pour la partie orient6e dans le temps, on aura ~ se eontenter d'une 

seule de ces donn6es. 

Si l'on admet des singularit6s, p. ex. un ou plusieurs points coniques, ou, 

si l'on permet s la frontibre de s'6tendre ~. l'infini dans la direction des ~1 n6- 

gatifs, la frontibre peut ~tre orient6e entibrement dans le temps, comme il res- 

sort des fig. 8 et 9 ci-jointes. Un exemple explicite est celui d'un cbne direct 

"'i ,, P i 

Fig.  8. 

~, ~kX~- = O, X 1 > O, ~1 ~ -  I ,  ~i < - -  I ( i  ~ 2, 3, " ' ", 7n). O n  comprendra p a r  l a  s u i t e  

que pour une telle fronti&re il ne peut 6ire question que d'un problbme 

une donn6e aux limites unique, tout comme on pose, pour l'6quation de La- 

place, le probl&me de Dirichlet ou le problbme de Neumann (problbme hydro- 

dynamique). 

Avant d'aborder eerie question assez d61icate, nous allons faire voir que 

pour les frontibres orient6es darts le temps, telles qu'on vient de les d6crire et 

assez r6guli~res en g6n6ral, l 'identit6 (2) d u n  ~ 44 (notre point de d6part pour 

la solution du problbme de Cauehy) reste valide. Nous allons volt, en m6me 

temps, pourquoi cette identit6 ne conduit pas ~ une formule de solution pour de 

telles frontibres. Ajoutons que les consid6rations qui suivent seraient faciles b~ 

6tendre aux frontibres de caractbre mixte. 

Remarquons d'abord que pour une frontibre orient6e dans le temps il faudra 

changer le signe de l'expression qui figure sous la racine carr6e dans la d6fini- 

tion de la quantit6 J (formule (34) du n ~ 21) pour rendre cette expression posi- 

tive. Oe changement fair, routes les formules des n~ 21--25 dont on a besoin 

(t) HADAMARD 1, p. 4 8 ~ 5 2 ,  337--347, 453--486;  2, p. 23--29.  
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pourront ~tre conserv~es. Pour effeetuer le prolongement analytique en presence 

d'un hombre fini de points singuliers on remplace les parties de S voisines des 

singularitd~s par de petites surfaces relies que la surface S modifi~e soit suffisam- 

ment d~rivable. En appliquant les m~thodes des n ~ 27--37, on peut former le 

prolongement des int~grales modifiges. Si l'on observe encore que nos int~grales 

dtendues aux voisinages des points singuliers (supposds int~rieurs ~t D R) ne cessent 

jamais de converger, on voit que le prolongement des int~grales originales 

s'obtient par un passage s la limite de celui des int~grales modifi~es. Par  ces 

a ~ 
I 
! 

Fig. 9. La surface S de la figure e s t  un cylindre por tant  (par derriere) le point  Q ~  l im P. 

considerations on a en partieulier d6montrd que l'identit6 (2) reste valide dans 

le cas actuel.(1) 

Cette identitd, conduit-elle ~ une solution, si l'on y porte les donn~esf,  g, h, 

c'est-s qu'on passe ~t la formule (3)? Elle y conduit en ce qui concerne 

l'6quation A u ~-f ,  comme on le voit imm6diatement. Supposons, pour simplifier, 

que f ~  o, de sor~e qu'on n'ait  s considdrer dans 1:  que les deux int6grales de 

surface, dtendues s S P qui, pour a = 2 et pour m pair, se r~duisent s des intg- 

grales suivant l 'intersection s P de la nappe C Pavec  la surface S, compl6t~es, 

pour m impair, par des int~grales 6tendues ~ S P elle-m~me. Si P se rapproche 

d'un point Q de la frontibre, S p et s P ne se rdtrdciront plus au point Q, mais 

tendront vers les vari6t6s S Q e t  s r ~ dimensions m -- I e t  m - -  2 respectivement. 

(1) Si le domaine s '~tend ~ l ' infini on prendr~ soin de faire des hypotheses  convenables sur 
l 'a l lure de la  foncti~n. 
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Les int~grales correspondantes tendront vers des intdgrales singuli~res, auxquelles 

on pourra en ggndral donner un sens convenable. Postuler que l'expression limite 

ainsi obtenue soit dgale & la valeur prescrite h(Q) en tout point Q de la fron- 

ti~re revient s poser une infinit~ de conditions pour les fonctions g e t  h qu'on 

peut r~sumer par une ~quation int~grale de caract~re singulier. Ces deux fonc- 

tions ne peuvent done ~tre donndes ind~pendamment l'une de l'autre.(1) On 

voit alors qu'il ne peut ~tre question que de donner a priori une seule de ces 

fonctions et de chercher s tirer l 'autre de l'~quation int~grale ~ laquelle on paralt 

~tre arrivd. Or, on verra par les remarques qui vont suivre que l'esquisse ci- 

dessus, tout  en mettant  en dvidence l'impossibilit~ du probl~me de Cauchy, ne 

pourra gu~re rendre de trop grands services quand il s'agit de rdsoudre le probl~me 

<, correctement posd >>, conforme aux conditions actuelles, c'est-s le probl~me 

off une seule des donndes est prescrite, soit les valeurs limites de la fonction u 

elle-m~me. 

En effet, la situation est tout analogue s celle qui interviendrait si l'on 

voulait r~soudre le probl~me de Dirichlet par la formule ordinaire de Green, 

" "  , , ( p )  I r I 

~- U d n  r 

Ls aussi, on aboutirait  ~ une ~quation int~grale entre les valeurs limites ad- 

missibles de u et de d u / d n ,  les int~grales ~tant cette fois ~tendues 's la sur- 

face totale S. Cette ~quation int~grale, qui pr~sente des singularitgs assez faibles, 

est tr~s facile s ~crire. N~anmoins, il n'est pas trop facile d'en tirer soit la 

r~solution effective du probl~me de Dirichlet, soit un th~or~me d'existence. Dans 

le cas actuel, l '~quation s laquelle on arrive par l 'aperqu de nature tout  ~ fair 

th~orique que nous venons de donner, est de caraet~re incomparablement plus 

singulier que dans le cas du probl~me de Dirichlet, et il paralt difficile de 

parvenir dans cette vole s une solution effective ou m~me s une d~monstration 

d'existence. 

Terminons cet expos~ de caract~re bien n~gatif en rappelant que Goursat(~) 

a r~solu le probl~me dont il s'agit, dans des conditions tr~s g~n~rales, pour le 

cas du plan (m ~ 2). La fronti~re consid~r~e par Goursat devient identique 

(1) En consequence ,  la formule  c~lebre de Kirchhott  ne  peut  ~tre consid~r6e c o m m e  une 
formule de so lut ion.  Cf. HADAMARD 1, p. 332. 

(2) GOURSAT I I I  (I915) , p. I23 et  suiv. 
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~2 
celle repr6sent6e par notre fig. 8, si l'on remplace son op6rateur O%Ox~ par 

O ~ 0~ 
l'opdrateur Ox~ Ox~" La structure de la solution tr~s remarquable de Goursat 

fair pressentir les difficult6s auxquelles on devra se heurter en at taquant le pro- 

blame concernant les dimensions d'ordre pair > 2. Les difficult6s ne sauraient 

4ire moindres pour les dimensions impaires. 

62.  Front i~re  caract4r is f ique .  - -  Consid6rons le c6ne caractdristique 

Pour tout  d6placement (d~,) tangent  au c6ne au point (~,), on a manifestement 

Y, e k ( ~ -  ak)d~k=o. Ce fair implique que le plan tangent  men4 s un cSne ca- 

ractdrisfique suivant l 'une de ses g6n6ratrices et qui, par cons6quent, contient 

cette g6n6ratrice, l 'admet aussi comme normale (et cela 6videmment en tout point 

appartenant ~ la g6n6ratrice). I1 en r6sulte que de tels plans tangents contien- 

nent routes leurs normales, tandis que, pour tout  autre plan, la normale men6e 

en un point n'a aucun autre point en commun avec le plan. N'oublions pas que 

les g6n6ratrices en question sont identiques aux droites que nous avons appel4es 

isotropes (n ~ 14). 

On donne le nora de plan caract$ristique aux susdits plans tangents. L'6qua- 

tion d'un tel plan 6rant T, ak~fl-----o, on a Ee[.la~=O et inversement. D~s 

lors, en 4crivant sous la forme 

(38) . . . ,  o 

soit l'6quation d'un cSne caract6ristique, soit celle d'un plan caract6ristique, on 

volt que (38) entralne l'4quation aux d6riv6es partielles 

(39) ~ e~" ~,Of d ----- o. 
1 

Consid6rons maintenant, dans un ordre d'id6es g6n6ra], une surface S donn~e 

par une 6quation de la forme (38). Si l'4quation (39)est remplie en chaque point 
(r6gulier) de ]a surface, celle ci est dire surface caracl3ristique. Voici quelques 
indications sommaires sur les surfaces qu'on vient de d~finir. 

La direction de la normale au point r6gulier (~k) 6rant, en composantes 

covariantes, donn6e par les quantit~s O S/O~ (cf. le n ~ 21), la condition (39) ex- 



L'intdgrale de Riemann-Liouville et le probl~me de Cauchy. 105 

prime que les normales d'une surface caraet6ristiques song isotropes. I1 n'y a 

doric pas lieu de parler de normales unitaires. Nous allons faire voir que la 

surface admet ses normales comme g6n6ratrices.(~) I1 suffit s cet effet, de 

montrer que route courbe trac6e sur la surface qui en chacun de ses points est 

tangente s la normale men6e en ce point s la surface est elle-m6me une (portion 

de) ligne droite. 

En rapportant la surface ~ m - -  x param6gres, on 6tablit facilement l'exis- 

fence des courbes en question. Ce point admis et en posant pour abr6ger 

OS/O~ = Sk, on aura ~ 6tudier les ~quations 

~k d ~k 
(40) Sk -- d ~, 

o~ dz, d6fini par les premiers membres, est ind6pendant de k. En observant que 

OSk/O~j----OSj/O~ et en tenant  compte de (4o), on obtient 

dSk_  m,~OSk d~j ~, IOSj OT 
(4I) dr j ~ j  d ~ = , - - r f  O~Sj=�89 

= j----I 

off l'on a d6sign6 par T l e  premier membre de (39). Or T 6tang par hypoth~se 

identiquement nul sur la surface S = o ,  on a, pour tout  ddplacement (dgk) le long de 

cette surface, ~ 0 T d~k = o. Cela implique que le gradient de T e s t  orthogonal 

s la surface. I1 est doric, s un facteur de proportionnalit6 pr6s, identique an 

gradient de S, c'est-~-dire que 

(42) 

eL alors d'apr~s (4I) 

(43) 

OT OS 

d Sk 
- -  =" Sk, dT 2 

~tant ind6pendant de k. On en tire par des quadratures que, pour j e t  k 

arbitraires, le rapport  Sj: Sk est constant suivant la courbe; il en esg donc de m6me 

de d~j:d~, ce qui vent dire que la courbe est une ligne droite, 6videmment 

(~) L 'dquat ion (39) est  6quivalente au fair que la surface est, en chacun de ses points ,  tan- 

genre ~ un  c6ne caract~rist ique qui  admet  le point  comme sommet .  Lc fair ~nonc6 ici revicnt  h 

ce que les deux  surfaces sont  t angen tes  su ivan t  une  g6n~ratrice commune.  

14--48173. Acta mathematica. 81. Imprim6 le 7 avril 1948. 
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isotrope, qui en tous ses points est normale ~. la surface. Le plan tangent res- 

rant le m~me suivant eette droite, la surface peut ~tre consid~r~e eomme une 

surface d6veloppable. 

Une fronti~re caract~ristique est fortune d'une ou plusieurs portions de sur- 

faces caract~ristiques. Pour  arriver ~ des fronti~res pr~sentant le m~me carae- 

t~re topologique que les fronti~res orient~es dans le temps, eonsid~r~es plus haut, 

on aura encore ~ admettre des singularit~s.(1) On prendra p. ex. un di~dre form~ 

de deux surfaces caract6ristiques r~guli~res, un poly~dre ~. faces earact~ristiques 

et de preference un cSne earact~ristique direct. 

Les probl~mes aux limites conformes aux fronti~res caract~ristiques sont en 

quelque sorte interm~diaires entre eeux qui conviennent aux deux esp~ces de 

fronti~res consid~r6es p~us haut. En effet, comme on le verra (apr~s une 16g~re 

modification de la d6finition de du/dn) l 'une des deux donn6es figurant d'habi- 

rude dans le probl~me de Cauchy d6termine imm~diatement l 'autre (~ une con- 

stante additive pros quant il s'agira de d6terminer la fonction moyennant sa 

d~riv~e). 

Remarquons d'abord que, la normale ~tant isotrope, on ne pourra former la 

d~riv~e du/dn puisque d n ~ - o .  Peu importe; on pourra toujours former la 

d~riv6e dans la direction de la normale (of. les formules (43) ou (44) d u n  ~ 21) 

et on le fera par rapport  K une variable diff~rente de la longueur identiquement 

nulle du segment correspondant de la normale. 

Tel 6rant le cas, on voit que, la normale faisant pattie de la surface ~, les 

valeurs de u, une lois donn~es sur ~, d6terminent la valeur de toute d6riv~e 

prise suivant la direction de cette normale. La r~ciproque est aussi vraie, ~ une 

eonstante additive pr~s. I1 n'y a done lieu que de prescrire une seule des donn~es 

habituelles. 

En nous contentant pour le cas g~n~ral de ees indications sommaires, nous 

allons, pour le cas particulier d'un c6ne caraet~ri$ti~ue direct donner une solution 

et une v~rification completes pour l'~quation sans second membre. Le cas d'un 

tel cbne fera bien ressortir les traits essentiels du m~me probl~me pos6 pour des 

fronti~res caract~ristiques plus g~n~rales. Ajoutons que la presence d'un second 

membre, tout  en n6eessitant des calculs suppl6mentaires, n'am~nerait aueune 

difficult~ essentielle. 

(1) Cf. HADAMARD 1, p. 253. 



L'int~grale de Riemann-Liouville et le probl~me de Cauchy. 107 

63. Probl~me a u x  i imi te s  pour  un c6ne  earaet~r i s t ique  direct.(1) - - N o u s  

allons d~montrer  que l '~quation Au  ~ o admet  une solut ion et  une seule, si l 'on 

preser i t  les valeurs de u - -  ces valeurs ~tant  suff isamment d~rivables - -  sur la 

surface S d 'un  c6ne earact~ris t ique direct.(~) Plus  pr~eisement,  si les va leurs  sont  

preseri tes sur une por t ion  ~ de S, la valeur  de u sera d~termin~e en tou t  poin t  

P tel  que la por t ion  S P d~eoup~e de S par  le c6ne r~trograde J)P est int~- 

r ieure  ~ S. 

La  solut ion de no t re  probl~me reposait ,  dans ee qui precede, essent ie l lement  

sur la fo rmule  de Green (formule (60) du n ~ 22 ou formule  (6I bi~) d u n  ~ 23). Or 

il ent re  dans cet te  formule  deux ~l~ments g~om~triques qui ne peuvent  nous 

servir  dans le cas actue];  ee sont  l '~l~ment de surface d S  dans le num~ra teur  et 

l '~l~ment de la normale  d n  dans le d~nominateur ,  t o u s  les deux ~tant  nuls 

lorsque la surface est caract~ristique. A l 'a ide de l 'angle solide au sommet  P,  il 

est facile de donner  ~ la formule  de Green une  forme qui est int~ressante sous 

le point  de rue  g~n~ral et qui est applicable aussi dans le cas off nous nous 

t rouvons.  

Consid~rons, dans nos nota t ions  usuelles, le domaine /)~, la surface S ~tant, 

jusqu'~ nouvel  ordre  et pour  fixer les idles,  une surface d'espace. Les fonct ions  u 

et  v ~tant suff isamment  d~rivables, dans D P, et  v s ' annulan t  avec ses d~riv~es 

du premier  ordre  sur la por t ion  de nappe C P, on peu t  ~crire la formule  g~n~- 

rale (4I) d u n  ~ 21 

f (44) (u A v  --  v A u)d Q = d n /  dS ,  

D P S P 

la d~rivation ~tant cet te  fois-ci fa i te  suivant  la normale  ext~rieure.  On peut  

ma in t enan t  in t rodui re  l '~ldment d 'angle  solide d H  au sommet  P e t  dcrire, dans des 

nota t ions  ldg~rement modifi~es, en ver tu  de la formule  (93) d u n  ~ 3] ,  

- '  

dn  ou d \ d n !  d H .  

En por t an t  cela dans la formule  (44), on aura,  a v e c l a  no ta t ion  

(45) dn'\dnl = dn  dr  = d.-~' 

(1) l~ous admettons dans les n ~ 68--64 que les ~k ont leurs valeurs originales, el = I, ej 

(2) Cf. pour ce probleme D'ADH~MAR 1. 
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(46) f (uA 
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v - - v A u ) d Q =  u - ~ - - v  r~-~dH. 

8P 

La quantit6 r, par rapport  k laquelle on effectue la diffdrentiation 6tant 

scalaire, on n'a pas besoin (daus nos conditions de d6rivabilit6 usuelles) de dis- 

tinguer ici entre les deux sens de la normale; la diffdrentiation se fair simple- 

ment dans la direction de la normale. 

La formule ci-dessus reste 6videmment valide, si S signifie le cbne direct 

consid6rd plus haut, comme on le volt par un passage g la limite facile(I). Pour  

simplifier les calculs qui suivent, Itdmettons que le sommet du c6ne direct S se 

trouve g l'origine 0, ce qui ne restreint pas la g~ndralitd. Nous allons exprimer 

l'616ment d H relatif k S par d'autres 616ments gdomdtriques rattachds g ce cbne. 

L'intersection(~) ~P (~ m -  2 dimensions) des cSnes au sommet 0 et au sommet 

P ~--x est ~videmment situ~e dans un plan k m -  I dimensions, orthogonal an 

rayon-vecteur x et passant par le point x/2.  (.~e n'est qu'une sphere de carac- 

t~re euclidien au centre x]2,  comme on le verra au prochain num~ro.) 

L'intersection s p eomprend ceux des points ~ de S qui satisfont s la rela- 

tion rm ~ r~$ ~ o .  Iqous considdrons sur S les deux vari~t~s a et ~', homoth~- 

tiques k s P qui sour caraet~ris~es(8) par les relations respectives rx~ ~ - r  et 

rx~ -~r§  dr, ces derni~res quantit~s ~tant fix~es jusqu'g nouvel ordre. Nous 

allons maintenant calculer l 'augle solide total sous lequel la zone de S dglimit~e 

par a e t a '  est rue du point P. On aurait donc g projeter (tout comme a u n  ~ 

27) la zone en question sur l 'hyperboloide x § H. II est pourtant plus commode 

d'~valuer la projection faite sur l'hyperbolo~de x § rH, dont a fair partie. Cette 

projection-lg qui, pour des raisons d'homoth~tie, est ~gale g l'angle total cherch$, 

multipli~, par r ~-~, pent ~tre ~valude par les consid6rations suivantes, off Yon me 

servira, avec un grand avantage, de la fig. io ci-jointe. 

Un segment de g~n~ratrice A A', ddcoupd par ~ e t a ' ,  sera projet~ dans un 

arc AA",  dont nous d~signons la lougueur par d~. D~s lors, en ddsignant encore 

par a la mesure totale de la variSt~ ~, la projection aura (en premiere approxima- 

tion) la mesure adz. Nous allons d~montrer que d~-~ dr et obtenir ainsi, pour 

la valeur cherch~e, l'expression a .dr .  

(t) On p e n t  arr iver  au m~me r~sul ta t  en p a r t a n t  de la formule  de Green dcrite sons  sa 
forme affine, formule  (32) d u n  ~ 20. 

(n) Pour  cert~tins ddtails  concernant  les propri~tds de s P dnumdr~es ici, voir le n ~ 64. 
(8) I1 est  dvident  que les varidtds a e t  ~' fon t  pa t t i e  de deux  p lans  respeet i fs  paral leles au 

p lan  qui  con t ien t  s P. 
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r . H  

K . f  

Fig .  xo. 

En effet, les points P, A", A' se trouvant en ligne droite, la longueur du 

segment A " A '  sera la diffdrence entre les longueurs de P A '  et P A " ,  c'est-~t-dire 

dgale ~ r +  d r - - r ~ d r .  Notons en outre, que A " A ' ,  dtant normal ~ l'hyper- 

boloide, est en m~me temps orthogonal ~ A " A  et de plus que A " A ' ,  A'VA, A ' A  

sont respectivement segment de temps, segment d'espace et segment isotrope (tous 

infinit~simaux). En exprimant que A ' A  a la longueur o, on trouve d r  2 - -  d~ ~-~ o, 

c'est&-dire que dr----dr.  

La projection d'un ~ldment qui est infinitesimal dans tous les  sens se trouve 

par le m~me raisonnement. Ainsi, la projection d'un ~l~ment s m - -  I dimen- 

sions, constitug par les segments de g~n~ratrices issus des points d'un ~l~ment 

infinitesimal da  de a est d a . d r ,  ce qui donne enfin, en d crivant, pour pr~ciser, 

d at au lieu de d a 

(47) r m-1 d H  = dar .  dr.  

Observons encore que dans (46) la diff6rentiation par rapport ~ r suivant 

la direction normale n'est, lorsqu'il s 'agit d'un cSne caract6ristique, qu'une diff6- 

rentiation dans la direction des gdndratrices ~ opdration que uous ddsignerous 

ddsormais p a r  d / d r .  Cette convention pos6e et portant (47) dans la formule (46), 

on trouve enfin 

8 
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ro 

D~ o a r 

off l'on a d4signd par ro la valeur que r admet au sommet O, 

(4s) ,-o = (x% 

Nous int roduisons  encore R = r z g c6td de r, posant  en par t ieul ier  

(4  8bis) -R 0 = r~ = X ~. 

dV dr=_  d v  On aura,  p o u r  commencer ,  d r  -d-l~dR. En outre,  R varie d 'une  mani~re 

l indaire sur route  gdndratrice, ce qui prdsente un avantage  considdrable.  En effet, 

var iant  sur une gdndratr ice de 8, on a 

(49) R ~- (X - -  ~)* ---- x * - -  2 x ~ = R o - -  2 x ~. 

Nous rappor tons  ma in t enan t  ehaque point  ~ de la por t ion  de surface S P a u  

point  b dans lequel  la gdn&atr ice  0 ~  coupe s ~. Nous  avons lg m - - 2  para- 

m~tres. Le dernier  param~tre  sera la valeur /~ = R ~  (carr~ de l a  distance lo- 

R 
ren tz ienne  entre  x et  ~). En observant ,  de plus, que la quant i t6  I - - R o  varie 

aussi d 'une mani~re lin~aire sur  route  gdndratrice,  qu'elle s 'annule au sommet  0 

(off R -~ Ro) et qu'elle est = i aux points de s P (off R ~ o), il vient  par  homoth&ie  

dar = z - -  Ro ] ds,  

off d s  ddsigne l 'dldment de s e. On a done, eu dgard aux remarqaes  qui pr~c8dent, 

-~o 

f f f( v (50) ( u A v - - v A u ) d Q =  d s  U-d-R 

D P sP 0 

d U  " 
v d R  

Nous spdeialisons m a i u t e n a n t  la fonet ion  v e n  posant  

a+2--m 
~ + 2 - , ~  R 2 

H, .  ( .  + 2) H ~  (,~ + 2) 



L'int6grale de Riemann-Liouville et le probl~me de Cauchy. 111 

off a > m jusqu's  nouvel ordre. I1 vient alors 

(5I) I '~u(P)= I'~+~ Au(P)  
Ro 

sP 0 

du 
d R  R 2 ] ~ l - - l l f t  d R  

= 1o+~ A , ,  (p) + v o+~ (t'). 

On volt faci lement  que les int~grales f igurant  dans la formule convergent  routes 

et que la formule reste valable jusqu'h a > m -  2. 

En supposant  que Au = o, notre formule se r6duit  s 

(52) I~ - (P) = V~ (P), 

et en particulier (par prolongement  analytique) 

(53) u(~)  = U~(V). 

Le prolongement  analyt ique du premier membre peut 8tre effectu6, tout  

comme dans le cas d 'une fronti~re orient6e darts l 'espace (ou dans le t emps )pa r  

la m6thode d6velopp6e plus hau t  (n ~ 27--37 et p. IO2). I1 y aura i t  mSme des 

simplifications eonsid6rables, puisqu'on pourrai t  expliciter t o u s l e s  calculs. En 

particulier on trouve T o u (P) ---- u (P). 

II s 'agit  ma in tenan t  d 'effectuer le prolongement  analyt ique du second membre. 

Posons pour abr6ger 

(54) ~ + 2 - , ~ _ ~ , - 5  2~§ r _ _  = K m ( ~ + 2 ) ,  
2 

~  

H ~ ( a +  2 ) = ~  2 2 a + l _ r  ' 1" = K ~ ( a + 2 ) r ( f l + I ) .  

Nous allons d 'abord t ransformer  l ' int6grale, par rapport  s R, qui figure 

dans l 'expression (5!) de U ~+2. L 'exposant  de R dans cette expression 6tant  ~, 

d'apr~s la premiere des formules (54), 6crivons 

du R, ~ d R ~ 
d ~  - -  u - d ~  = n~, ~ (u n -~ ) .  

D'autre  part, en expr imant  g par  fl, on a a-~- 2fl + m - -  2 et alors 

d = R2~_ 1 m -- 2 
d ' { '~2f l ( I  -- "o]  J Ro) i 2~ - " 0  
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Cela pos6, on obt ient  en intggrant  par  parties, grace au fair  que le te rme tou t  

int6gr6 s 'annule pour  m > 2(1) et  ~ assez grand (fl > o), et  d~s lots, par  pro- 

longement  analyt ique,  pour  toute  valeur  de ~, 

Ro Ro 
du 

0 0 

Ro Ro 

=f"R-'g~R{n~'( I-~V~-'~Rol ,dR 
0 0 

~R~--3 

Apr~s p e t  p - -  I int6grat ions par  parties ex6cut6es respect ivement  sur  

b (  '-  b.(.- 
et quelques simplifications dvidentes, il vient, en tenant  compie  de (54), 

RO } f{ If( (55) Ua+"(P)=Km(a+2 ) ds [ C p ] R o + p ( f l + p  - )  2 R  ~ ] 
sP 0 

avec les notat ions 

(5 6 ) A p = ( - -  I) p~ - -  ~ 0  ] ] 

(57) D" (i) = z.~ --~' ~ "  (R - -  Bo) h, off B~ = (m - -  3 - -  P + h)!' 
h~0 

p - - l (  Of ) .~:3+i 
(581 cp = ~ A' + ~ A  '-1 r (~ + i + ~) 

Pour  des applications ult6rieures,  observons d6jg ici que la comparaison .entre 

les deux expressions de A p donne aussi 

( 5 : q  1)p(r = (R - Bo)-(--~-p) an d Rp (u" (R - -  Ro)~-3). 

L ' int6grale par  rappor t  g /~ dans (55) est convergente  lorsque fl + p - -  I > -  I, ou 

formule (54)) P > - -  fl = �89 - -  2 - -  a), ce qu'on admet t ra  dans la suite. D 'au t re  

(~) Le cas de m ~-2 ,  oh l 'equation h u  = o admet la solution 6vidente u ~ _ F ( x  1 + x~) 
+ G (x 1 -- x2) ( F  et G arbitraires), sera d6finitivement laiss6 de cSt~. 
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part ,  le te rme tou t  int6gr6 s 'annule  pour  /3 = o, lorsque fl est  assez grand,  et 

d8s lors, par  p ro longement  analyt ique,  comme plus haut,  pour  toute  valeur  de ft. 

P o u r  R = R o, ce t e rme s '6vanouit  quand p =< m - -  3, tandis que, quand p > m - -  3, 

il cont ien t  la valeur  de la fonct ion u et  de cer ta ines  de ses d6rivges au sommet  

O de no t re  c6ne direct  (ainsi que cer ta ines  puissances de /30). Nous  donnerons  

tou t  's l 'heure  des formules  explicites pour  ce te rme dans deux cas par t icul iers  

( m - - 3  et  4). 

C'est  l 'expression de U"(P) qui, en raison de la re la t ion (53), nous int6resse 

en premier  lieu. Nous  le t i rons de la formule  (55) en y posant  a = o .  Or, juste- 

ment  pour  cet te  valeur-ls de a, il y aura  une simplification consid6rable dans 

routes nos formules,  en ran t  que les termes qui con t iennen t  a en fac teur  dis- 

para l t ront .  - -  Dans  l 'examen d6taill6 de U *(P), nous aurons,  comme d 'habi tude,  

's d i s t inguer  les cas de m impair  et pair. 

I. m impair, m ~-2  1 + I. 

Nous aurons  ~ poser dans la formule  ( 5 5 ) a = o ,  ~-----(2--m)/2 = �89 
Choisissons p = l, on aura  fl + p ,  I = - -  �89 et  l ' int~grale suivant  R darts (55) 

sera convergente .  En adme t t an t  d 'abord  que m > 3 ou 1 > I, on a p =- 1 < m - -  3 

= 2 1 - - 2 ,  ce qui fa i r  que le te rme tou t  int6gr6 darts (55) s 'annule  (cf  (56) 

et  (58)). En t enan t  compte de (54), on t rouve � 89163189  r ( ~ + p )  

-~ F ( � 8 9  l +  l ) =  F ( � 8 9  ~ ,  ce qui nous fourn i t  (eft (53)) 

Ro 

s P  0 

A z 6rant  donn6 par  les formules  (56) et  (57). 

I'. Le cas particulier m -~ 3. 

Ici, l e s t -~  I et  f l ~ - - � 8 9 1 8 9  To u t  se passe eomme dans l e c a s g 6 n ~ r a l ,  

sauf que le te rme tou t  int6gr6 darts (55) n 'es t  pas nul. On a d'apr~s (55) et  (58) 

C v =  C t =  A~ + I ) = u . ( z R )  -t,  d'ofi en ddsignant  la valeur  de u au sore- 

met  0 de no t re  cbne direct  par  u(O) (cette valeur  correspond dans le te rme 

tou t  int6gr6 s R = Ro) 

u(O) et 2 2 u(O) u(O) [ c p ] . o  [CP]R" = - -  
( z / 3 #  

1 5 - - 4 8 1 7 3 .  Acta mathematica.  81. I m p r i m 6  le 4 ju in  1948. 
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La mesure  to ta le  de s P 6tan~ Ro ~ z~, la cont r ibut ion  ~ u(P  )du  t e rme tou t  int6gr6 

sera u(O). D'aut re  part ,  dans l ' int6grale f igurant  dans (59) on aura  ~ poser, 

d'aprbs (56), A t--= A 1 = - - d u / d R .  I1 s 'ensuit  la formule  d6finitive 

(5r 
z du 

u ( P ) =  U ' (P ) -= u(O ) - - - -  f ds f - - B - } d R .  
~ J  J d R  

s P  o 

I I .  rn pair, m--- 2 l. 

m 
On aura  g poser dans les formules  (55) et (56) a = o, fl = I -------~ I -  l, 

2 

� 8 9  En c h o i s i s s a n ~ p ~ l ,  il v ient  / ~ + p =  I, ~ + p - - I  = o .  L'intd- 

gra t ion par  r appor t  ~ R dans (55) pourra  done g~re ex6cut6e sur le champ 

R 

(60) f At a R = -  [at-,L,.. 
o 

Admet tons  d 'abord  que m > 4 ou l > 2; on a done 1 - -  I < m - -  3 = 2 l - -  3" Dans  

cet te  condition,  le te rme tou t  intdgr6 dans la formule  (6o)s 'annule  pour  R = B0, 

eomme on le volt  imm6dia tement  par  (56). I l e n  sera de m6me du te rme tou t  

int6gr6 dans la formule  (55). I1 ne nous reste done que eelui des termes tou t  

int6gr6s qui dans la formule  (60) correspond ~ B = o, c'est-g-dire aux points du 

bord s e. Le  r6sultat  final sera donc 

(6~) u(P)-- v'(P)---~i_,. A'-~d~, 

off l 'on pourrai t ,  pour  pr6ciser, 6crire A t-1 ----- A t-1 En raison de (56), on a sur (R=o}" 
le bord 

l - 1  

= R : - ,  Z -'leh"  �9 \dBhl(R=o) (-- BoP. 
h~O 

I I ' .  Le eas partieulio" m = 4. 

Ie i  l = 2, $ = I - - 1  = - -  x et  les termes tou t  in~6gr6s dans (60) et  (55)sont  

diff6rents de o. Celui dans (6o) est  --A'(Ro),  tandis  que dans (55) il f au t  

poser, d'apr~s (58), 



L'int~grale de Riemann-Liouville et le probl~me de Caucby. 

1 /~ ) - - l+ i  

C ~ (Ro) = x ,  ~ ~R ~ ' "  = A ~ (Ro), / ~ - "  ~ 'o, F (i) 
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ce qui  montre  que les termes tout  intfigr~s se d~truisent .  La  formule  (6I) sub- 

siste donc aussi pour  m ~ 4. En  expl ic i tant  (62), on obt ien t  

(;0 A(R=O) d R  u I -  (R=o) d R  (R=o) 

ee qui nous fourni t ,  en suppr imant  l 'affixe R ~--o, 

 f(;o -) (61 ~') u ( P ) =  U ' ( P ) - ~  ~r ~-R d s . ( ' )  

s P  

I1 suffiit d 'un  coup d'ceil sur les formules  g6n~rales (59) et  (6I) ou sur les 

formules particuli~res (59 ~*) et (6I ~s) pour  voir qu'i l  y a iei la mSme difference 

fondamenta le  ent re  les solutions relatives aux dimensions d 'ordre  impai r  et  pair  

que dans  le cas d 'une  front i~re  orient6e dans l 'espace. 

64.  V~ri f leat ion  de la s o l u t i o n .  - -  Jusqu '~  nouvel  ordre,  lea formules  g~n~- 

tales (59) et  (6I) ou leurs cas part icul iers  (59 ~)  et (61 ~)  - -  formules  que, pour  

abr~ger, nous ci terons dans la suite par  (59 - -6 i  ~s) - -  ne son t  que des identit~s 

relatives ~ une fonct ion arb i t ra i re  (suffisamment d~rivable) u, qui sat isfai t  

l '~quation A u ~-o .  II f audra  ma in t enan t  v~rifier que, les valeurs limites (suffi- 

samment  d~rivables) de u ~tant  donn~,es sur (une por t ion  S de) ta surface S, la 

fonct ion  u ( P )  qu'on peut  en fo rmer  m o y en n an t  les formules  c i t ies  sat isfai t  

l '~quation A u - ~  o et  admet  sur S les valeurs limites prescrites.  

Soit  ma in t enan t  t u n e  quanti t~ qui varie d 'une  mani~re lin~aire sur une 

g~u~ratrice et s 'annule au sommet  O. Telles quanti t~s sont  p. ex, la coordonn~e 

R 
~1, les quanti t6s g~om~triques R -  R o ou I -  ~o" Le point  ~ ~tant  consid~r~ 

eomme fonet ion  de t, on pour ra  fo rmer  les expressions 

(63) t h dhu(~) = t h" dau - - ,  

d t a d t h 

(') Cette formule qui est un cas particulier d'une formule gdn~rale, k laquelle est consacrd le 
Chapitre V, s'ensuit facilement de ls formule de Poisson, concernant ]e cas off la surface portant 
lea donn~es de Cauchy est un plan ~x----const. (voir ]e chapitre indiqu~). 
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Les expressions (53) sont inddpendantes du choix de t, c'est-i~-dire qu'elles ne d6- 

pendent que de ~. Le fair est 6vident; en effet, t = g ~ ,  od g---- const., donne 

ta-----~a~ h et d a u / d t a ~ - g - a d a u / d ~  a. II n'es~ pour~an~ pas inutile d'obser~er que, 

si la fonction u admet des d6riv6es partielles par rappor~ aux ~ dans un certain 

voisinage de S, on a, eu 6gard s t .  d ~ / d t ~ - ~ ,  l'identit6 

(63 ~'') 
d t  ~ = ~ �9 u, 

off la dernibre expression est manifestemen~ ind6pendante de t. Notons que le 

premier membre fair voir que ladite expression ne d~pend pas du syst~me de 

coordonn6es non plus. 

Cela pos6, l 'expression DP(~) qui figure darts les formules (56), (57) et (57') 

pourra aussi s'dcrire 

P h ~ h u  
(64)  D ,  = t .  

h~0 

-~- t-Ira-P-a) ddVtp (u" t ~-~) �9 

En reprenant l 'ordre d'id6es g6n6ral, la fonction u sera consid6rde comme suffi- 

samme~t d~rivable sur la portion S de S si les expressions (63) existent jusqu"s une 

valeur assez 61ev6e de h, qu'elles sont continues sur toute partie born6e et fermde 

de S et qu'elles s'annulent au sommet pour h > i. Evidemment, dans ces condi- 

tions-l~, DP(~) es~ aussi continu sur route partie born6e e$ fermde de ~. On volt 

par (63 his) que les dites conditions sont largement remplies si u adme~ un nombre 

suffisan~ de d~rivdes partielles continues au voisinage de ~'. 

Les fonctions U~(P) figurant dans les formules (59--6I his) seront donc d~s 

maintenan~ s former avec des valeurs prescrites u suffisamment d6rivables dans 

le sens qu'on vient d'adopter. I1 est alors presque 6vident que ces fonctions 

satisfont s l 'dquation A U ~ ( p ) - ~ o .  En effet, en imiSant le raisonnement des 

n ~ 39--42, on voit facilement que A U ~+2 = U ~ et en particulier que A U ~= U ~ 

Or, U ~ c o n t i e n t l e  faeteur / ' ( ~ ) a u d 6 n o m i n a t e u r ( v o i r  l a f o r m u l e  (55) q u i e s t  

relative/~ U ~+2 et 05 il figure au d~nominateur Km(a + ~ ) =  ~ ~ �9 2 ~+I " 1" 

ce qui entralne que U ~ o. 

La v6rification du fair que U ~ (P) admet les valeurs limites prescrites u est 

beaucoup plus d61icate et exige un examen at tentif  des formules explicites en 

question. I1 figure dans routes ces formules l 'intersection s p des deux cbnes, 



L'int~grale de Riemann.Liouville et le probl~me de Cauchy. 117 

vari6t6 que de temps en temps nous appellerons aussi bord de S p, et que nous 

allons maintenant param6triser.(1) D6signons par b les points de s p et, en m6me 

temps, les rayons vecteurs qui de l'origine m6nent s ces points. Les vecteurs 

b e t  x - - b  6rant isotropes, le dernier puisque le vecteur menant de b s x est 

u n  segment de g6n6ratrice du c~me r6~rograde, on a 

( 6 5 )  b ~ = o ,  ( x  - b )  ~ = o .  

Ces relations caract6risent les 

( x - - b )  ~ = o ,  ( x - - ( x - - b ) )  2, on 

s s p simultan6ment. On tire de 

points b de s p. En les 6crivant sous la forme 

voit que deux points b et x -  b appartiennent 

(65) 

X21~O 
(66) (x, b) - -  

2 2 

(pour R o voir la formule (48his)). La derni6re relation 6tant lin6aire en b, on voit 

que s e est situ6 duns un plan (d'espace) H qui est orthogonal au veeteur x et 

x 
qui passe par le point - .  En posant, d'apr6s (48) et (48~), 

2 

(67) Bo ~ ro, b x ro 
2 2 

on aura 

( x )  ~= -- (b, x) + - - - = o - - - -  + "~ Ro Ro r~. c~ = b -- b ~ 
4 4 2 4 4 

De (66), (67) et de la derni~re formule, on tire pour le vecteur e les relations 

(68) (x, ~ ) = o ,  ~2=  _ I. 

En r6sum6, on voit que le bord s p (vari6t~ s m - - 2  dimensions) est une 

sph6re (de caraet6re euclidien) de centre x /2  et de rayon r0/2, situ6e dans le 

plan / /  '~ m -  I dimensions. Les vecteurs e sont, de leur c6t6, des vecteurs 

unitaires; en pla~ant l 'une de leurs extr6mit6s s l'origine, l'extr~mit6 libre d6crit 

la sphere unitaire du plan 11' men6 par l'origine parall~lement s H, engendr6 

d'ailleurs par les droites men6es par l'origine et orthogonales s x. En para- 

m6trisant cette derni6re sphere, on en aura fair autant  pour la sph6re s ~. Pour 

(~) I1 ne s'agira que d'une param~trisation l~gere, adapt~e a nos besoins. 
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y arriver, nous nous servirons de la mdthode par laquelle on construi t  un sys- 

t~me de coordonndes polaires dans l'espace ordinaire. 

Soit b* un point  part iculier  de s P, c* le vecteur uni ta i re  correspondant.  

Nous considdrons en outre l 'ensemble des vecteurs unitaires (d'espace) e*, ortho- 

gonaux g x e t  g c*.(~) Si les vecteurs e* sont  issus de l 'origine, leur extr~mitd 

ddcrit la sphere uni ta i re  du plan ~'  ~ m - - 2  dimensions, qui fair  partie du 

plan / / '  et  qui est engendrd par les droites menses  par  l 'origine et orthogonales 

�9 ~ x et g c*. L'~ldment de cette derni~re sphere sera, comme d 'habi tude,  ddsignd 

par  dw,n-2 et sa surface totale par w~_~. 

Tout  vecteur situd dans le plan g m -- I dimensions H '  pourra, d 'une mani~re 

unique, ~tre ddcomposd en deux vecteurs, l 'un appar tenant  ~ ~' ,  c'est-g-dire de 

la forme ~. e* (~ ~ o) e~ l 'autre,  ext~rieur ~ ~' ,  et  de la forme ~ .  c* (I/z[ ~ o). 

En particulier,  t ou t  vecteur uni ta i re  c de H '  peut, d 'une mani~re unique, ~tre 

ddcompos~ d'apr~s le sehdma 

(69) c = cos ~p" e* + sin ~p. e*, o ~ g2 ~ ~. 

II  s'ensui~, d'apr~s ce qu 'on a vu plus haut ,  la paramdtrisat ion suivante de s P 

(70) b = x + r_o 0 (cos ~2. C* + sin ~p. e*), o ~ lp S z.  
2 2 

En particulier,  pour ~p = o et ~p ~ z ,  respectivement,  

(7I) b* x ~- r o x r o r . . . .  e*, x ~ b* . . . . .  . 
2 2 2 2 

Notons encore les relations,, consdquences imm~diates de (70) et de (71), 

Ro " cos p.c x+cos )-- (i+cos p), (72) (b, x - -  b*) = 4 - -  4 4 4 

et en part iculier  

(73) (b*, x --  b')  = R~. 
2 

De la formule de paramdtrisat ion (70), on obt ient  faci lement  l '~ldment ds 

de s P. 0bservons d 'abord que les multiplieitds oh seule r u n e  des variables ~J et  

e* varie sont  orthogonales l 'une g l 'autre.  On le voit par les relations (c*, e*)-~ o 

e t e  * z - ~ - I ,  qui donnent  encore (c ~  ~ ) ~ o  et (e ~  ~ ) ~ o .  On peut  donc 

appliquer la formule de ddcomposition (55) du n ~ 21 ~s et poser d s ~  ds'.  ds". 

(t) On volt par (67) qu'ils sont en m~me temps orthogonaux ~ b* et ~ x -  b *. 
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En var iant  ~, on a db'---- (-- s i n ~ .  e* + cos ~ -  e*) d ~ ;  par  cons6quent  ds ~ 

-~[db '~ I~=~d~ .  D'au t re  part ,  quand e* varie, on aura  d b " =  r~ sin ~ .  de*,  
2 

et, puisque e* d6crit  la sphere uni ta i re  win-2, il vient  d s " =  sin ~ doJm--~. 

On a donc la valeur  finale 

(74) ds = sin m-3 ~ "  d ~  doom-2. 

Dans le n ~ 63, tou t  point  ~ de la por t ion  de surface S P fur  rappor t6  I ~ au 

point  b, point  d ' in tersec t ion  de la g6n6ratrice,  men~e par  ~, avec le bord s p, e t  

2 ~ 's la valeur  que R admet ta i t  au point  ~. P o u r  a r r iver  s une v6rification de 

nos prdtendues  formules  de solution (59--61~) ,  il convient  de remplacer  R par  

une aut re  variable ~, adapt~e s ce but,  ce qui se fe ra  de la mani~re suivante.  

Soit  ~* = ~ .b* ,  o ~ �9 ~ I, un poin t  du segment  de g6n~ratrice b*. Nous  

menons  par  ~* un plan A~, parall~le au plan t a n g e n t  ~ S le long de la g6n6- 

ra t r ice  qui porte  le vecteur  x - -  b*. Le plan _//~ coupe S suivant  un paraboloide 

P (~) L '6quat ion  du plan l/~ qui a~ et  S P suivant  une  ca lo t te  de paraboloide %. 

admet  le dernier  vecteur  comme normale et  qui passe par  ~*, est mani fes tement  

(~, x - -  b*) = (~*, x - -  b*). Le poin t  d ' in tersec t ion  ~ ---- x .  b de la g6n6ratrice,  por- 

r an t  un  cer ta in  vecteur  b, avec le plan J/~ ou, ce qui revient  au m6me, avec le 

paraboloide a~, sera donc fourni  par  l '6quat ion x .  (b, x - -  b*) = ~. (b*, x - -  b*), 

qui, par  (72) et  (73), se r~duit  tL x .  cos ~-~ = T. En posant,  pour  simplifier l'6cri- 
2 

ture  i c i e t  plus loin, ~ = 2 r on aura  donc 

(75) ~ ' - c o ~ '  ~ = ~ ,  o<90<- .=  = 

D'au t re  part,  puisque ~ -  R/Bo varie d 'une  mani6re l in6aire sur route  ggnd- 

ratr ice,  qu' i l  s 'annule s l 'or igine et  qu'i l  devient  ~ en b, on a au point  d ' inter-  

section ~ = ~ b 

(76) ~ Ro - -  cos ~ 9 ~' eo~  ~0 cos ~ 

En r6sum6, les formules  (76) expr iment  ~ - - R / R o ,  R et IdRi sur la g6n6- 

(1) Dans le cas de trois d imensions  (auquel  se rapporte la  fig. I1) le paraboloide se r6duit  
une parabole.  
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_P=x 

_r 

0 
Fig. IL La figure se rapporte au eas de m = 3 oh la calotte d e  paraboloide devient un segment 
de parabole, ddcoup6 de 8 p par le plan A~, mend par le point  ~ =  v b* parallelement au plan 

tangent  a S p suivant le veeteur x - - b * .  Quelques lignes auxiliaires pointilldes font net tement  
ressortir la paralldlitd des deux plans. 

ratrice portant le veeteur b e n  fonction de v e t  de d~, respectivement. Les points 

du paraboloide a~ sont, de leur cSt~, selon (7 o) et (75) dorm,s par 

(77) i=cos~- ~ "  cos2 ~ + ( cos2~ . e*  + s i n 2 ~ . e * )  �9 

Puisque, comme nous venons de le rappeler, I -  R / R  o varie de o s I sur 

tout rayon veeteur (segment de g~n6ratriee b), eeux des points de a~ ~ les seuls 

qui nous int6ressent - -  qui appartiennent en m6me temps s la ealotte a P, sont 

earact~ris~s par les in~galit~s 

(78 ) o < -  ~ < I o <  < c o s  ~q~, ou o ~ < a r c e o s ~ .  ~COS~O ~ OU T~___ __ = 

Ces calculs achev~s, voici uu premier pas vers le passage ~ la limite qu'il 

nous faudra ex~cuter. Soit P ~ - x  un point tr~s rapproch~ de la surface S. 

Oette propri~t~ de P sera ici exprim~e par la condition que la valeur x ~-- R 0 

soit tr~s petite, ce qui veut dire que le vecteur x sera sensiblement isotrope. 

Posons # = (x~ + ... + x~)~ et d6signons par v le vecteur aux composantes v1= I, 

v ~ = x i / Q ,  i ~ 2  . . . .  , m.  On a v 2-~ I - - ~ / Q ~ = o ,  c'est-~-dire que v e s t  isotrope. 
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D e  p l u s ,  (x ,  v) ---- x~ - -  ~ / ~  ---- x 1 - 0  et B o - - x  s - - x  2 - ~ z = ( x ~ - ~ ) ( x ~ + q ) .  En 

posant b* ~-- �89 (x t + ~) v, on aura done 

b*'=o, (x,b*)= B~ (x--b*) ' - ---o,  
2 

ce qui vent dire, d'apr~s ce que nous avons vu plus hang, que les points b* et 

x -  b* appartiennent ~ s e. 
On volt facilement que le point x et le point b* song tr6s rapprochds Fun 

de l'autre, dans le sens que les valeurs numdriques de routes les composantes 

de x - - b *  song tr6s petites, dtant routes =< ro/2. En effet, on a d'abord, 

cause de (x~-- ~)(xt + 0)-~ Ro = ro 2 et de x~-- ~ ~ x~ + ~, rindgalitd x~-- ~_--< ro. 

Ensuite 

I x , - - b ~ l =  x, 2- - -  2 = 2 "  

Enfin, le veeteur x -  b* dtant isotrope, on a 

(79) Ixk-- b~l-<- Ix~-- ~'~l ~--,r~ ~ =  ~, 2 , . . . ,  m. 
2 

Cela veut dire que routes ees valeurs tendent v e r s o  avec R 0. 

On arrive ~ une liinite supdrieure pour l'oscillation des ~ sur la ealotte 

P par les eonsid6rations suivantes. En posant, dans la formule (77), eos2~v a~ 

= 2 e o s ~ v -  I, et en tenant  eompte de (7I), on obtient 

x - - b * §  r ~  + zroe* 
= c o s  ~ ~o 2 

et eu particulier ~*- - - -z (x -  b*)+ ~r o e* et d6s lors 

__ ~ ,  �9 s i n  ~ ~p, z r~ sin 2 ~p- e*. 
= 0 - ~  ~- ~x - b*) + eos~--~. 7 

Tout vecteur uni~i re  e* o r t h o g o n a l  k x e t  ~ e* est aussi orthogonal ~, 

x +  r~ +O--.v 
2 2 2 

et ,  par eonsdquent, aussi ~ v e t  ~ x ~ q  v. Ce dernier veeteur a les  eomposantes 

x l - -Q,  o . . . . .  o, ce qui implique que e~=o; eela dtant, e ~ 2 + . . - +  e . 2=  x, ce 

qui donne [e* I ~ I. Alors, vu que z/coseC ~ I et en vertu de (79), 

�9 r o  * I ro ro I ~ -  .~1--< I x ~ -  bkl + ~- e~f =< --2 + - - = r ~  

I6--48173. Acta mathenu~/ca. 81. Imprim6 le 4 juin 1949. 
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Cela veut dire que les ~k varient  tr~s peu sur 0 "P et cela pour route valour 

de ~. 

II  nous paral t  convenable de rdsumer les faits ggom~triques qu'on vient 

d'~tablir. 

S i ' l ' on  choisi t  un point  b* arbitraire sur s 'p, on peut  ddcomposer S P e n  me- 

nan t  par los diff6rents paints ~* ~ ~b*, o ~ v <: I, du rayon-vecteur b* des plans 

de direction fixe qui coupent  S P suivant  des calottes de paraboloides a P. Lorsque 

P ~ x est tr~s rapproch6 de la surface S, ce qui veut dire que x ~ ~ R o est tr~s 

petit, on peut ehoisir b* de mani~re que les eoordonn~es de ~ var iant  sur la 

P soi~ sensiblement ~gales ~ cellos du point  ~ * ~  b* calorie a~ ~ correspondant.  

Tel ~tant  le cas pour les coordonn6es, il en sera de m6me pour une fonc- 

t ion continue arbitraire F(~) d6finie s u r  ~, c'est-~-dire que si ~ so trouve sur 

a P, on aura sensiblement F ( ~ ) ~  F(~*). Or, en t enan t  compte de ce qu'on a dit  

au d6but de ce num6ro sur los fonctions De(~), on peut  imm~diatement  appliquer 

ce r~sultat ~ cos derni~res fonctions.  

Si les valeurs limites prescrites u sont suffisamment ddrivables, on aura, sensi- 

blement, sur les susdites calottes, Dp (~)= D~(~*). 

Ces pr61iminaires pos6s, il est facile de donner  des valeurs approch6es con- 

venables pour les diff6rentes expressions U*(P). l~ous commengons par le cas 

impair  m = 2 1 + ~ > 3- La  formule (59), relative ~. ce eas-l~, s'6crit, si l 'on y 

t ient  compte de la relat ion (56) (en posant  dans eerie derniSre p = l) 

(80) f  s.f .-,(,-.o ! 
sP  0 

On a, d'aprSs (74), (76), et  en posant  toujours  ~p--2  ~, 

R ~t-2 
R-�89 I - - ~ o !  d s .d -R  

a no cos, 

= Rto [(cos~ go _ ~ ) - t  s i n  ~ z - 2 ~  cos  ~v] d ~v. d a,~_~ �9 ~z-2 d ~  

e t  p a r  s u i t e  
1 0 

0 corn_ 2 0 

o5 la l imite 0 a la valour arecos ~ ,  qui s 'ensuit  de l 'in~galit6 (78). 
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L ' in tdgrat ion par rapport  ~ la diff~rentielle d~o. dw~_.~ s'~tend - -  �9 y ~tan~ 

e La  valeur de D l(~) qui y entre est donc sensiblement cons tant  - -  ~, la calotte %. 

~gale s D~(~ *) ----D~(Tb*), ce qui fourni t  pour U*(P) la valeur approchde 

(8 I )  
1 0 

u (P) = f D' (r f d �9 f [  ] 
0 tom_ 2 0 

On a (cf. (8) d u n  ~ 6) 

m -  2 0 

f 2 ~  2 - -  27t:'-�89 j "  

tom_ 2 F o 

d ~  = 1 (~ _ , ) . r  (1 - -  t.) r (~) 
r(l) 

et alors, aprbs des rdductions 6videntes, 

0 

(1-  I)! 
m m  - 2 0 

D'au t re  part,  on trouve par la formule (64) 

Dt (~*) = v-(~-2/d~(u (z b* ) . ~m-3). 

Tout  cela ~tant admis, la valeur approch~e (81) devient, aprbs l - -  I integra- 

tions par parties, 

1 

f v ' ( p )  = ( t -  i)z (I - ~)~-, ~ ( ~ ( ~ b * )  �9 ~ - ~ 1  d ~  
0 

[u (~  b*) =-31~=,  = " ~ J ~ = o = u ( b * ) ,  

puisqu'on a, par hypoth~se, m > 3. 

Dans le cas de m = 3, le terme tou t  int~gr~ devient  u (b*) --  u (O). D'autre  

part,  en se repor tant  ~ la d~duction de la formule (59bi'), on volt que, duns ce 

eas particulier,  pour arriver s U~(P), il fau t  a jouter  u(O) au second membre 

de (8o). On a donc, aussi dans ce dernier cas, la valeur approch~e u(b*) pour 

u~(P). 
En r~sum~, nous avons montr~, pour m impair que, le point  P ~tant tr~s 

rapprochg de la surface S, il existe sur cette surface un point b* tr~s rapproch~ 

de P e t  tel que U ~ (/9) est sensiblement ~gal ~ la valeur (preserite) u (b*). Lorsque 

P tend vers un point  d~termin~ Q, de la surface, il en sera de mSme de b*, et 
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Us(P) t endra  par  consdquent vers la valeur prescrite u(Q). Dans les condit ions 

de continuitd posdes, la convergence sera uniforme sur route portion de surface 

bornde et fermde. Les formules (59) et  (~9 bis) sont donc bien des formules de 
solution. (~) 

Le cas de m pair est ma in tenan t  assez facile. L' intdgrale,  qui, en vertu de 

la formule (6~)(*), fourni t  U*(P) s '~tend au bord s P seulement.  On a 

(8~) U*(P) = ~l-t f At- '  ds. 
sP 

Vu que i - - R / R  o- -  i sur le bord, l 'expression A t-~, donnde encore par  la for- 

mule (56), se rdduit  

A z-1 ---- R ~ - ~ / ) ~ - '  (~). 

La valeur de ds est comme plus hau t  (formule (74), m = 2 1 et ~ = 2 9) 

ds = r~-2 (sin---22--~C ) '~-Sd qD d oj,~_,. 

La fonct ion D~-I(~) dtant  sensiblement ~gale ~ D~-~(r *) sur o P, elle le sera en 

part iculier  dans tous les points qui appar t iennent  s la fois s o p e t  h s p. Or, 

pour ces points-l~, la valeur u ~ / c o s ~ r  (formule (7~)) devient  ~gale ~ ~, ce qui 

donne cos ~ r  EH variant  ~, on en t ire I s i n 2 ~ v ' d ~ [ - ~ [ d v l  et ensuite, 

par un  calcul simple, 

1--1 

ds = Ro ~ (~(I --  ~))~-~ d~dw~_~, 

o5 routes les diffdrentielles admet ten t  le signe positif. En por tant  cela dans la 

formule (82), on obt ient  pour U 2 (P) la valeur approch~e(4) 

(~) Pour  dire un mot  de l ' a spec t  gdomdtr ique  du passage ~ la l imi te  qui  v ien t  d 'avoi r  lieu, 

la por t ion  de surface S P tend,  en se rdtrdcissant ,  vers  le s egmen t  de gdndratr ice 0 Q, t and i s  que  

P t end  vers  un p o i n t  ddtermind de ce segment .  Les propr id tds  d ' une  fronti&re chaque  calot te  ~ 

caractdr is t ique sour done bien in te rmddia i res  en t re  celles d ' une  f ront iere  d ' espace  et  d ' une  fronti~re 
de t emps ;  of. en par t icu l ie r  la fig. 9. 

(2) Cette  formule  renfe rme  la formule  (61 b/s) re la t ive  au cas par t icul ier  m = 4. 

(a) Les po in t s  en ques t ion  ddcr iven t  une  sphere  de cen t re  x - { - r 0  cos 2~vc*, de rayon 
2 2 

sin 2 ~  et  s i tude dans  un p lan  o r thogona l  ~ x e t  ~ c*. 
2 

(') L 'e r reur  eommise  dans  U 2(P) t end  v e r s o  en m~me t e m p s  que eelle re la t ive  ~ D ~(~). En  
ettet, si r o n  remplace  dans  l ' express ion  (8o) la fonct ion Dl(~) par  I, on aura  une  cons tan te  nu~ 
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1 

V ~ (P) = ~ , - t  f - -  03m-2 "Dr-1  (~*) " (~(I  - -  ~-))/--2 d T .  
2 

0 
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Le facteur numdrique devant l'intdgrale est 

; r51-1  2 �9 :r/~l-1 I 

2 ( ~ - 2 ) !  (~-2)! 

La formule (64) donne de son c6t6 

d z-~ ~_~). 
DZ-~ (~*) = ~-r d ~:~-~ (u (~ b*) 

Eu ~gard aux deux derni~res 6valuations, la formule ci-dessus peut s'6crire 

1 

/ - Cu(~b*)~ - -~ )d~  [ u ( ~ r )  , , , -~"= '  - = * .l,=o = u  (b*), u'CP) (z-2)! (r ~)t-~ 
0 

puisque m => 4. Cette formule approch~e 6rant d6montr6e, la v6rification s'ach~ve 

comme dans ]e cas impair. (1) 

Nous donnons, pour terminer, quelques indications sur le degr6 de d~ri- 

vabilit6 d~sirable de u. Un examen rapide montre que nos calculs sont 16gitimes, 

si l'on a soin de poser les conditions qui se trouvent au d6but de ce num6ro 

pour route valeur h = < l + 2 ;  les deux derni~res valeurs h = l +  I e t  h = l + 2  

n'interviennent que dans les calculs eoncernant A U 2 (P)-~ U~ o. Dans le 

cas pair, m-~ 2 l, il ne figure dans l'expression finale de UJ(P) que des d~riv~es 

d'ordre < l -  I (formule (6I)). Appliquant les m~thodes du Chap. I, on pourrait 

arriver k cette expression en ne se servant que de ces derni~res d6riv6es, c'est-k-dire 

en se passant de l'expression A t, oh entre la d6riv6e (63) d'ordre 1. De m~me, 

dans la v~rification de A U ~ (P) = o, on pourrait se contenter des d6riv~es d'ordre 

< l + I .  

m6rique, ne ddpendant  que de l, c 'est-~dire que de la dimension m. Cela est  clair a pr ior i  par  
les calculs qui  ont  conduit  ~ U 2 (P) dans le numdro pr~c6dent. On le voit presque sans calcul en 

observant  que ds ne d~pend de Ro que par  le facteur r ~  -2---  R/o - t ,  ce qui fsi t  que l 'exprcssion 
qu'on vient de former est  ind6pendante de Ro. (L~ constante num6rique est  d 'ai l leurs ~gale 
( l  - -  2 )~ / (2  l - -  2) !  .) 

(1) I1 est  clair que les vari~t6s 8 P et  s P t cndent  toujours vers le m6me segment  de g6nd- 
ratrice, quand _P tend vers un poin t  de 8. 

9 
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CHAPITRE V. 

In te rpre ta t ion  g~om~trique de la solution de l '~quation des ondes sph~riques. 

m - 2  65. L'op6rateur T, . - -  L'objet principal de ce chapitre est une 6rude 

approfondie de la solution de l'6quation des ondes, relative au cas le plus im- 

portant, celui des ondes sph~riques. I1 s'agit done de l'~quation pos6e pour 

l'espace-temps ordinaire - -  trois dimensions d'espace et, comme toujours, une di- 

mension de temps, Par cons6quent, il sera question de l'op6rateur I ,  2 pour m = 4 ,  

qui manifestement est un cas particulier de I ,  ~-2. pour m arbitraire. Vu que les 

considSrations g6om6triques dont on aura besoin ont un int6r~t en elles-m~mes 

et qu'elles sont ind6pendantes de la dimension, nous traiterons d'abord le cas 

g~n6ral pour m-->_ 3. Nous d6duirons ensuite de nos consid6rations g6n6rales la 

solution de caract~re g6omdtrique de l'6quation des ondes sph6riques, sans second 

membre, donnde par la formule (IO) de l 'Introduction. 

On va appliquer les calculs du n ~ 57, d'oh sont tir6es, sauf avis contraire, 

routes les formules cit6es dans le present num6ro. Observons d'abord que 

I/Hm(m--2) = o ;  on peut done remplacer la portion de surface SPpar  sa pattie 

annu[aire ex~6rieure ~, tout comme on l'a fair au susdit num6ro en y calculant 

I .  2 pour m pair. D'autre part, les nombres f l - - a  + 2 - - m  figurant dans les for- 
2 

mules (A) et (B) et ~-----a--m figurant dans les formules (C) ct (C bi~) deviennent 
2 

respectivement ~ ~ o et fl-~ -- I pour a ~ - - m -  2. I1 s'ensuit donc des formules 

cit6es et de la formule (29) au moyen de la formule (13 ~') d u n  ~ 5 

,._o I (2 A (o) + B (o) + C' (o)). (l) IS "f, g, h(P)-~ ,,~_., 

Ici A(o) est donn6 par la formule (28bi~), tandis que B(o) et C'(o) sont les va- 

leurs de B(R) et de d f f(R)/dR pour R = o .  Ces derni~res expressions sont 

d6finies par les formules (B) et (C): 

B(,) f d : g ~ dsR et C(R) 
SR 

f h d R  dl 
= d  d~ dt~ 

s R 

d s R .  

En ce qui concerne la valeur A (o), nous n'avons rien s ajouter ~ la formule (28his). 

Pour calculer B(o) et C'(o), rappelons que la vari6t6 SR devient pour R - ~  o le 
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bord s P dont  l '~l~ment de volume est  d~sign~ par ds. 
de la formule (I2) du n ~ 50, nous pouvons ~erire 

/" d n  
(3) B (o) = - -  t g  d R  ds ,  

sP 
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En tenant  encore compte  

Le calcul explicite de C'(o) est plus difficile. On peut  6crire 

(4) c ( R )  = f hKds K ~ -  dR.d,z dRdl'dSR'ds 
sP 

En rappelant  la param~trisat ion de S s l 'aide des t ra jeetoires  issues des points  

B de s p et de la quant i t6  R que nous avons donn~e au n ~ 50, on volt  que 

f d (hK)ds,  (4 bi~) C' (R) = 

s P 

la dif?4rentiation par  rappor t  ~ R dtant  fai te suivant  les t ra jectoires  1. On a 

d (hK)=  dh dK  
(5) dR  d~R K + h d ~  

Pour  R ~ o, on a dvidemment  dsR/ds ~- I, ce qui, rapproch~ de la formule (I2) 

du n ~ 50, montre  que 

(6) K : - -  I pour  R = O. 

D~s lors, pour  R ~ o, e'est-s aux points  du bord s P, la formule (5)ei-dessus 

se r~duit ?~ 

aRd ( h K ) ( R _ 0 ) = (  d-/~dh dK~ (7) -- + h~/(R=O ) o 

Posons  maintenant ,  pour  abr6ger, 

I ,o ,  g, h(P)-~ I:g,  h(P), 

alors, par  les formules (I), (3), (4 ~) et (7) ei-dessus, 

ds, (s) Ir-,g, h(P)= hjR--gdR 

off, soulignons-le, les expressions sont  fortunes aux points du bord s p e t  les 
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diff6rentiations par  rapport  ~t R dans d K / d R  et d h / d B  sont  fai tes  suivant  les 

trajeetoires I. 
du 

En posant  ma in t enan t  g ~ d n n  et  h----u, il vient  

I ! __2 f [ dK  du dn du} 

2 / ,p 

66. Diff6rentiation par rapport ~ R dans diff6rentes directions.  Les droi- 

tes  ~. - -  On va encore simplifier la derni6re formule en in t roduisan t  un sym- 

bole de diff6rentiation appropri6. Rappelons que nous avons d6j~ ~ plusieurs 

reprises diff6renti6 dans certaines directions par rappor t  ~ B-----/~pQ ou r ~  r~,~ 

(eft en part iculier  l ' In t roduct ion ,  formule (Io) et les ~o~ 63 et 65) et m6me 

utilis6 de temps en temps le symbole que nous allons ma in tenan t  introduire  

d 'une mani6re syst6matique. 

D6signons, dans un ordre d'id6es g6n6ral, par 7 une direction d6termin6e. 

Soient d 'aut re  par t  U(Q) et V(Q) des fonctions,  continues avec leurs d6riv6es du 

premier ordre. On engend par d r U et d r V l e s  accroissements infinit6simaux de 

ces fonct ions correspondant  au d6plaeement infinit6simal d Q dans la direction 

7. Ceci pos6, le rappor t  d.,. U/d r V sera appel6 la d~riv~e de U par rapport 
V dans la direction 7(1). Cette d~riv6e est mani fes tement  ind6pendante  du sens 

de parcours positif  de 7. 

Dans cette notation,  les deux derniers termes sous le signe f dans la formule 

(8 bi') peuvent  s'~crire 

du dn du d,~u dtu 
(9) d-~ d--R § d--R = d ,  12 § dl--R" 

Les coordonn6es du point 

mani fes tement  

(io) 

Alors, en posant  

( I I )  

on peut  aussi 6crire 

Q 6rant  d~sign6es, comme d'ordinaire,  par  ~ ,  on a 

d r u _ ~ 0 u  dr ~k 

k~l 

dr ~k ~ fk ,  
d:,B 

(1) On prendra ~videmment soin de ne pas former la d~riv~e dans les directions tangentes 
la sur~a'ce V -  const, qui passe par Q. 
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(I2) d7 u m~ O u 
dTR = 2J ~ r'~. k = l  Sk 

D'au t re  

dans la direction ~,, il vient 

o n  

(~3) 

part, en diff6rentiant la relat ion R = ~_~ ~ . (~ - -Xk)  ~ par rappor t  ~ /~ 
k = l  

I = 2 ~  ~k(~k--~k) d~,~ 
d r R 1 

= -  ou encore ($ --  x, ~") = - .  e~ (~k-x~.)  7'k 2 2 
1 

Le d@lacement  aux composantes d~k ayan t  manifes tement  la direction ~,, il en 

sera de m6me du vecteur ~ aux composantes f~.  Inversement ,  pour qu 'un veeteur 

~.t aux composantes 7~k puisse s'6crire sous la forme (IX), il suffit qu'il  ai t  la 

direction ~ et qu'il  satisfasse ~ la relat ion (I3). 

Ce point admis, on voit  que si 7 et J sont des directions arbitraires, on 

pourra toujours  6crire en vertu de (i i) 

(I4) d ~ '  

v 6rant la direction du vecteur r aux composantes v~k, qui de son c5t6 est d& 

termin6 par  les directions ~, et & En effet, les relations (13) 

2 2 

ent ra lnent  

(~5) (~ - x, +) = I_. 
2 

On aura  en m~me temps, en vertu des formules (to) et  (I4), 

(I 5) d r u dj_uu dr u 
d r R + d~ R ~- 2 d~--R" 

Cela 6tant, re tournons s la formule (9) et tenons compte des fairs que n 

est la normale <,int~rieure,> (1) ~ la surface S en un certain point  b du bord s P, 

tandis  que 1 est (la direction de) la t rajectoire issue de b. En d6signant,  comme 

au n ~ 51, la t angen te  uni ta i re  ~ l par t, nous tirons du m6me num6ro que 

(1) Cf. la note p. 76. 
17--48473. Acta mathematica. 81. I m p r i m ~  le 4 j u in  1949. 
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(~7) 
6~ant un  nombre 

C'est-~-dire que 

n + t = ~ ( x - - b ) ,  

positif. Pa r  consequent, (n + t ,  b --  x) = --  ~ (b --  x) ~ = o .  

( - - n ,  b - - x )  = (t, b - -  x)----- i 
2 ~  

off z est aussi un hombre positif. Oela donne 

(-- x n , b - -  x) = (xL, b - -  x) = ! .  
2 

Par  suite 

( I8)  n' -~  - -  x n ,  t' ---- x t  

et le vecteur ~' ddfini par  la relat ion v' = I (n' + t') sat isfai t  

(19) v' = 2 I (n' + t ' ) •  2 ( t -  n), 

ce qui entralne 
X 2 X $ 

(xg-,)  (~,, ~,) = ~ ((t, t) - e (t, n) + (~, n)) = 7 ( -  

il sat isfai t  en outre g la relat ion 

(~o) ( b -  x, v ' ) =  ~. 
2 

I -}- I ) =  O; 

Le vecteur ~ dtant isob'ope, la droite �9 men~e par  le point b e t  ayant la direction du 

veeteur vl est une droite isotrope. Les formules (I4), ( I 6 ) e t  ( I9 ) fou rn i s sen t  la 

t ranscript ion suivante de l 'expression (9) 

( 2 t )  d u  d n  d u  _ _  d~u dtu  d, u 
d-~ U--k + d R  d.  1~ + ~ = 2 d,--~" 

Cela pos6, la relation (8 hi') peut  s'6crire 

2 2 ~ - .  r l - -  

I1 ne manque pas d'int~r6t de remarquer  que R varie d 'une mani6re lin6- 

aire s u r r  ou, plus g6n6ralement, sur route droite isotrope(1). Soit en effet C une 

telle droite, c un vecteur qui lui est parall~le, (e, e ) = o ,  ~7 un point fixe et 

~ + de un point  mobile sur C, �9 6rant un param~tre. Alors Rx~ = ( 6 - - x )  ~ 

= Rx~ + 2 ~(~7-  x, c), expression lin6~ire en ~ (ou dans les coordonn6es de ~). 

(~) Cf. p. I Io. 
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Observons encore que d . u / d . R  peut toujours gtre calculd par la formule (2I) si 

l'on connalt sur S les donndes de Cauchy u et du /dn .  

On vient de voir que par chaque point b du bord s p il passe une droite v, 

ddtermin4e par le vecteur r qui de son cbt~ est donnd par la formule (I9). 

Le vecteur n e t  le veeteur t dtant respeetivement orthogonal et tangent  ~ la 

surface S, les formules (I7) et (I9) mettent  en dvidence que la droite v e s t  la 

sym~trique (an sens lorentzie.) de la g~dratriee b -  x inddfiniment prolongde par  

rapport au plan tangent ~ la surface S au point b. 

Nous allons montrer qu'en r~alit~ la droite v et le veeteur v ~ d~pendent beau- 

coup moins de la surface S qu'il ne paralt au premier instant. En effet, deux 

sttrfaces S qui admettent la m~me intersection s P a v e c  la nappe C P du e6ne de 

sommet 1 ~ admettent les m~mes droites v et les m~mes vecteurs ul (l). 

Observons d'abord que la gdndratriee et la droite v passant par un point b 

du bord s P sont isotropes routes les deux et, de plus, qu'elles sont orthogonales 

au bord, puisqu'il en est ainsi de n e t  de t (cf. les formules (I 7) et (I 9) et le n ~ 51). 

Cela pos~, eonsiddrons autour du point b u n  ~l&nent infinitdsimal du bord. Cet 

dldment, qui est ~ m -- 2 dimensions, est dvidemment orientd dans l'espace puis- 

qu'il e n e s t  de mgme du bord tout  entier. Le plan ~ deux dimensions ~r mend 

par le point b e t  orthogonal ~ cet dldment est done orienf~ dans le temps, ce 

qui veut dire que la forme lorentzienue exprimant le carrd de la distance de 

deux points arbitraires de ee plan est inddfinie. D~s lots, on peut introduire un 

nouveau systbme de coordonndes lorentziennes, l'axe des ~ et celui des ~ dtant 

parall~les ~ ~r. De 1~ il s'ensuit que ce plan eontient deux directions isotropes 

(donndes par ~t _+ ~. ~ o) qui, par sffite, doivent gtre eelles de la g~n~ratrice et 

de la droite v, considdrdes tout  ~r l'heure. On volt alors que la droite v est 

entibrement ddtermin~e par l'dldment infinitdsimal de s ~. I1 en est de mgme du 

veeteur ~, puisque ce vecteur est ddtermind par la direction de v et la relation (2o). 

Les droites v constituent une famille ~ m - - 2  parambtres et engendrent une 

surface rdglde ~ ~ m - - I  dimensions, dont nous allons montrer qu'elle est une 

surface caractjristique (cf. le n ~ 62)(~). 

Le point essentiel est que les v sont des droites isotropes, orthogonales '~ 

une vari~td ~r m -  2 dimensions, soit s. (Le earact~re particulier de s ~ d'ap- 

(1) Cet dnoncd pourrait ~tre remplacd par un dnoncd plus prdcis, de caract~re local; cf. la 
ddmonstration. 

(2) Darts rIntroduction, la dernierc surface s'obtient aussi  comme enveloppe de cSnes carac- 
tdristiques, construction rattachde /~ la mdthode classique de Cauchy pour l'intdgration des dquations 
aux ddrivdes partielles du premier ordrc. 
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par tenir  ?~ la nappe d 'un  cbne caractdristique n ' in terv ient  pas dans la ddmon- 

stration.) Ddsignons par ~ les points de s, par v t un vecteur parall~le s v, 

(r r -~ o et (r d~)  = o; le point  ~ -~ 7 /+  v r  ddcrit, quand ~ varie, la droite ve t ,  

quand 7/ et ~ varient  t ous l e s  deux, la surface Z. On a d ~ ---- d ~ + d ~. ~ + ~. d r  

On en tire (v t, d ~ ) - = o ,  puisque ( ~ l , d , 2 ) = o  et ( ~ f , r  par hypoth~se, et 

(~l, d e )  -~ o s 'ensuit  de (r r ~ o. On voit donc que les gdndratrices v de Z sont  

normales ~. ~, ce qui met en dvidence que ~ est une surface caractdristique (n ~ 62). 

67. Calcul explicite d 'une d~riv~e. - -  Pour  pousser plus loin l 'dtude de 

I:,,,-2 du d-n' u(P), qui ~ prdsent est exprimd par la formule (8bi~), reprenons la 

quanti td K figurant  dans la formule (4). Nous dcrivons K sous la forme fac i l e  

comprendre 
(23) K : d ~ R  dl  . d s R _  d S  dnR 

dn  d tR ds d l R . d s  d n '  

d S  ~ d S R "  dl dtant  la mesure d 'un dldment infinitdsimal de la surface S au tour  d 'un  

point  de S, soit a. Observons ma in tenan t  que le produit  d s . d ~ R  d n peut, ~ un 

fac teur  constant  prbs, 8tre interprdtd comme le volume (?tm dimensions) d 'un 

cylindre infinitdsimal qui admet  d S comme base et dont  les gdndratrices sont 

des segments dquipollents au rayon vecteur x - - a ,  mend du point  a au sommet 

P ~ - x .  La  hauteur  de ce cylindre est la valeur absolue de la projection ortho- 

gonale du vecteur x -  a sur la normale n, c'est-s dgale ~r 

d,~ r I d~ R 
I ( " - -  a' n)l = --  r d n  = 2 d,* 

(formule (48) du n ~ 21). Le volume du cylindre est done 

(24) d V-~ --  ! dn__ff_R, d S. 
2 dn  

Nous rapportons les points b du bord s P et les trajectoires l issues de ces 

points h m --  2 param~tres il 1, ~ ,  . . . ,  ~m-2. Ces param~tres et R fournissent  une 

paramdtr isat ion des points a de la portion de surface S p, au moins dans le 

voisinage du bord, soit sur la partie annulaire extdrieure N (n ~ 50). Enfin, pour 

simplifier l 'dcriture, nous pla9ons l'origine des coordonndes au sommet P = x. 

Tout  eela d tant  admis, nous formons les veeteurs 

0 a d~a Oa 
(25) OR--&ZR et O~J' J :  ~ ' 2 ' ' ' ' ' m - 2 '  
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au nombre total de m - -  I, et le d6terminant d'ordre m 

(26) D =  a 0 R o z  ~ ' 0 ~ "  = a ~ - R ~ ,  j = i , 2 , . . . , m - - 2 ,  

dont les colonnes sont donn6es par les eomposantes du rayon veeteur a et des 

vecteurs d6riv6s ci-dessus. D'autre part, on peut identifier l'616ment infinit6simal 

0a "R Oa .~j j~--I 2, . ,m- -2 ,  dSauparall616pip~de construit surles veeteurs ~ a  et ~ g d  , , .. 

ee qui donne 
~'tl-- 2 

(27) dV=IDIdR H dZr 
1 

h)utes les diff6rentielles 6rant positives. On tire de (24) et de (27), en observant 

que d,~R/dn est n6gatif, 

(28) d'RdS HdZ  dn = - - 2 [ D [ d R  

et alors, de (23), puisque dlR = dR ,  

K___ _ 
: lDlIIdZ + 

ds 

Or s e ayant 6t6 param~tris6 par les SJ, on a d'apr6s les r6gles d u n  ~ 21biL 

ds----p($J)Hd~ .i, oh p(itJ)> o est une fonction des SJ. On a donc 

K = -- 2A D J .  
io 

Enfin, puisque p e s t  ind6pendant de B, 

dtK 2 d:lD I 2~DI I dtD I d,D 
(29) d - ~ - - - - - - p  d : R  ~ - - -  __ .~) ~ - - K - ~ d ~  

C'est l'6valuation de la derni~re d6riv6e aux points du bord dont on va s'oceuper 

dans le reste du pr6sent num6ro. 

On trouve immddiatement, grace aux relations 

q u e  

(30) 

dta 0a  d: Oa O~a d~ da O2a 
d t R = O R '  d I R O R - - O R  ~' d~RdZ~ OROXJ" 

&D O~a aa da [ ~-2 
d~R-- a01:l ~a),' 0Z m-2 + ~ D j '  

j----1 
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0 a  
off Dj est identique s D sauf pour la colonne ~ i ,  qui est remplac~e par 

0~a 
OR O~ .~ 

Nous allons encore transformer les formules (29) et (3 o) en y introduisant 

un nouveau vecteur qui, ~ la limite, devient identique au vecteur isotrope ~a, 

donnd par les formules (I9 bi~) et (2o). Posons s cet effet (dans la r~gion annu- 

laire ~) 

0a  
(3 ~) a' = o--~ - Na,  

N ~tant un scalaire, d~pendant de a, qui sera sp~cialis~ plus loin. 

02a cg a' ON Oa , 
O R O Z  j - -  o~2j "]- - ~ a  .-~ N ~  et D r -~ Dj + N D ,  

On a d'abord 

, 0a  
off Dj est identique s D sauf pour la colonne ~ ,  qui cette fois-ci est remplac~e 

69 a' 
par ~--~. II en r~sulte 

m--2 m--2 

(32) T ,D~=  ~ D~ + (m-- 2)ND. 
1 1 

On a en m~me temps 

i o.o.I i o. I (33) D---- a~--~ ~ .  = a a ' ~ ,  

Observons d'autre part que, les vecteurs, 

lin~airement ind~pendants, on pourra poser 

j =  I ,  2 ,  . . . ,  m - -  2 .  

Oa Oa 
au hombre de m, a, 0--~' ~ ~tant 

O~a Oa m - 2 0 a  
(34) 0 R ~ --  A a + B 0-R + ~ U/b'~ 

1 

les coefficients A, B, Cj 6rant des scalaires, d6pendant de a. 

le premier d6terminant clans (3o) 

I 0 ' a  0 a [  
(35) a ~  ~ .  = B D .  

Cela 6rant, nous faisons tendre a v e r s  un point b du bord s P. 

formules resteront valides, si nous y remplaqons a e t  a' par b et 

On en tire pour 

Toutes nos 
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respectivement, 

0b 
b ' - -  N b  

OR 

ob (o.) 
off ~ est une notation abr~gde pour 0-~ (R=o)" 
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Rappelons  

b ~ ~ o .  

D'aut re  part ,  d 'apr6s (36), (37) et  (38),- 

(41) (b, b') = b, ~ --~ 2" 

Cela posd, on voit (eft p. I31 ) que b' est identique au vecteurisotrope v I, donn6 par  

les formules (I9 ~)  et  (2o). En effet, les vecteurs isotropes b' est v ~ sont  ortho- 

gonaux au bord t o u s l e s  deux et ont  m~me produi t  scalaire avec le veeteur b. 

En tenant  compte  de ce qu 'on a dit  au suje t  du veeteur  ~' a u n  ~ 86 (p. 131), 

on voit  que b' ne ddpend que du bord s P, dans le sens qu'on a pr~td s ce mot  

s l 'endroi t  indiqu~. La  m~me remarque s 'applique aux ddrivdes OhiO)J, Ob'/O)J 

et d~s lors aux quan t i t& L~ d~finies par  les formules (48). 

Pou r  obtenir  la valeur du coefficient B (formules (34) et  (35)) au point  b, 

nous notons  qu'il  s 'ensult  de (38) 

(39) 

b' devient  isotrope, 

(40) 

main tenan t  que R = a s =  (a, a), ce qui donne 

0 a  = - I  et a, + ----o, 
(37) a, b~ 2 o n'! ~ '  ~ 

formules valables encore quand on y rem_~laee a par b. Si l 'on tien~ eompte  de 

(37) et  de ee que le vecteur  b (segment de gdn6ratriee du e 6 n e ) e s t  isotrope,  

c'est-~t-dire que 

(38) b ~ = o ,  

on t rouve pour  le vecteur  b', donnd par la formule (36), 

b'~ ~0R] 2N b , ~  = ~ 0 R I - - N .  

Cela veut  dire que, si l 'on choisit  N de fa~on qu 'au poin t  b on a 

2v = ~ , b ~ /  ' 
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II vient  alors au moyen de (38), (37), (42) et (39) 

I _ B =  _ 27, 
2 

e~ le premier  d6terminant  en (3 o) devient  en raison de (35) ~gal ~. - -2  ND.  En 

ver tu  de cegte derni~re 6valuation et de (32), on obt ient  (30) sous la forme 

dzD (m- -4 )ND + ,~ D~, (43) d~/r = 1 

off 27 esg doma6 par (39), D peut, d 'aprbs (33), s'6erire 

(44) D = b b ' ~ - ~  , j = I, 2, . . . ,  m --  2, 

et  D~ s'obtien~ de D e n  3' rempla?an~ la colonne Ob/OZJ par Ob'/OX j. 

P o u r  aller plus loin, exprimons le fai~ que les t ra jectoires  l sont  ortbogo- 

hales au bord par  les formules ~ ,  ~ = o, qui, en raison de (36 ) et  de (42), 

donnent  

(45) 

On en tire, eu 6gard A (4I), que 

(46) 

Enfin, de (4o) il vient  

(47) 

(b, Ob'  
o 

= O .  

~---O.  

(b,, Ob'i 0 ~1 = o. 

~En r~sum~, les formules (38), (4o)--(42), (45)--(47) d isent  que chacun des 

vecteurs b et b '  est  or thogonal  ?~ soi-m6me et aux vecteurs Ob/OZJ et Ob']O;d, 
I 

tandis  que (b, b ' ) = - .  
2 

Les veeteurs b, b', O b/O~ sont  lin6airemen~ ind6pendants  et  au nombre  total  

de m e n  raison du fair analogue pour  b, Ob/OR, Ob/O~tJ et de la formule  (36); on 

pourra  done exprimer  les O b'/O~tJ comme leurs combinaisons lin6aires 

m - - 2  

0b' _ Lib  + L b' 0 b  
k = l  

II r~sulte des formules 6num6r6es que Lj--~ L~ ~ o. II ne reste done que 
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"-~ Ob Ob' 
(48) 0 ~ - -  ~ Lj 0 ~"  

~=1 

Si l 'on por te  les expressions (48) dans les /) j ,  d~finis pa r  les explicat ions qui se 

ra t t a~hen t  ~. lm formule  (44), r express ion  (43) devient  

ira--2 
I d ~ D  

cet te  formule  ~tant  valable en tou t  po in t  b du bord. On a en ees points aussi 

K----- - -  I, d'apr~s la formule  (6) du n ~ 65. P a r  consdquent,  l 'expression (~9), don t  

l '~valuation explieite est ] 'objet  du present  num~ro, peut,  en tou t  point  b, s '~crire 

t'a--2 
(49) d, K . dt.R - -  (4 - -  re) N + Z L ~ ,  

j=l 

off N e s t  donn~ par  la formule  (39), tandis  que les ~ sont  d~finis par  les rela- 

t ions (48). 

Eu  por t an t  la derni~re expression dans (8bi~), on obt ient  

I Z ~ )  
(50) 1 * - ' d u , u ( P ) =  ,~-2 ( 4 - - r e ) N +  u - - 2  

* d n  _ _  d, RI  
2 2 m - 3  F ( m - -  2 ~ j : l  ,' 

\ 2 l~P 

eta, en partieuNer, pour m----4 

(5 I ) 
f {  ~ d, u'l z'e'e.' u(P) = (L: + L,) . - -  2d  ds. 

sP 

On volt que (5 I) est ind~pendant de la surface S dans le sens qu 'on a pr~t~ 

ce mot  plus hau t  (p. I3I  et  p. I35 ) eL que (50) en d~pend tr~s l~g~rement, h. 

savoir par  ]e fac teur  N (formule (39)). 

68. In terpre ta t ion  g~om~trique. - -  P o u r  a r r iver  ~ une tel le in te rpre ta t ion ,  

nous chercherons sur le bord s P des courbes C telles que les droi tes  isotropes 

appa r t enan t  aux points b de C (cf. le n ~ 65) soit t angen tes  ~ une  seconde eourbe. 

Une telle eourbe C sera appel~e ligne de eourbure(1) de s P. Le r ayon  vecteur  

(t) Les considerations qui suivent sont tout analogues ~ celles qu'on rencontre dans la g~o- 
m~trie diff~rentielle des surfaces, relative ~ l'espace ordinaire ~ trois dimensions, le bord s P joue iei 
le rSle de la surface et les droites isotropes ~,, orthogonales au bord jouent le rfle des normales 
de la surface. 

18--48173. Acta mathematlca. 81. Imprim6 le 4 juin 1949. 
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men~ de l 'origine (du sommet P - ~  x) au point de contact  aura  la forme b + qb',  

Q ~tant un paramStre(1). I1 s 'ensuit  

(52 ) d ( b + q b ' ) = ~ b '  ou d b + q . d b ' + d q . b ' = - ~ b ' ,  

e ~tant  une quanti t~ infinit~simale. En formant  le produit  sealaire avee b, il 

vient d'apr s (4I), (42) et  (46) 

I 
o = (d e --  e)(b, b') = ~ (d e '-- '),  

par  quoi (52) se rdduit  

(52~s) dis + qdb '=  o, 

formule tout  ~ fair  analogue ~ eelle d 'Olinde Rodrigues(*). 

Avant  d'aller plus loin, remarquons que, pour m = 3, m - - 2  se r~duit ~ I, 

le bord s P devient  done une eourbe. II n 'y  aura  qu 'un seul paramStre solt Z I. 

On voit de (48) que s P sat isfai t  ~ l '~quation (52~) avee q-1 = L~. La  surface ea- 

raet6ristique ~ ,  engendr6e par les droites ~, est done une surface d6veloppable. 

Reprenons le eas g6n~ral (m ~ 3)- On peut donner  pour q l ' interprStat ion 

g6om~trique suivante. Posons IS + Q IS' = f  pour le rayon veeteur menan t  de 

l 'origine o au point  de contact.  Formons f ~ = b  s + 2q(b, IS') + o*b 's, identi td 

qui d'apr~s (38), (40), (4i) se r~duit ~ q = f ~ =  Rot. Dans le eas g~n6ral off le 

sommet du c6ne est dfisign~ par P =  x, on aura  

(53) q = Rx, .  

Si nous posons main tenan t  q-----x -1, la relat ion (52his) s'6erit 

(54) db '  + u d b = o ,  

et la formule (53) devient 

I 
(53b") * = 

l~erivons 

~-2 ab ~-20b'  
(55) d .  et d b ' =  

7=--1 

ee qui, en raison de (54) et de (48), donne 

(1) e l  1 SO rappe l le ra  que b '  es t  iden t ique  '2 ~' (p. 135); b" a par  eons6quent  la direct ion v. 
(~) Cf. p. ex. GOURSAT, Cour8 d'Analyse I (I9IO), p. 6 r L  
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m-2 0 b  ~ I, p = q 
o - - - - ( d b ' +  x d b ) :  ~_~ ( L ~ - - ~ P ) ~ d ) ,  q, 05 ~ = - [  

,,q=l o, p : k  q 

Les vecteurs 0b/O;~ p ~tang lin~airement indgpendangs, on a pour x et les d)~ q le 

syst~me d'~quagions 

m--2 

(56) ~ ( L ~ - - u ~ P q ) d Z q = o ,  p =  i , 2 , . . . , m - - 2 ,  
q ~ l  

qui fournit pour u l'dquation 

(57) IL~-, .~I =o, p, q---- I, Z, . . ., m - -  2. 

Nous verrons tout s l 'heure que routes les racines de cegte 6quation song 

r~elles. Admettons ce point pour l ' instant et, pour simplifier, admegtons aussi, 

jusqu'& nouvel ordre, que les racines song distinctes. A chaque racine • cor- 

respondra par (56) un sysg~me de d~q et les dgplacements db  eg db '  dorm,s par 

(55). D'autre part, on tire de (57), en num~rogant les racines u, 

m--2 m--2 

(58) Z ~ = Z ~.  
A = I  j = l  

Si l'on num~rote aussi les points de eontacg f correspondants et pose pour abr~ger 

/~xr a = Ra,  on obtient des formules (53 ~s) et (58) 

m--2 m--2 

(59) Z ~ =  Z ~" 
j = t  A=1 

Alors, si l'on remplace dans (50) eg (51) le premier membre de la derni~re 

identitd par le second, on parvient s une nouvelle forme de I .  "-2 et, en patti- 

culler, de I~ pour m ~ 4. Nous bornang s ce cas pargiculier important, nous 

6crivons la solution de l'6quation des ondes sph~riques, sans second membre, A u - ~  o, 

sous la forme, annonc~e ddjs dans l 'Introduction, 

(60) u(P) = ~E.  u(p)= ~ j  b ~ + ~ . u -  a-,Rj ds. 
s P 

Nous reviendrons sur cegte expression, qui esg l'objet principal de ee cha- 

pitre, a u n  ~ 71. En attendant,  il nout faut  reprendre les points ajournds plus 

haut, en partieulier la question des racines de l'~quation (57). Nous introduisons 

d'abord la forme m6trique de la raring6 s p. Un ddplaeemeng infinigdsimal d b 
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s'~crit db  ~ - ~  ~ d l t ~  et par suite 
1 

(61) d b ' =  ~ ~,~d~Jd~, o~ ~,~---- ~-~, ~ �9 
j ,  k = l  

La vari~t~ ayant une orientation d'espace (el p. I3x), la forme m~trique ci 

dessus est d~finie n6gative. 

I1 sera utile de consid~rer en m~me temps que les L~ un second syst~me 

de quantit~s Ljk. Nous posons par d~finition 

(Ob ob'  
(62) Ljk = -  ~-~, 0~]. 

La diff~rention de (45) par rapport ~ ~ donne 

Le dernier terme ~tant sym~trique en j et k, on voit que 

(63) L~ = Lk~. 

Les Ljk s'expriment par les L~. de la mani~re suivante (of. formules (48) et (6x)). 

(64) L/~:= Ob Ob"~= Ob Ob Ob Ob 
- ~s  O~:l bT' ~ L~ ~ = ~ '  b ~  "L~ ---- 2] ~'~p L~, 

p~�94 p = l  p ~ l  

ce qui met en dvidence que les L~k sont les composantes covarlantes d'un tenseur 

symdtrique du second ordre dont les L~ sont les composantes mixtes. 

Nous allons maintenant ddmontrer que les racines de l'~quation (57)sont 

r6elles. En effet, en ajoutant  les ~quations (56), multipli~es par les facteurs res- 

pectifs ),jp, on obtient, en vertu de (54), le syst~me ~quivalent 

(65) ~,  (Li, -- u 7~*) {l t* = o, j = x, 2, . . . ,  m -- 2. 
/r 

De 1~ on tire 

(66) [L~- -xTj~[  = o, j , k = I , 2 , . . . , m - - 2 ,  

~quation qui est dquivalente ~ (57). Or cette derniSre ~quation a routes ses ra- 

cines r~elles, car la forme m~trique (6I) est une forme quadratique d~finie. 

A chaque racine simple x de (66) correspond par (56) un systSme de dif- 

f~rentielles d; t~, . . . ,  d~ ~-~ ~ rapports d~termin~s, qui fournissent un d~placement 



L'int~grale de Riemann-Liouville et le probl~me de Cauchy. 141 

infinit6simal d b de direct ion d6termin6e. Plus gdn~ralement, s chaque racine u 

de multiplicit6 h correspond une varidt6 lin6aire de ddplacements, dont  h sont  

lin~airemen~ independents  (1). 

I1 est d'ailleurs clair que les 6quations (55) et (66) sont identiques s celles 

qui fournissent  les valeurs extrSmes du rappor t  

Z Ljk d]~ j dZ k : ~ 7jkd,~ j dZ k. 
j,k j,k 

Pour  arriver aux lignes de courbure C, il f au t  int~grer les ~quations vectori- 

elles identiques (52b~s) ou (54) ou, plus pr6cis~ment, le syst~me d'~quations (56) 

qui leur est 6quivalent. Pa r  tou t  point  de s P off ( 5 7 ) a d m e t  des racines dis- 

tinctes, passent m - - 2  courbes distinctes, tandis  que la coincidence de certaines 

r a c ine s  ou de routes les racines amine  une indetermination(~) partielle ou com- 

plete. Ce dernier f a i r  a lieu, comme on le verra au n ~ 70, dans le cas off la 

surface S est un plan ou un hyperboloide a~-~ const, ou, s la limite, un cbne 

caractdristique. 

Voici encore quelques remarques compl6mentaires. Les d6placements d bA et d b~ 

correspondant  s deux racines diff~rentes xA =4= XB sont orthogonaux, (d hA, d bB) ~-~ o. 

En effet, il s 'ensni t  de (65) et de la sym6trie des Lj~ et des 7jk 

j , k  

et, puisque xB - -  xA ~ o ,  

(67) (d~bA, d bB) = ~ n* d ),~ d Z k = o. 
j ,  k 

(68) 

On peut encore t irer  de (65) une seconde relat ion 

j,k 

En nous inspirant  de la terminologie usuelle de la thdorie des surfaces, nous 

dirons que (68) exprime que les directions de dbA et de dbB - -  qui, comme nous 

venons de le voir, sont orthogonales - -  sont aussi conjugu~es. 

Les points de contact  fA (A = I, 2, . . . ,  m -- 2), dist incts  ou non, situ~s sur 

une droite de la famille des droites r sont dits foyers relatifs h la droite. Ces 

10 

(~) Pour tous ees faits bien connus, voir p. ex. COURANT-HILBERT 1, I, p. 32--33. 
(2) Un tel point peut ~tre appeld ombilie. 
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points ddcrivent une vari6t6 ~ m - -  2 dimensions et, ~ m - -  2 nappes, en g6ndral, 

que nous appelons la surface focale ou caustique de la famille de droit,es. 

69.  La  p lus  courte  d i s tance .  - -  La mani~re dont  nous venons de caract6riser 

les foyers et, la surface focale a certains avantages sur celle qui se trouve dans 

l 'Introduct,ion. Ainsi l'6quat,ion (54), qui servait  de base s t,out,es nos consid6ra- 

tions, a ~t6 obt,enue presque sans caleul. D 'au t re  part., l 'autre vole ~ laquelle nous 

venons de faire allusion est certainement, ~ pr~f6rer sons certains rapports,  no- 

t ammen t  dans les cas de d~g6n~rescence. I1 suffira de l ' indiquer succinct,ement. 

On sait  que dans l 'espace s trois dimensions les surfaces dgveloppables se 

d is t inguent  entre les surfaces r~gl~es par les deux propri6t6s suivant,es qui, en 

g~n6ral, sour ~quivalent,es: I ~ Les g~n6ratrices sont t,angentes ~ une eourbe 

(gauche). 2 ~ La  plus Courte distance de deux g6nSrat,rices infiniment, voisines est 

infiniment peti te d 'ordre supgrieur au premier. On peut  aussi exprimer cet,te 

propri~t~ en disant  que les g6n6ratrices voisines d 'une surface d6veloppable se 

rencont,rent. C'est la premiere propri6t~ qui nous a servi de mod61e plus haut,, 

c 'est la seconde qui va nous guider  dans ce qui suit.. 

Consid6rons une ligne r ,  tracge sur le bord s ~ et les droites ~ men6es par 

les points b de F. Soien~(~) 

(69) c = b + ~ b '  et, c + d c = b + d b + ( ~ + d v ) ( b ' + d b ' )  

les points qui sur deux droites voisines forment  les extr~mit6s du segment  four- 

nissant  le plus courte distance de ces droites. On devra avoir 

(7 o) (b', Z/c) = o et (b' + Z/b', Z/c) = o 

off, en vertu de (69), 

(7 I )  ,~fC~--- z/b + "~z/b' + z/~:(b' + z/b') .  

On tire de la derni~re des relations (70) et de (7I) 

(72) d c S = ( z / b + z z / b ' , d e ) = - ( d b +  vz/b ' )  2 + z / z ( d b  + ~ z / b ' , b ' - +  db').  

On eherche la condit ion dans laquelle [ d C [  est infinimeT~t petit par rapport 
~ [z/b2[ = rs, ce que nous exprimons par la notat ion [dc~[  = o(r~). ]~crivons 

z/b = d b + IdS b + ... et, parei]lement, pour r ib ' ,  les termes non 6crit,s 6rant 
2 

d'ordre sup6rieur au deuxi6me. Puisque (b', d b) = o e t  (b', d b') = o (formules (45) 

(t) Nous  faisons,  de nouveau ,  coineider  l ' o r ig ine  avec le s o m m e t  _P = x. 
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et (47)), le dernier terme du second membre de (72) est 0(~ s) = o(e~)(t). De ce fair 

et de I J c21 : o (~) on tire (d b + T d b') ~ : o (~). La  quanti t6 �9 d~pend des points 

b et  b + Ab.  Supposons encore que, si b + A b  tend vers b, z tend  vers une valeur 

l imite ~', qui alors ne d6pendra que de b. Les valeurs ~ et ~ ne diffdran~ que 

tr~s peu, on tire de la derni~re relat ion (db + ~' db')  ~ = o (e~), ce qui veut dire que 

(d b + ~' d b') ~ est infiniment peti t  d 'ordre sup6rieur au deuxi~me. Or si la diffdrenti- 

elle d b + ~ 'db '  n 'es t  pas nulle, elle sera un vecteur d'espace(~) de direction 

constante,  qui ne pourra  satisfaire ~ une telle relation. Pa r  cons6quent 

(73) d b + v' d b' : o. 

Inversement ,  si (73) est rempli, on aura (db + ~db ' )  2 = o(e ~) et  ( J b  + ~ d b ' )  ~ 

= o(e"). I I e n  r6sulte aussi pour la plus courte distance J c  (formule (7I)), grace 

aux relations (4o), (45) et (47), J c ' =  o(e'). 

On voit  que dans (73) on est tomb6 de nouveau sur une 6quation de la 

forme (52~'); la ligne F est donc identique ~ une ligne de courbure C. Donc, 

au lieu de d6fiair un foyer relat if  ~ une droite �9 comme point  de contact,  on 

peut  le d6finir comme point limite de l 'extr6mit~ du segment  qui fourni t  la plus 

courte distance de cette droite et d 'une droite voisine, la derni~re correspondant  

un d6placement qui sat isfai t  s (73). 

Pour  terminer  cette digression, montrons  que la plus co~rte distance [ J c [  

de deux droites telles qu'il a 6t6 di t  est du troisi~me ordre, fair  pareil ~ celui 

trouv~ par Bouquet  au sujet  de g6n~ratrices voisines d 'une  surface d~veloppable 

(espace ~ trois dimensions)(3). 

Consid~rons en effet sur les deux droites voisines les points respectifs 

g = b +  ~:*+ e t  g +  d g = b + , d b +  ~1 + ( b ' + d b ' ) .  O n  a 

J g = J b +  ~ l +  J b ' = d b  + ~ 'db '  + ~ 

les termes non ~crits 6taut d 'ordre ~ 3- Or d b + ~l db'----o,  par hypoth~se, et 

de 1~, par  d i t~rent ia t ion ,  d2b + ~l d"b '  + d~ I db '  = o. Pa r  consequent,  z /g  ~-- 0(~s), 

[ z /g  I =  0 (~s) et, ~ plus forte  raison, la plus courte distance ] J c [  est 0(~s). 

(1) Pour la notation 0, cf. la note (4), p. 50. 
(~) En effet, le vecteur en question appartient, en raison de la formule (48), '~ l'~l~ment in- 

tinit~simaI du bord s P situ~ autour du point b (cf. p. x3I ). 
(8) Cf. PICARD 1, I, p. 323. 
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70. Trois cas particuliers. - -  51ous avons d6js dit dans l 'Introduction que 

la surface XP constitu6e par les droites v, ses g6n6ratrices, peut 6tre consid6r6e 

comme l'image de la nappe C P du e6ne caract6ristique de sommet P par rap- 

port ~ la surface S, tandis que la caustique de ~P peut s'interpr6ter comme 

l'image (diffuse) du point P. Nous allons envisager trois cas particuliers, celui 

d'un plan d'espaee et ceux d'un hyperbolo~'de a s =  const, et d'un c6ne earact6- 

r is t ique direct, oh l 'image du c6ne devient un second c6ne caract6ristique C P'. 

La eaustique se r6duit d u n  point unique, savoir au sommet P '  du e6ne C p'. Ce 

point peut done s'interpr6ter comme l'image distincte du point P. Les lignes de 

courbure, au contraire, sont compl6tement ind6termin6es; tout point du bord est 

un ombilic parfait, routes les racines de l'6quation (57) sont identiques et m6me 

ind6pendantes du point consid6r6 du bord. 

Soit d 'abord S u n  plan (~ m - -  1 dimensions(I)), d'orientation d'espace. Soit 

de plus P '  le point sym6grique (au sens lorentzien) ~ P par rapport  ~ S, ce qui 

veut dire que le segment PP" est orthogonal ~ S et divis6 par S e n  deux seg- 

ments 6gaux. 11 r6sulte de la sym6trie que l 'intersection s P du plan S e t  du 

c6ne C P fair aussi partie du cbne earact6ristique C P' au sommet P'.  Les images 

des g6n6ratriees de C P seront les g6n6ratrices de C P', qui se rencontrent routes 

au point P' ,  auquel la caustique de Y~ e =  C P' se r6duit dans le cas actuel. 

Le cas particulier qui pr6e6de peut  6tre consid6r6 comme cas limite de celui 

qui suit. Soit S l'une des nappes de l 'hyperboloide dont les points a satisfont 

l '6quation a s = A  = const. > o. Le fair que le centre se trouve ~ rorigine 

ne restreint nullement la g6n6ralit6. Soit de plus P - ~  x un point int6rieur 

celui des demi-e6nes caraet6ristiques ~s~_ o qui renferme S. D6s lors, le c6ne 

C e coupe S en des points r6els b ~ distance finie. Ces points satisfont aux 

6quations b s ~  A et ( b - - x ) S ~  o. D'autre part, il est clair que les points b qui 

satisfont ~ deux des 6quations b S = A ,  ( b - - x )  s - - -o  et b S - - ( b - - x )  s--- 2(b, x) 

- - x  s =  A, satisfont s la troisi~me. Or la derni~re 6tant lin6aire en b, elle dd- 

finit un certain plan (s m -  I dimensions et orient~ dans l'espace), soit H. 

L'intersection du c6ne et de l'hyperboloide, d6sign6e, comme d'habitude, par s P 

est en m~xne temps l 'interseetlon du e6ne et du plan H. Par  sui te ,  en raison 

de ce que nous avons vu au n ~ 66, l ' image de C P par rapport  ~, S est identique 

h, son image par rapport au plan H. Alors, d'apr~s nos remarques concernant 

le premier cas particulier, cette image est un c6ne caract6ristique C ~', le point 

P '  = x' 6rant 1'image de P par rapport  ~ /-/. On trouve d'aiUeurs aisdment 

(1) D a n s  l ' I n t r o d u c t i o n  i l  n'est question que d e  m = 4.  
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.4 
- - o  x'=(x, x) x(') 

Les consid4rations pr4c4dentes s'4tendent encore par un passage s la limite 

ou autrement au cas o5 l'hyperbolo~'de d4g4n~re en un cSne caract4ristique, soit 

C. L'image de C P par rapport au c6ne C se trouve identique s ce c6ne 

lui-m~me. 

Les cSnes C P et C ~' ci-dessus se correspondent aussi par inversion(S). La 

d~finition de cette transformation est dans l'espace lorentzien essentiellement la 

m~me que dans l'espace euclidien. Deux points y e t  y'  se correspondent par une 

inversion s'ils sont en ligne droite avec un point fixe o, le centre de l'inversion, 

et satisfont s une relation de la forme ( y -  o, y ' - - o ) =  A = const. Remarquons 

d'abord que tout point a de l'hyperboloide (a - -o )  ~ -  A se transforme en lui- 

m~me. Cela pos~, notre 4nonc4 concernant deux cSnes qui sont les images l'un 

de l 'autre par rapport s cet hyperboloide r~sulte imm4diatement du fair qu'u~e 

droite isotrope se transforme par une inversion en une droite isotrope. Voici la d~- 

monstration de ce dernier fair. Pla?ons de nouveau l'orlgine en o. Soient y e t  

y ' =  ~y d'une part, z et z ' :  L~z de l'autre, des couples de points qui satisfont 

s (y, y ' )= (z ,  z ' ) = A .  On en tire ; .y~=/~z  ~ et ( y ' - - z ' ) ~ = ~ y  ~ ' -  2~L~(y, z) + L~z ~ 

~L~(z e -  z(y, z ) +  y~)-~ ~L~(y--z) ~, ce qui met en 4vidence que les deux carr4s 

scalaires s 'annulent simultan4ment. 

71. R~sum4. - -  Pour une rue d'ensemble nous renvoyons en premier lieu 

s l 'Introduction, off l'on trouve un expos4 assez complet des r4sultats du pr4sent 

chapitre. I1 ne nous reste ici qua& amplifier certains d4tails. 

Signalons d'abord un cas particulier de la formule (6o) qui, dans le cas des 

ondes sph4riques, fournit  une solution de caract~re g4om4trique du probl~me de 

Cauchy, pos4 pour l'4quation L~ u = o et pour une surface S d'orientation d'espace 

qui porte les donn4es. Ce cas particulier est relatif aux trois types de surfaces, 

trait4s dans le num4ro pr~c4dent, s savoir, plan d'espace, hyperboloide (a - -o )  2 

= const. > o et c6ne caract4ristique (limite de surfaces d'espace). Dans le cas 

de telles surfaces, les deux foyers fl et f~, distincts et variables en g~n4ral, 

coincident et restent identiques s un point fixe P' ,  l 'image de / '  par rapport s 

la surface consid~r4e. En posant /~pp, = Ro, on tombe sur la formule de solution 

(*) Pour  ~v i t e r , tou te  confusion,  on a 4crit au d~nomina teur  (x, x) au l ieu de x 2. 
(~) On peu t  choisir  comme cen t re  de l ' invers ion  un  po in t  a rb i t ra i re  de la droi te  _PP', except~ 

le~  po in t s  _ P e t  _T ~ eux-m~mes.  

19--48173. A c ~  math~matica. 81. Imprlm~ le 4 juln 1949. 
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(74) u (P) = ~ /~o d, RI  ds. 
sP 

On volt donc que (5o) comprend la formule (61 ~) du n ~ 63, relative au cas 

o5 S est un cSne caxact~ristique (direct). En effet, cette derni~re formule est 

exactement de la forme (74). 

La formule (5o) comprend aussi la solution de Poisson, relative au cas classi- 

que  of 1 la surface S est le plan x I ----o. I1 est, en effet, ais~ de v~rifier que (74) 

peut dans ce dernier cas ~tre transform~ dans la formule de Poisson, ~erite sous 

sa forme habituelle(1) (ou r~ciproquement). 

Une grande partie des notions g~om~triques que nous avons utilis~es dans 

ce chapitre et qui rentrent dans la solution ( 6 o ) -  image, foyer, e a u s t i q u e -  

appaxtiennent ~ l 'optique g~om~trique. Cependant il est ici question de l'optique 

g~om~trique de l'espaee-temps, oh les rayons de lumi~re sont fournies pax les 

droites isotropes. Nous reviendrons ailleurs sur les liens qui existent entre les 

conceptions de cette derni~re optique et cell~s de l 'optique g~om~trique ordinaire 

et montrerons comment on arrive dans cette vole aux th~orSmes classiques, tels 

la r~gle des sinus et le th~or~me de Malus. 

C H A P I T R E  VI. 

Applications ~ la th~orie relativiste de l'~leetron. 

72. Notations. - -  Les probl~mes que nous allons traiter dans ce chapitre se 

rapportent - -  tout comme le probl~me principal du chapitre precedent m 

l'espace lorentzien ~ quatre dimensions, espaee-temps ou univers de la relativit~ 

restreinte. Nous adopterons ici le langage habituel de cette derniSre th~orie et 

les notations accoutum~es du ealcul tensoriel. Pour simplifier l'~eriture, nous 

s.uptn'imerons aussi les caraet&es gras utilis~s plus haut  pour representer les 

vecteurs. 

La vitesse de la lumi~re est ~gal~e ~ I, les quatre coordonn6es d'un point 

sont d~signdes par x ~ x 1, x 2, xS; x ~ correspondant au temps, x 1, x ~, x 8 ~ l'espace 

trois dimensions. Le caxr~ scalaire (x, x) du rayon veeteur x men~ de l'origine 

au point x est mesur6 par la forme m~trique 

(t) Cf. p. ex.  GOURSAT I I I  (I9I$),  p. IO3. 
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3 
(I) (X, X) ~--X ~  X 12-xf l  2 - x  s2-~ Z gjkxJxlr 

j, k=O 

goo = I, gll = g3~ = gss = --  I ; gjk = o, j 4= k. 

En adoptant  encore la convention due s Einstein, s savoir que, sauf indica- 

tion contraire, une sommation est & effectuer pour tout couple d'indices identiques 

(Fun supdrieur, l'autre infirieur), on peut  aussi ~crire 

(~") (x, x) = ~ ~ x ~. 

Les composantes contravariantes d 'un  vecteur U sont d6sigu6es par U j e t  son 

carrd scalaire (U, U) est mesur6 pax la forme analogue b~ (I) 

(2) ( ~ ,  u)  = ~ v~ u ~ 

V 6rant un second veeteur aux composantes eontravar iantes  VJ, le produit scalaire 

des vecteurs U et V est donn6 par 

(3) ( u ,  r )  = gj~ u~ r~.  

Les composantes covariantes 53 du vecteur U sont  d6finies pax Uj = gj~ U k 

(c'est&-dire que Uo = U ~ Uj = - -  U~, j 4= o). Pour  garder  la sym6trie, on pose 

en m6me temps UJ = gjk U~, oh, dans le cas particulier actuel,  g J~=  gjk. Cela 

6rant, le carr6 scalaire de U et le produi t  scalaire de U et de V peuvent s'6crire 

(2 ~') ( U, U) = gj~ VJ V ~ = ~ V~ Y~ = V~ ~ ;  

(3 ~,.) ( u,  r )  = gj~ v~ v~ = ~ v j  ~ = uJ v~ = u,  vJ. 

L'opdrateur des ondes est d6sign6 par  R ,  c'est-&-dire que 

0 3 0 3 0 3 0 3 0 2 
(4) [] 0 x ~ 0 x '~ 0 x '~ 0 ~3 0 xJ 0 x k 

Les indices j et k figurant dans les opdrations 0/0x~ et 03/Ox30x ~ sont & consid~rer 

comme indices infirieurs (covariants). 

Int roduisons  encore les coordonn6es eovariantes x~ du point  x (composantes 

covariantes du rayon vecteur) 

(5) x j =  gj~x ~, et inversement  x J =  gikxk. 

On a 

(6) o_q_ = ~ o  
O x~ O x k 



148 Marcel Riesz. 

e~ d~s lors, l 'op6rateur des ondes peut s'6crire 

03 
[ ]  = 

L'indice j figurant daus l'opdration O/Oxj est h considdrer comme indice supdrieur 

(contravarian t). 

78. Les 6quations de Maxwell. - -  Le tenseur  antisym6trique F qui repr6- 

sente le champ dleetromagndtique admet  les composantes covariantes T ) k ~ - - T ' k j  et 

les composantes contravar iantes  l ~ = g S ~ g ~ * F r , = - - F  ej (c'est-s que ~v'~ 

et F j ~ :  Fa.~, j ,  k =V o). On introdui~ aussi les composantes contravariantes  sJ du 

vecteur-eourant s, veeteur-densit6 de charge et de courant  61eetrique. Cela pos6, 

on arrange les 6quations de Maxwell en deux syst~mes, chacun ~ quatre 6quations, 

0T~'~ 
(7) O x ~ ~ --  sO, j = o, I , 2, 3, 

O Fkt O Fk, O F~j O Fil, _ o , ( , )  

off, dans les 6quations du dernier syst~me, j ,  k, 1 forment  une combinaison quel- 

eonque ~, trois 616ments tir6s de o, I, 2, 3. (L' interversion de deux indices, j 

et k par exemple, ne produit  qu 'un changement  de signe dans chaque terme.) Le 

premier syst~me donne, grs ~ 1.'an~isym6trie des ~b-~k, l'dquation de continuit~ 

oss 
(9) div s := OxJ = o, 

laquelle le vecteur-courant, suppos6 donn6 d'avance, doit  sa~isfaire a priori. 

Pour  intdgrer ces 6quations, on in t rodui t  d 'habi tude le potentiel vecteur A,  

aux composan~es covariantes et contravariantes  A s e~ As respeetivement. En posant  

O A~ O As 
(IO) ~'jk -~- rotjk A - -  

O xJ Ox k ' 

le syst~me (8) se ~rouve sa~isfait. La  formule (6) donne imm6diatemen~ 

OA k OAS 

O xj O Xk 

(1) Le premier membre de (7) est eonnu sous le nom de divergence tensorielle du tenseur F. 
Nous nous permettons de proposer iei une notation abrdgde pour la sommation cyclique,figurant 
dans (8). 
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et par  suite 
(,~) OrJ  k _  0 ( O A " I _  O~A .j " 

O X k ~) Xj ~ O Xk / O Xk O X k 

En posant  encore la condition suppldmentaire 

OA k 
(I2) div A - -  Ox k - - o ,  

il ne reste dans le second membre de (I I) que le dernier terme qui, d'apr~s (4bi~), 

n 'est  autre chose que - - ~  A i. Alors le syst~me (7) se r6duit  au syst~me 

(13) FI AJ = s j ou [-I A = s, 

qui s'int~,gre par des potentiels retard~s. 

74. Les potentiels retardds. - -  I1 est instruct i f  de faire rentrer  le probl~me 

d ' intdgrat ion des ~quations (I3) dans le cadre de la m~thode d~veloppde au 

Chap. IV. Ceci se trouve tout  fair dans les t ravaux de 3I. Fremberg(~) dont  

nous nous permettrons de reproduire, dans les n ~ 74 et 75, quelques parties 

essentielles. Nous nous bornerons comme lui s des domaines illimit~s tels qu'on 

les trouve caract~ris~s au d~but du n ~ 15, ce qui fair  qu'il  n 'y aura  pas de con- 

ditions aux limites. On admet  que les composantes sJ, qui sont suppos~es don- 

ndes, eomme nous venons de le dire, sat isfont  aux conditions indiqudes aux 

n ~ 15, 26 et 40, et en outre ~ l '~quation (9). La  solution des dquations est, 

selon la formule (2) d u n  ~ 44, donnde par A ( x ) = I ~ s ( x ) .  Pour  arriver ~ l'ex- 

pression de I~s(x) ,  on forme d 'abord 

; s ( y ) r ~ 4 d y ,  d y = d y  ~ d y  ~ d y  ~ d y  s, (I4) A ~ (x) = I ~ s (x) = / / 4  (a) 
D x 

off (cf. formule (2o) du n ~ 16) 

05) 

pour a > 2 e t e s t  d~finie, pour a ~ 2, par prolongement  L'in~6grale converge 

analytique.  

En dgsignant  l 'origine par o, (I4) peut  s'6crire 

Ao(x)-- s(x + y),C;4dy, 
Do 

(1) FREMBERG ~ e t  8. 
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d'ofi d~coule, en raison de (9), 

1 f d iv~s(x  + y) .,-4 ~ oy d y ~ o .  div A ~ (x) H - - ~  

D ~ 

Les composantes  covariantes 

k ~ .7 (i6) F~  0 A  ~ A". 
j k -  OxJ OX k 

du tenseur  ant isym~tr ique F ~ et ses composantes  contravar iantes  sat isfont  aux 

~quations 

0 X k : :  - -  8 a j  

o-b  =o, 

off 
8aJ ~ [ ]  A aj. 

En passant  des composantes  aux vecteurs eux-m~mes, et  en tenant  compte  du 

rdsul tat  ~tabli a u n  ~ 42, on t rouve 

(19) s ~ (x) ~-- []  A ~ (x) = A ~-2 (x) = I ~-2 s (x). 

Pour  a = 2 ,  I" -2s(x )  devient  I ~  tandis  que A~(x) devient  la 

solution cherch~e de (I3), ~ savoir A ( x ) ~ / ~ s ( x ) ,  c'est-~-dire, d'apr~s la formule 

(3 o~)  du n ~ 57, le potentiel retard~ 

off 

A ( x ) =  f 8(x ~ - 
4 z ~ J  

~s 

0, yX, y~, yS) d Y 1 d Y ~ d Y s, 

Q ~ X k - - .  2 

et l ' int~grale est ~tendue ~ l 'espace entier  s trois dimensions. 

75. Le champ produit par un ~lectron. - -Apr~ s  ces pr~paratifs,  consid~rons 

dans notre  espace-temps une particule, soit  un ~lectron, repr~sent~e par  un point  

materiel  z -~ (z ~ z 1, z ~, z s) qui d~crit une ligne d'univers L. Le d~plaeement in- 

finitesimal dz  sera, d'apr~s les conceptions relat ivistes (route vitesse m~canique 

est infdrieure ~ la vitesse de la lumi~re), un vecteur  de temps. Le carrd de 

l'~l~ment d 'arc s 'exprime par  la relat ion d~ ~ -  (dz, d z ) ~  o. Le champ produi t  
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par  un tel 61ectron est donn6 par  la ro ta t ion  d 'un  potent ie l  vecteur,  connu sous 

le nora du potent ie l  de Li6nard-Wiecher t .  Les consid6rations qui suivent  con- 

duisent  ~ de nouvelles expressions pour  le potent ie l  et  le champ en question. 

Les coordonn6es zJ des points  de L p o u r ro n t  6tre exprim6es comme fonc- 

t ions d 'un  parambtre ,  p. ex. de l 'arc �9 de L, temps propre  de l'61ectron, mesur6 

par t i r  d 'un  point  fixe a rb i t ra i re  et croissant  avec z ~ On suppose que ces 

fonct ions sont  suff isamment  d6rivables (eft le n ~ 27). On suppose aussi que la 

l igne L s '6tend s l ' infini du c6t6 des z ~ n6gatifs  et  y admet  une asymptote  

qui est une droi te  de temps. Les valeurs cor respondantes  de ~0 et  de �9 sont 

6gales s - - c o  routes les deux, et  on d6signera encore par  - - o o  le point  infini 

lui-m6me. Pou r  des raisons de commodit6,  nous supposons que L s '6tend s Fin- 

fini aussi du c6t6 des z ~ positifs, mais nous ne faisons aucune  hypoth~se sur son 

allure ~ + co. Enfin on suppose que la charge port6e par  le poin t  z est  cons- 

t ammen t  6gale ~ I. 

On voit  que le vecteur-courant  est  nul  par tout ,  except6 sur la l igne L 05 

il devient  infini. Soit  ma in t enan t  x un point  qui n 'es t  pas situ6 sur la l igne L, 

et formons,  en analogie  avec (I4), le potent ie l  veeteur  (retard6) d 'ordre  a 

(20) I f ra_  4 A t:t (X) = /-/4 ({~)Y XZ d2", (1) 

L x 

off r~z-~ ( z - - x ,  z - - x )  e t  L ~ est la par t ie  de L int6r ieure  au cbne r6 t rograde  

D ~ au sommet  x. L 'a rc  L ~ est donc form6 de ceux des points  de L qui sont  

~sous onde)) par  r appor t  ~ x (cf. le n ~ 55). La  l imite inf4rieure de l ' int~grale 

est le point  - -  co, tandis  que sa l imite sup~rieure est le point  d ' in tersect ion - -  uni- 

que, comme on le verra  plus loin, - -  de la l igne L avec la nappe C ~ du 

e6ne D ~. 

On peut,  par  des formules  analogues s (I5) et (I7), d~finir le champ et le 

couran t  d 'ordre  a et  ar r iver  s des 6quations de la forme (I7) et  (19). Une dif- 

ficultY, part iculi~re au cas actuel,  provient  du point  - -oo .  L ' in t6gra le  (2o) converge 

pour  2 < a < 3, la l imi ta t ion  supgrieure venan t  jus t ement  du point  en question. 

La  convergence peut,  au moyen d 'une in tegra t ion  par parties, ~tre 6tendue '~ 

l ' interval le  2 < a < 5, ce qui suffit g t o u s l e s  besoins.(~) 

(1) On ne eonfondra pas ]a notation d z  qui figure dans l ' int~gra|e (2o) et qui signifie un 
vecteur, avec la notation d y  = d y  ~ d y  I d y  2 d y  8 figurant dans l 'int~grale (I4). 

(m) Voir FREMBERG 2, p. 8 3. 
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On ddduit  du poten t ie l  vecteur  A ~ le champ ~leetromagnStique F ~ et  le 

vecteur-courant  s ~ par  un m~canisme analogue s celui ddveloppd au num~ro prd- 

cddent. Nous renvoyons  pour  les d~tails aux t ravaux  cites de M. Fremberg .  

Nous y renvoyons  dgalement  pour  l 'appl icat ion de no t re  m6thode h l 'dlimina- 

t ion de cer ta ines  quantit~s infinies qui in te rv iennent  darts la th~orie classique 

de l '~lectron (telle son dnergie propre), probl~me r6solu an tdr ieurement  par  ]YIM. 

Wentze l  et  Dirac(~) en a~sociant les potentiels  avancds aux potent iels  retard~s. 

Le fair  que cet te  derni~re m~thode et la nbtre  sont  ent i~rement  dquivalentes 

dans la th~orie classique de l '~lectron a ~t~ ~tabli par  M. l~Ia.(~) Not re  m~thode 

a aussi ~t~ appliqu~e en th~orie quantique par  MM. Gustafson,  Nilsson et d'autres.(~) 

I1 ressort  de leurs recherches  que not re  mgthode condui t  s l '~limination de cer- 

taines quantit~s infinies, mais non pas de toutes,  d.u moins dans l 'dtat  actuel  de 

l ' ]~lectrodynamique Quantique.  

76. Potentiel  de Li~nard-Wieehert.  - -  Nous  avons di t  plus hau t  que la 

ligne L et  la nappe C ~ du e6ne r~trograde ont  un point  d ' in tersect ion unique.  

Nous  allons examiner  cet te  quest ion d 'une fagon plus d~taill~e. Posons,  en effet, 

R~.~ = r~z~ = ( z - -  x, z - -  x). On a alors, en raison de la formule  (23bi~), off v d~signe 

le temps propre,  d R / d ~  < o. On volt  par  1"s que R e s t  une fonct ion cont inue  

et d@roissante  de ~ et qu'i l  en est donc de m~me de ~ considdr@ comme fonc- 

t ion de /~. Cela fa i r  voir que route  nappe rd t rograde  d 'hyperboloide z ~ 1 7 6  o 

et ( z - - x , z - - x ) ~ - - R > o ,  off R e s t  fixd, coupe L en un seul point  z ( x , R ) .  I1 

e n e s t  ainsi en par t icul ier  de la nappe C ~ du cSne r~trograde qui coupe L au 

point  z(x ,  o) qui est <<juste en onde>> par  r appor t  ~ x. Notons  encore que /~ 

d~crolt de + o o  jusqu 's  o, quand le point  z va de - - o o  ~ z (x ,o ) .  

En r~sumd, ~ tout point ~ et 5 toute valeur ~ o de R corrrespond un point 

unique z de L qui pourra ~tre ddsign~ par z (x, R) et  don t  les coordonn~es peu- 

vent  ~tre consid~r~es eomme fonct ions de cinq variables, savoir des quat re  coor- 

donn~es xJ de x et  de R, et peuvent  ~tre diffdrentides par  r appor t  ~ ees variables.  

Fixons d ' abord  le point  x. Le point  z (x,/~) sera alors une fonct ion de /~ 

et l ' int~grale peut  s'6erire 

( 2 I )  

0 a--4 
I . f R ~ - - - 1  0Z 

A ~ (x) - -  H ,  (a) J 0 R H 4 (a) J 0 R d R.  
+ca 0 

(1) Voir p. ex. DIRAC I. (3) MA 1. (a) Pour la Bibliographie voir •ILSSON 1. 
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Fig. I2. La ligne d'univers L.  
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L a  valeur l imite de eette inl~grale pour  ~ = 2 nous f ourn i ra  le potentiel de 

Z i~nard-Wiecher t .  On a H ~ ( a ) = 2 ~ - l ~ r I "  2 �9 . Pou r  a = 2 , 1 e f a e ~ e u r  

2 ~ - l z ~ F ( 2  ) est = 2~ ,  et alors on tire de la formule (13 ~s) du n~ 5 que le po- 

tentiel cherch~ devient 

(22) A (x) = A 2 (x) --  2 ~  OR (R=o)" 

La forme usuelle 

normer la charge, 

de ee potentiel(1) est, si I'on t ient  eompte de notre  fa~on de 

d z  

d~ 

X - -  2'~ 

(23) 

05 ~ signifie le temps propre de l'61eetron. L ' ident i t6 des deux expressions ressort  

du calcul suivant.  On a mani fes tement  

Oz d z  d R  

O R  = d--~ : d~  

D'au t re  part ,  R = ( z -  x, z -  x) nous donne 

(t) DI~Ac 1, p. I63. 

20--48473. Aeta mathematiea. 81. Imprim6 le 7 juin 1949. 
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( (:3 b's) ~ u  , ~ - x , ~  = - 2  x - e ' , G  , 

par  off l ' ident i t6  des expressions (22) et (23) se t rouve  v6rifi6e. I1 est  clair  que 

dans (23) �9 peut  &re  remplac6 par  un param~tre  quelconque. 

77. Le point  z (x ,  R) en fone t ion  de x et de R. - -  On mon t r e  faeilerfient que 

Oz 0 z  
(24) 0 X j --  2 (e'j - -  Xj) OR 

En effet, on a d 'abord  l 'dquat ion vectoriel le 

Oz Oe" 
(25) o ~ -  ~ j . ~ ,  

off Zj est un fac teur  de propor t ionnal i t& D 'au t re  part ,  en t enan t  compte  de 

l ' identi t~ R = ( z -  x, z -  x) et  du fail; que R el; x sont  consid~r~s comme des 

variables ind~pendantes,  on obt ien t  

(26) I 2 z x, x 

0 = 2  ~ - - x ,  OxJ ] = 2  e ' - - x , ~  - - 2  z - - x ,  (27) 

o u  

(28) 

fo, 
=(~k--Xk)'f~'=Zj--Xj; t~ff= ( i  ' 

j:4: k 

j = k  

En forman~ le produi t  scalaire des deux membres de (25) avec z -  x, on t i re  des 

formules  (26) et (28) ;Lj----2 ( z j -  xj). II r6sulte de (24) 

o z~ _ 2 (e'~ - xj) O z~ (29) div~ z - -  0 xJ 0 R 

= 2 (e'~ - xj) o (e'~oR- xJ) - o-~~ (e" _ x ,  e" - x) - oR~ R _ i ,  

ce qui nous donne  la formule importante 

de' 0 
(30) div:~ 0 R 0 R div:~ z = o. 
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On a do~c en particulier pour le potentiel A (x) de Li6nard-Wiechert, ~ l'ext~rieur 

de la ligne d'univers, 

(3I) d i v ~ A ( x ) = o .  

On peut adopter  un point  de rue  plus g~n6ral. Posons, pour abr6ger, 

0z(x, R) v(x, R). 
(32) OR -- 

Les fonctions g(R) et G(R) 6rant d6finies dans l ' intervalle o < R < oo, on peut  

former les int6grales 

et 

oo 

0 L~ 

w (~) = f ,, (x, R) d ~ (R). 
0 

Dans des condit ions assez g~n~rales, que nous n 'avons pas l ' in tent ion de pr~ciser, 

ces int~grales ont  un sens, et on peut  conelure de la relation div~ v (x, R)----o 

que div~ V ( x ) =  o et divxW(x)----o.  La  fonct ion G ( R ) = o  pour R----o et 

- - - - -  I/2 ~r pour R > o fourni t  le potentiel  de Li6nard-Wiechert  (formule (22)), 
a - - 4 /  

tandis  que g(R) - - - - - -R  ~ Ha(a ) fourni t  le potentiel  d 'ordre a d6fini par  les 

formules (20) ou (2I). 

I1 s 'ensuit  de la formule (35) du prochain num6ro que 

oo 

, ~  V(x) = 4 f g(R)R ~ R) OR ~ d R .  
0 

Si R g  et d ( R g ) / d R  s 'annulent  pour R ~ o et oo, on obtient,  au moyen de deux 

int6grations par parties, 

oo 

f d  ~ IR.q (n)} v(x, R)dR. E]~ V(x) ~- 4 d R  ~ 
0 
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78. Le champ ~leetromagn&ique. - -  Igous obtenons 

OA~ OA~ I ( 0 0 z k  0 Ozj~ 
Fjk= rotj~ A -- OxJ Ox k -- ~ . dx  i OR Ox k OR] 

I 0 t O E k  OEj~  I Oq / -OqZk �9 OqZ i] 
. . . . .  2~ o -B~-~  ox~! ~ oR_(eJ--zA-d--R (~ x ~ l ~  

[ o' { ovjI 0 ~ Zk - -  (~k - -  Xk) gJl I x (~ 73k 
- :,~ (~j - xj) - o ~  ~ i  - - ~ (~j - xj~ a ~  - (~ - x~) a-~t '  

ou, en ut i l isant  une nota t ion  usuelle(1), 

x [ x  Or] i 0 [ x _ z , v ] =  0 [ z _ x , A ] .  
(33) F = ~ - z, b ~  2 ~  o R  b ~  

On trouve faei lement  que pour tout  point x (extdrieur s la ligne L) F sat isfai t  aux 

dquat ions  (7) et (8) de Maxwell, oh dans (7) on a ident iquement  sJ = o. D'abord 

il est clair que ee champ, qui est une rotat ion,  sat isfai t  au second syst~me de 

Maxwell. En observant que, d'apr~s (3o), div~ v(x, o ) =  o, on voit, d~s qu'on a 

montrd que D ~ v ( x , o ) = o ,  que F ,  en raison de (i i) ,  satisfait  aussi au premier 

syst~me, l~ous allons calculer, dans un ordre d'idfies plus g~n~ral, ~ v ( x , R )  
et [7~z (x, R) e~ dtablir les formules suivantes: 

( O ' z O z )  ( O r )  
(34) D ~ . z = 4  R OR ~ ~ = 4 R ~ - - v  

et 
O 2 v 

(35) ~ v = 4 R  OR ~ .  

De la formule (24) on tire 

oz _ 2 (z~-  xJ) oz 
(36) o~j  o ~  

Observons ensuite que, d'apr~s la formule (21), divx z = I e t  que div~ x = 4 ,  ce 

qui donne div~ (z --  x) ---- - 3. II vient, en ut i l isant  (36), 

Oz 0 B Oz 
= - 6 ~  + 2(z~-x~) oxJ 

(1) Nous d~signons par [U, V] (produit vectoriel des veeteurs U et V) le bivecteur (tenseur 
antisym~trique du second ordre) dont les composantes covariantes et contravariantes sont respective- 
merit [U, V]jk  = V j  Vk --  Uk V j  et [U, V]J k = [J~" V k - -  U k VJ. 
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De plus 

O0_ROz 0 [ a , ]  o 2 z 
(zJ - ~0 ~x~ = (r - x O ~ i~ (~ - ~ )  URJ = 2 (~ - x~) (~ - x~) O R 2 

Oz . . 0 _ 02z  Oz O R  O2z Oz 
+ 2:=.lz~-~,):=Izj-xjloz. . o g .  . = 2  ~ - 0 - ~  + o ~  - 2 R : - ~  + OR" O R  

Cela, port6 dans la formule  prde6dente, fou rn i t  la formule  (34) qu 'on voulai t  d& 

montrer .  Ensui te  on obt ient  

0 [ ] , z =  0 {_ 02z Oz~ 
! 

[ o2z R Oaz O2z~ Osz 

ee qui n 'es t  que la formule  (35). 

En part iculier ,  si g = o ,  V3 ~ v (x, o) ---- o, ce qui &abl i t  le premier  syst6me de 

Maxwell.  

79. Nouvelle expression du potentiel de Li6nard-Wieeher t .  - -  Si l 'on pose 

dans la formule  (34) R----o, on obt ient  

(37) \ b ~  ](.=0) v(x,  o) = - 4 - �9 o), 

d ' o f  il s 'ensui t  pour  le potent ie l  de L i6nard-Wiecher t  (formule (22)) 

(38) i [:]~z(x, o). A (x) = 

Pour  ~liminer l 'or igine des coordonn6es,  on peut  ut i l iser  le fa i r  que [ ~ x  = o, 

et  on aura  
I ! 

(39) A (x) = ~ [ ] .  (z - -  x), 

off, pour  abr~ger, on a d6sign~, le point  re tard6 z(x,  o) par  z. 

En  r6alit6, j e  suis arriv6 ~ ees formules  assez remarquables p a r  une vole plus 

intuitive, qui se ra t t ache  s l 'ordre  d'id6es du n ~ 52. Lg on a ob tenu  la solut ion 

du probl~me de Cauchy pour  route dimension paire m-----2 l par  la formule  

I 2 = AZ- l I .m"  

A cet te  formule  eorrespondrai t ,  dans le eas a~tuel o f  m = 4 et  1 -  i = I, 

(40) A (x) = A '  (x) = [ ] ,  A" (x). 

11 
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Or la formule (2o) fourn i t  (en raison de H a (4 )=  8 ~r) 

f ~ (~, o), 
I 

(4~) A '  (x) = ~ . _  d ~  = ~ 
L x 

ce qui, en vertu de (4o), condui t  de nouveau au r~sultat (38). 

A vrai dire, dans le dernier terme de (4x) on a supprim~ un vecteur cons- 

t an t  soustract i f  relat i f  au point  --  0% veeteur qui pour eomble de malheur  est in- 

fini lui-m~me. Or ce vecteur disparal t  de la formule (4o), puisqu'on y applique 

"s A4(x) l 'op~ration R~. En rgalitg, il disparai8 aussi de l 'expression de A4(x), 
si on la calcule d 'une mani~re rigoureuse, e'est-~-dire par prolongement  ana- 

lytique. 

Pour  le champ ~leetromagn~tique F ,  la nouvelle expression (37) de v donne 

-~  - -  X - - Z ,  - ~ ]  ~ x - - t ,  [ ]  Z -~  x - -  

- -  8:,r x - - z ,  [ ]  41--] z = ~ 

ou enfin, puisque [:]ex = o, 

F - -  
I I t - x ,  [32 (~ - x)]. 

3 2 z r  

Le bivecteur F est, comme on l 'a  vu, la rotat ion du potentiel  vecteur A et sat isfai t  

aux 6quations de Maxwell (7) et (8), le vecteur-courant correspondant  s ~tant nul  

sauf sur la ligne L. Formons aussi la rota t ion G du rayon vecteur z - - x .  

O zk 8 ~.i _ O zk O z j 
( ; ~ =  r o t j ~ ( ~ - x ) =  r o t ~ Z - - 0 x  j 0 ~  2 ( ~ , . - - ~ ) ~ - ~ - -  2(z~--x~) OR 

_ i { ( v -  xj) [ ]  ~ - ( ~  - x~) [ ]  ~}, 
2 

c'est-'~-dire que G s'dcrit 

G = --  I_ [z _ x, [] (z --  x)]. 
2 

Ce dernier  bivecteur se trouve sur  le mgme plan que la fonction de Hertz(l) donn~e 

par le grand physicien s propos du probl~me d 'un dipSle vibrant. Le potentiel  vecteur 

A est, s un facteur  cons tan t  pros, la divergence tensorielle de G, c'est-~-dire le 

veeteur-courant correspondant  au champ G, champ qui sat isfai t  aux ~quations 

~9 G f k  0 G k t  
0 x ~ - -  [ ]  ( z j  - -  x j )  ~ - -  8 ~ A j et �9 ~ x f  = o .  

(t) Vo i r  p. ex. ABRAHAM 1, II, p. 62. 
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La relation entre le champ G et le champ 61ectromagn6tique ~' est simplement 

[] G =  -- 8 ~ F .  

En r6sum6, le rayon vecteur z - - x ,  allant de x au point retard6 z, d6finit 

en tout  point x de l'espaee-temps un champ vectoriel, constitu6 d'ailleurs par des 

vecteurs isotropes. Le champ s'annule sur L, qui e n e s t  une ligne singuli~re. 

Ce champ vectoriel se trouve s la t~te d'une hi&'archie de champs suecessifs, 

alternativement vectoriels et bivectoriels, z - - x ,  G, A, F,  tous engendrds par la 

ligne d'univers de l'dlectron et qui se d6duisent Fun de l 'autre par les deux 

op6rations fondamentales, rotation et divergence tensorielle, ou, en sautant un 

champ sur deux, par l 'op6rateur des ondes. Cette succession de champs s'arrSte 

la ligne L elle-mSme, qui repr6sente le vecteur-courant d6g~n6r6, inh6rent 

au probl~me. 

C H A P I T R E  VII.  

L'~quation des ondes dans les espaces de Riemann. 
p 

80. Enonce du probl~me. - -  Le but de ce dernier chapltre est d'6tendre la 

m6thode d'int6gration expos~e au Chapitre IV aux ~quations lin~aires du t y p e  

hyperbolique normal & coefficients variables. Nous nous restreignons ici au eas off 

le premier membre de l'6quation en question est fourni par le Taram~tre d i~ -  

rentiel du second ordre A~ u de Beltrami(l), attach6 ~ une eer~aine forme diff6rentielle 

quadratique. L'extension au eas g~n6ral est imm6diate(2). 

Soit d o n e  
ds ~ = gjk d xJ d x  ~, (8) 

la forme m6trique attach6e s un espace de Riemann s m dimensions. On se trouve 

dans le cas de signature lorentzienne ou dans le cas hyperbolique normal, suivant la 

terminologie de M. Hadamard, si cette forme, transform~e en somme de carr~s,i 

admet un carr6 positif et m - - I  carr6s n6gatifs. En d~signant par g la valeur 
absolue du d6terminant I gJ~] =4= o e t  par gjk les coefficients de la forme rdcipro- 

que, le param~tre diff6rentiel du second ordre correspondant h2u s'6crit 

(1) On trouve pour tan t  a u n  ~ 98 un  aper~u succinct  de l '6quat ion l~gerement plus g~n~rale 
dont le premier  membre  est  donn6 par  A~u + ~tu.  

(~) Un probl~me d 'extension plus g~n~ral et plus difficile, concernant  certains syst~mes parti- 
culiers d'~quations, qui  pour tan t  renferment  le cas d 'une seule ~quation de forme g~n6rale, se t rouve 
r6solu dans la Th~se de mon ancien 61~ve, M. Malmheden;  voir MALMHEDEN 1, Chapt. V I I - - I X .  

(s) Nous appliquons dans ce chapi t re  l '6criture tensoriel le;  cf. p. 147 et le n ~ 81. 
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I 0 - "k 

C'est ce dernier op~rateur A~ qui dans le cas d'un espace de Riemann gdndralise 

l'opirateur des ondes de 1'espace lorentzien. 

Un probl~me difficile, rdsolu par M. Hadamard d'une mani~re ingdnieuse, 

est ceiui de construirr la solution dldmentaire dans le cas de coefficients variables. 

Ces solutions sont pourtant de earact~res tr~s diffdrents(~) suivant que la di- 

mension est impaire ou paire et il en est de m~me des mdthodes d'intdgration. 

La mdthode de la partie finie n'est applicable que pour les dimensions impaires, 

et pour les dimensions paires il faut recourir ~ d'autres mdthodes, dont l'une est 

la mdthode de descente. Nous allons montrer que rintroduetion d'un param~tre 

eonvenable permet encore de donner la solution du probl~me de Cauchy sous une 

forme qui est inddpendante de la paritd de la dimension de l'espace. Chemin 

faisant, nous allons ddvelopper un procddd d'intdgration fraetionnaire tout ana- 

logue s celui donnd plus haut. 

81. Gdndralitds. -- Nous commen~ons par rappeler quelques notions du cal- 

cul tensoriel(S). Nous appelons tout syst~me de valeurs admises par les coor- 

donndes xl,..., x • point, ddsignd par x, d'une varidtd abstraite ou d'un espace 

g~n~ral s m dimensions. Les considdrations qui suivent visent l'espace entier ou, 

de prdfdrence, une rdgion de cet espace. 

Soit ~ ---- ~ (x ~', ..., x '~') ---- x# (x k') une transformation ponctuelle qui dtablit 

une correspondanee biunivoque entre les systAmes de coordonndes x I ..... x m et 

x1',..., x ~', de sorte qu'on a ~ aussi x k'~- x ~'(xj). On suppose de plus que les 

fonctions qui dtablissent la correspondance sont suffisamment dbrivables(4) et que 

d'ailleurs il en est de m~me de route fonction introduite dans la suite. 

On a les relations dquivalentes 

0 ~  Ox k' ! I, j -~  l Ox#' Ox k 
(i) C)X k' 0~ - - ~ - ~  ~o, j~=l et Ox~Ox~,--~;(~), 

qui expriment que les matrices fonctionnelles (dxJ/Ox k') et (dxJ'/dx k) sont rdci- 

proques. I I e n  rdsulte pour les ddterminants fonctionnels 

(~) Les  ddtai ls  ndcessaires  conce rnan t  l es  e spaces  de Riemann,  l ' express ion  A2u etc. se ron t  
donnds p lus  lo in  (n ~ 81). 

(~) C~f. en par t i eu l ie r  le n ~ 90 du  p rdsen t  ouvrage.  
(s) Pour  un  exposd p lus  comple t ,  on pour ra  consu l te r  p. ex. le l ivre exce l l en t  de M. L. Bril- 

l ou in ;  BRILLOUIN 1. 
(4) Cf. le n ~ 27. 
(6) Pour  cer ta ines  conven t ions  du caleul  t ensor ie l  cf. p. x47. 
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d (x) d (x'  . . . . .  x 'n) d (x') d (x' ', . . . ,  x m') 
(2) d ( x ' ) - -  ~ : 7, x"') et d(x) = d(x' ,  . . ., x m) 

que 
d (x) d (x') 

(3) d(~')" d(~) --  ~" 

Pour les diff6rentielles des coordonn~es, il vient 

O xJ _xk, O XJ' d x~. (4) dxJ ----- ~ d" ou dye" = Ox ~ 

Pour les ddriv6es partielles d'un scalaire u, on a 

Ou Ou Ox k' Ou Ou Ox k 
(5) Ox~ =-- Ox ~' OxJ ou OxJ' = Ox ~" Ox~'" 
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(6) 

et  

(7) 

Le produit scalaire 

(s) 

0 X k' 0 X k 

= ou r r  = b xr rk .  

(v ,  r ) =  vJ r j  

est invmiant  par les transformations (6) et (7) qui sont done co~tragr$dientes. 

En particulier, les diffdrentielles d x  / forment les composantes contravariantes 

du vecteur d x  qui exprime le d@lacement infinitesimal du point x, tandis que 

0u  
les d6riv6es partielles O~x~= gradj u forment les composantes covariantes du 

Ou 
gradient de u. Le produit scalaire ~x~dX2 des susdits vecteurs est un invariant, 

la diffdrentielle totale d u de la fonction u. 

Au point oh nous sommes, les vecteurs contravariants et covariants sont des 

objets g~om6triques distincts. La situation change compl~tement au moment 

off, par l ' introduction d'une m6trique, l'espace gdndral devient un espace de l~ie- 

mann. Dans un tel espace, on pourra assigner s chaque vecteur des composantes 

contravariantes et covariantes. 
21--48173. A6ta rfmthemaffe~. 81. Imprim~ le 7 juin 1949. 

Les quantit6s U 1 , . . . ,  U ~ attachdes au point x forment les composantes 

d'un vecteur contravariant s'ils ob6issent ~ la m~me loi de transformation que les 

diffdrentielles (4). Les composantes V1 , . . . ,  Vm d'un vecteur eovariant auront par 

eontre ~. ob6ir & la m~me ]oi que les d6riv6es partielles (5)- Ou, d'une mani~re 
i 

explicite, 

ljj 0 xS Ur UJ' =- 6 xJ" U~ 
---= 3-~  ou 0 x - ~  
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On aura un espace de Rieman~,  d~s qu'on aura d~fini le carr6 de la distance 

ds  de deux points infiniments voisins x et  x + d x  par une relation telle que 

(9) ds  2 = g j k d x J d x  k, gjk = gkj. 

La forme mdtrique g~kdxJdx~ est donc une forme diff~rentielle quadratique, dont 

les coefficients d6pendent en g~n4ral des coordonn6es du point x, gj~ ~ g ~ ( x ) .  

Cette forme peut jusqu'~ nouvel ordre ~tre d6finie ou ind~finie. On suppose 

pourtant  que le d6terminant ]gJ~l ~= o et on d~signe, comme plus haut, par g la 

valeur absolue de ee d~terminant. Les coefficients g~ de la forme r~ciproque 

sont sym6triques eux aussi, g ~  g~, et satisfont aux relations 

( , o )  = 

Du earaet~re invariant de 

ds  ~ = gj~ dx~ d x  k ~ g~'r d ~ '  d x  r ,  

il r6sulte que 
p' 

Ox Oxq' 
(I I)  gjk  = gp'q' O ~  O X  k OU 

Ces derni~res relations et (Io) entra~nent 

Oxp Oxq 

g~,r - -  gpq o ~ '  Ox k'' 

(i2) gj~_= p,r Ox~ Ox ~ gj'k' _~gpq OX~' O x r 

g d~xP'OX r ou OxP Oxq" 

Le vecteur U de composantes eontravariantes UJ aura, par  d~finitio~, les com- 

posantes covariantes 

(I3) Uj = gj~ U k (d'ofl U j = gjk Uk), 

tandis que le vecteur V de eomposantes covariantes V~ aura les composantes 

contravariantes 

( I4 )  VJ -~- gjk Vk (d'o~l ~ ----- gj~ Vk). 

On pourra d6s lors parler du em~r~ sealaire d'un vecteur U queleonque 

(~5) (U, U ) = g ~ U ~ U ~ = ~ U j U ~  = UJ U~,(') 

et du produit  scalaire de deux vecteurs U et V quelconques 

(I6) (U, r ) =  gj~ UJ V ~ = gJ~ Vj r~ = UJ r~ = V~ r~. 

(~) Vecteur de temps, vecteur d'espace, vecteur isotrope et vecteur unitaire se d~flnissent comme 
la page 27. 
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Deux vecteurs U et V dont le produit sealaire (U, V ) =  o sont dits ortho- 

gonaux. 

Les composantes eontravariantes du gradient d'une fonetion u sont 

(I7) grad / u = gjk gradk u = gjk 8 u .  
0 x k 

Le earr6 sealaire du gradient de u et le produit sealaire des gradients de u et 

de v sont les param~tres diffdrentiels du premier ordre de Beltrami 

(x8) A t u = g ~  Ou Ou 
O ~  Ox k 

et 

(I9) 
d u  toy 

a,(u, v)= A~(v, u)= gJk0~ 0x k 

Les expressions (I5)--(I6) et (I8)--(I9) sont invariantes par rapport s une 

transformation de coordonndes arbitraire en vertu des relations donndes plus haut. 

Le d&erminant I g~kl se transforme en raison de (I I) d'aprbs les formules 

ld(x')l' td(x) ' (20) Iz.I = I aa'k'l ld(x)]  on }ga'~' }= l aakl ld(x')! 

et la racine earr6e de sa valeur absolue g d'apr~s les formules 

Pour l'dl3ment de volume invariant  de l'espaee de Riemann, la formule (56) 

d u n  ~ 21 hi' nous fournit  l 'expression 

(21) d ~ = ~ ]  

ou, en partieulier, 

(2,~,) 

dl xl '  " " " dl Xm l 

I 
d,~ x 1 . . . .  , dm x'~ [ 

d Y2 = V-g . d x ~ . . .  d x" ,  

la premiere expression g6n6rale &ant  le volume du paralMl6pip~de construit sur 

les d6placements infinit6simaux dl x, d~ x . . . .  , d~x ,  tandis que dans le cas parti- 

culier (2i ~,) une seule des coordonn6es varie ~ ehaque d~plaeement. 

Nous aurons plus loin besoin de la divergence d'un vecteur A. On arrive, soit 

par diff6rentiation covariante, soit par l 'application du th6or~me de Gauss (n ~ 92), 

~. la d6finition 
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Cette d6finition peut aussi &tre rendue 16gitime en observant qu'elle se r6duit 

la d6finition ordinaire, lorsque les coefficients de la forme m&rique sont cons- 

tants, et en v4rifiant que (3 I) est invariant par rapport ~ tout ehangement de 

eoordonn~es. Ce dernier fair d6eoule ais4ment du th4orSme suivant de Jaeobi, 

th6orSme qui d'ailleurs serf de base ~ la th6orie des multiplieateurs d'un systSme 

d'6quations diff6rentielles. 

Les mineurs DJ r relatifs aux ~Hments #fr/Ox~ d'un d6terminant fonetionnel 

d ( f ~ , . . . , f r , . . . ,  f , , ) /d (x~ , . . . ,  ~ , . . . ,  x-) sat@font ~ la relation 

= o .  (') 
j=~ Ox~ 

Or les matriees (Oxr/O~) et (Oxk/O~d ') &ant  r4eiproques, le mineur rela- 

d(x') OxJ Par 
tif ~ l'616ment Oxr/Ox j du d&erminant d(x.')/d(x) est 6gal ~ d(x)"Ox r" 

suite, le th4or~me de Jaeobi peu~ aussi s'6erire 

o [d(~')Oxq 
O x~ ~ - d ~  O x~' ! = o. 

Eu 6gard ~ eette relation et aux relations (6) et (zoU'), il vient 

( I ) ~__ o - ~ o V ~ .  . A  ~' 
Vg Ox~ (Vg AJ) -~ Vg 0 xl d (x) 

Id(~ ') o . ~  . , , . o ~  i o (V~A~') (') 
=o + ~ ~ ~ ~ ;~x~' ~ Ox~' 

En 6galant les composantes A~ qui figurent dans (za) aux eomposantes contra- 

variantes de grad u, donn6es par la formule (I7), on eonelut l'invarianee dupara- 

m~tre diff6rentiel du second ordre 

(i) Cf. p. ex. G0VRSAT II (I9II), p. 3IO. 
(~) La v4rifieation ei-dessus rappelle beaueoup ceUe donn4e par M. Brillouin (1, p. 7 1 - - 7 ~ ) q u i  

pourtant ne s'appuie pas de mani6re expl ic i te  sur 1r th4or6me de Jacobi. Les deux v4rifications 
s'appliqnent aussi ~ l 'expression plus g4n6rale ~-1 a (q Ak)/O w k,  oh a et z sont des densit~s scalaires 
(~ ~ a ' .  d ( x ' ) / d ( x ) ,  z = ~ ' .  d (x ' ) /d (x ) ) .  Cette derniere expression ne contient aucun 416merit m&rique, 
la propri4t4 d'invariance envisag4e appartient donc en r4alit4 ~ la g4om&rie vectorielle affine, point 
de rue que M. Brillouin fair soigneusement ressortir. 
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(23) I 0 l . , -  "kOu\ 
h~u : A u =  div grad u - -  Vg Oxj~Vgg~ O~x~) ' 

dont l'dtude forme un des principaux objets du prdsent chapitre. Faisons remarquer 

que c'est uniquement de la notation abrdgde h u que nous nous servirons dans la suite. 

Les vecteurs sont les teuseurs du premier ordre. Nous pouvons nous dispenser 

de parler longuement des tenseurs d'ordre sup~rieur au premier et nous contenter 

de signaler un tenseur du second ordre, qui d'ailleurs est d'une importance capri 

tale, le tenseur mdtrique de I'espace. Ses composantes covariantes et contravariantes 

sont les quantit6s gjk et gjk respectivement, avec leurs formules de transforma- 

tion (x I) et (I2), tandis que les quantit~s invariantes ~ sont ses composantes 

mixtes. 

8 2 .  G ~ o d ~ s i q u e s .  - -  Pour la commodit~ du lecteur, nous donnons ici un 

aper~u des g~odgsiques d'un espace de Riemann, lignes qui vont jouer un 

rble fondamental dans la suite. I1 nous faudra tenir compte du fair que laforme 

mdtrique de l'espace est inddfinie dans les applications que nous avons en rue. 

~Envisageons des courbes C, donn~es sous la forme x J :  xJ(a), a ~tant un 

parambtre, et le probl~me de variation relatif s l'intdgrale 

(24) f L(x, ' d ~  et 
c 

L (x, = eJ 

Les extrdmales de ce problSme sont donn~es, par les dquations d'Euler 

OL d O L  
(25)  OX j da 0:~ j - O '  j =  I ,  . . . ,  ~ .  

De ces ~quations et du fair que L est homog~ne et du second degr~ dans les 

2 ~, on tire 

O L ~ k  - d OL kk+ ~ -~ = 2  d L  OL2~ + OL i~ ~ d [OL .~\ d (2L) d L  
da - - O x  k ~ da  O~ ~ ~ da[0,2  kx ] daa da 

C'est-s que d L / d a : o ,  ou, en d'autres termes, L e s t  constant le long de 

toute extrdmale C. Si cette valeur eonstante est d(ff&ente de z&o, on peut diviser 

(25) par 2 I L[ ~, ce qui fournit  les dquations 

(26) OILI olnl =o, 
OX j da  02J 



166 Marcel Riesz. 
/ 

qui ne sont que les ~quations d'Euler relatives au probl~me de variation 

(27) f ILl  j d a  = f laJ ax ax  I ~ 
C C 

La derni~re intdgrale exprime la longueur de Fare de la courbe ~ laquelle 

cette int~grale est ~tendue, les ~quations (26) fournissent done les g~oddsiques de 

l'espaee de Riemann envisage. En consequence, les gquations (25)fournissent, 

elles aussi, les g~oddsiques en question(J). 

Or le syst~me (25) admet aussi des solutions pour lesquelles la valeur cons- 

tante de L est nulle. Par extension, ees lignes seront encore eonsiddr~es comme 

des g~oddsiques, bien que le syst~me (26) eesse d'avoir un sens pour une 

telle ligne. 

Le f a r  que la valeur de L e s t  eonstante sur route courbe fournie par le 

syst~me (25) implique que, sur uue g6od6sique arbitraire, la forme m6trique 

gjkdxJdx ~ garde son signe ou s'annule identiquement. Suivant que ee signe est 

positif, n~gatif, nul, on pourra parler de g~od~siques de temps, g~od~siques d'espaee, 

gdoddsiques isotropes ou de longueur nulle. Ces derni~res sont encore appel6es 

bicaraetdristiques suivant la terminologie de M. Hadamard. 

II y a une dii~rence essentielle entre le rSle que le param~tre a joue dans 

le systbme d'6quations (26) d'un cSt~ et dans le syst~me (25)de l'autre. En effet, 

il est clair par la seconde forme de l'int~grale (27) que, dans la premiere forme 

de cette int~grale, on peut remplacer a par un parambtre tout  s fair arbitraire, 

soit ~, en posant ~r dxJ/d~. Cela dtant, les ~quations (26) ne seront pas chang~es 

si on y introduit v au lieu de a, ce qui d'ailleurs est ais~ ~ v~rifier par un 

calcul direct. En d'autres refines, les ~quations (26) (et des conditions aux li- 

mites appropri~es) d~terminent la g~od~sique C, mais non a, qui reste un para- 

m~tre arbitraire. 11 en est tout autrement des dquations (25), off la coordination 

entre les points x de la courbe et le param~tre a est ddterminde ~ u n e  substitution 

lindaire a ~ a a + b prds (1), r~sultat extrgmement important pour la suite. 

D'abord il est clair que les ~quations (25) restent valides si l'on y remplace 

a par a a + b. R~ciproquement, si la relation L =  eonst. ~=o a lieu en deux 

representations param~triques (~) relatives s deux parambtres a et v, elle implique 

que d~/da  dolt gtre constant. 

(1) Quant aux rapports entre les 6quations (25) et (26) et les principes de la Dynamique, voir 
]:IADAMARD 1, p. I I 7 ~ I I S .  

(2) ~videmment, les valeurs constantes en question seront, en g6n6ral, diff6rentes. 
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Le raisonnement ci-dessus tombe en d6faut pour une g6od6sique de longueur 

nulle, la valeur constante de L 6rant nulle sur une telle g6od~sique. Voiei une 

d6monstration qui embrasse tous les cas. 

Admettons qu'une extr~male satisfait en m6me temps aux 6quations (25) 

relatives soit au param6tre a, soit au param6tre ~. En posant d o / d ~ - ~  A, on 

a d / d ~ =  A .  d/do,  tandis que les quantit6s L, OL/OxJ, OL/O2J, relatives & o, 

deviennent respectivement A ~ L, A ~ 0 L / O xJ, A O L / O 2J, par off les 6quations rela- 

tives & �9 s'6crivent 

.,OL d I OLI .IOL a OL) OL 

La comparaison avee (25) donne que le dernier terme s'annule pour tout  indice 

j .  I1 en r6su]te que dA/da----o,  car OL/d2J----o, pour tou t j ,  donnerait, en vertu 

de [gjk] ~=o, ~ = o ,  pour tout k. Par cons6quent d a / d ~ =  const, ou dr~do  

= const. 

Les param6tres duns lesquels les 6quations des lignes ggod6siques admettent  

la forme (25) et qui, eomme nous venons de le voir, sont d6terinin~s, & une sub- 

stitution lin6aire pros, seront appel6s ~aram~tres admissibles. Seuls ces derniers 

param~tres seront utilis~s dans la suite. 
p 

83.  Equat ions  eanoniques .  - -  Le syst6me de m 6quations du second ordre 

(25) & m ineonnues xJ est 6quivalent & un syst6me de 2m 6quations du premier 

ordre & 2 m inconnues. Pour arriver aux ~quations hamiltoniennes ou canoniques, 

on introduit & ebt6 des xt eomme nouvelles inconnues les quantit6s (composantes 

covariantes du vecteur tangent  de composantes contravariantes ~) 

x O L  
(28) p~ = g ~  ~ - -  

2 0~J' 

relations 6quivalentes & 

(29) ~ =  ~ . 0 L  
2 g~ 0 ~J = g~P~" 

Introduisons encore la fonction hamiltonienne 

( 3 0 )  = 

On tire des formules qui pr6c6dent 

OH dx~ 
(3~) 2 0 ~ g ~ k  ]c~-- do 

et 
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(32) 
I O H  I .OL 

= L (x, 

(33) 

On a encore les relations 

0 H (x, p) _ 
Ox~ 

O L (x, ~;) 

qui r6sultent des propri6tds connues de la transformation de Legendre, si l'on 

observe que L §  H ~ 2 ~ p k ,  mais qui peuvent aussi se v6rifier par un calcul 

direct. En effet 

o L (x, 
0 x ~ 

O H (x, p) ~ O g ~'r ~ l _  O g ~ 
+ ~ Ox~ - -  " ~ ~c~ + O~xJ p~'pr --~ g~rPr:V~ § - -d~  g k ~ p ~  

0 (gkl g~r) 0(~ 
- -  0 xJ ~ p~ ~-- ~ ~i:~ p" = o. 

Des relations (31), 

gdoddsiques 

(34) 

(25), (28) et (33), on tire les dquations canoniques des 

dxJ i O H  dp~ = _ i O H  
d a  2 0 p j '  d a  2 cOxJ 

dquations que d H ~ o ,  c'esVs que II r6sulte imm~diatement de ces 

H =  const, le long de route g6od~sique, en accord parfait avec le fair identique 

6tabli plus haut pour L ( =  H). 

84. La distance g6od6sique. - -  Dans la th6orie habituelle des g6od~siques, 

off la forme m6trique est d~finie positive, c'est l'arc de la gdod6sique qui figure 

comme param~tre dans les deux syst~mes ~quivalents (25) et (34). Cet arc, compt6 

par~ir d'un point arbitraire x o de la g~od~sique, se d6finit par l'int~grale, prise 
X 

suivant la gdoddsique, s ~ f(g~kdxJd~)~. Avec s comme param~tre, on a ~videm- 

ment L (x, ~) = I = const., ce qui f a r  voir que s est un param~tre admissible. Dans 

le cas d'une forme ind6finie, on pourra faire de m~me pour les g~od6siques de 

temps, sur lesquelles g j k d x i d x k > o ;  c'est pr~cis~ment ce que nous ferons a u  

n ~ 89. L'emploi de l'arc comme param~tre est encore possible sur les g6o- 

ddsiques d'espace, off g j k d x J d x  k < o, si l'on utilise l'expression f [ g j k d x ~ d x ~ ]  �89 

comme nous l'avons fair incidemment plus haut, on si l'on admet des valeurs 

imaginaires (pures) pour Fare. Cependant dans le cas des g~od~siques isotropes, 
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dont la longueur d'arc est identiquement nulle, on doit garder le param~tre sous 

sa forme g6n6rale. 

Plus important que cette question de param6trisafion moyennant l'arc est 

le probl~me de la distance gdod6sique s(x; y) de deux points x et y, donn6e 

(dans certaines conditions qu'on va encore pr6eiser) par l'are de la g6od6sique 

qui joint  ces points. Pour 6viter des quantit6s imaginaires, nous pr6f6rons con- 

sid6rer le carr6 s ~ (x; y) de cette distance, qui aura toujours une  valeur r6elle, 

cette valeur 6rant, suivant les cas, positive, nulle ou n6gative. 

I1 ressort des th6or~mes d'existence des syst~mes d'6quations diff6rentielles que 

les g6od6siques men6es en un point fixe x o sont parfaitement d6termin6es par les 

rapports mutuels entre les diffdrentielles dx~o . On peut aussi montrer que, le 

point x se trouvant dans un voisinage suffisamment restreint(1) du point x0, 

il existe dans ce voisinage une g6od66qque et une se,zle qui joint (es deux points 

et que cette g6od6sique varie d'une mani~re continue et m6me suffisamment 

d6rivable avec ces points (3). 

Tout cela 6rant bien compris, le carr6 s ~ (x; y) de l'arc g6od6sique, pr6cis6 tout  

l'heure, joignant deux points suffisamment voisins x et y sera une quantit6 bien 

d6termin6e. Cette quantit6, qui est d'ailleurs sym6trique en x et en y, sera appel6e 

carr6 de la distance gdoddsique des points x et y. Nous posons encore, avec 

M. Hadamard, s2(x; y)-~ F(x; y) et nous allons d6duire l'6quation aux d6riv6es 

partielles du premier ordre que F(x; y) v6rifie en fonction soit de x, soit de y. 

On a vu plus haut que la fonc~ion L admet une valeur constante le long 

d'une g6od6sique arbitraire et ainsi, en particulier, le long de la g6od6sique 

joignant x e~ y, valeur qui pourtant  d6pend du choix du param~tre a, la sub- 

stitution a-~ A a + B amenant le changement L ~ A -~ L. Nous allons montrer 

que la valeur constante en question devient 6gale A F(x;  y) si l'on normalise le 

param~tre a de fagon qu'il admet les valeurs respectives o et i aux points x 

et y. Observons d'abord que le param~tre est enti~rement d6termin6 par ces con- 

ditions; nous l'appellerons lmram~tre normalisd relativement ~ x et y, D6signons 

ensuite par z le point courant de la g6od6sique et par a~ ]a valeur de a qui, 

(1) On cntend ici par  voisinage d 'un  cer tain point  l ' intdr ieur  d 'une surface simple fermde 
entourant  ce point. On dira, dans les circonstances f lgurant  au texte,  que le point  x est  suffi- 
s amment  voisin du point  x0 et, dans des circonstances analogues, que deux points x et y sont  
suffisamment voisins. 

(2) Pour des 6noncds plus pr6cis voir F[ADAMARD 1, p. I 2 0 ~ I 2 3 ,  I56- -159  , 408; HADAMARD 
8, p. IO6--I23 (pour p. I21 cf. les Errata), 497- -51I ;  A. Sz0cs  1, p. 38o--39I .  

22--48173. Acta mathematiea. 81. Imprim6 16 8 juin ~949. 
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dans une param6trisation arbitraire(1), correspond .s z. Admettons, pour com- 

mencer, qu'il s'agit d'une g6od6sique de temps. Si l'on pose d'abord ~z 6gal s 

l'arc s(x; z) (compt6 s partir de x) de cette g6od6sique, on obtient 6videmment 

L ~- I .  Pour le param&tre normalis6 ~z----s(x; z):s(x;  y), il vient par cons6quent 

L = s ~ ( x ; y ) = F ( x ; y ) .  Pour des g6od6siques d'espace, le choix az~ - I s ( x ; z ) l  

donne L ~ - - -  ,, et le parum&tre normalis6 ~ z = l s ( x ;  z ) l : l s (x;  y)[ fournit en- 

core L ~- - - I s ( x ;  y)l ~-~s~(x; y)~-- F(x; y). Enfin, si la g~od6sique est isotrope, 

on a encore L - ~  F(x; y), puisque ces valeurs sont nuUes, routes les deux. En 

rdsum6 

(33) L (z, ~ )=  C(x; Y) 

o~'t z est un point arbitraire de la g6od~ique qui joint x et y, ~ - ~  dzk]d ,  et ~ est 

le param~tre nor~alisd admettant les valeurs respectives o et i en x et en y. 
1 

Puisque L(z,  ~)----F(x; y), on a aussi F(x; y) fL(z, ~)d% l 'intdgrale dtant 
o 

prise le long de la g~od~sique C joignant x et y. Soient maintenant 

x + ~x et y + c?y deux points infiniment voisins, le premier de x, le second 

de y, et C + ~ C la g~oddsique qui les joint~ On a c e t t e  fois-ci F ( x +  ~x; y+~y)  
1 

= fL(z, l 'int~grale ~tant prise le long de C + (~ C et le param~tre ~ nor- 
o 

malisd relativement s x + cix et y + ~y. I1 vient d~s lors, grace s la formule 

aux limites(~) du Calcul des Variatibns, 

(36)  r(x; y)= r (x  + ox; y +  yl-- r(x,  y)= 

o5 c'est le param6tre v, normalis6 relativement s x et y, qui fgure  duns les 

d6riv6es ~----dz~]dv. Cette formule nous donne 

(37) o r(z;  u) OL(x,z) Or(x, OL(y, ~/) 
0 x k -- O ~ et O y~ -- 0 i / ~ '  

et d~s lors, en,raison de ce qui pr6c&de et des formules (35), (32) et (28), 

. (  O F(x;  
(3s) r(z; L(x , H , 

ou. dcrit d'une mani~re d~taillde. 

(~) I1 n ' e s t  dv idemment  j amais  ques t ion  que de pa ramet res  admissibles; voir plus  haut ,  p. 167. 
(2) Voir p. ex.  HADAMARD 3, p. I44 et  I52; GOURSAT I I I  (I915) , p. 567. 
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A, r ( x ;  y ) =  ~ ( ~ ) 0  r (~; .v) o r ( x ;  .v)= 4 r ( x ;  y), (,) 
O x~ O x ~ 
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~quation d'importance capitale, qui subsiste ~videmment si l'on y ~change x et y. 

Remarquons dans un autre ordre d'id~es que, duns le cas off les g~od~siques 

C et C + e? C sont isotropes, on peut encore tirer de la formule (35) la relation 

importante 

(a9) OL(y,a)dy~;, O L ( x ' 2 ) ~ x ~ = o  ou gj~(y) y J d y k - - g j k ( X ) 2 J d X k = O ,  
O y k O ]v ~ 

valable pour un paramStre admissible arbitraire. 

En effet, les ~galit~s F(x; y ) =  F ( x  + dx;  y + Jy)----o entralnent ~ F(x;  y ) = o ,  

ce qui, de Son c6t~, entralne (39) pour le puram~tre normalis~ ,. Le passage au 

paramStre a arbitraire est imm~diat, car les termes de (39) se muitiplient par le 

mSme facteur A -~ quand a = A ~  + B. 

En rue d'une application prochaine, nous transcrivons encore les formules 

(35) et (37), relatives au paramStre normalis~ ~, pour le cas d'un paramStre arbi- 

traire a. Ce dernier paramStre admettant  les valeurs respectives a~ et au aux 

points x et y, on aura �9  a~) : (a~-  a~) et par consequent 

(35 bi~) F (x; y) = (a:l - -  a,) 2 L (z, ~). 

On aura de m6me 

O F ( x ; y )  (ax , O L ( x ,  2) O F ( x ; y )  , d L ( y , y )  
(37 b's) ~ X  k - -  - -  av) ~ et = (ay - -  a~) d y k 

8 5 .  C o o r d o n n ~ e s  n o r m a l e s .  - -  Consid~rons une r~giou ~ ,  un point x o in- 

t~rieur ~ o~ et supposons que tout autre point x int6rieur ~ ~ peut ~tre joint 

x 0 par une g~od~sique parfaitement d~termin~e, situ~e dans ~ et variant d'une 

mani~re continue et suffisamment d~rivable avec x(3). On reprend le param~tre 

des ~quations (55) et on pose a = o en Xo, par off la param~trisation de chaque 

g~od~sique est d6termin~e ~ une substitution a-~ A a pr~s. Envisageons un point 

x de ~7~, la g~od6sique C qui le joint au point x0, et formons~les quantit6s 

(1) On pent encore procd, der de la maniere suivante 

I . , . O L  I " k O L  OL 
r = L = ~ x ~ = ~ . r  0x~ Oak 

(s) Voir ItADA~ARD 1, p. I56--I59. 

= i "k O F  O F  

4g~ax~ Oxk" 
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(40) 

off les param~tres 

~ [ d xq 
= = 

directeurs sont ceux de la g6od6sique C au point x0, ~ est 

la valeur que le param6tre a admet au point x, le tout 6rant d'abord calcul6 

au moyen d'une param6trisation fix6e. Or les quantit6s gk, 6rant invariantes par 

route substitution a-> A a, ne d6pendent pas du choix du param6tre, c'es&s dire 

qu'elles ne d@endent que du point x ou, si l 'on veut, des coordonn6es x k de ce 

point. Inversement, les quantit$s ~k ddterminent le ~oint x. I1 suffit de montrer 

que deux points x diff6rents fournissent deux syst6mes de valeurs gk diff6rents. 

Supposons donc un instant, pour fixer les id6es, que a est normalis6 sur chaque 

g6odgsique de fagon qu'il admet la valeur I au point &intersection de la g6o- 

d6sique avec une certaine surface ferm6e, int6rieure s ~ ,  entourant x o et coup6e 

en un seul point par chaque g6od6sique issue de x 0. Cela 6tant, consid6rons 

deux points x diffdrents. Si ces points appartiennent s des gdod6siques tan- 

genres en x o & des droites diff6rentes, les rapports mutuels des .~k seront diff6rents. 

Pour deux points situ6s sur deux arcs oppos6s admettant  la m6me tangente, les 

signes des ~k seront oppos6s. Enfin pour deux points diff6rents situ6s sur le 

m6me arc g6od6sique, on aura les m6mes param6tres directeurs, mais des valeurs 

diff6rentes de a. 

Eu r6sum6, le point x et le syst~me des quantitds ~k sont mutuellement ddter- 

min~s l 'un par l'autre, ce qui fair que ces quantit6s pourront 6tre introduites 

comme de nouvelles coordonndes de x. Ces coordonn6es, invent6es par Rie- 

mann, sont appeldes coordonndes ~ormales(t) du point x (autour de Xo). Le point 

Xo, dont routes les coordonndes deviennent nulles, est appel6 l'origi~e du syst6me 

de coordonn6es en question. 

Le syst6me de coordonn6es (4o) est tangent en x 0 au syst6me original des 

x k. On a visiblement 0 ~ / 0 ~  d~k au point x0, les coefficients gy~ de la forme 

m6trique resteront donc inalt6r6s en ce point (cfi la formule (t ~)). Si l'on part 
k' d'un second syst6me de coordonn6es x , le syst6me de coordonn6es normales ~', 

d6duit de ce dernier syst6me de la mani6re ci-dessus, est lid au syst6me g~ par 

une transformation lin6aire & coefficients constants 

" \ O x ~ ] o  �9 

(~) Ces coordonn6es  s o n t  des fonct ions  su f f i samment  d6rivables  des anciennes  coordonn6es et  
vice versa; voir  la note  prdcddente.  
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Les ggodgsiquea issues du point x o sont clans uu syst~me de eoordonndes 

normales, prises comme coordonn~es affines, repr~sent~es par des lignes droites 

issues de l'origine de ces coordonn~es. 

Pour des g~od~siques de temps, il est souvent avantageux de sp~cialiser a 

et d'derire, tout comme dans le cas d'une forme m~trique ddfinie positive, 

(42) ~ = s \ ds  Io  

s d6signant la longueur de Fare g6od6sique (xo, x). 

L'emploi de eoordonn6es normales amine de grandes simplifications dans 

beaueoup de ealculs. Pour commencer, nous modifions 16g~rement nos notations. 

Le point Xo, origine des eoordonn~es normales, sera d6sign6 par o, le point x 

de eoordonn6es normales ~ par ~; le point courant z de la g6od4sique sera 

ici ~. Nous 6erirons respectivement gjk(O), gjk(~), gjk(~) au lieu de gjk(Xo) , gjk(X)' 
gjk(z) etc. L'expression /'(Xo; x), c~,rr6 de la distance g6odgsique entre x o e t  x 

devient dana lea nouvelles notations F(O; ~). Les formules (4o), transcrites d'une 

mani~re convenable, devi:eunent ~ leur tour 

(43) 

I1 en vient, le long de chaque g~od~sique, 

(44) ~k _ d ~k d o" --  ~~ = uk = const. 

(45) 

On a, en partieulier, L (~, u ) =  L (o, u) et par suite 

(46) a~ L (~, u) == a~ L (o, u) 

o u  

(47) 

Le premier membre 

l' identit~ fondamentale 

(48) r ( o ;  ~) = gj~ (o) ~.~ ~.  
12 

D~a lors, la relation L(z, ~)-~ const, s'~erit dans les notations aetuelles 

L([, ~ ) :  L([, u)= g~k([)UJU ~= const. 

v~ @) ~J ~ = ~ (o) ~ ~. 

de (46) ~tant, en vertu de (35u~), ~gal s / ' (o;~),  on a 
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Nous donnons  encore que lques  ident i t~s  impor tan tes ,  r e m o n t a n t  ~ Riemann.  On t i re  de (48) 

0P(o; ~) 
O~ -- 2gjk(O)~= 2ar 

ee qui  mont re  que OP/O~J es t  l indaire e t  homngene  en ar I i e n  r~sulte,  d ' apres  (37his), que 

(49) 0 L (~, ~) _ O L (g, u) 
O~J O uJ = 2gjk(~)u~= 2 u j =  e~ 

le long de chaque  g~od~sique(~). 
pa r  z~, donne  

(50) 

On a done, en par t ieul ier ,  .qjk(~)u ~ =.qj~(o)u ~, ee qui, mul t ip l id  

gj k ( ~) ~- ~: = gj k (O) ~k. (~) 

Ces formules  imp l iquen t  ~v idemment  (47). 

86. Quelques formules auxil iaires.  - -  Ces formules se rapportent  aux para- 

m~tres A x et h 2 = h  (n ~ 81). La plus grande patt ie  des calculs sera faite en 

coordonn~es g~n~rales, et ee n'est que pour expliciter A(F) qu'on aura ~ reeourir 

des coordonn~es  normales.  

Nous  posons,  pour simplifier l'~eriture, F(x0; x ) =  F, g~ (x)= 9j~, gJ~(x)= gJ~. 
Nous  d~signons,  comme d'habitude,  par g la valeur absolue du dg~erminant [g~k[ 
et par a le param~tre usuel; a = o en x o. 

~o. On a pour une  fonct ion  U arbitraire 

h,(r, U)= k01"0U 
g~ O xJ O x ~ 

d U  
- -  2 0 " ~ ,  

la differentiation ~tant faite suivan~ la g~od~sique jo ignant  Xo et x. 

En effe~, il r~sul~e de (37 bls) et de (29) 

(52) o r  OL 

par consequent 

(~) On volt  que, en coordonn~es normales ,  non seu lemen t  les eomposan tes  eon t ravar ian tes  
u j de la ,,vitesse~ son t  cons tan tes  le long de la ((trajeetoire% mais  qu ' i l  e n e s t  de m~me de ses  
eomposan tes  eovar iantes  uj .  On t i re  de (49) au moyen  des ~quat ions (25) , ou de (50) par  diffe- 
ren t ia t ion  

OgJkSJ~k=O et  O'qkt ~J~k=o OgJk Ogkl J k = o .  

A l 'or igine des coordonn~es normales ,  l ' une  quelconque des deux  derni~res ident i l~s  es t  valable  
pour  des  uJa rb i t r a i r e s ,  d'ofl l 'on  conclut  que tou tes  les d~riv~es "OgjJO~t s ' a n n u l e n t  en ce poirlt. 

(2) J ' e m p r u n t e  la d~duction 61~gante qui  precede ~ la Th~se de M. Malmheden  (1, p. 57)- La 
m6thode  util is6e au num~ro pr~c6dent  auss i  a ~t~ s ens ib l emen t  influenc6e par  eelle de M. Malmheden.  
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OU OU d x  ~ d U  
AI(F' U ) = e a 2 k O x ~ = 2 a O x k  da - - 2 a  d-a 

On tire de (5I) pour une fonction F arbitralre 

d U  
(51hi') A 1 (F(/3, U) • 2 F '  (F). a d a"  

2 ~ . On a pour l 'opgrateur A, ddfini par la formule (23), U et V 6rant des 

fonctions arbitraires, 

(53) A ( U V ) =  U a  V +  2a , (Y ,  V) + V a  U. 

En effet, en utiIisant la notation (I7) , on peut dcrire 

I 0 (Vg grad s (Y V)). a ( u v ) -  Vg oxJ 

DSs lors, l 'identit4 (53) d6coule imm~diatemen~ de 

Vg gradJ (UV) = u(V-g gradJ V) + V(Vg gradJ U). 

3 ~ On a 

(54) 

et 

(ss) 
La premiere formule esf une 

Quant ?~ la seconde, 

a d U  A(F(/3U)= UAF(F) + 4F'(F).  ~ + F( r ) .A V 

A F ( r )  = F ' ( r ) .  A r + 4 F " ( r ) - r .  

consfquence imm6diate de (53) et de (51~s). 

A (F(/3) I 6q~(Vg ]/g grad s F (F)) ~ - -  - -  I 6q (F' (/3 Vg gradJ/1) 
V~ o ~  

= F '  (F). A F + gradJ F .  ~ F '  (I 3. 

Le dernier terme est 6gal s F "  (/') gradJ /" grad s F, ce qui, en vertu de (38~s) 

se r6duit ~ 4 F " ( F ) "  F. 

4 ~ Pour F(F)----U~, on tire des formules (54) et (55) 

[ (56) A(FL~U)=flF ~-1 ( 4 ( f l - - I ) +  AF) U + 4 a ~ a  +F,~ 'AU.  

5 ~ On a 

(57) A F =  2 m +  g �9 
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off m d~signe la dimension de l'espace de Riemann et g d~signe, cette fois-ei, 

la valeur absolue du d~terminant gjk, non plus dans an syst~me de coordonn~es 

g~n~rules, mais darts un syst~me de eoordonn~es normales arbitraire qui admet Xo 
eomme origine. 

V~rifions d'abord que l'expression ei-dessus reste inalt~r~e si on passe d'un 

syst~me de coordonn~es normales ~ un autre. Or on a vu qu'un tel changement 

s'op~re au moyen de eoefficients constants (formule (4I)), g sera done multipli~ 

par une eonstante (formule (2o)) et d log Vg/da ne sera pas chang$. Bien entendu, 

ce dernier fair rdsulte aussi, quoique d'une mani~re implieite, du calcul qui suit. 

On a d'abord en eoordonn~es g~ndrales (eft les formules (23) et (52)) 

I O ( - . O r )  z 0 - 
a t - - - -  --Vg ~ Vgg'~o-xx~ =--Vg o-~d(Vgag) 

- ~ d l~ 1 / ~  2 ___0 (a:~i). 
2 a O ]/9 :~d + 2 (a Sfi) ~- 2 a de  § O x~ 

D~s lors, si le syst~me des x ~ est un syst~me de coordonn~es normales admet- 

tant  zo comme origine,  on aura, d'apr~s les formules  (43) et (44), a g  = g et 

= m .  

87. Le eonoYde caraet~ristique. - -  Les gdoddsiques de longueur nulle ou b/- 

caract&'istiques issues d'un certain point x engendrent le cohoS'de earaet~ristique(1) 
de sommet x. Les points y de ce conoide satisfont t~ l'~quation F(x;  y) = o. La 

fonction / ' (x;  y) s'annule du second ordre au point x, point singulier du conoide, 

off routes les d~riv~es OI'[Oy k s'annulent. Par  contre, tout autre point(~) du 

conoi'de est un point rggulier; / ' (x;  y) s'y annule du premier ordre, l 'une au moins 

des susdites d~riv~es ~tant diff~rente de z~ro en un tel point. Tous ces faits 

d~coulent imm~diatement des formules (37 ~s) et (29). 

Dans le eas de signature lorentzienne, le seul qui intervient dans nos ap- 

plications, le conoide divise l'espace (voisin de x) en trois r~gions. Deux d'entre 

elles, o6 l'on a F(x;  y) > o, sont int~rieures au conoide et une, avec F(x;  y ) <  o, 

lui est extSrieure. Les g~od~siques, issues de x et menant tL l'int~rieur, sont des 

g~odgsiques de temps, tandis que celIes menant s son ext6rieur sour des g~o- 

d~siques d'espace. 

(1) HADAMARD 1, p. 47 e t  I24. 
(~) T o u t e s  nos  cons ide ra t i ons  se r s p p o r t e n t  ~ un vo i s inage  s u f f i s a m m e n t  r e s t r e i n t  de  x. 
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Les fairs 6numdrds se r6duisent aux fairs eorrespondants relatifs s l'espace 

lorentzien trait6 duns les chapitres prdcddents. En effet, en introduisant des co- 

ordonndes normales, avec leur origine en x, le eonoide devient un cSne ordinaire 

gjk(o)~J~ ~ o. Par  un ehoix convenable de ces derni~res coordonndes on peut 

mSme s'arranger de mani~re s ce que F(x;  y) se rdduise ~ la forme lorentzienne 

( I )  d u n  ~ 14 

(58) r ( x ;  v )  = - . . . . .  v " ' .  

88. Surfaces caract6ristiques. ~ Une surface earactdristique est ddfinie par 

les 6quations simultan$es 

S (Y  ~, YL . . ., Y ' )  = S(y) = o (59) 

et 

(6o) 
g~k 0 S  OS  

0 ~ Oy ~ = o. 

Le conoide du num6ro prdcddent, appeld de prime abord conoide earactd- 

ristique, est une surface earactdristSque d'apr6s la ddfinition que nous venons de 

poser. En effet, en prenant S ( y ) =  F(x ;  y), le conoide satisfait aux 6quations (59) 

et (6o) (cf. l 'identit6 (38m)). L'6quation (6o) admet l 'interpr6tation g~omdtrique 

que voiei. (1) 

Posons, selon la formule (3o), 

(60 
off 

0S  i OH 

sont respeetivement les composantes eovariantes et contravariantes du gradient 

de S. La direction normale ~. la surface S = o dtant, en ehaque point r6gulier de 

S, donn6e par celle du gradient de 81 l'dquation (6o) exprime que eette direction 

est isotrope. Elle sera par suite orthogonale ~ elle-m6me et d~s lors aussi tan- 

genre s la surface. On a lg d'ailleurs la seule direction isotrope qui soit tangente, 

puisque deux directions isotropes diff6rentes ne sont jamais orthogonales l'une 

l'autre. (~) 

(i) Cf. pour tou t  ce qui  su i t  le n ~ 62, ot~ sont  envisagdes les surfaces curactdristiques de 
l 'espace lorentzien. 

(~) En  effet, il est  gdomdtriquement dvident que route direction, orthogonale ~ une direc t ion  

isotrope e t  diffdrente de cette derni~re, est  u n e  d i rec t ion  d'espace, tout  plan t angen t  it un c6ne 
caractdristique dtant  ext~ricur ~ ce c6ne. 

23--48173. Acta mathemativa. 81. Imprim6 le 8 juin 1949. 
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T o u t  cela  d t an t  admis~ n o u s  a l lons  montrer (1)  que  par toutpoint rdgulier d'une surface caractd- 
ristique il passe une et une seule bicaractdristique situde sur la surface. I1 rdsu l t e ra  auss i  que  deux 
surfaces caractdristiques tangentes en un point sont tangentes le long d'une bicaracldristique. 

Cons id~rons  les  l i gnes  t rac6es  s u r  la  su r f ace  S = o qu i  en  t o u s  leura  p o i n t s  son t  t a n g e n t e s  
la n o r m a l e  mende  en ce p o i n t  ou, en  d ' a u t r e s  ref ines ,  au  g rad ien t .  E n  r a p p o r t a n t  la sur face  

'~ m -  I p a r a m e t r e s ,  l ' ex i s t ence  de ces l ignes  s ' d tab l i t  ai.~dment. 

Ceci 6 t a n t  admis ,  u n e  te l le  l igne  s a t i s f a i t  au  s y s t e m e  d ' d q u a t i o n s  diit~rentielles(~) 

dyJ i OH 
(63) l l .~  = u j  ou - -  

dt  d t  2 0 u j '  j =  [ '2 . . . . .  m. 

Le fa i t  que  la l igne  es t  de i ongueu r  nu l l e  e s t  ga r an t i  pa r  les dern ie res  6qua t ions  e t  l ' 6qua t ion  (60). 
T o u t  r e v i e n t  done '~ ddmon t r c r  qu 'e l l e  es t  u n e  g6od6sique.  (~) 

Obse rvons  m a i n t e n a n t  que  la fonc t ion  S(y) et  ses  d6rivdcs par t i e l l es  g j  sont ,  c o m m e  fonc t ions  

du  po i n t  y, m a n i f e s t e m e n t  ddfinies d a n s  u n  cer ta in  vo i s inage  de la su r face  S = o. ] l e n  sera  donc  
de m 6 m e  de la  fonc t ion  H(y, ~). On a d v i d e m m e n t  

(64) 
0 yJ 0 yk ~ " o~oy~l 

On pose  H(y, 7e(y))=H(y) et on  t rouve ,  en  u t i l i s a n t  (64) e t  (63) , 

OH OH O H  07ek O H  Ogj dyk O H  duj 
OyJ Oyi + Ou k OyJ = Oy---7-b 2~-y~. d t  OyJ + 2 d t  

D ' a u t r e  pa r t ,  p u i s q u e  H ( y ) =  o a u x  po in t s  r6gul ie rs  de S(y )=  o, le g r a d i e n t  de H (y) a u r a  en  ces 

p o i n t s  la d i rec t ion  du  g r a d i e n t  de S(y), c'est-k-dire que  

0 H (y) _ 0 S (y) 
Oy~ 2 "z (Y)" - b ~ - '  

la  fonc t ion  ). = ).(y) d t an t  b ien  d6 te rminde  a u x  s u s d i t s  po in t s .  Cela n o u s  p e r m e t  d 'dcrire 

(65) dT~j I OH(y, ~) 
d ~ - Z ' ~ = - ~  0 ~  

II s ' a g i t  d ' d l imine r  ) .  P osons  /~ cet  effet, le long  de la  l igne  consid~rde, 7tj = k(t).pj,  la  fonc- 

t i on  k(t) ~ t an t  a rb i t r a i re  j u s q u ' ~  nouve l  ordre .  On  aura ,  en  r a i son  de l ' homogdnd i t6  de H c t  de 

ses  d~rivdes, 

1t(7t, n) = k 2 H(y,  p), 0 H(y,  u) = k~ 0 H(y,  p) 0 H(y,  u) k 0 Tl(y, p ) .  

D6s lors ;  les r e l a t ions  (63) e t  (65) d e v i e n n e n t  

Q) Les  r e m a r q u e s  qu i  su i ven t ,  e t  qu i  ne  s o n t  q u ' u n e  raise  au  p o i n t  de que lques  fa i t s  connus ,  
n o u s  s e r o n t  t r6s  u t i l e s  d a n s  u n  ouvrage  ~ venir .  A u c u n e  app l i ca t i on  n ' e n  6 t an t  donn6e  d a n s  le 

p r d s e n t  t r ava i l ,  le ]ec teur  pou r r a  p a s s e r  su r  le res te  de ee num~ro .  
(2) M. M a l m h e d e n  a 6 t endu  la m 6 t h o d e  d ' i n t6g ra t i on  qu i  s u i t  au  cas oh H es t  en  fonc t ion  

des  ~j  u n e  fonc t ion  h o m o g ~ n e  de d e g r d  a rb i t r a i r e ;  MALMHEDEN 1, Append i ce  II ,  p. I I o - - I I 2 .  

(t) Bien e n t e n d u ,  il  s ' a g i t  de m o n t r e r  qu ' e l l e  a le caract6re  gdodds ique  pa r  r a p p o r t  '~ l ' e space  

de R i e m a n n  envisag~ e t  non  s e u l e m e n t  pa r  r a p p o r t  au  sous-espace  d6fini pa r  S = o. 
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- -  = - ~ t  1 k~ 0 H (y,  p) d y] I k 0 H (y. p) et  k + (k" - X k) pj = -- - 0 yJ " 
d t 2 Opj 2 

E n  c h o i s i s s a n t  k de fagon qne  k" - -  ~. k = o e t  en  p o s a n t  d a = k .  d t, on  ar r ive  a u x  dquations canoni- 
ques (el. fo rmule  (34)) 

d yJ 1 0 H ( y , p )  et  d pj = _ i_ O H (y, p). 
da 2 Opj da 2 OyJ 

La l igne  es t  donc u n e  gdoddsique et  d~s lors,  pa r  ce qui  prac~de, u n e  bicaractdrislique. 
Le dern ie r  s y s t ~ m e  d '~qua t ions  es t  ind~pendant de la surface caractdristique envisag~e.  I t  en  

r e s so r t  que  si deux surfaces de cette nature ont un dldment de contact (point et plan tangent) en 
commun, il en dmanera une bande caractdristique commune d'~Idments de contact; en d'autres 
termes, les deux surfaces se toucheront le long d'une bicaraeHristique commune. En effet, les  ~ j ,  
c o r r e s p o n d a n t  a u x  deux  sur faces ,  a u r o n t  les m ~ m e s  r a p p o r t s  m u t u c l s  a u  p o i n t  c o m m u n .  On 

p o u r r a  donc  chois i r  les va l eu r s  in i t i a l e s  des  pj 6gales,  p u i s q u e  les v a l e u r s  in i t i a l e s  des  k (t) s o n t  
a rb i t ra i res .  

On  voi t  auss i  pa r  ce qn i  praeade que  tmute su r face  ca rac t a r i s t i qne  p e u t  ~tre ob t enue  c o m m e  
e nve l oppe  de eono~des ea rac ta r i s t iques .  

Voici  u n e  dern ie re  r e m a r q u e  qn i  a p p a r t i e n t  tt u n  ordre  d ' idaes  16g~rement diffarent .  N o u s  

a vons  vu  que  les b i ca rac t a r i s t i ques  t rac~es  su r  u n e  su r face  ca rac tdr i s t iqne  s o n t  o r thogona le s  t~ t o u t  
d 6 p l a c e m e n t  fa i r  le long  de la surface .  Cela 6rant ,  p r e n o n s  su r  c h a q u e  b i ca rac t a r i s t i que  u n  p o i n t  

u n i q u e  (ces po i n t s  va r i an t  d ' u n e  man i~ re  con t i nue  e t  s u f f i s a m m e n t  darivable) .  I1 s ' e n s u i t  qne  les 
points en question torment  une varidtd d'espace(~) T h m -  2 dimensions, h laquelle chaque bi- 
caractdristique est orthogonale. 

Rdciproquement, env i s ageons  u n e  var ia t6  d ' e space  T a rb i t ra i re ,  t~ m - - 2  d i m e n s i o n s .  E n  

c h a q u e  p o i n t  de T on p e u t  m e n e r  deux bicaractdristiques orthogonales h T(2), qn i  e n g e n d r e n t  d e n x  
sur faces  d is t inc tes ,  lqous d i sons  que  ees surfaces sont caracldristiques. Soi t  ~. l ' u n e  de  ces sur-  

faces.  II  snf f i t  de m o n t r e r  q u ' u n e  b ica rac t~ r i s t ique  a rb i t r a i re  C a p p a r t e n a n t  ~ E est ,  en  c h a c u n  

de ses  p o i n t s  y, o r thogona le  h n n  d 6 p l a c e m e n t  i n f in i t a s ima l  a rb i t r a i r e  J y fa i r  le long  de la  surface.  

D as i gnons  tt cet  effet pa r  x e t  x + J x les p o i n t s  d ' i n t e r see t i on  de la var idt6  T e t  des  b ica rac t~r i s t iqnes  

C e t  C + d C p a s s a n t  r e s p e c t i v e m e n t  pa r  y e t  y + J y .  On aura ,  en  v e r t u  de  la f o rmu le  (39), 

g j k ( Y ) ~  ~ k dxJ y = .qjk(x) ~ ~xk. 

Le second  m e m b r e  s ' a n n u l a n t  pa r  h y p o t h b s e ,  le p remie r  m e m b r e  s ' a n n u l e r a  lu i  auss i .  

On vol t  au s s i  que  la var id td  in i t i a le  T n e  joue  a u e u n  r61e pa r t i cu l i e r  p a r m i  les var id tds  

d 'espace  (~ m - 2 d imens ions )  s i tudes  su r  ~ et  qu ' e l l e  ponr ra i t ,  d ans  la c o n s t r n c t i o n  ci-dessus,  ~tre 
remplacde  pa r  n ' i m p o r t e  laque l le  de ces varidtds.  

89. Le noyau fractionnaire. - -  Nous voil~ arrivas ~ un des problames prin- 

cipaux du prasent chapigre, celui de construire le noyau qui, dans un espace de 

Riemann, correspond au noyau r~-m/Hm(a) servant de base s la mathode d'int& 

gration fractionnaire, daveloppae dans les chapitres pracadents. 

(i) U n e  vari~t6 d ' e space  se carac ta r i se  ici, en ana log ie  avec  le cas  lorentz ien ,  cf. p. 37, p a r  

l ' inaga l i t6  g j k d x J d x k <  o, v~rifiae p a r  t o u t  d a p l a c e m e n t  i n f i n i t a s ima l  le long  de  la  var ia ta .  

(2) C f .  p .  1 3 1 .  
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Soit x un point de l'espace de Riemann envisagd, et considdrons en m~me 

temps les points y suffisamment voisins(~) de x et satisfaisant "~ l'indgalitd 

/ ' (x;  y ) >  o, c'est-s appartenant s Fun quelconque des deux domaines intd- 

rieurs au conoide caractdristique qui a son sommet en x (cf. le n ~ 87). 

Ddsignons comme plus haut par s-~ s(x; y)----s(y; x) la distance gdoddsique 

des points x et y, c'.est-s que s~ -{F(x ;  y )p .  Nous nous proposons de 

construire une fonction V~(x; y), ddpendant d'un param~tre a, qui satisfait 

l'dquation 

(66) A u V"+~-(x; y)= V"(x; y) 

e t  qui devient singulier sur le conoide eomme s ~-=. A t'exemple de M. Hada- 

mard nous admettons d'abord que les coefficients gjk(y) sont des fonctio~s holo- 
mouthes des variables ~. I1 en sera alors de m~me de s, sauf sur Ie conoide. 

et de s ~ partout.(-') Nous posons 

" Vs ' s  ~+2k-~ ~ Vs-s ~k 
(67) Ira = k~o K,~(~) 2 ~ ( ~  + 2k) = a"-m 

�9 = 4=0 ~ H~ (~, k)' 

les coefficients Vk ne d~pendant que de x et de y, tandis que K,n(a) et L,~(a) 
ne d~pendent que de a (et de la dimension m). Introduisons maintenant  un 

syst~me de coordonn~es normales, admettant le point x comme origine, en gar- 

dant la notation g pour la valeur absolue du d~terminant des coefficients gjk 

correspondants. Si nous remplagons encore le param~tre a, utilis~ dans les nu- 

m~ros 82--86, par s qui, nous le savons, est un param~tre admissible (cf. le 

n ~ 84), les formules (56) et (57) nous permettent d'6crire 

{ a+2+2]c--m 
(68) A, V-+ ~ --~ ,~  s-+ '*--  K~ (a ~-2) ~ ( ~  + 2 k) 

k ~ 0  

X a + 2 k + s  d-s ] d s J  Km(a+2) 'Lm(a+ 

la notation d]ds d4signant une difi~drentiation suivant la g~od~sique (de temps) 

qui va de x s y. On choisit maintenant L~(a) de sor~e qu'on air 

(1) Nous admettons en particulier que x et chaque y peuvent ~tre joints par nne g~od~sique 
d'une mani~re nnivoque (cf.'p. I69). 

(3) Les coordonn~es normales qn'on va introduire tout ~ l'heure seront aussi des fonctions 
holomorphes des anciennes coordonn~es et r~ciproquement. Ces faits r~sultent des th6or~mes 
d'existence classiques relatifs aux syst~mes d'~quations diff~rentielles ordinaires. 
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c~ 4-- 2 - - ~ f t ,  I 

Lm (a + 2)- -- Lm (a)' 

et on ddtermine les V~ par le systbme d'~quations diffdrentielles rdcurrentes 

(69) 2 s ~ - s  + 2 k + s ~ s  " ! ~+AVk-~- - - - -o ;  

V - ~ - o ,  Vo(x; x ) =  x. 

Comme chez M. tIadamard, la solution est uniquement ddterminde p~,r le postulat 

que les Vk(x; y) sont des fonctions rdgulibres (c'est-s suffis~mment ddri- 

vables) de y.(1) Notons qu'on trouve en particulier 

~a(x)l 

Les formules de r&urrence posdes dtant satisfaites, il vient 

oo V k  " 8 a T 2 k - m  

En choisissant encore Kin(a) en sorte que 

a I 

K ~  (~ + 2) - K,~ ((~)' 

l'dquation (66) se trouvera rdsolue. 

Kin(a) et L~(g) ~.uront les propridtds ddsirdes si l'on pose 

-(:) -(  ) K m ( a ) = K  2 ~ F et Lm(a)-- :L '2  ~ 1" a +  2 - - m  
2 

K et L dt~n~ inddpendants de a. ~ous dcrivons encore 

H~ (a, k) ---- K~ (a)- L~ (a + 2 k) 

(~) Pour  k = o, la solut ion est  ddterminde par  la condit ion V0 (x~ x) = I. 
t ion peu t  s'dcrire 

d d V-g. sk s~-1. A Vk_ I = o. 2 dss (sk Vk) + dss log Vk + 

Pour  k > o, l 'dqua- 

La solut ion est  encore ddterminde. En  effet, Vk & a n t  rdgulier  p o u r  y = x, c'est-~-dire pou r  s = o, 

on aura  pour  cette va leur  s k Vk = o, ce qui  fair que  sk Vk est  ddterminde, et il en est  s lo t s  dvidem- 

m e n t  de m~me de Vk. On t rouve  par  un  calcul facile 

v0 =/g(~)~-~ - VoS-k f 8~-1 
0 
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et  nous ddterminons le produi t  K L  en sorte qu 'on ait  

(70)  H~ (0f, O) : Hm (g) : 7g 2 . 2a- -1 .  /~ " r ff "~- 2 - -  m , 
2 

la fonction Hm(a) dtant  le fac teur  special, relat if  s l 'espace lorentzien (formule 

(20) du n ~ 16). I1 vient  en d~finitive 

2 

Signalons encore la formule de rgcurrence 

(72) H~n(a, k ) = ( a  + 2k--m) .Hm(a,  k - -  I), 

et  observons que eet te  f~)rmule, associde s la formnle (7o), d~termine entiSrement 

la fonct ion H ~  (a, k). (1) 

Les quest ions de convergence de la s~rie (67) seront  ~tudi~es au n ~ 91. 

90.  C o m p a r a i s o n  avec  les  s o l u t i o n s  ~ i~menta ires  de M. H a d a m a r d .  - - I i  y a 

lieu de comparer  les caleuls ci-dcssus avec ceux de M. Hadamard .  

Considdrons ~ e6t~ du syst~me r~current  (69) le syst~me analogue, clans 

lequel q ddsigne un nombre  fixe arbi traire  qui n 'est  pas un entier ndgatif,  

/ ( (73) 2s ,' + 2 k +  s ~/s / T k  

( T _ ,  ~- o ,  To(X;  x)  ---- I .  

I1 est clair qu 'on a 

v~ 
(74) To-~ ro, Tk = 

2k(q + 1)(q + 2 ) . . .  (q + k) 

A T k - 1  
H- - -  - -  o ,  

2 (q + k) 

r ( q  + ~) " Vk" 
= 2  kr(q + 1 +  k) 

En particulier,  si Fon prend q --  - -  
a - - m  

, on t rouve ~ l 'aide des formules  (7 o) et (7 I) 
2 

(1) Dans  le cas e l l ipt ique,  la fonct ion cor respondante  Hm (~, k) se d~termine  par  la formule  de  

r~currence (72) combin~e a v e c l a  re la t ion 

m_ 

Hm (~, o) = 

eet te  derniere  fonct ion ~ t a n t  l e  faeteur  adapt~ ~ I 'op~rateur  d e  L a p l a c e  (cf .  l a  formule  ( 7 ) d u  
n ~ 6). 
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(75) Tk = Hm (a) Hm(a, k)' ~5' 
e'est-s que 

2 (76) - -  k=o k=o m k) v"- 

Le syst~me d '6quat ions (69) ' qui d6termine les ~ ,  6 taut  ind6pendant  de q 

ou de a, il en est de m~me des ~ ,  tandis  que les Tk d6pendent  de a de la fagon 

raise en 6vidence par  la formule  (75). 

Si q - -  est un ent ier  n6gatif ,  il y aura  d6g6n6rescence pour  les Tk s 
2 

par t i r  de k = -  q, puisque l '6quation (73) cesse d 'avoir  un sens pour  k = -  q. 

2 - - m  
M. Hadamard  ne considbre que la valeur  part iculi~re q - -  - - p .  Dans 

2 

le cas impair,  il en t i re  la solution 616mentaire(~) 

(77) U : s 2-'~ ~ Uk s 2k, 
k = 0  

off nous avons d6sign6 par  Uk les quanti t6s  Tk qui cor respondent  ~ la susdite 

valeur particuliSre. Pou r  les valeurs paires de m, p e s t  un  en t ie r  n6gatif ;  l '6qua- 

t ion (73) cessera donc d 'avoir  un sens pour  k - -  m - -  2 et il n 'exis tera  pas de solut ion 
2 

dl6mentaire de la forme (77). 

On volt  que nous avons tourn6 cet te  difficult6 "en in t roduisan t  le noyau (ou 

- -  si l 'on veut  - -  la solut ion 616mentaire) f rac t ionnai re  V% M. H a d a m a r d  de son 

c6t6(*) in t rodui t  pour  m pair, dans la vole ouver te  par  Picard,  une solution 616- 

menta i re  r en fe rman t  un te rme logar i thmique.  Elle a la forme 

m__ 2 
2 

s ~-m ~_j U k . s  '~k + w - -  2 c(~'logs, 
k~O 

off les Uk, w e t  ~r sont  des fonct ions  r~guli~res, w n '6 tan t  d6termin6 qu'?~ une 

solution r6guli~re pros de l '6quat ion Au--=o.(8) I I n e  manque  pas d ' int6r~t 

d 'observer  que ce t te  solution 616mentaire logar i thmique  est, s un  fac teur  constant  

(1) HADAMARD 1, p. I36. 
(2) HADAMARD 1, p. I43; application ~ la r6solution du problbme de Cauchy p. 316. La re- 

marque qui commence au bout de la page 98 du pr6sent ouvrage est erron6e et doit 6tre supprim6e. 
(8) Bien entendu, M. Hadamard traite l'6quation g6n6rale du second ordre au lieu de l'6qua- 

tion relative ~ A, trait6e ici. 
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et ~ une fonction r~guli~re additive pros, identique s la fonction 

l~176 .I') 
(77bi') \ Oa ]1~=2) 

91. Questions de convergence et de majoration. - -  Venons ~ la question de 

convergence de nos s6ries. M. Hadamard(2) a, par une application ing~nieuse 

de la m~thode des s~ries majorantes(S), montr6 que la s~rie figurant dans la 

formule (77) converge absolument et uniform6ment rant que s est inf~rieur ~ une 

quantit~ fixe. La convergence est uniforme aussi par rapport ~ x quand x varie 

dans une r~gion strictement ~nt~r.ieure ~ la r6gion ~ consid~r~e au n ~ 85. Nous 

pouvons largement profiter de la susdite d~monstration, en observant que non- 

obstant qu'on y suppose que le nombre q a la valeur particuli~re p e t  que m est 

impair, on n'y utilise r6ellement que le fair que q n'est pas un entier n6gatif et 

que, par consequent, les ~quations (73) ne cessent .iamais d'avoir un sens. 

En r~sum~, lorsque les coefficients de la forme m~trique sont des fonctions 

holomorphes des coordonn~es, la fonction F = s ~ et les coefficients Vk figurant 

dans rexpression (67) de V ~ seront des fonctions holomorphes(4) des coordonn~es 

du point y e t  la s~rie (67) convergera absolument et uniform~ment d~s que s 

est assez petit (saus peut-~tre ~ quant ~ l'uniformit6 - -  au voisinage du co 

noide, o5 le facteur s ~-~ peut devenir infini). I1 r6sulte de l'holomorphisme en 

fonction de y que les s6ries obtenues de (67) par des diff6rentiations terme k 

terme ont des propri~t~s analogues, d'o5 il r~sulte que nos calculs, qui reposaient 

sur de relies differentiations, ~taient l~gitimes. 

Occupons-nous maintenant  de la convergence uniforme de la s~rie (76) par 

rapport ~ a. Soit a un hombre r~el qui n'est pas un entier n~gatif. 

On salt par ce qui precede que la s~rie ~ [ V~[s~: [H~(a, k)[ est convergente. 
k~0 

Cela admis, et 1 ~ o ~tant un entier arbitraire, la s~rie 

(1) Cf. pour tout  ce qui precede les n ~ 58 et 59. L'expression (77 bls) se r~duit dans le cas 
lorentzien ~ Jm r ~-m, od dm est donn~ par la formule (37) du n ~ 59. 

(2) ]~ADAMARD 1~ p. I37-- I40 et p. 4o8--412. 

(a) Rappelons qu'on se trouve toujours dans le cas holomorphe, ce qui veut dire que les coef- 
ficients .gjk de la forme m~trique sont des fonetions holomorphes des coordonn~es. Le domaine de 
convergence de la s~rie (77) d~pend des rayons de convergence des d~veloppements en s~ries enti~res 
des coefficients gjk autour des points de la la r~gion ~ .  

(4) Voir note (~) p. I8o. L'holomorphisme en fonction des coordonn~es de x r~sultera de 
la sym~trie en x et  y ~t~blie plus loin. 
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z)l 
k)l  I 

sera eonvergente, elle aussi. Pour ~ ( a ) ~ a  et  a - - m + 2 k ~ o  on a aussi 

(a--m+2k)_--__o, par cons4quent ] a - - n : + 2 k  I > = ~ ( a - m + 2 k ) = > a - m + 2 k .  

On a donc, en vertu de la formule (72), pour les mgmes valeurs de k 

I H - (  '~, k)l > I H - (  a, Z~)I 
IHm(a, k - - I ) l - - - - IH,  n(a, k - -  I)l" 

En d4signant par / un queleonque de ees nombres k, il ressort que la s4rie de 

fac~orielles 

(78) ~'(a, Z)= ~ H~ (a, t) �9 k)" . . . .  

V:+ ~ s 2(t + ~) V :+a  s 2(~+a) 
= V:s 2Z+ + . . . +  + . . .  

a - - m  + 2 / + 2  (a - -m+21+2)  . . .  ( a - - m + 2 l + 2 h )  

est absolument et uniform~ment eonvergente pour ~ ( a ) >  a. 

Avan~ d'aller plus loin, notons la relation 

(78~') lim F(a, l) = Vzs'O~. 

Les termes de la s6rie uniform6ment eonvergente (78) 6rant des fonetions 

holomorphes de a, eerie s6rie repr6senter% elle gussi, une fonetion holomorphe 

de a. En la multipliant par la fonetion holomorphe 6.~-'~/H,~ (a, l) et en y ajoutant  

un nombre fini de termes holomorphes, on obtient la fonetiou V ~ (el 1A. formule 

(67)), qui est done une fonetion holomorphe de a. 

Nous allons maintenant eonstruire une majorante de la fonetion V " en 

nous restreignant ~ des valeurs de a dont la pattie r6elle est assez grande, soit 

c t - - m  
(a) ~ m. Prenons d'abord a = m, ee qui donne q - - - - =  o. 

2 

La s6rie ETks  2k figurant dans (76) devient d'aprgs (74) E Vks2~12kk!. Nous 

savons que cette s~rie converge absolument (et uniform~ment) rant que s est in- 

f~rieur ~ une quantit6 fixe. 

posons 

(79) 

C'est ce que nous  supposons  dans la suite  et  nous  

k=O 2 k ' k !  - -  C.  

D'autre part, il vient des formules (72) et (70), pour ~ ( a )>  m, 

24--48173. Acta mathema~ica. 81. Imprim& Io 8 juin 1949. 



1 8 6  

I ~ (~, k) 

M a r c e l  R i e s z .  

= H~(~)- ( ~ + 2 p - - ~ )  -->--IH-(~)I H(2p)--2~"k!IH~(~)I" 
p = l  p = l  

II s'ensuit 

(8o) I v+l = ! 
I 

8 a - m  ~kSO'k ~ ~ C , 

~=0Hm(~,k) = lHm( . ) l  2~.k~ = 

la valeur de C ~tant ind@endante de a. 

I1 est facile de donner une majorante de forme trbs simple de la fonction 

I I 

H m ( c ~ )  - -  m - 2  

On tire de la formule de Stirling pour ~ ( z ) >  o et I zl-~ oo 

log r ( ~ ) = ~  (log ~ - i) + O(iog 1~1). 

II s'ensuit pour ~ ( a ) >  m e t l a  l-~ oo 

log H~ (a) -- a (log a - - I )  + 0 (log I a D. 

On a done, darts les mgmes conditions, 

<IL) ol 
(81) I H ~  (a) l = 

l 'exposant p 6rant ind@endant de a. Cette in~gMit~ se trouve ~tablie pour [a] 

assez grand, soit ] a ] >  A, et pour ~(a)>_--m. Nous disons que, en augmentant 

p (le eas dehdant), l'in~galit~ subsiste dans tout le demi-plan ~ (a)_--> m. En effet, 

pour ~ ( u ) >  m e t  ] a ] <  A, le premier membre est born~ sup6rieurement, le se- 

cond membre inf~rieurement, et on a de plus ]a I >  m > I. 

Soit main~enant fl un hombre fixe, tel que ~ ( f l ) >  o. On montre ais~ment 

que la quantit6 I :]Hm(a + fl)] satisfait, elle aussi, ~r une in6galit6 de la forme 

(81), l 'exposant p ~tant toujours ind@endant de a. On a en effet, d'aprbs ce 

qui precede 
o , ,  

i < " 1 ~ + ~  �9 (82) I I4~ (~ + ~)l = 

- o  

(1) E n  p o s a n t  ~ = ~ + i ~ = Q e i~  on  a 6 v i d e m m e n t  = Q-~: eO~+~. 
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Le rapport, entre la derni~re expression et le second membre de (8I) est asymp- 

to t iquement  6gal ~ ( l a l .  e-1)-'~(~ ), quand ]a I tend  vers l'infini. Vu que ~(~) ~ o, le 

second membre de (82) se trouve asymptot iquement  major~ par celui de (80. Ce 

point acquis, la d~monstrat ion s'ach~ve comme plus haut .  

En vertu de l 'in6galit6 (8o), on a en r6sum6: 

Le nombre fl 6rant  fixe et tel que ~ ( f l ) ~  o, les noyaux V ~ et V~+~, fonc- 

tions holomorphes de a routes les deux, satisfont dans le demi-plan ~ ( a ) ~  m 

aux in6galit6s 

i(:) ~ i(:)-( (83) I v ~  .'~(~ I ~ ?  et Iv~176 I~1~ ,  

les valeurs de C et de p 6tant ind~pendantes(t) de a. 

92. La formule de Green. ~ Reprenons le domaine D, limit6 par une ou 

plusieurs surfaces ferm6es T, consid6r6 au n ~ 18. Envisageons le champ des 

veeteurs A e t  6crivons, en nous repor tant  aux formules (2I ~') et (22) d u n  ~ 81, 

l ' int6grale 

f / '  div A d ~ ~ ~ . .  

D D D 

En ut i l i sant  la formule (25) du n ~ 18, on obtient  

f ( AkJk'Vg d~t 1 dlt~-I (84) div A d ~  = .  �9 . . .  , 
D T 

off les J~ sont les d6terminants  fonet ionnels  (cf. formule (25) d u n  ~ 18) 

j~ = ( _  0~_1. d(y',  .v* . . . .  , y~-', y~+' . . . . .  y") 
d (~l,)~ . . . .  , itm-1) 

La  relat ion (84) exprime l 'une des formes principales du th6or~me de Gauss relatif  

un espace de Riemann.  

D6signons main tenan t  par T' une port ion de la surface T ayan t  une ori- 

entat ion d'espace.(2) Nous nous proposons de t ransformer  l ' int6grale f igurant  

au second membre de (84), en rant  qu'elle est ~tendue ~ T', dans une autre  

int6grale, ne renfe rmant  que des ~l~ments g~om6triques intrins~ques. Observons 

(1) U n e  fo rme  p l u s  pr6cise de la fo rmule  de S t i r l ing  que  celle u t i l i s6e  p l u s  h a u t  f o u r n i r a i t  
a i s~men t  p = I. 

(2) Cf. la  no t e  (1), p. I79. 
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cet effe~ que l'expression AkJk est 6gale au d6terminant d'ordre m dont les 

lignes sont form6es des composantes contravariantes du vecteur A et de eelles 

des vecteurs dy/O2P (p ~ I, 2, . . . .  m - -  I). En introduisant encore un hombre 

positif infinit6simal 7, on volt, en vertu de la formule (2I), que la quantit6 

V g A k J k . ~  H d2 ~ est, au signe pros, 6gale au volume du parall61@ip~de infini- 

t6simal construit sur les vect~urs 7" A et d)$. Oy/O2p. D'au~re part, ce paral- 

1616pip,de peut ~tre consid6r6 comme ayant comme base l'~16ment de surface 

dT,  parall61~pip~de s m - -  I dimensions, eonstruit sur les vecteurs d2 p. Oy/O;~ p, 

et comme hauteur le segment U" A<n>, off A<,> eat la projection orthogonale 

du vec~eur A sur la normale ext6rieure; en formule 

(85) A < . >  = A~nk, 

les n~ 6~ant les composantes covariantes de la normale ext6rieure unitaire n. 

Le volume en question s'exprime donc aussi par le produit(1) d T ' u A < , > ,  au 

signe pr~s. On a par cons6quen~, apr~s avoir divis6 par ~/, toujours an signe pros, 

(86) A '~ Jk" ~ H d2" = A<,> dT.  

Le signe aussi est correct, si l'on attribue g d T  et aux d2P des valeurs posi- 

tives. En effet, d'apr~s la convention pos6e au n ~ 18, rela~ivement aux signes 

des Jk, 1'expression BkJk a, respeetivement, le signe positif ou n6gatif pour tout 

vecteur B menant ?~ l'ext6rieur ou g l'int6rieur de la surface T, tandis que B~:dk 

s'annule quand le veeteur B e s t  tangent  g la surface. Les eirconstances sont 

les m6mes quant au signe de B~n~, puisque n e s t  une normale ext6rieure, et 

que l'on a n ~ n~ ---= I > o, vu que T' a une orientation d'espaee et que, par eon- 

s6quent, n e s t  an  veeteur de temps (unitaire). 

L'identit6 (86) fournit  pour la portion de surface T' l'identit6 analogue 

Nous passons maintenant g la formule de Green. l~tablissons d'abord la 

formule 

(88) u A v -- v A u ---- div (u grad v -- v grad u), 

u et v 6rant des sealaires. On a, en utilisant la formule (22) 

(7) Cf. p o u r  ces q u e s t i o n s  le n ~ 21 his, en p a r t i c u l i e r  la  f o r m u l e  (55). 
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div (u grad v) Vg y 

= u div (grad v) + d uu gradk v = u A v + grad~ u g rad  ~ v Oy k 

= u A v + (grad u, g rad  v), 

ce qui en t ra ine  (88). D~s lots, la  fo rmule  de Gauss  (84) nous  fourn i t  la fo rmule  

de Green  

(89) f(u,~v--vAu)d~=f(ugrad~v--vgrad~u)Jk'Vgd~.'...d;r ~. 
/ )  T 

Le long de la por t ion  de surface  T', la  quantig~ f igurant  dans  la derni~re 

int6grale  peut ,  d 'apr6s  les fo rmules  (86) et (85), se me t t r e  sous la fo rme  

(u g rad  k v .  nk - -  v g r ad  k u .  nk) d T.  

Ov k dv ,  
Or grad  ~v. nk = gradk v .  n k - -  ~ n ---- dnn d 'apr6s  la fo rmule  (42) du n ~ 21. On 

a donc en d~finitive 

(90) f (u" g dk v-- v" grad',,) II  dX'= f (u d" -- d. l  dr. 
T' T' 

Remarquons  en pas san t  que le long d 'une  por t ion  de surface  T "  orient~e 

dans  le t emps  l '4gali t6 (86) au ra  lieu avec le signe oppos4. Cela t i en t  au fa i r  

que, la no rma le  n ~tant  dans  ee dernier  eas un  vec teur  d 'espaee,  on au ra  

n ~ nk = - -  I < o. Enfin, sur  une  por t ion  earact~r is t ique  (on en un point  off le 

p lan  t a n g e n t  est  earact6ris t ique)  aucune  t r a n s f o r m a t i o n  de la na tu re  indiqu4e 

n ' e s t  possible.  

Envisageons  pour  terminer  un  domaine D limit~ par une surface ferrule T, celle-ci dtant  

compos~e de certaines portions orient~es respect ivement  dans l 'espace et dans le temps  et s~par~es 
par des vari~t~s (ar~tes) caract~rfstiques ~ d imensions  =< m -  2. On tire des considerations qui  

precedent la formule de Gauss  

f div A d~2 = fA< > T 
D T 

f ( u h v - v A u )  d,.Q= u ~ n  --V d n l ~ d T ,  

D T 

et la formule de Green 

la quanti t~ e ayan t  la valeur + I le long des port ions d 'orientat ion d'espace, la valeur  -- I le 
t~ long des port ions orient~es dans le t emps  et la valeur o le long des vari~t~s caract~ristiques.( ~ 

Nulle application des deux derni~res formules ne sera donn~e dans  le present  travail.  

13 

(~) Ce facteur e doit ~videmment  entrer dans les int~grales dont  il est question au n ~ 61. 
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93.  Les  in t~gra le s  I s et I ~ .  La formu le  f o n d a m e n t a l e .  - -  Nous avons vu 

au n ~ 87 que, darts le cas de signature lorentzienne, le seul cas qui nous intdresse 

dans la suite, le conoide au sommet x et s l 'dquation F(x; y ) =  o divise l 'espace 

voisin de x en trois r~gions. Certaines conventions faites, on pourra, comme 

clans le cas de l'espace lorentzien, parler sans ambiguit~ de la nappe rdtrograde 

et de la nappe directe d 'un  tel conoide.(1) 

Soit main tenan t  S une surface ~ m -  I dimensions d'orientation d'espace, et 

admet tons  que les conoides r~trogrades par exemple ayan t  comme sommet un point 

arbitraire x situ~ d 'un certain cbtd de S e t  assez voisins de S ddlimitent  avec S 

certains domaines D~,.  Nous admet tons  aussi, jusqu'~ nouvel ordre, que nos 

sdries (67) convergent  dans ce domaine.  Cela ~tant, on pose 

(91) I" f (x)  = f f(y) V" (x; y) dy.  (~) 

Nous savons que V~(x; y) devient  singulier sur le conoide comme le facteur  

s(x; y)"-'~ = r (x ;  y) 2 ; plus pr~cisement V"(x; y) = s(x; y),-m, v~(x; y), off v~(x; y) 

est r~gulier sur le conoide et oh l'on a v~(x; x) = Vo(X; x) = I (formules (67) et 

(69)). Vu encore que, dans un systbme de coordonn6es normales appropri& 

F(x; y) admet  l 'aspeet lorentzien (58), l '6tude de l ' intdgrale (9I) se r~duit imm~- 

dia tement  s celle de notre  ancienne int~grale I" f (P)  relative s l 'espace lorentzien 

(p. 47):(8) On pourra donc r6p~ter presque mot  ~ mot  les fairs d~montr6s plus 

hau t  au sujet  de cette derni6re int6grale.  En particulier, la nouvelle int~grale 

converge et elle est une fonction holomorphe de a pour ~ ( a ) >  m--2) ,(4)  qui 

peut  6tre prolong6e vers la gauche(5) jusqu's  une valeur arbitraire de ~(a),  si 

la fonction f et la surface S sont suff isamment d6rivables. On a en outre 

(9 I~') I~  ~-- f(x),  I-2Pf(x) = APf(x). (6) 

Nous allons ma in tenan t  appliquer s nos int6grales la formule de Green (89). 

La  marche sera tou t  s fair  analogue s celle suivie dans le n ~ 22. Pour  com- 

mencer, nous posons dans la susdite formule v = V ~+2. En d6signant alors par 

(t) Cf. BUREAU | ,  p. 33- 

(2) Nous posons  ici, pour  ~viter tou te  ambigui t~ ,  d y =  t g d y  I d y e . . ,  dy m, quan t i td  d~sign~e 

aupa ravan t  par  d~2 (cf. formule  (21b~)). 

(3) Notons  que la quant i t~  ~ dev ien t  = I au po in t  x. 

( ') Cf. n ~ 25. 
(5) Cf. n ~ 27- -36 ,  en par t icu l ie r  p. 5 I. 

r Cf. n ~ 37. 
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T la surface totale d41imitant /)~, il vient pour d'assez grandes valeurs de ~(a) ,  

qu'on va pr~ciser, 

f (u(y) A. v~+,(x; y)-  Au(y) v.+,(x; y))dy 
X 

1) 8 

= f (u grad * V =+' - -  l ra+ '  g r ad  * u) J ,  Vg d Z ' . . .  d Z"-'.  
T 

La surface T e s t  compos~e d 'une port ion de la nappe du eonoide et de la por- 

t ion de surface S x ddcoup~e de 8 par le conoide. Les int~grales de volume ei- 

dessus convergent  cer ta inement  si l 'on prend ~(a)  > m - -  2. Les circonstances 

sont moins favorables pour les intdgrales de surface, puisque les d~riv~es pre- 

mi~.res de V ~+2 deviennent  infinies sur le conoide t an t  que ~ (a) < m. Pa r  contre,  

pour ~ ( a ) >  m, ces d6riv~es res tent  finies et  continues sur la surface T. I1 y 

en a plus; pour les m~mes valeurs, la fonct ion V "+2 et ses d~riv~es en question 

s 'annulent  sur le conoide (cf le n ~ 22). I I n e  reste donc de l ' int~grale de sur- 

face que la partie 6tendue ?~ la por t ion de surface S~; celle-ci ayant  une orienta- 

t ion d'espaee, l ' int~grale correspondante pourra s'~crire sous la forme (9o), savoir 

S ~ 

le changement  de signe 6rant d~ ~ la nouvelle convention d'apr6s laquelle on 

eutendra  d6sormais par  n la normale uni taire  intdrieure. Observons encore que 

Au Ira+~ - Va selon (66). D6s lors, nous sommes ~ m6me d%crire la formule 
fondamentale 

L /  
b '  x 

f V~+' (x; Y)ldS. [d.(.U) vo+~(~;u)_u(y) ~ d~ + [_ dn 
S z  

Pour  met t re  cette formule sous une forme plus condens~e, nous posons 

I :  2', g, ff(,) , (93) = ' h (x) = Ira (x; y) y) --  h (y) d ~  
Sx 

1)8 

par oh la formule fondamentale s%erit, comme dans le eas lorentzien (formule 

(6x b~) d u n  ~ 23), 
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du 
(94) 1" u (x) = I~ +' A u, d--nn' u (x). 

Les formules ci-dessus ne sont jusqu'ici  d~montr~es que pour ~ ( a ) >  m. Or 

les int4grales f igurant  dans (92) res tent  convergentes pour {R(a)> m - - 2  (ear. 

n ~ 25), d'ofi l 'on conclut, par les principes du prolongement  analytique,  que la 

formule reste valable pour toutes les valeurs v~rifiant la derni&re condition. I1 

r4sulte du  m~me principe que les formules 4quivalentes (92) et (94) subsistent 

pour route valeur  de a, jusqu'5, laquelle le prolongement  est possible, en raison 

des hypoth&ses relatives ~. la fonet ion u et g la surface S. Comme plus hau t ,  

on aura  en part iculier  pour a = o la formule d'importanee eaioitale(1) 

du u(x) ,  (95) , ,  = A,,, 

formule par  laquelle se r~sout le probl~me de Cauchy, expos~ succinctement au 

num4ro qui suit. 

Signalons encore les relations AIg+2 = I~ et I~I~. = Ig+~(~) dour la premi&re 

se v4rifie comme le fair  correspondant  4tabli dans le cas lorentzien (n ~ 42), tandis 

que la seconde exige une d~monstrat ion qu'on donnera  plus loin (n ~ 95). 

94. P r o b l ~ m e  de Cauchy.  A b s e n c e  du pr inc ipe  de H u y g e n s .  - -  Pour  ~viter 

des redites continuelles, se fa isant  d4j~, pressentir  au num4ro pr4c~dent, nous 

nous bornerons, en ce qui concerne le probl&me de Cauchy, g quelques indica- 

t ions sommaires. Un tel  proc4d~ est d ' au tan t  plus 14gitime que le probl&me en 

question a 4t4 trait~ dans le cas lorentzien avec une profusion de d4tails. Nous 

renvoyons le leeteur au n ~ 43 pour l'4nonc~ du problgme, ~ la formule (95), 

t ranscr i te  g la mani~re de la formule (3) d u n  ~ 44, pour la solution sous sa 

forme g4n~rale ind4pendante  de la parit4 de l 'espace, enfin aux endroits citds 

au n ~ 60 pour la v4rification de la solution. 

On a vu aux n ~ 55 et 56 que, dans le cas lorentzien, la solution ob~it au 

principe de Huygens  pour les dimensions paires, tandis  qu'il  y a des int4grales 

r~siduelles (diffusion des ondes) pour les dimensions impaires. Pour  les derni&res 

dimensions, il n 'y  a aucune diff4rence essentielle entre le cas actuel  et le cas 

particulier. Pour  les dimensions paires, il y a au contraire une diff4rence fonda- 

mentale  en ce que ce ne sont  que eertains termes de la s4rie (67) qui donnent  

(~) Of. le n ~ 44. 
(2) Cf. les n c~ 42 et 24. 
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lieu au principe de Huygens.  Tout  d6pend encore des propri~t6s de la fonction 

gamma.  En effet, les fonctions Hm (a, k), f igurant  dans la formule (67) , chacune 

produi t  de deux fonctions gan~ma, n ' admet t en t  de pbles en a----2 que si l 'on a 

k <  I = - m - - 2 ;  cf. la formule (7I). Ce ne sont donc que ces termes-l~, eompl6t6s, 
2 

en ce qui concerne la double couche (pour des raisons expliqu6es au n ~ 15) par 

I 
le terme correspondant  ~ / c - - ~ - m - - I ,  qui ob6issent au principe de Huygens.  

2 

Tous les autres refines, en nombre infini, fournissent  des int6grales r4siduelles 

(convergentes), 6tendues ~, D~ ou ~ S ~. 

Les derni~res lignes ne sont qu'une reproduct ion presque li~t6rale de ce que 

nous avons dit  au n ~ 56 ~s au sujet  de la solution de l '6quation des ondes amor- 

ties. Cependant,  dans ce cas particulier,  on salt que les termes fournissant  

les int6grales r6siduelles sont effectivement diff6rentes de z6ro, puisqu'on les 

connal t  d 'une fagon tou t  ~ fair  explicite. Bans  le .cas g6n6ral qui nous occupe, 

ces termes sont  d6finis comme solutions d 'un  syst~me r6current  d '~quations dif- 

f6rentielles, et on est loin de les connaltre effectivement. Cela explique la ques- 

t ion pos6e par M. Hadamard(1) indiqu6e dans la note (s) ~. la page 87 du pr6- 

sent ouvrage et  que nous y avons encore 61ucid6e par  des renvois ~, des r6sultats 

r6cents dus ~ diff6rents auteurs.  

95. Formules de composit ion.  Propri~t6s d'~change. - -  Dans le cas lo- 

rentzien, la formule de composition 

(96) I ~' (I# f (x))  ---- Ia+# f ( x )  

et la formule 16gSrement plus g6n6rale 

(96~s) I"  (1,~f, g, h (x)) ----- I%+#f, g, h (x) 

(el. les n ~ 2a et 24) ~taient des consfiquences faciles d 'une  formule de composi- 

t ion relative au noyau  respectif  r"-~/ .H,n(a)  (cf. le n ~ 5), que nous ~crivons ici 

sous la forme 

f, ' ( x ;  = 

( 9 7 )  �9 " 

/)z 
y 

r (x; 
(a + #) 

(1) HADAMARD 1, p. 325. 

25--48172. Acta mathematica. 81. Imprlm6 ]e 8 juin 1949. 
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Los formules de composition de caraetdre g~ndral relatives au eas actuel sont du 

m~me aspect que les formules (96) et (960i~) et ddrivent de leur cote de la formule de 

composition relative au noyau V ~ 

(9 8) f Vet(x; ~). r~(~; u)dz = ra+~(3c; U).(1) 
Dx 

Y 

On suppose ici que los points x et y song gels que le eonffide r6trograde ap- 

partenant g l'un d'eux et le conoide direct appartenant g l 'autre d61imitent un 

certain double-conoide born6 D~, domaine d'int6gration dans la formule ei- 

dessus. (~) 

X 

x Fig. 13. Le double-conoide .Dy. 

Si l'on savait d6j~, ce qui ne sera d6montr6 que plus loin, que le noyau 

V"(x; y) est sym6trique en fonetion de x et de y, la formule (9 8) serait identique 

la suivante, dont nous aliGns nous occuper en premier lieu, 

(99) f r (x; rp(y; = u). 
/)x 

Y 

La d6monstragion de  la formule (97) reposait sur des ealeuls explicites, tandis 

que cello de (99) sera bas6e sur une application de la formule de Green, sur le 

fair que l'op6rateur 10 est rop6rageur identique et sur un th6or~me d'unicit6 

tr6s ~imple, emprunt6 g la th6orie des fonctions analytiques. 

(z) Pou r  la  s igni f ica t ion de dz of. la  note( I )  ~ la  page I9o. 
(~) Cf. l e n  ~ 17 e t  en  pa r t i cu l i e r  la  fig. I, o/1 les  po in t s  ~ et  e j o u e n t  les  rbles de x e t  de y. 
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La formule (99), une fois d6montr6e, fournit sur le champ (comme on le 

verra s la fin de ce num6ro) la propri6t6 d'dchange (ou de sym6trie) de la fonc- 

tion V ", savoir V'~(x; y) ~ ~ ( y ;  x), d'ofi s'ensuit imm6diatement d'une part la 

formule (98) et d'autre part la propri6t6 d'6change des coefficients Vk, savoir 

V~(~; y ) =  V~(y; x).(~) 

Nous d6montrons d 'abord la relation 

(IOO) f VaT2n(x;  ~) �9 V~(y;  ;~)dz = / Va(x;  z) .  ~,r~+2n(y; ,~,)dz, 
D x D z 

Y Y 

qui, pour commencer, est certainement valable lorsque ~(a)  et ~(~) sont assez 

grands et pour n-= o, I, 2 , . . .  

Observons s cet effet I ~ que par exemple A~ V~+2(x; z)=- V'~(x; z) (formule 

(66)) et 2 ~ que les produits VT(x; z). 0 V'~(y; z)/OzJ et V~(y; z). O V~(x; z)/OzJ 
s'annulent sur la surface du double-conoide, d~s que ~ ( 7 ) e t  ~ ( ~ ) s o n t  assez 

grands, fair dfi s la pr6sence des facteurs respectifs s~ - m e t  s ~-~ dans les fonc- 

tions V~ et V a. DSs lors, une application r6it6r6e de la formule de Green (89) 

d'apr8s le sch6ma 

f v (y; f 

fournit la relation demand6e. L'absence des int~grales de surface dans les for- 

mules ci-dessus repose sur l 'obaervation 2o. 

C'est de la relation (IOO) qu'on va d~duire, s l'aide du thdorSme d'unicit~ 

auquel nous avons fai~ allusion, la formule (99) - -  notre objet principal - -  qui, 

comme nous l 'avons dit, comprend pour ainsi dire tous les autres r~sultats 

indiquds. Cependant, pour des raisons m6thodiques, il nous paralt pr~fdrable de 

faire prdcdder cet arrangement par une d6duction directe et trSs simple de la 

propri~tg d'dchange des coefficients V~(x; y). 
La formule (~oo) n'est ddmontr~e jusqu'ici que pour d'assez grandes valeurs 

de ~R (a) et de ~ (fl), par exemple pour ~ ( a ) >  m e t  ~R (fl)> m, mais on volt par 

prolongement analytique qu'elle reste valide par exemple pour a = fl = o. ]~crivons 

done la formule 

(~) M. Hadamard obtient cette propri~t~ par la m~thode de descente et  en outre, mais seule- 
ment  pour k ~ o, par une ~tude approfondie  du syst~me d'~quations des g~od~siques; cf. HADA- 
MARD 1, p. 366--377. 
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(~o,) f r~(x; ~). r~ ~)d~= f v~ ~). v~(y; ~)~, 
D x D z 

Y Y 

off, si l'on veut 8tre rigoureux, on doit ~crire au lieu du second membre, par 

exgmple, 

prol. anal. f V~(x; z). V2"(y; z)dz. 
? = 0  Dz 

Y 

Si l'on identifie la nappe du conoide de sommet y ~ la surface S figurant 

dans la formule de d~finition (9x) de l'intggrale I~f(x), la derniSre formule peat 

s'~crire I ~ V2'*(y; x) --~ V2n(y; x); on se rappelle que I ~ est l 'op~rateur identique. 

En d'autres termes, le second membre de la formule (IOI) se rdduit a V2n(y; x); 

le premier membre devient done V2"(x; y). D~s lots, la formule (IoI) se r~duit 

la relation d'dchange 

(~o2) V~'(x; y)=  v~(~;  x). 

En r~alit~, le fair que l'op~rateur I ~ est l 'op~rateur identique n'a ~t~ ~nonc~ 

jusqu'ici que pour des surfaces S ayant une orientation d'espace, tandis que la 

nappe en question est une surface caract~ristique, admettant  mSme un point 

singulier, "s savoir son sommet. Cependant, les calculs donnds aux n ~ 27--37 

s'appliquent au cas actuel presque sans modifications, et la difficult~ insignifiante 

provenant du point singulier s'dlimine ais~ment ~ l'aide des indications donndes 

la page m2. 

On tire facilement de l'identit~ (Io2) la propri~td d'~change des coefficients 

Vk, c'est-s 

(~o3) v~(x; y) = v~(y; x). 

I1 suffit de remplacer dans la formule (78) V, par Yk(X; y)-- Vk(y; x), de faire 

tendre a vers l'infini, en parcourant les nombres pairs 2n, et d'appliquer la 

formule (78~s), en y posant successivemen$ 1---~ o, I, 2 , . . .  

En portant le r~sultat (IO3) dans la formule de d~finition (67) dcrite pour 

V~(x; y) et V~(y; x) et en tenant compte de la symdtrie de la distance g~od6sique 

s(x; y), on obtient aussi la formule d'6change 

(~o4) w(~; ~)=  vo(y; x). 

I1 en rdsulte en particulier que V ~ qui, comme nous le savons, satisfai~ s 

la relation (66) A~ V~+2(x; y) -~ V~(x; y), satisfai~ anssi s AzV~+2(x; y) = V~(x; y). 
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Revenons ma in tenan t  ~ la d~monstraLion de la formule (99). Fixons dans 

la formule (Ioo) la valeur de fl, avec ~ (f i)~ m, eL posons a - ~  o. En s ' appuyant  

Loujours sur le fa i l  que I ~ est l 'op~rateur identique, on obtienL 

(io5) f v2 (x; F : ( v ;  = 
D x 

Y 

Nous formons l 'expression 

(Io6) G(a) = f V~(x; z) V:(y; z ) d z - -  V~+:(y; x), 
I )  z 

Y 

off ~R(a)~ m, ~R(/~)>___ m, ce qui fa i l  que la quanti t~ ~ inL~grer est bornde et 
continue. La  valeur de fl grant fix~e, G (a) est une fonction holomorphe de a 

qui, d'apr6s la relat ion ( IO5)  , s 'annule pour a----2 n assez grand.(1) Remarquons  

encore qu'on a toujours  s(x; z) <= s(x; y). Ceci pos6, on volt par l 'in6galit6 (83) 

que la fonct ion holomorphe G (a) sat isfai t  dans le demi-plan ~R (a)>_--m s une 

in6galit6 de la forme 

I (e) I (lO7) I G ( a ) l _ -  < 0 .  : . s ( x ; y )  ~ , 

les valeurs de 0 eL de p 4tanL ind~pendantes de a.(2) 

Ceci ~tant admis, il r~sultera du th~orSme d'unicit4 qui suit  que la fonct ion 

G(a) s 'annule ident iquement  ou, en d 'autres  termes, notre relation (99) se trouve 
6tablie pour ~ (a) >= m, ~R (fl) ~ m. 

Voici le th6or~me d'unicit6 en question. Supposons que les fonctions g (z) et h (z) 

sa t is font  s l ' in6galit6 Ig(z) l<=lh(z)[ et qu'elles song holomorphes dans le demi- 

plan ~R(z)~ o, la fonct ion h(z) y 6tant  constammenL diff6rente de z6ro, Landis 

que g ( z ) = o  aux points zl, z~ . . . .  , z n , . . .  avec ~ ( z , ~ ) > o  eL I z ,~l> I; dans ces 

hypoth6ses la divergence de la s6rie Y~ ~(I/z~) entralne que la fonct ion g(z) 
s 'annule identiquemenL. 

Dans l'6nonc6 habi tuel  de ee th6or6me, la condit ion de majora t ion  ei-dessus 

esL remplac6e par  la condit ion que g (z) esL born6. (~) Notre  th6or6me apparemment  

plus g6n6ral se r6duiL imm6dia tement  au th6or6me particulier,  si on applique ce 

dernier ~ la foncLion g (z) : h (z). 

Appliquons le Lh6or6me d'unicit6 ci-dessus ~ la fonction G (a), en posanL 

z = a ~ m. Remplagons g(z) par V (a) eL h (z) par la fonction holomorphe de a, 

(1) p. ex. pour 2n >_-m. 
(~) Bien entendu, les valeurs en question d6pendent de x, de y et de ft. 
(s) Of. p. ex. P6LYA-SZEG6 1, t. I, Absehnitt III, probleme 298 , p, I42 et 327, 
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dont la valeur absolue forme le second membre de la formule (IO7). Observons 

encore que les z6ros connus de G (a) donnent lieu, apr~s la substitution z-~ a - - m ,  

s la s6rie divergente ~, 1/(2n--m). On conclut que G(a)s'annule identique- 
2n>m 

ment pour ~(a)>_--m, ce qu'il fallait d6montrer. La formule importante (99)se 

trouve ainsi dtablie pour ~(a)>_--m, ~ ( f l ) ~  m. Elle s'6tend par prolongement 

analytique s des valeurs arbitraires de a et de ~. 

A vrai dire, la formule en question se trouve 6tablie avec V~+~(y; x) figu- 

rant  au second membre, landis que darts l'6nonc6 on a V~+~(x; y). Ceci d6- 

pend du fail que, dans la d6monstration, on a fix6 ~ e t  qu'on a fait varier a. 

Le chemin oppos6 aurait conduit s V"+~(x; y). 

Des derni~res remarques il ressort de nouveau qu'on a pour une valeur 

arbitraire de 7 la propri6t6 d'6change V~(x; y ) =  Vr(y; x). En faisant tendre 

171 vers l'infini, on retrouve la propri6t6 d'6change des coefficients Vk(x;y) 
Vk(y; x), d6montr6e plus haul moyennant 7 =  2n ~ c~. Mais ce qui importe 

davantage, c'est que, par la sym6trie de VL la formule (98) se trouve ddmontrde en 
m~me temps que la formule (99), ce qui~  son tour implique les formules de composi- 
tion g~n~rales (96) et (96~s). 

96. Le cas non analytiquc. Apercu de la mdthode.(1) - -Pla~ons-nous main- 

tenant clans le cas oh les coefficients gjk de la forme mdtrique ne sont plus n6- 

cessairement analytiques; nous supposons pourtant  qu'ils sont r~guliers suivant 

la terminologie de ]~. Hadamard, c'est-~-dire qu'ils sont suffisamment d~rivables. (s) 
L'expdrience acquise dans le cas lorentzien eoncernant l'allure appropri6e des 

donn6es nous apprend qu'une telle hypothbse est non seulement commode, mais 

pour ainsi dire indispensable.(s) Nous allons montrer que la m6thode d6veloppde 

plus haul peut encore s'6tendre au cas g6ndralisd. Nous nous laisserons guider 

par quelques observations suppl6mentaires relatives au cas analytique. 

Du point de rue de la rdsolution du problbme de Cauchy, l'utilit6 du noyau 

fraetionnaire consiste ~ permettre de calculcr par prolongement analytique cer- 

taines intdgrales qui deviennent divergentes si l'on utilise la solution 616mentaire 

propremeut dire. Le cas lorentzien fail ressortir ce point d'une manibre tr~s 

claire, la solution dldmentaire y 6tant tout  simplement r 2-~ et le noyau fraction- 

(~) Pour  6viter des longueurs  e t  des  redi tes ,  nous  nous  con ten te rons  en g6n6ral dans  la su i te  
d ' esqu isse r  la marehe  du r a i s o n n e m e n t  sans  t rop  nous  arr~ter  su r  les d6tails.  

(~) Voir p. ~I e t  16o. 
(s) Cf. HADAMARD 1, p. 415 et  COURANT-HI'LBERT | ,  I I ,  no te  (t), p. 469. 
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naire r ~-m :/arm (a). Dans le cas actuel, le noyau fraetionnaire V ~ est donnd par 

la sdrie (67) qui, en gdndra], contient un nombre illimitd de refines. En posant 

dans cette sdrie a ~ 2, on obtient la solution dldmentaire proprement dite V s, 

qui pourtant, comme nous le savons, ne peut ~tre immddiatement substitude dans 

la formule (95). Or si l'on prend la sdrie (57) terme ~ terme, en y posant a ~--2, 

on voit que ce n'est qu'uu nombre limitd de termes au ddbut de la sdrie qui 

donne lieu ~ des intdgrales dangereuses, et le prolongement analytique n'est 

ndeessaire que pour le compte de ces termes-ci. Quant aux autres termes, on 

pourrait les introduire dans la formule (95) en substituant dans leurs expressions 

a = 2, en s'abstenant ainsi de tout prolongement analytique pour autant qu'il 

est question de ees derniers termes. 

Conformdment ~ cela posons 

(~o8) v o ( ~ ;  ~) = - + = v ~ ( ~ ;  ~) + v ~ ( ~ ;  ~). 
k=o H e  (~, k) ~=o k=p+l 

Nous ehoisissons p assez grand pour que V~(x; z) en fonetion de z s'annule 

avee ses ddrivdes du premier ordre sur le eonoide de sommet x. II suffira de 

prendre 21) > m --  2. 

On obtient aisdment, en raison du syst~me rdeurrent (69) 

(Io9) A, V~+2(x; z ) =  V~(x; z) + s(x; z) ~+2-~+'p A, r~ (x; z) 

et 

(Io9 ~) A.. V~+'(x; z) = Viii(x; z) - -  s(x; z) '~+'-m+2p A, Vp(x; z) . 
H,. (~ + 2, p) 

En posant a = o ,  on a V ~  sauf sur le conoide de sommet x, et V~ 

partout.(a) I1 vient donc pour s > o 

(IO9 ̀er) mz ~7 i (x; Z) = --  A z V~i (x; 2 ')= 8(X; ,g)2--.+~'p Az Vp (x; ,g)= a (x; g), 
H . ( 2 ,  V) 

pour abrdger. 

Nous allons maintenant utiliser la formule de Green h peu pros de la m~me 

mani~re qu'au sujet  de la formule (99). Soit v (z) une fonetion qui s'annule avee 

ses ddrivdes du premier ordre sur le conoide de sommet x. Pour  ~R(a)assez 

grand, g~ +2 (y; z) se eomporte de m~me sur le eonoide de sommet y. Dbs lors, 

on obtient par la formule de Green et la formule (Io9) 
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(iio) f Av(z) -~ �9 Vi ( y ; z )  d z  

= , ) +  ,(y; ,+=-o+=, .  
Hm ( .  + =, P)J " 

Par  prolongement analytique, cette relation devient pour a--~ o, en vertu de la 

relation (I o9t"), 

0i  i) P(x; y) = v (y) .  f A (y; , ) ,  (~) d~, 
4 

off F(x; y), prolongemen~ analytique du premier membre de (IIO), peut gtre con- 

sid6r~ comme eonnu, d&s que A v e s t  donn4. Pour v(z) = gh(x; z), on aura, d'aprbs 

(IO9**'), g subs~ituer dans le premier membre de (iIO) A v ( z ) ~ - -  A(x;  z). 
On a done, dans le eas holomorphe, obtenu pour la fonction V~I (x; z) une 

~quation int4grale du ~ype de Volterra g noyau born4 et con~inu. 

Passons au eas non analytique. Nous. y avons d4j~ suppos6 que les coef- 

ficients gj~ sont r~guliers. Naturellement on dolt aussi supposer qu'il e n e s t  de 

m~me de la r~gion consid~r~e, surtout au point de rue du probl~me des g~od& 

siques. On peut alors caleuler la distance g~od~sique s et, ~ l'aide du syst~me 

r~current (69), les coefficients V0, Y1 . . . . .  l/p, routes ces quan~it~s ~tant des 

fonctions assez r~guli~res. Cela ~tant, on peut  encore d'une part ealculer le 

noyau A(y; z) et d'autre part le noyau fractionnaire tronqu~ V~(x; z) et d~s lors 

la fonction F (x ;  y). Enfin, on ddfinit v ( z )=  Vl~(x; z) comme solution de l'6qua. 
tion de Volterra (I I I). Ce$te solution, qui sera examin4e au num4ro suivant, a 

des propri4t4s de convergence exeellentes, chose qu'on devine par la connaissanee 

qu'on a de l'4quation de Volterra dans le eas lin4aire. On peut aussi montrer 

que V~(x; z) a l e s  propri&4s requises: 4vanouissemen~ avee les d4riv4es du pre- 

mier ordre sur le conoide de sommet x, A (Vi + V~I)= O etc.(t) DSs lors, on ar- 

rivera g la solution du problbme de Cauchy si l'on porte dans la formule (95), 

transcrite g la manibre de la formule (3) du n ~ 44, le noyau V * =  Vi + V~, les 

int6grales fortunes avec V~ 6~ant d6finies comme prolongements analytiques des 

int6grales correspondantes form6es avec V~. 

(z) Vo/r les remarques fa i tes / t  la page 2[2 au sujet  des propri~t~s analogues de la fonction W~I" 
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Avant d'aller plus loin, rappelons que la premiere solution du probl~me de 

Cauehy dans le cas non analytique est encore due ~ M. Hadamard.(1) C'est en 

s'inspirant de la m6thode utilis6e par E. Elia Levi et Hilbert  dans le cas elliptique, 

m6thode appel6e par Hilbert  celle de la *parametrix~, (solution 616mentaire in- 

complete), que M. Hadamard a form6 une r adapt6e au cas actuel. 

Tandis que, dans le cas elliptique, les auteurs citds arrivent g une 6quation 

int6grale de Fredholm, M. Hadamard r6duit la r6solution du probl~me de Cauchy 

celle d'une 6quation int6grale de V o l t e r r a -  le domaine d'intdgration 6rant du 

type que nous avons d6sign6 par D~ au n ~ 93 - -  pour remonter(~) ensuite de la 

solution du probl~me g6n6ral ~ la solution 616mentaire. Afin de traiter les dimen- 

sions impaires et paires, il faut encore recourir ~ des m6thodes diff6rentes. Le 

double-conoide D~, ~ l'aide duquel nous formons notre noyau fractionnaire (esp~ce 

de solution 616mentaire g6n6ralis6e), ne figure pas chez M. Hadamard. 

97. Reeours b une 6quation int~grale de Volterra. - - R a p p e l o n s  bri~vement 

le m6canisme de l'6quation de Volterra de seconde esp~ce dans le cas lin6aire. (8) 

]~erivons l'6quation 
X 

(I 12) qO (X) - - /*  f K (x; y) 9 (Y) d y = f(x), 
a 

K et f 6rant des fonctions donn6es et 9 (x) la fonction inconnue. Nous sup- 

poserons que la fonction K(x; y), le noyau, est born6e dans le triangle limit6 

par les droites y -~  a, x = b, y----x (b > a). 

Formons les noyaux it~ris successifs de K(x; y) = K (~) (x; y), d6finis de proehe 

en proehe par les relations de r6currenee 

X 

K ('+1) (x; y)= f K(x; s)K(')(s; v)ds = f K(")(x; s)K(s; y)ds; 
y y 

ces noyaux sont tous bornds dans le m~me domaine que K(x; y). Plus pr6- 

cisdment, l'in6galit6 I K(x; y ) ] <  M entralne les in6galitds 

] K  (n+l)(x; Y) l < M n + l ' ( X  - -  V) n. 
= n !  

(t) HADA~tARD 1, p. 377~379, 415--426. 
(t) HADAMARD 1, p. 421--424. 
(*) Of. GO~RSAT III (1915) , p. 324.-329. 

26--48173. Acta mathematica. 81. Imprim6 lo 8 juin 1949. 
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En  effet, l ' in6galit6 pr6c6dente 6tant  suppos6e valable pour  n au lieu de n +  1, 

on obt ient  
x 

M" f I K("+')(x; y) l <= M. (.__-i)~ j ( x -  ~)"-' ds = m "+'. (x--.!.u)" 
Y 

D~s lors, la s~rie 

(113) L ( x ; v ] # ) = K ( x ; v )  + I~'K'~'(x;v) + "" + p"-l 'K(")(x;v)  + "'" 

est  absolument  et  un i fo rm6ment  eonvergente  ran t  que p reste  born6. La  fone- 

t ion L(x;y]l~) es6 une fone~ion enti~re de t~, qui s 'appelle le noyau r6solvant 
re la t i f  au noyau  K(x; y). A l 'aide du noyau  r6solvant,  la solut ion de l '6quation 

(112) s '6erit  
x 

(! 14) q~ (x) = f (x) + ~u f L (x; y I/~) f ( y )  d y .  
a 

Nous appl iquerons des principes analogues ~ l '6quat ion int6grale (111). 

Soit  dans un ordre  d'id6es g6n6ral D b u n  double-eonoide in t6r ieur  ~ la r6gion 

(n ~ 85) e~ K(x; y) une fonct ion d6finie pour  tou t  couple de points  x et  y tels que 

x appar~ient  ~ Da b e t  y ~ D~. Posons  K")(x; y )=  K(x; y) et 

(1~5) K("+l)(x;y)= f g (x ;~)K(" ) ( z ;Y)dz= f K(")(x;z)K(z;Y)dz.  
Dy Dy 

Nous allons 6tablir  l 'existence d 'une constante  B,  ne d6pendant  que de la r6gion 

et telle que l ' in6galit6 

IA(x; V)I_-<M (116) 

en~ralne les in6galit6s 

(I 17) [ K  ("+1) (x; y)[ =</'(�89 

B =  

avec 

M. (MB)" . s (x; y)""  

/ m  + z \ _, 

2 ( ~ -  i) 

(~1 Dans le cas lorentzien, on peut am~liorer cette estimation en montrant que 

i A(n+l)(x; y)[ < M. (MB) n" s(x; y)mn 
= Cm n)! 

avec une certaine valeur de B. Cette majoration est facile ~ 6tendre au cas riemannien pour la 
dimension 2. L'extension aux dimensions supdrieures semble exiger des caleuls assez laborieux. 
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Fig. 14. Les  d e u x  n a p p e s  du  conoide au  s o m m e t  z s6par~es pa r  u n e  su r f ace  F = const .  

off m d~signe comme toujours la dimension de l'espace, win-1 est donn~ par la 

formule (8) d u n  ~ 6 et gmax d~signe le maximum de g dans le domaine D~, la 

quantit6 g ~tant relative ~ certains syst~mes de coordonn~es normales autour de x. 

Pour parvenir ~ cette limitation, nous aurons besoin de quelques considera- 

tions g6om~.triques. Nous montrons d'abord que les surfaces F(x ;  z) -~ const. > o, 

x ~tant fix~ et ~ variable, sont couples orthogonalement par les g~od~siques 

issues de x. Cela r~sulte sur le champ de la formule aux limites (36)(1), qui 

donne gjkdzJdzk-- -o ,  d z  signifiant un d6placement infinitesimal le long de la 

g6od~sique et dz un d6placement infinit6simal arbitraire le long de la surface. 

Les g~od~siques en question ~tant des lignes de temps, il ressort de l'orthogonalit~ 

6tablie tout  ~ l 'heure que les surfaces F ~ const, ont une orientation d'espace.(~) 

On en conclut qu'une bicaract~ristique (g~od~sique de longueur nulle) ne saura 

~tre tangente ~ aucune des surfaces en question, d'ofi il s'ensuit qu'une telle 

ligne rencontrera chaque surface en un seul point au plus. On volt par ceci 

que les deux ~appes du cono~'de qui a un certain poiut  z eomme sommet seront s6- 

par6es par  la su~ace r ~-eons t .  passant en z. 

Ces fairs 6rant admis, nous introduisons un syst~me de coordonn6es normales 

autour du point x comme origine, ce syst~me ~tant choisi de fa~on que les coef- 

(t) L ' a p p l i c a t i o n  de cet te  fo rmule  es t  l~g i t ime p u i s q u e ,  / ' =  s 2 ~ tan t  cons t an t ,  le pa r am~t r e  s 

qu i  r e m p l a c e  le p a r a m ~ t r e  no rma l i s6  v, f i gu ran t  d a n s  la  f o r m u l e  or ig inale ,  ne  s u b i t  a u e u n  change-  

m e n t  au  cours  de la var ia t ion .  

(2) Cf. la  no te  (l) p. I79. 
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ficients au po in t  x de la  fo rme  mdtr ique  se r~duisent  g ceux de la fo rme  lo- 

rentz ienne  (cf. fo rmule  (58) du n ~ 87). On aura  d~s lors, dans  des no ta t ions  

faciles g comprendre ,  F ( x ;  z) ~ r~z ~ (el. fo rmule  de rn ib rement  citde, fo rmule  (48) du 

n ~ 85 et fo rmule  (I) d u n  ~ 14); les surfaces  F(x ;  z ) -~  const,  dev iennen t  des 

hyperboloides r ~ - ~  const. ,  relies qui fig.uraient a u n  ~ 57, pa r  exemple.  En  part i -  

eulier, le cono~de de sommet x devient le eSne earact&istique de mOme somn~et.(~) 

Ajoutons  g c e  qui prdc~de que les plans tangents des hyperboloides  en ques- 

t ion sdpareront, eux aussi, les deux nappes du cono~de ayant eomme sommet le point  

de contact. Cela impl ique en par t i cu l ie r  que le double-cono~de D~ est tout entier 

compris dans le cSne solide D ddlimitd par  l ' une  des nappes  du cbne de sommet  

x (savoir celle qui r en fe rme  y) et  par  le p lan  H t a n g e n t  en y g l ' hyperbo lo ide  

passan t  par  ce dern ier  point .  

En  a d m e t t a n t  alors que l ' indgal i td  (i~7) est  ru lab le  pour  n a u  lien de n + 

et  pour  z au lieu de y, z d tan t  uu po in t  a rb i t r a i r e  in tdr ieur  g D~, on t rouve,  

en ra ison de ( I I6) ,  

I 
Dy 

<f F m ( n - - I ) + I  "rm*~(*-l l 'M'dz= m(n  I )q - I  

2 

r~ n-l) dz. 

Afin d ' a r r ive r  g une m a j o r a n t e  de la  derni~re intdgrale,  no tons  d ' abord  que 

d z =  Vg.dz 1. . .  d z  ~ <= V g ~ . d z  1 . . .  d z ~ . ( ~ )  

D ' a u t r e  par t ,  en nous r e p o r t a n t  g la  fo rmule  qui prdc~de la fo rmule  (24) du n~ 

e t  aux no ta t ions  du m~me numdro,  nous  aurons  

d z  1 . . .  d z  '~ : d H~ . d r ,  

l 'd ldment  de surface  de l ' hyperbo lo ide  H~ d tan t  m a i n t e n a n t  mesurd au  sens 

lorentzien.  Fa i sons  observer  que routes  les not ions  gdom&riques ,  telles mesure  

(t) Dans les notations du n ~ 85, on ddsignerait ce point par o. 
(s) Dans un syst~me de eoordonndes lorentziennes dont l'axe de temps, solt l'axe des x ~, 

coincide avec la droite xy, on a dvidemment rzz ~ Ix ! --z~[. Par cette remarque on arrive, 
moyennant des caleuls tr~s simples, ~ une majorante du type de (I I7), oh pourtant le ddnominateur 

F ( m n 2 ~  ) est remplacd par (n+  I),. La derni~re majorante, bien que plus grossi~re que ce|le du 

texte, suffit largement ~ tousles besoins. 
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x Fig. 15. Le double-conoide Dyet  le c6ne solide D. 

de cer~ains ~l~ments, orthogonalit~ etc., seront ~ prendre dans le m~me sens au 

cours des pr~sentes ~valuations. On a donc, en no tan t  que r ~ - r x z  varie de 

0 H r~y, 
~rxy 

(1,9) f (f dHr)r kind'', 
x U Dy 

rexpression f dHr signifiant la surface totale de la calorie d 'hyperboloide com- 

prise dans le domaine D~, qui, 4videmment,  est inf&ieure ~ la surface totale, soit 
Kr, de la ealotte comprise dans le eSne solide 29 qul renferme 29~. 

En se reportant ,  d 'autre  part,  ~ la formule (27) du n ~ 57, off l 'on a xx --  ~l _>--- r, 

on volt que (la mesure de) dHr est inf~rieur(e) H (celle de) sa projection ortho- 

gonale sur un plan queleonque ~1 = const. Or, par une t ransformat ion  de Lo- 

rentz convenable, on peut faire jouer  H tou t  plan d 'or ienta t ion d'espace le r61e 

d 'un de ees derniers plans, ce qui fair voir que dHr est inf6rieur H sa projection 

orthogonale sur un plan d'espace queleonque. II est mani fes tement  de m~me 

de la surface totale Kr de la calotte de Hr comprise darts le solide 29, qui est 

done inf~rieure ~ sa projection orthogonale sur le plan I1 l imi tan t  D. Or cette 

projection est identique au domaine intereept~ sur H par Hr.  En remarquant  

d 'aut re  part  que la droite xy  est or thogonale au plan H, on voit que l 'inter- 

section de Hr et de / - / n ' e s t  qu 'une sphere dans H, consid~rg comme un espace 

?~ m - -  I dimensions, sphere, dont  le centre est y e t  dont  le rayon Q est donn~ 

par Q~ ~ r ~y --  r 2. Par  suite, Kr est inf~rieur au volume, soi t /~r ,  de cette sphere 

ou, en raison de l a  formule (8) d u n  ~ 6 et de celle qui la precede, 

m - - 1  
Kr < / ( r  = e "~-1 r ~ w~-i �9 = r ' - ' )  

~ - - I  ~ , - - I  
14 
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D apr~s ee qu'on a dit plus haut, la quantit6 fdH~ figurant dans la formule 

(I,9) admet la m~me majoration. On a donc 

(I20) j'riT dz <= 
/)y 

rx y 

f m--1 
m--I  

0 
1 

0 

La derni~re int~grale est 6gale 

(12i) 
2 /'((~-~-2I)m }_ i) 

I 
< . "  

2 F (  !k + l)m2 + I )  

Les formules (II9)--(I21) avee k =  n - - ,  et la formule (II8) fournissent, apr~s 

quelques simplifications, les in6galit6s (I I7) que nous avions ~ d6montrer. 

Les derni~res in6galit6s une fois ~tablies, la solution de l'6quation du type 

de Volterra 

(i22) ~ (x) - ~ f K(x; u)~(v)dv =f(x), 
x 

D a 

rattach6e au noyau K(x; y), s 'obtient en analogie parfaite avec le cas lindaire, 

On passe de l '6quation (I22) ~ l'dquation (I ,  I) en remplagant a, x, y e t  K(x; y) 
p ~  a~,y, �9 et A (y; z) respeetivement et en posant /z = - -  I. Les noyaux it6r~s 

A(n+ll(y; z), correspondant au noyau A (y; z), satisfont ~ des in6galit6s de la forme 

(II7) , except6 que l'arc s(x; y) dolt 8tre remplac6 par l'arc s(y; z). I1 en r6sulte 

que le noyau r~solvant, form~ en analogie avec (I,4), 

L(y; z [~)= A(y; z) + ~A(~'(y; z) + ... + #n-l A(n)(y; z) + ... 

a des propri6t6s de convergence 6minentes et qu'il en est de mSme de la solu- 

tion de l'6quation (I I I), savoir 

(,23) Vh(x; y)-- vCy)= F(x; y)--fL(v; 1)F(x;  z)dz. 
x 

Dy 

98. L,&luation des ondes amorties duns les espaces de Riemann. - -  On a vu 

que le noyau accessoire V~ + V~ suffit compl~tement ~ r6soudre le problSme de 

Cauchy dans le eas r6gulier non analytique. Cependant ce noyau eonsid6r6 en 

soi ne poss~de aucune propri6t~ int6ressante. II lui manque par exemple route 

loi de composition. Nous nous proposons de former aussi clans le eas non ana- 
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lytique le noyau fractionnaire complet V" et de d~montrer qu'il poas~de routes 

lea propridtda esaentiellea rencontr~ea dana le eas analytique. En partieulier, ee 

noyau vdrifiera la formule '(66) A V "+2=  V ~, propridtd qui, dmas le eas holo- 

morphe, servait de point de ddpart lors de la construction de V"; il admettra 

les lois de composition (98) et (99). La premiere de ees lois permettrait  6videm- 

ment de construire, aussi dans le eas aetuel, un proedd6 d'intdgration fraetion- 

naire, possddant les propridtds fondamentales 1~1~ =:-1~+~, 1~1~. = 1~+~. 

Nous arriverons g V ~ g l'aide de eertains noyaux rattaeh6s g l'dquation des 

ondes amorties 

(I 24) A u (x) + Z' u (x) = f ( x ) ,  (') 

relative g l'espaee de Riemann eonsiddrd. A l 'op6rateur A + Z ~ correspondent, 

dans le eas analytique, un noyau W ~ et, dans le eas non analytique, un noyau 

W~ + W~I, formds en analogie avee les noyaux mttaeh6s g ropdrateur A, Les 

deux noyaux indiqu~s permettent, suivant les eas, de rdsoudre le probl~me de 

Cauehy posd pour l '6quation (I24). Mais il y en a plus, et voil~ notre point 

principal, le noyau }Wn nous mettra en ~tat d'aeeomplir la eonstruetion de V ~. 

Admettons encore une lois jusqu'g nouvel ordre que les coefficients #jk sont 

holomorphes et posons, dans l 'ordre d'iddes d u n  ~ 56 s', 

{ i 2 5  ) ~2h Va+2h 

,,_, ~+,_, vk. s --w+~.&., (Zs),(') 

2 " 2  2 " F  = 

05 les J sont les fonetions de B~ssel, ddfinies par la formule (20) du numdro 

citd. II est manifeste que W ~ devient singulier sur le conoide de la mSme 

mani~re que V ~ et on v6rifie f~cilement la relation 

(A + ~2) W~+2 = W ~. 

On peut, tout eomme dans le numdro tit6, ddfinir les int~grales 1(~) et It(x), ar- 

river g une formule de raspect  de la formule (22) du m6me numdro et donner, 

moyennant eette formule, la solution du probl6me de Cauchy. 

(t) Bien entendu, l 'opdrateur A signifie ici, comme dans tou t  ce chapitre,  ropdra teur  du second 
ordre de Beltrami, ddfini par  la formule (23). 

(t) L ' identi t6 des deux expressions de B T~ ddcoule aisdment des caleuls qui ont  conduit  ~t la 
formule (23) du numdro citd. 
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L a i s s a n t  de e6t6 ce dern ier  po in t  de vue, envisageons  l ' indgali t6 suivante,  

valable  pour  r rdel et => - - � 8 9  

(I26) IJ ,( t) l  < 1�89 .e l~t ) l ( ,  ) 
= /~ (~ -]- I) 

t 6rant  une var iable  complexe.  

la convergence  de la s6rie (79) que 

On a d ' au t r e  part(2) 

o o  

f J,(t)dt 
t~+a-1 

0 

I1 r6sulte f ac i l emen t  de cet te  l imi ta t ion  et de 

W z est  une  fonct ion  enti~re de ~. 

r(i : )  

fo rmule  valable pour  { - -  ~ (v) < ~ (a) < 2. En  d6s ignant  pa r  C un con tour  qui 

va  de - -  c~ g + vo le long de l ' axe  r6el, 6vi tant  l 'o r ig ine  pa r  une courbe trac6e 

dans  le demi-plan  infdrieur, et  en obse rvan t  que d,(t)/t "-1 est  une fonet ion im- 

paire ,  on ob t ien t  

f in(a-l) 
t , + . _  ~ e i e  -~- s i n ~ a  ~ e  2 _ �9 - .  ( : ) =  (:). 2 2 " + " - ~ . I "  r +  2"+'~ - 2 . F  I" v +  

6' 

ou encore 

~ / "  J,(t) dt _ x 

c 

avec 2 < a rg  (it)< 2 '  les in t6grales  curvi l ignes  6rant  convergentes  et les 

fo rmules  6rant  valables  pour  ~ ( a ) >  3 _  ~(v).  Dans  nos appl icat ions ,  il sera 

2 - - ~ n  
quest ion des valeurs  v - -  - -  + k (k - -  o, I, 2 , . . . ) ;  la derni~re formule  sera  donc 

2 

.olo~,~, . ~  ~uo ~/o/~era asse~' ~r~'n~ (~/o/> ~.2 ~)" 

(I) WATSON l, p. 49. On entend par ~ (t) la pattie imaginaire de t. 
(2) WATSON 1, p. 39 I, formule (I), en y posant /2 = 2 -  ~. 
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Posons t----4.s off s > o .  On obtient 

o 

En appliquant alors 

(~) J,(Zs). dZ s 2"+"-~ 
"' ( iz )o- '  = 

la seeonde expression de la formule (I25) qua donne W% 

on trouve, pour ~(a) assez grand,(1) 

(iZ)._ 1 - -  I ~ .  m-o 
k=O 

c 

_--V ~. 

C'est cette m~me formule qui, l~g~rement modifi~e, nous fournira plus loin V ~ 

dans le eas non analytique, d~s que nous aurons, dans ee cas-l~, r~ussi ~ calculer 

W ~ ou W~, ee qui se fera ~ l'aide d'une nouvelle ~quation de Volterra. 

En restant toujours dans le eas holomorphe, ehoisissons de nouveau un hombre 

entier p tel que 2 p >  m - - 2 .  Posons, en partant  de la seconde expression (125), 

(129) W a  -~. I V k "  2 + . J ' a - m  ().8) 

I P I 
Z+ 

2 . . .  

~ =  W] + Wi~. 
l'--p+ 1 

On trouve par un r6arrangement analogue mais de sens oppos~ ~ celui appliqu~ 

dans la formule circe 

(I30)  

V~ ~tant ddfini par (Io8). Nous allons d~montrer que 

( I ~ I )  (A + Z ~) W~ +2 

i 

7r 2 "2 a . F ( a ~  2 ) -  

+P" J a + 2 - m  
2 

_ _  + p (Z 8). A ~ .  

(1) Cf. les formules (67) et (7I). 

27--48173. Ac~a mathematics. 81. Imprim6 lo 8 juin 1949. 
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On tire en et~et de (I3O), moyennant ( I o 9 )  , 

(A+;t~)W~42=~(h=o a---+2) z ' h ( A + z ' ) V ~ + ~ + 2 h h 2  

h=o H,~ (a + 2 + 2 h, p)J" 

La premi6re par~ie de la s6rie, savoir eelle eomprenant les expressions 

()7 +~ + Z' V?+"+2~), 
peut s'~erire 

+ =5' ,  = w l  
h=0 h -  I h=0 

La secoude paxtie de la m~me s~rie est, d'apr~s la formule (20) du n ~ 56 ~' e~ 
la formule (7 I) du n ~ 89, ~gale au dernier terme de (I31). 

Vu que W ~ = o ,  pour s~o(1) ,~ i l  s'ensuit de (I3I), si l 'on y p o s e a = o  
( .  + 2 = 2) (cf. 

(132) (Ay + ),~) W~(x; y).~- --(Ay + j~2) W[I(x; y) 

(;V __ I - " ~ + P ' J ~ ' 2 - m  (2s). A Vp= A(xl(x; y), 
m - - 2  m 

2 + p  2 . 2  2 

pour abrdger. 

Au moyeu de la formule de Green, on obtient, en analogie avec (I IO), pour 
route fonction w(z) qui s'annule sur le conoide de sommet x avee ses d~riv~es 
du premier ordre, 

(~33) f ( A  + ~')w(z). W~+~(y; z)dz = fw(z)(A~ + ~) W~ § (y; z)dz.  
Dy 

En partieulier pour w(z) ---- WIi(x; z), on arrive, en analogie avec (11 i), ~ l'~qua- 
tiou int~grale 

(I34) F(a) (x; y) ---- w (y) + f w (z) A(a)(y; z) dz, 

off F(a)(x; y) esg le prolongemeu~ analytique pour a = o du premier membre de 
(133), avee (A + Z~)w(z)=(A z + ~.') 14qlx(x; z ) =  --A(a)(~; z). 

(l) C/. la note (t), p. i99. 
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99. Le noyau I TM darts le eas non a n a l y t i q u e . -  Dans le cas non analytique 

mais assez rfigulier, on connalt W~ et m~me W~ et par 1~ F(~.)(x; y ) e t  on 

d6finit W~I par l'~quation int~grale (I34), d'aspect identique ~ celui de ( i i i ) .  

Le noyau A(~) satisfait, d'apr~s les formules (I32) et (126), ~t n~le infigalit~ d e t a  

forme 

M ne d~pendant que de la r~gion o~. 
A(") 

On forme maintenant  les noyaux it~r~s ~ )  et on &ablit, en analogie avec 

l'in~galit~ (I I7), que 

(i36) [.(n+l) (I)  M'(MB)" z)., ~ el~(a,(,; 

off B ne d~pend que de la r~gion ~ et m est la dimension de l'espace. 

La seule chose exigeant des commentaires, qui, d'aiUeurs, sont d'un assez 

grand int6r&, est le facteur exponentiel. Consid6rons p. ex. le noyau it6r#. 

d'ordre 2. II est 6gal 

A~x) (y; z) = f A(~)(y; u) A(~)(u; z) du. 

Dans lu limitation de A~) entre, d 'apr& (I35), le produit 

el~(~sCu;u))l, el~{~s(u;z))l _-- el~(~[a(y;u)+~(u; z)])l. 

Or, grace au caract~re lorentzien de l'espace, on a s(y; u) + s(u; g) ~ s(y; z); par 

cons6quent, l'exponentielle en question est 

el ~ (~- ~ C~; z)) I. 

On observe que l'indgalitd g4om&rique ci-dessus est de sens oppos~ ~t l'in~galit~ 

accoutum~e relative aux triangles g~od&iques. On appliquera une m&hode de 

d~monstration donn~e clans le eas elassique par Darboux (~), m&hode basde sur une 

esp~ce de coordonn~es polaires. 

Menons du point y un faisceau d'arcs g~od~siques int~rieurs au domaine 

D~ et remplissant une certaine rdgion ~ qui, de son cSt~, comprend le triangle 

ggod~sique y u z. Choisissons de plus une valeur positive a assez petite, en sorte 

que la surface F(y; t) ---- a, y &ant  fixg e t t  variable, coupe toutes les g~od~siques 

du faisceau. Nous param&risons d'abord la portion de la surface F ~  a corn- 

(1) DARBOUX 1, II, p. 410---412. 
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prise dans la rdgion c~  par  m -  I paramAtres ~t s, 2 s , . . . ,  ~t ~, et rapportons en- 

suite les points v de la rdgion ~ ~t m param~tres, savoir ~ ~t 1 ~  s ~ s(y; v)---- 

longueur  de l 'arc gdoddsique yv  et aux m - - I  parambtres A s, ~8, . . . .  2 ~ corres- 

pondant  au point  d ' intersection t de la gdoddsique yv  a v e c l a  surface I'(y; t)~a. 
Ceci pos6, l '~ldment lindaire de l'espace, ddsignd incidemment  par da, prend la 

forme daS=7pq.d~P.d2% Nous disons que 7 1 ~ I ,  tandis  que ylq-~o pour 

q~= I. Afin de vdrifier le premier dnoncd, il suffit de remarquer  que, pour 

d~ s . . . . .  d~ ~ = o, da~ se rdduit  ~t dsS(~ d~l.d~l). Le second dnoncd rdsulte de 

ce que les gdoddsiques issues du point  y coupent les surfaces F(y; v ) =  const. 

or thogonalement ,  fair  dtabli au n ~ 97. On en a conclu au m~me numdro que 

les dernibres surfaces ont  une or ientat ion d'espace. I1 s 'ensuit  que 

da2=ds2 + ~ 7pq'dAP'dM, 
p, q=2 

la derni~re forme quadrat ique 2~... ~tant  ddfinie n6gative. 
Ce point  acquis, consid~rons un chemin de temps C queleonque, compris 

enti~rement dans ]a rggion ff3, r~unissant les points y et z et  coupant  r 

surface F ~ const, en un seul point.  On va voir que la longueur de ce chemin, 

exprimde par l ' int~grale fda, est inf~rieure s s(y; z). En effet 
C 

= f(d ' + 2 --< = 
C' C C 

Le dernier rdsul tat  comprend l'in~galit~ demand~e s(y; u) + s(u; z) < s(y; z). 
En rdsum6, on a d 'une  part,  avec une constaaate convenable K,  

(I37) I Wh (x; Y) I = w (y) _-< K .  elZ(~.,r 

et d 'autre  part ,  on volt faci lement  que W~i(x; y) s 'annule avec ses d~riv~es du 

premier ordre sur le eonoide de sommet x, comme il fallait  s 'y attendre.  On 

a aussi pour s =4= o 

( I ~ 8 )  (Ag + Z') W~(x; y)=(Ay + Z'){ W~(x; y) + W~i(x; y)} =o.  

De plus, routes les fonctions f igurant  dans l '6quation int~grale (I34) 6rant des 

fonetions enti~res de ~, il en sera de m6me de W~. L e s  derniers fairs se d~mon- 

t ren t  sans difficultY, grace aux propri6t~s de convergence de la formule de solu- 

t ion de (I 34). 



L'int6grale de Riemann-Liouville et le probl~me de Cauchy. 213 

En nous laissant guider par la formule (I28), valable dans le cas holomorphe, 

nous posons dans le cas non analytique, par  d6finition, pour ~ (a) > 2, 

(I39) V ~ =  VI + ~ (iZ)~_ 1 -- r i  + Vii, 
c 

off C est la courbe figurant dans la formule (I28) et 01~1 l'on choisit 

< arg (i ~) < Ir 
2 2 

L'int6grale converge en raison de l'in6galit6 (137). 

On a encore, d'aprbs les formules (I08) et (x27)(t), pour ~(a) assez grand 

(~ (a) > m + I), 

, f W*d). ( i 4o )  v~ = ~ ( i z ) ~ - l  
c 

I1 est ~ peu pr6s 6vident que la premi6re formule, dans laquelle V~ peut 

&re consider6 comme connu, forme le prolongement analytique de la seconde. 

Le fair qui nous int~resse en premier lieu est que la fonction V ~ d~finie de 

cette mani~re poss~de routes les propridt6s essentielles que nous avons rencontrdes dans 

le cas analytique. II est d'abord clair que les termes principaux sur le conoide 

restent les m6mes, puisque V~ est conserv6 et que VI"I devient singulier sur le 

conoide d'un ordre moins 61ev~ que les termes de V~. V~rifions aussi la for- 

mule A V~+2~ V~. I1 suffit &videmment de le faire pour ~(a) assez grand au 

moyen de la formule (I4O). I1 vient (of. formule (I38)) 

AVe+ 2 I f A W 2 d Z  , f - z*  w*az l f W, aZ vo. 
= g j  ~ i ~ )  ~+~ - ~ ( iz)-+ 1 - ;~ ( ia)  o - ~  = 

c c c 

J 'arrive au dernier point, la validitd des formules de composition (98) el (99) 

dans les conditions nouvelles, question qui me tient particuli~rement au occur. 

La seule difficult6 qui reste est de montrer que le noyau V = admet une majora- 

tion du mgme genre que plus haut  (formule (83)). Or ceci est clair quant ~ V~. 

En ce qui coneerne VI~, nous arriverons au fair demandd en examinant de plus 

pros les fonctions donn~es par des intdgrales du type de (I39). 

Soit Z une variable complexe et supposons que la fonetion f ( 1 ) e s t  holo- 

Q) Cf. aussi la formule (I28). 
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morphe dans le demi-plan inf~rieur .~(~)_--< o(t), sauf peut-~tre ~ l'origine, et 

qu'elle y satisfait s l'in~galit~ If(2)l ~ Me ~1~(~)~, avec k ~ o. Formons la fonc- 

tion de a ~ ~ + i~, holomorphe pour ~(a)  > o, 

c 

le chemin d'intdgration C dtant le m~me que dams la formule (IZ8), et les ind- 

galit~s --  ~ ~ arg (i2) < -~ ~tant toujours remplies. 
2 2 

Ceci posd, on a l'indgalitd 

(i42) ]g(a + b)l ~ ~lla-'~ ek'~] avee M~-  M(zek--k  ~), 

valable pour ~t (a) > o et pour un hombre positif b arbitraire. 
Remarquons d'abord qu'on peut, sans changer la fonction g(a), remplacer 

le contour C par un autre contour, eompos~ d'une part  d'une demi-eirconf~rence 

de rayon ~ + I, off ~ 9 ~ ( a ) ,  d~crite autour de l'origine et situ~e dans le demi- 

plan inf~rieur, e~ d'autre part des segments infinis adjacents de l'axe r~el. En 

posant i ~ - ~ e ~  ,, on a, avec ~ - ~ ( a ) ,  

(~43) I (i 2)-('+1+b) [ ---- I ~-('~+l+~)[. I e-i,e(,~+i+bl [ __- ~-I~+1+~)e'en < ~-,~+1+~)e ~l~ I. 

On obtient ensuite pour ~_--0 

oO 

f e-C~+l+bl de = (~ + O-(~+b) 
~+1 

_ (~ + ~)-~ ~-.~ 
- ~ + b  "(~+ I ) - - b < Y  ' 

ce qui donne sur les deux segments infinis (cf. formule 043)) 

+co o o  

_ + (~,+11 ~ + 1  

La valeur absolue de l'intdgrale dtendue ~ la demi-circonfdrence de rayon ~ + I 

est de son c6td infdrieure 

M~(r e~l~l.~(~ + ,)(~ + ,)-(~+1+~) < ~ Me~(~+')+ "~ I~. ~-~. 

(1) Puisque la fonction f(~.) est  born~e par  hypoth~se, il nous suffirait, grace ~ un  th~or~me 
fondamental  de Fatou. de supposer que f (~)  est  holomorphe pour ~ ( ~ ) >  o. 
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On a done l'in6galit6 pr6liminaire 

' ( ; t  _--<2llek~.e 21~ - ~ - ~ a v e c M = M  z~et~+ " 

De la derni~re in6galit6 on d6duit ais6ment l'in6galit6 d6finitive (]42). Re- 

marquons en effet que la fonction h ( a )=  a -"  e k: est holomorphe dans le demi-p]an 

(a) _>--o, s l 'exception de l'origine, et que l'on a sur l'axe rdel positif et sur 

l 'axe imaginaire 

( 45) + b) I (1) 
--< lh( )l = 

D'autre part le premier membre est dans le demi-plan ~R(a)>_--o manifestement 

inf6rieur s eonst, exp ([a[2-~) off o < ~ < I. I1 suffit donc, pour voir que Fin& 

galit6 [ g (a + b): h (a) [ ~< 2~7 est remplie dans tout le demi-plan ~{ (a) ~ o, d'ap- 

pliquer aux deux domaines angulaires (d'ouverture ~/2), limit6s chacun par l'axe 

r6el positif et par l 'un des demi-axes imaginaires, un th6orSme classique de 

Phragm6n-LindelSf.(2) L'in6galit6 (I42) es~ identique s celle que nous venons 

de v6rifier. 

Nous sommes maintenant en mesure d'6tablir la formule de composition (99) 

aussi dans le cas non analytique. Remarquons s eet effet que la formule (Io5) 

se d6duit exactemen~ eomme plus haut. Cela dtant, on forme de nouveau la 

fonetion G(a) d6finie par la formule (lO6), fonetion qui, d'apr~s la formule 

(Io5), s'annule pour tout hombre pair a = 2 n assez grand. Pour  arriver ~ la 

formule (99), il suffira done, aussi dans le cas actuel, de donner une ma~ora~te 
holomor:phe convenable de G (a), probl~me qui se r6duit au m6me probl6me con- 

eernant V% 

Nous eommengons par appliquer l'in6galit6 (I42) ~ la fonetion 

c 

(ef. la formule (I39)). Nous morons que WI~ est une fonetion holomorphe de 

A dans le demi-plan ~(g)_--< o(~) et que, d'apr~s (I37), eette fonetion satisfait s 

O) on a [h(a)] = e-~-eOn+k~. 
(~) PHRAGMI~,N-LINDEL6F 1, p. 385. 
(s) Elle e s t  m ~ m e  u n e  fonction enti~re; el. p. 212. 
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une limitation de la forme [/(s < e ~'l~(~)l, posse plus haut  au sujet de la fonc- 

tion f(~) figurant dans la formule (I41). On a dans le cas actuel k : s ( x ;  y). 
I1 fauL encore remarquer que dans (I46) on a l 'exposant a --  I (au d~nominateur), 

Landis que pour g(a § b) c'est l 'exposant a § I + b qui figure dans l'int6grale 

(I4I). Avec b ~ I ,  le dernier exposant devient a +  2 ~ ( a - - I ) §  3. On adonc ,  

en vertu de (I42), pour d'assez grandes valeurs de 9~(a), les in~galit~s pr~li- 

minaires 

ou encore (eft le n ~ 91), toujours pour ~(a)  assez grand, 

[ V,~ I -< I .~I. a-~, . e~, . ap ] , 

majoration qui est essenLiellement de la m~me forme que celle donn~e dans la 

formule (83). 

Quant ~. V~, d~fini par la formule (IO8), il suffit de se reporter aux ~valua- 

tions d u n  ~ 9!  pour arriver ~ une majorante de la forme ] C . a - ~ . e  ~ .  ap[. D~s 

lors, V ~ V~ § ~zi~ admeL aussi une majoran~e de m~me forme, les valeurs 

de G, k, ~ ~tanL ind~pendantes de ~. Enfin on monLre, comme au n ~ 95, que 

la fonction G(a), d~finie par la formule (IO6), satisfait s une in~galit~ semblable. 

Donc G(a) s'annule identiquement en verLu du th~or~me d'unicit6 donn~ au 

num~ro cit~. 

La formule de composition (99) ~tant d~monLr~e, la relation d'~change 

lZ~(x; y) ~ V~(y; x) en d~coule eomme plus hauL. D~s lots, la formule de com- 

position (98) eL, a.vec elle, les formules de composition de caraet~re g6n~ral (96) 

et (96u~) se trouvent ~galement ~tablies. 
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