
UBER DAS DREIKORPERPROBLEM. 
Yon  

O. P Y L A R I N O S  

in  THESSALONIKI (GRIECHENLAND). 

I. In einer friiheren Arbeit I, in der ieh die Lagrangesehen F~lle im verall- 

gemeinerten DrelkSrperproblem behandelte, habe ich unter anderen einen Sonder- 

fall des Problems untersueht, in dem, unter der Voraussetzung, dass die wechsel- 

seitige Wirkung yon je zweien der drei KSrper tier dritten PoteAz ihres Abstandes 

umgekehrt proportional ist, das yon den KSrpern gebildete Dreieck best~ndig 

sieh selbst ~hulich bleibt und es sieh in Bezug auf ein Inertialkoordinatensystem 

mit dem Ursprung im Schwerpunkte der drei Massen um eine in der Ebene der 

drei KSrper liegende Achse dreht. 

Nun seheint es mir nicht ohne Interesse, den allgemeineren Fall des Drei- 

kSrperproblems zu untersuchen, bei dem bloss die Ebene tier drei KSrper be- 

stgndig durch eine in Bezug auf das oben genannte Koordinatensystem fesie 

Gerade hindurchgeht. 

In der vorliegenden Note wird zuerst eine yon der Natur der weehselseitigen 

Wirkung der KSrper unabh~ngige Eigenschaft-der Bewegung in diesem Sonder- 

falle aufgestellt. Weiter wird es sich zeigen, dass in diesem Falle, wenn auch 

die wechselseitige Wirkung yon je zweien der drei KSrper einer Potenz ihres 

Abstandes proportional ist, eine homogene Beziehung zwischen den gegenseitigen 

Enffernungen der drei KSrper bestehen muss. 

Um diese Eigenschaft zu beweisen, bedienen wit uns folgendes Bilfssatzes: 

Wenn die K6rper eines isolierten Systems dauernd in eine~" Geraden liegen, 

so muss diese Gerade in Bezug auf  ein Inertialkoordinatensystem, dessen Ursprun9 
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mit dem Sehwerpunkte des Systems zusamme~f~'llt, entweder lest bleiben, oder sich 

um den Sehwerpunkt in einer festen Ebene drehen; im letzteren Falle bleiben die 

Abstandsverhffltnisse yon diesen K6rpern wffhrend der Bewegun# konstanb>. 

Liegen nKmlieh die K6rper des Systems bestKndig in einer Geraden //, so 

liegen aueh ihre Besehleunigungen in derselben Ger~len, welehe dureh den 

Sehwerpunkt G des Systems hindurehgeht; demgemiiss muss diese Gerade in 

Bezug auf das oben genannte Koordinatensystem entweder sieh in Ruhe befinden, 

oder sieh um G in einer festen Ebene drehen. Im letzteren Falle wird der 

Winkelgesehwindigkeitsvektor, weleher der Drehung tier Geraden g um den 

Sehwerpunkt G entsprieht 

( i , i )  ~ = ~  

wobei a ein yon der Zeit unabh~ingiger Vektor ist, we!eher senkreeht zu der 

Ebene der Bewegung steht. 

Bezeiehnet man ferner mit e~ den Or~svektor GP~ des beliebigen Ktirpers P~ 

des Systems, so kann man diesen Vektor in der Form 

(I, 2) e, ~- Zl(t)~l 

sehreiben, wobei ;t~(t) eine Funktion der Zeit t ist, welehe im Anfangszeitpunkt 

tl den Wer~ Eins annimmt und fiirt-----tl zweimal differenzierbar ist, und #~ den 

Ortsvektor der in der Geraden # gelegenen Anfangslage des K~irpers Pt darstellt. 

Aus (I,2) erhiilt man dureh zweimalige Differenziation naeh der Zeit fiir die 

Gesehwindigkeit ~ und die Besehleunigung bi des Ktirpers Pt die Formeln 

( i ,3)  e~=~,~, + ;t,0~ ~, = ) : ~ ,  + 2)~,~, + z,~,.'  

Daneben gilt bekanntlieh 

(i, 4) d, = a, • 0~ 

und daraus dureh Dit~erenziation naeh der Zeit 

~ =  ~ • 0z + ~ • {~ • ~}, 

oder mit Benutzung yon (I, I) und Beriieksiehtigung der Tatsache, dass die Vek- 

toren # lund  a bestKndig senkrecht aufeinander stehen 

(I, 5) ~ = ~ x 0~ --  o~a~#i. 

Punkte bedeuten Ableitungen nach der Zeit. 



Uber das DreikSrperproblem. 259 

Wenn man nun die Werte yon 0~ und ~ aus (I,4) und (I,5) in (I,3) ein- 

fiihrt, so erh~lt man fiir die Besehleunigung bi die Formel 

(I,6) 79,= ('~--to'a'2~,) O, + (2~iw + 2.,tb) 5 N #i. 

Beriieksichtigt man ferner, dass die Besehleunigung des KSrpers Pi stets in 

g liegt, so hat man unmittelbar 

2);io + g i ~ = o  

und daher durch integrat ion 
ei 

( I , 7 )  O) ~--- -~/ 

wobei ci eine yon der Zeit unabhi~ngige GrSsse bedeutet, welche yon Null ver- 

schieden sein muss auf Grund der Voraussetzung, dass die Gerade g sich um 

G dreht. 

Da aber hi(t) fiir beliebiges i im Anfangszeitpunkt t 1 den Wef t  Eins an- 
nimmt, so ergibt sich aus (I,7), dass auch et yon i unabhi~ngig sein muss; 

daraus folgt unmittelbar, dass die. Lage des betraehteten Systems auf der Geraden 

g best:gndig sich selbst iihnlich bleibt, und demgemiiss, dass die Abstandsverhiilt- 

nisse dieser KSrper wiihrend tier Bewegung konstant bleiben. 

2. Es seien nun P1, P2, P8 drei KSrper mit den Massen ml, m~, m s, welche 

ein isoliertes System bilden, G der Schwerpunkt der drei Massen und GI der 

Kuoten der Ebene der drei KSrper auf der xy-Ebene des zugrunde gelegten 

Koordinatensystems G x y z  mit dem Ursprung in G. 

Bezeichnet man mit xo, 90, Zo die Grundvektoren des Koordinatensystems 

und mit ~o den Einheitsvektor, weleher in die positive Riehtung des Knotens 

GI fitllt, so wird 

(2, I) ~o = cos ~0.~ o + sin g0.90, 

wobei ~0 den Winkel zwischen den Vektoren 2 o und ~o bedeutet. 

Wenn die Ebene der drei KSrper sich in Bezug auf das zugrunde gelegte 

Koordinatensystem um eine in dieser Ebene liegende Achse, welche man z. B. als 

die ~-Achse des Bezugssystems wi~hlen kann, dreht, so wird der WJnkelgeschwin- 

digkeitsvektor, welcher der Drehung yon G I u m  G auf der xy-Ebene entspricht, 

(2, 2) = r 

unO somit erhiilt man fiir die erste und zweite Ableitung yon *o naeh der Zeit 
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(~, 3) 

wobei 

(2, 4) 

ist. 

Bezeichnet 
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~o = ~ • ~o = r ~o, ~o = r ~o - C ~o, 

3o ---- zo X ~o ---- --  sin gO " a? o + c o s ~ . ~ ) o  

man ferner mit  ~ t ( i = I ,  2, 3) den Ortsvektor des KSrpers 

P i ( i =  I, 2, 3), so kann man setzen 

ri = zi Zo + r~ ~0 (2, 5) 

wobei r; = r ~o ist. 

(2, 6) 

Zudem gilt 

i = 3  i = 3  

Y, Z ' m i z i  ~ -  O,  m t r i  ~-- O,  

i = 1  t = 1  

auf Grund der Voraussetzung, dass der Ursprung des Bezugssystems mit  dem 

Schwerpunkte der drei ]Kassen zusammenf~.ll~. Da abet die Projekt ionen der drei 

KSrper auf  die xy-Ebene, ebenso wie die Projekt ionen ihrer Beschleunigungen 

best~ndig in der Geraden GI liegen, so gil~ fiir ihre Bewegung der im vorigen 

Paragraphen angegebene Hilfssatz; mit  anderen Worten  liisst sich r~ in der Form 

(2, 7) r~ = J((t) e~ 

sehreiben, wobei J~(t) eine Funkt ion der Zeit ist, welehe im Anfangspunkte  tl den 

Wef t  Ein~ annimmt  und ~ den Anfangswert  yon r~ darstellt. 

Wenn also die Ebene yon drei K~rpern, welehe ein isoliertes System bilden, 

s~eh in Bezug auf  ein Inertialkoordinatensystem mit dem Ursprung tm Sehwer- 

punkte der drei Massen um eine in dieser Ebene liegende Aehse dreht, so sind 

wffhrend der Bewegung die Absth'nde der drei KSrper yon der Drehaehse dreien 

yon der Zeit unabhffngigen Gr'6ssen proportional. 

Aus (2, 5) erhiilt man durch Differenziation naeh de r  Zeit und Benutzung 

yon (2, 3) und (z, 7) fiir die Gesehwindigkeit  ~i und die Beschleunigung bt des 

KSrpers P~ die Formeln 
~ t _  t , 

~i = ~i Zo + Z r ~o + 2 (~i 99 3o 

(2, 8) b ' =  Z'Zo + d 0  ~ -  ZC)  ~o + d ( 2 ~  + ~ r  

Beriieksiehtigt man ferner, dass die Besehleunigungen der drei KSrper dauernd 

in der yon diesen KSrpern definierten Ebene liegen, so en tn immt  man  aus der 

zweiten Gleiehung (2, 8) 

~s162 + ;t~=o, 
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woraus man dureh Integration folgert 

c 
(z, 9) ~o = ~ ,  

wobei e eine yon Null verschiedene Konstante bedeutet. 

Mithin erhiilt nun die Beschleunigung des KSrpers Pi die Gestalt 

c .  9 
wobei ~ - - ~  nieht dauernd gleieh Null sein kann, da die KSrper nieht best~ndig 

in einer Geraden liegen. 

Andererseits l~isst sieh bekanntlich 1 die Besehleunigung yon Pi in die Form 

(2, ~i) ~, = z i ( ~ , -  ,~) 

bringen, wobei d den Ortsvektor des Punktes D bedeutet,  dureh welehen die 

Angriffslinien der auf die drei KSrper wirkenden K r ~ t e  hindurchgehen. 

Setzt man weiter voraus, dass die We~hselwirkung yon je zweien der drei 

KSrper dem Produkt  aus den Massen beider KSrper und der - - ( ~ -  1)ten Po- 

tenz ihres Abstandes proportional ist, so wird 2 

i-----3 

(2, i z )  d = Y,~,,e, 
i = 1  

mit 
,v 

m I a23 
(2, I 3 )  x I = . . . , X , - -  

m~ a2a -{- m 2 031 "{- '~13 a12 

und 

(2, I4) 

m~ a~l 

"q -m~ " +  " '  m 1 a23 aa l  rn 3 a12 

m s  a~2 
X 8 

" -F  " - F m  3 " m 1 a~s m~ asl a12 

m~ a~s + m 2 a31 m a a12 
;t; = = - - ~ f  

,Is 

it'2 Z2 = - -  * f m' a~3 + m2a;' + m3a"  

ma a~a a~ 

Siehe z . B . O .  PYLARINOS, IOC. cit. S. 359. 
I O. PYLARINOS, ]oc. cit .  S. 369, 
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wobei f eine positive Konstante  bedeutet, ~ = + I oder --  I, je nachdem die 

Wechselwirkung eine Anziehung oder eine Abstossung ist, und at:, a28, a81 die 

gegenseitigen Entfernungen tier drei KSrper darstellen. 

Aus (2, IO) und (2, 1 1) erh~lt man die skalaren Gleichungen 

(2,15) 

und 

(2, 16) 

~'~ ---- ~.2 {-- XIZ I + (I - -  g 2 ) 2 ' $ -  XSZS} 

~ = z; {- ~,z, -.~,~ + (i - ~) ~} 

~ )  = ~; ~ 1 -  x,  ol + (i - ~ , ) o ;  - ~ .  o;} 

= ~ ~. 1 -  x,  el - x ,  0; + ( i  - x~) g}. 

~2 
Die Elimination yon ~ - - ~  aus den zwei ersten Gleichungen (2, I6) liefert 

~'~ i  {(I - -  Xl)ei  - -  XSr - -  gSe;} ---- r  { - -  Xlq; ~- (I - -  ~,) q.~ - -  XS~}  

oder, wenn man in diese Beziehnng die Werte yon xi, ;t~(i = x, 2, 3) aus (2, I3) 

und (2, I4) einsetzt und beachtet, dass, wegen der zweiten Gleichung (2,6) 

(2, I7) 

ist, 

(2, IS) 

ml q~ = o 

~,; (e; - e~l e; (e; - e;l e; ( e ~ -  r + - -  + ~ o .  
Q~2 a28 a81 

~S 
Letztere Beziehung ergibt sich auch durch die Elimination yon ~--~-s aus 

irgendwelchen zweien der Gleichungen (2, I6), denn  ale linken Seiten dieser d r e i  

Gleichungen befriedigen, wie man leicht erkennt,  eine homogene und lineare 

Beziehung. 

Daher  ergibt  sieh folgender Satz: 

Wenn die Weehselwirkung yon je zweien der drei K~rper d e r -  (~--I)ten 

Poten, ~hres Abstandes proportional ist und die yon diesen K6rpern definierte Ebene 
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sieh urn eine in dieser Ebene liegende Aehse dreht, so b~teht zwisehen den gegen- 

seitigen Entfernungen al~ , a~s , as1 der drei K6rper eine Beziehung yon der Form 

A1 + A2 + As 
-U -7- 7 ~-~0, 
a2a a$i a12 

wobei AI, A2, As drel yon der Zeit unabMingige Gr6ssen si~d, yon denen mindestens 

zwei yon Null verschieden siud. 

Y 


