
UBER EINE METHODE ZUR LOSUNG DER WARlYlELEITUNGS- 
GLEICHUbIG. 

Von 

PENTTI LAASONEN 
in TAMPERE (FINNLAND). 

In ihrem beachtenswerten Aufsatz in den Mathematisehen Annalen (Bd, Ioo, 

I928 ) legen COURANT, FRIEDRICHS und LEwr eine Methode zur LSsung der in 

der Physik oft vorkommenden elliptisehen und hyperbolischen partiellen Dif- 

ferentialgleichungen vor, bei welcher der Raum der n stetigen Variablen durch 

ein n-dimensionales Gitternetz und die partiellen Differentlalquotienten durch die 

entsprechenden in den Gitterpunkten definierten Differenzenquotienten ersetzt 

werden, womit die Aufgabe in ein einfaehes System yon Differenzengleichungen 

iibergeht. In  manchen F~Uen kann die Konvergenz der elementar auffindbaren 

LSsungen dieses Systems flit gegen Null abnehmende Masehenweite nachgewiesen 

werden. Auch in bezug auf die Normalform der parabolischen Gleiehung, die 

sog. W~rmeleitungsgleichung, wird dies in dem einfachsten Fall durehgefiihrt, 

der die quellenlose W~rmeleitung in einem zweiseitig unendliehen linearen Leiter 
zum Gegenstand hat. 

Im folgenden wird der allgemeinere, beiderseitig begrenzte und mit inneren 

Quellen versehene lineare W~rmeleiter, d . h .  die inhomogene WRrmeleitungs- 

gleiehung mit gegebenen Randwerten behandelt. Wit  wollen dabei vor allem 

betonen, dass eine vdn der bisherigen etwas abweichende Wahl der Dit~erenzen- 

quotienten im Hinbliek auf die Einfachheit des Konvergenzbeweises vorteilhaft 

ist, so dass der Existenzbeweis fiir die LSsung der Differentialgleichung sieh in dem 

vorliegenden regul~ren Fall auf ganz elementare Betrachtungen griinden 1Rsst. 

Es gilt diejenige LSsung der Dit~erentialgleichung 

(I) x ~ ~ ' "  Ou o x  ~ o t  + q(x, t ) = o  ( ~ ' > o )  
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zu bestimmen, die auf dem Rand des Bereichs 

{~ <=x_~ L ,  ( L > o )  

~ t  _<T (o < T < oo) 
AT: 

die Randbedingungen 

u(x, o) = f 0  (x), (o =< x _--< L) 

(o, t) = A  (t), (o < t < r )  

u(L, t) =ft . ( t )  (o ~ t _--< T) 

erfiillt. 

Bei der Formulierung der die Existenz dieser LSsung gewiihrleistenden Vor- 

aussetzungen hinsichflieh der gegebenen Funktioiaen q (x, t), fo(x), fx (t) u n d  tiff) 
wollen wir keineswegs naeh der grSsstmSglichen Allgemeinheit  streben sondern 

die folgenden, wohl zu strengen, abet bei den Anwendungen meistens erfiillten 

Bedingungen aufstellen: 

Sate. Die Quellenfun~tion q (x, t) soll die Ableitungen q'x'x und q't, die tland- 
wertfunktionen fo(x), fx(t) und f2(t) die Ableitungen fo", J~' bzw. f2' besitzen. Dann 
gehSrt dem obigen Problem eine eindeutige Lb'sung ~u. 

Um zu den der zu gebrauehender Methode eharakteristisehen Elementar- 

problemen zu gelangen wird zuerst der Bereich A r  mi~ dem Netz der Gitter- 

punkte 
x = nh, t = mk  

iiberdeek$, wo h und k die Masehenweiten in der x-bzw, t-Riehtung (h ein Brueh- 

tell ~ und k ein Bruchteil  sowie n und m ganze Zahlen sind. In  der Glei- 

chung (I) werden jetz~ die partiellen Differentialquotienten dutch die Differenzen- 

quotienten 

0" u U (x - -  h, t) - -  2 U (x, t) + U (x + h, t) 
Ox ~: h ~ 

o u U(x,  t) - U (x, t - / ~ )  
_ _ .  

Ot" k 

einer Funkt ion U ersetzt, die in den Gitterpunk~en definiert zu denken is~. 

Gleichfalls wird die Queltenfunktion q(x, t) yon (I) durch eine Funkt ion  Q(x, t) 

erse~zt, die in den Git terpunkten gem~ss 
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Q(x, t ) =  q(~, t) 

definiert wird. Damit  ergibt sich die Differenzengleichung 

(2) h,t)]-- t)-- + Q( ,O=o 

oder 

(3) U(x , t ) '~U(x - -h ' t )+  U(x+h ' t )+aU(x ' t - - lC)  + b'Q(x,t)  
2 + a  

wo yon den Abkiirzungen 
h 2 

a ----kx n 

b = - ~  I I 

Gebrauch gemacht worden ist. Fiir die Gitteffunktion werden in den Rand- 

punkten des Gitterbereichs die Werte 

U(nh, o) = / o ( n h )  (o =< n =< lV) 

v (o, m ~) = A ( ~  z~) (o _-< m _~ M) 

U(Nh, ink) = f a  (mk) (o _--< m ___< M) 

vorgegeben. 

- -  Um die Behandlung zu vereinfaehen, wollen wir im folgenden zuerst a l l  

seitige Endlichkeit des betrachteten Bereiehs und somit such Endliehkeit der 

GrSssen 2' und M annehmen, womit dann die Besehriinktheit yon U und yon 

den Differenzenquotienten dieser Funktion gleichmiissig wird. Naehher kann dann 

dureh Ubergang zu unbesehrllnkt waehsendem T die wesentliehe Uuveriinderlich- 

keit des bewiesenen Existenzsatzes such flit unendliehes T gefolgert werden. - -  

Zur Bestimmung der M ( N - - 1 )  Unbekannten 

U(nh, I m--- 1 ,2 , . . . ,  M 

werden nun ebenso vieie Gleiehungen (2) erhalten. Dieses lineare System besitzt 

eine eindeutige Liisung, wenn nieht die Koeffizientendeterminante versehwindet. 

Dies kann entweder direkt aus der Gestalt der Determinante ersehen oder in- 

direkt folgenderweise gefunden werden. Wiirde die Determinante verschwinden, 

so hli.tte nach der Gleiehungstheorie das entsprechende homogene Gleichungs- 
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system auch nichttriviale LSsungen. Das homogene Gleichungssystem mit iden 

tisch verschwindenden Randwerten kann abet nach (3) auch in den Innenpunkten 

nut  den Wer~ o als LSsung erhalten; die Formel (3) kann n~mlich, wenn Q(x, t)-~o 

ist, als eine Mi~telwertformel gedeu~et werden, so dass sie in einem Innenpunkt  

das Vorkommen weder eines Maximums noch eines Minimums zul~sst. In den 

Innenpunkten des Gitterbereichs wird die Funktion U somit eindeutig bestimmt. 

Wir fiihren die Bezeichnungen 

G T =  max (Ifo(x) l, If~(t)], If2(t)D, 
O < x ' < L  O_~t~ 2' O_~t~ 7' 

HT ---- max I q (x, t) l, 
O~_t<= T 

ein und zeigen, dass die Ungleichung 

I 
(4) I U(x, t) l <  GT + ~ HT 

im Bereich AT gilt. Hierzu wird U mit; der Funktion U verglichen, die als 

L5sung unserer Randwertaufgabe den folgenden Quellen- und P,,andwertfunktionen 

zugeordnet ist: 
,i (x, t) = H~-, 

A(X) =2I , I :[Tx(L--  x) + GT, 

~(t)  = Z ( t ) =  G~. 

Sofor twird  festgest;ellt, dass die Vergleichsfunktion 

/_)(x, t)= a~ + 2 ~ H r x ( L - - x )  

/ f - -  U 15st somit die Randwertaufgabe mit den Randfunk- ist. Die Funktion 

tionen 

I ~ - - f o  > I-~-HTx(L--x) > o, 

- f ~ > o  

und der nichtnegafiven Quellenfunktion q -  q. Naeh (3) kann U - - U  seinen 

kleinsten Wert in keinem Innenpunkt  erhalten, also ist diese Funktion iiberall 

nichtnegativ. Aus der Ungleichung C ~ U und der analog zu beweisenden 

- - U ~  U folg~ dana die Behauptung (4). 
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In diesem Zusammenhang wollen wir unsere Methode, die partielle Ab- 

lei~ung u~ (x, t) durch den Differenzenquotienten U (x, t ) -  U (x, t -  k) k zu ersetzen, 

mit dem bisher iibliehen Ausdruek U (x, t + k ) -  U (x, t) vergleiehen. Letzterer 
k 

gibt zwar den einfaehen expliziten Ausdruck 

u (~, t + k) = ~ [ u  (~ h, t) + (a -- 2) U (~, t) + U ( ~  + h, t)] § k Q (~, t), 

der die sehrittweise Bereehnung der unbekannten Werte U ermSglicht, um aber 

die Konvergenz der verschiedenen Gitterfunktiouen fiir verschwindende Maschen- 

weiten zu gewiihrleisten muss die Positivit~t des Koeffizienten a 2, d, h. eine 

Ungleichung zwischen den zwei Maschenweiten, vorausgesetzt werden. Unser 

Ausdruek (3) dagegen macht keine derartigen Bedingungen notwendig. Ein an- 

derer theoretischer Naehteil des bisherigen Yerfahrens liegt darin, dass auf die 

Bestimmung eines Wertes U(x, t) nur diejenigen l~andwerte yon U(x + n h, t--ink) 

einwirken kSnnen, fiir welehe ~n ~ l n l  ist, w~hrend bei unserer Rechenmethode 

mit dem infinitesimalen Sachverhalt iibereinstimmend alle Randwerte m i t m  ~ o  

yon Einfluss sind. - -  

Wir betrachten jetzt irgendeine solche unendliche Folge den Bereich AT iiber_ 

deckender Gitternetze, dass beim Fortschreiten in der Folge die beiden Masehen- 

weiten h and k gegen Null streben, sowie die entsprechende unendliche Folge 

yon U-Funktionen. Im folgenden miissten wit eigentlich aus dieser Folge auf 

Grund einer Konvergenzeigenschaft eine Teilfolge ausw~hlen, dieser wieder eine 

neue Teilfolge entnehmen und diese Auswahl endlich viele oder hSchstens ab- 

z~hlbar unendlich viele Male wiederholen. Jedoch werden WiT das Ausfiihren 

dieser Teilfolgenwahl stets unerw~hnt lassen und nehmen folglich an, dass die 

urspriingliche Folge schon alle diese Kouvergenzeigenschaften besitzt. 

Ebenso kSnfien wir jetzt mit l~iicksicht auf die gleichm~ssige Beschriinktheit 

der Funktionen U voraussetzen, dass es, wenn BT eine auf AT iiberall dichte 

abzi~hlbare Punktmenge ist, fiir jeden Punkt  P yon BT eine solehe Folge yon 

Vertreterpunkten aus den aufeinanderfolgenden Gittern gibt, dass erstens die 

Punkffolge gegen P konvergiert und zweitens den Werten der entsprechenden 

Gitterfunktionen U ein bestimmter Grenzwert u(P) zukommt..  

Wir bezeiehnen die Differenzenquotienteu der Gitterfunktionen U den parti- 

ellen Ableitungen entsprechend mit 
40--48173. Acla rnathen~a$ica, 81. Imprim6 le 29 avril 1949. 
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U;(x, t), Ui(x, t), u"  (x, t), U('+'~(x, t), 

wobei die Variablen x und t die Koordinaten des Schwerpunktes der angewandten 

Gitterpunkte bedeuten. Dann geniigt U der Differenzengleichung 

(5) x ~ r;~(x, t)-- r ; (x ,  t - - � 8 9  p(x, t ) = o ,  

wenn als Funktion p (x, t) die Quellenfunktion Q(x, t) genommen wird. Offenbar 

erfiillt auch jeder Differenzenquotient yon U die selbe Gleichung, wenn der ent- 

sprechende Differenzenquotient yon Q (x, ~ zur Funktion p (x, t) genommen und 

vorausgesetzt wird, dass alle in Frage kommenden Gitterpunkte zum Bereich AT 

gehSren. Allgemeiner wird bemerkt, dass U der Differenzengleichung 

x ~ , ~2 ~ (x,  t) - z ,  t - 2 + r (x,  t) = o (6) 

geniigt, wo 

~  ( ) (7) , - (x ,  t ) =  ~' ,  x 2' - ("+;-1)  a - i - i  ~m2i ta--i--I X, t 
t=O 2 

bedeutet. Ein jeder Differenzenquotient yon U geniigt also ebenfalls der Glei- 

chung (6), wenn in dem Ausdruck (7) der r-Funktion q mit dem entsprechenden 

Djfferenzenquotienten ersetzt wird. 

Wit  wollen nun annehmen, dass die Randwertfunktion fo(X)Ableitungen his 

zur 2n:ten Ordnung, die Randwertfunktionen fl(t)  und f2(t) solche bis zur n:ten 

Ordnung sowie die Quellenfunktion q(x, t) partielle Ableitungen n(~+')(x, t) yon 
~[x/~ t �9 

den Ordnungen t~ + 2 ~ _--< 2 • - -  2 besitzen und dass alle diese Ableitungen be- 

schr~nkt sin& Dann sind also auch alle fiir die Gitterpunktmengen gebildeten 

Differenzenquotienten der entsprechenden Ordnungen gleichm~issig beschr~inkt. 

rr(~+') (x, t) der Gitter- Wir behaupten, dass dann auch die Differenzenquotienten - ~ ' t ,  

15sungsfunktionen U yon den Ordnungen p + 2 u___< 2 n gleichm~issig beschriinkt sin& 

Es sei zuerst p gerade, /~ = 2 ~. Weil rr(~) und rT(') gewissen Gleichungen 
' J  x/* ' ~ t  ~ 

yon der Form (5) geniigen, wo a mit ~ bzw. mit ~ ersetzt werden kann und wo 

die Funktionen r gewisse gleichm~ssig beschr~nkte Linearausdriicke der Diffe- 

renzenquotienten yon q sind, kann der zu untersuchende Differenzenquotient 

U(~+') (x, t) sowoJal in der Form x/zt~ 

U(~,+2,) [ ) 
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als aueh in der Form 

-,T(~+,I/ ~ ) x -~''tjt~+, ~ x , t - -  k + r s ( x , t )  

ausgedriiekt werden, wo rl  und r~ gewisse yon q and seinen Differenzenquotienten 

linear abhi~ngige, gleiehmiissig beschri~nkte Ausdriieke sin& 

I T (P+  * ) Der DitTerenzenquotient "~,~,t- erfiillt, wie oben bemerkt, eine Gleichung 

yon der Form (5). Die gleiehmitssige Besehritnktheit der zugehSrigen Funktion 

p (x, t) in (5) ist offensiehtlieh, und die Beschr~inktheit der Randwerte wird an 

Hand der Ausdriieke 

/ ~ "fo- ~+:') (~) + ,'1 (x, o), (o < ~ < L) 
x - ' ~ + , )  (~1)+ ,.,(o, t), ( o < ~ , <  r) 
x -~ ~f~+')Cz,) + ,-, (L, t) (o < v~ < T) 

auf den betrei~enden l~ndte i len  gefolgert. Nach dem vorangegangenen Beweis 

fiir die Beziehung (4) kann nun auf die gleiehmKssige Besehriinktheit yon u~a  t, 

auch im Innern des Bereiehs AT geseJalossen werden. 

Wenn /x ungerade ist, also /z = 2~L + I, wobei somit iL < n - - ~  sein muss, 

wird zuerst die Git terfunktion cJz2zt, ix, to) betraehtet. Ihre beiden Endwerte 

auf der Punktstreeke o < x < L, t----to sind besehr:~.nkt, und naeh dem Vorigen 
TT(9),+,+2) / ist alieh ihr zweieer Difi~erenzenquotien~ in bezug auf x u ,~+2 t, ix, to) auf der 

Streeke gleiehmiissig besehriinkt, so dass die gleiehmiissige Besehri~nktheit des 

rT(2~+,+l), fo) leieht ge- ersten Differenzenquotienten in bezug auf x, also yon u ~ + l t ,  ix, 

folgert werden kann. 

Dutch die Besehriinktheit der hblei~ungen der Quellen- und Randwertfunk- 

tionen unseres Problems wird also die hnnahme  zulii~sig, dass nieht nut  die 

Folge der Funktionen U sondern aueh die Folgen ihrer entspreehenden Diffe- 

renzenquotienten bei der Annitherung gegen Punld0e yon BT gegen bestimmte, 

gleiehmiissig besehriinkte Wer~e konvergieren. Hieraus kann wieder auf die 

Stetigkeit der Grenzfunktion u und ihrer Ableitungen in folgender Weise ge- 

sehlossen werden. Wenn z.B. noeh die hblei tungen q~'~, q~, Jt~ '), j~' und f~' exi- 

s~ieren, kann ausser der Konvergenz der Funktionen U auch diejenige der Folgen 

der Differenzenquotienten U', Ut; U"~x, u zt,TT . . . . . . . . . .  Utt, Uzzz ,  U~zt, U~ ~ vorausgesetzt 

werden. Die zugehiSrigen Grenzfunktionen sind in alien Punkten yon B r  de- 

finiert mad besehri~nkt. 
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Zuerst folgt aus der gleichm~ssigen Beschriinktheit der Folgen yon den beiden 

ersten Differenzenquotienteu yon U, dass die auf B r  definierte Grenzfunktion u 

der Folge yon U-Funktiouen als eine stetige Funktion auf dem ganzen Bereich 

AT definiert werden kaun. Weil ferner die beiden ersten Differenzenquotienten 

beispielsweise yon U~ gleichm~.ssig beschr~nkt sind, ist auch die Grenzfunktion 

der Folge U~ auf AT stetig definierbar. Wit  behaupteu jetzt, dass diese Funk- 

tion die Ableitung u~ ist. 

.Urn dies zu beweisen bilden wir fiir beliebige, zuerst jedoch feste Puukte  
u (P')  - ,, ( v )  

P und P'  mit der gleichen t-Koordinate den Differenzenquotienten x(P')--x(P)" 

Bezeiehnen wir mit P .  bzw. P~ die nllehstgelegenen PunkCe des n:ten Gitters, 

~(~)- u . ( v . )  
so kauu jener Quotient offenbar mit beliebiger Genauigkeit durch 

x(P'.) - x (p . )  

approximiert werden, wenn n gross genug geuommen wird. Dieser Differenzen- 

quotient seinerseits kaun als ein Mittelwert yon den Differenzenquotienten U~ 

zwischen P ,  und / ~  ausgedriiekt werden und n~hert sich somit beliebig gut  dem 

Grenzwert yon U~ im Punkte P, wenn ersfens n gross genug und zweitens P' 

geniigend nahe P gew~hlt worden ist. Hieraus folgt aber die Behauptung. 

Gleicherweise wird aus der gleiehm~ssigen Beschr~nktheit der beiden ersten 

Differenzenquotienten yon U~ auf die Stetigkeit der Grenzfunktion yon U; ge- 

schlossen sowie bewiesen, dass diese Grenzfunktion gleich der Ableitung u~ ist. 

Schliesslieh kann auf die selbe Weise die Exis~enz und die Stetigkeit der Ab- 

leitung u~, gefolgert werden. 

Da U der Gleichung 

~ v ~  (x, t) - u ;  ( . ,  t - �89 k) + Q (x, t) = o 

geniigt, in welcher die Differeuzenquotienten U~'~ und U~ gegen die Ableitungen 

u.~x und u~ konvergieren und die Funktion Q gegen die Funktion q, geniigt u 

der Differen~i~.lgleiehung (I). Aus der gleiehmi~ssigen Stetigkeit yon u folgt nun, 

dass diese Funktion die richtigen Randwerte erhitlt. Die Funktion u leistet m i t h i n  

die LSsung unserer Aufgabe. 

- -  &us der eindeutigeu Bestimmtheit der LSsung folgt offenbar, dass eine 

jede Gitterfolge, deren Masehenweiten gegen Null konvergieren, die gleiche Grenz- 

funktion u liefert, so dass die Besehriinkung auf bestimmte Teilfolgen in der Tat 

uieht erforderlich ist. - -  

Wenn den Quelleu- uud R~ndwertfunktionen keine anderen Eigenschaften 
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als die Stetigkeit vorgeschrieb~n sind, wird wieder, wie oben, die Konvergenz 

einer geeigneten Folge yon Gitterfunktionen gegen die Grenzfunktion u fest- 

gestellt. Auch die Stetigkeit dieser Grenzfunktion is~ offenbar. Werden niimlich 

die Quellenfunktion und die Randwertfunktionen durch solche Funktionen, die 

die erforderlichen Ableitungen besitzen, so genau approximiert, dass der Absolut- 

wert des Fehlers in bezug auf erstere < 4 x~ e und in bezug auf die letzteren < �89 

ist, so wird u dutch die stetige LSsung der entsprechenden Gleichung (I) mit 

der Genauigkeit ~ approximiert; hieraus folgt die Behauptung. Aus der Stetig- 

keit folgt weiter, dass u die richtigen Randwerte erh~lt. Es ist auch offensicht- 

lieh, dass wenn die Differeutialgleichung eine LSsung mit den geforderten Rand- 

werten besitzt, diese mit u iibereinstimmen muss. Um abet die Existenz der 

LSsung fiir die Aufgabe oder, was zu derselben Schlussfolgerung fiihren wiirde, 

die Existenz der Ableitungen u ~  und u~ zu beweisen, miisste man in diesem 

allgemeineren FaN, wo nut  die Stetigkeit, nicht aber die Differenzierbarkeit der 

vorgegebenen Quellen- und Randwertfunktionen bedingt wird, entweder yon spe- 

ziellen GrundlSsungen oder yon irgendwelchen anderen weniger elementaren 

Hilfsbetrachtungen Gebrauch machen. Mit Riicksicht auf das begrenzte Ziel, das 

wir uns eingangs gesteck~ haben, wollen wir auf die t~berwindung dieser in 

physikalischen und technischen Anwendungen kaum eintretenden Komplikationen 

verzichten. Dasselbe gilt fiir die zwar leicht mSgliche Verallgemeinerung in bezug 

auf den Rand des Bereichs AT. 
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