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Introduct ion.  

L'objet  de cet article est l '6tude de la transformation anatlagmatique r6sultant 

des inversions faites successivement par rapport  ~ n spheres donn6es. Les r6sultats 

sent de forme simple et int6ressante 1, et le probl~me se pr6te de mani~re remarquable 

l'emploi de l'algorithme des points, plans et spheres, classique en g6om6trie dif- 

f6rentielle anallagmatique. Le premier chapitre pr6cise les notations et les r6sultats 

essentiels dent  nous aurons besoin ici; il m'a paru int6ressant de faire un expos6 

synth6tique de cet algorithme ind6pendant de la d6finition des coordonn6es poly- 

sph6riques, de m6me que le calcul vectoriel permet de se lib6rer des coordonn6es 

cart6siennes ~. Le deuxibme chapitre 6tablit la formule qui repr6sente le transform6 

anallagmatique d'un point ou d'une sph6re par les inversions effectudes, dans l'ordre, 

par rapport  s n spheres UI, U2, . . .  U n, de masses 6gales s 1. La transformation de la 

distance anallagmatique de deux points, ou de celle d'un point g une sph6re, r6sulte 

de la transformation de la masse d 'un point. Si h est la masse d 'un point M, h n celle 

de son transform6 i n ,  le rapport  hn ~- est une fonetion du second degr6 du point M, 

dent  les coefficients s 'expriment de mani6re remarquable ~ l'aide des rayons des 

sph6res et des vecteurs joignant les centres des spheres cons6cutives. Ce r6sultat a pu 

6tre obtenu grs s l'usage d'une multiplication symbolique dent  le principe est le 

suivant: 6tant donn6 des vecteurs num6rot6s, un mon6me avec de tels vecteurs 

repr6sente ce que l'on obtient en acdouplant ces vecteurs, 6crits dans l'ordre des 

num6ros, de mani~re s former des carr6s ou produits scalaires; il n 'y a pas d'ambi- 

x U n  aper~u en a 6t6 publ i~  aux  C. R. A. S '  T. 226 (1948), p. 625- -27  e t  p. 8 6 6 ~ 6 8 .  

2 Le r a p p r o c h e m e n t  avec  la  g6om~tr ie  a n a t y t i q u e  se fera  n a t u r e l l c m e n t .  

1. Acta mathematica, 82. Iml)rim~ le 12 decembre 1949 
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guit6 avec un nombre pair de vecteurs; pour un nombre impair,  on obt ient  un 

vecteur, mais il convient de pr6ciser si c 'est le premier ou le demier des vecteurs qui 

reste isol6; dans l 'op~ration actuelle, ce sera le premier. 

Si U,~. . .  U2U I repr~sente la t ransformat ion  anal lagmatique ~tudi~e, le trans- 

form6 M n ~ U n . . .  U 2 U 1 M  est donn~ par  la formule 

n 

Mn = M 2~" (U~M)V~, 
i=l 

oh U~M est la distance anal lagmat ique de M ~ la sphere Ui, et oh les V~ forment  un 

syst6me de n sph6res appar t enan t  s la famille lin~aire des Ui, d~finies par  

V i = U n . . . U i + z U ~ + I U  ~ i = 1, 2 , . . . n .  

Les deux syst6mes de sph6res U i e t  V i sont  associ6s de mani+re r6ciproque. On a 

d 'au t re  par t  hn : ~,AI-M'-- 2~At--M + R ~  
h 

oh le vecteur  a t et  les coefficients % sont d6finis de la mani6re suivante.  Si R i d6signe 
! 

le rayon de Ui, et  R i celui de Vi, on a 

n 1 
t ~  

%, = ~ R i B  i z ~ p  

oh p ~ 1, 2 . . . .  n;  entre ces ~l~ments existe la relation remarquable 

2 ap ~ Rp(~pff p+ l . 

C'est grs s l 'op~ration symbolique mentionn6e plus hau t  qu 'on r~ussit ~ exprimer 
9- 

ais~ment ces ~l~ments, en fonction des R i et des vecteurs AiAi+~, par les formules (34) 

et (43) du chapitre II .  

, La  deuxi~me partie de ce chapitre r~sout le probl~me de reconnaitre,  en fonction 

des Ri et des A~Ai+t, si la t ransformat ion U,~. . .  U~U t e s t  une similitude. I1 fau t  et il 

suffit  que soit constant ,  done que at et ~t soient nuls. Pour  l 'ensemble des inversions 

r~elles, il suffit que a t soit nul, de sorte que al = 0 entralne une condition vectorielle 

(at = 0). II est int6ressant d 'exprimer  celle-ci aussi s implement  que possible; c'est ee 

qui est fai t  pour moins de 6 spheres, par deux m~thodes diff~rentes. 
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Le troisibme chapi t re  est  consacr6 plus  par t icuh~rement  encore aux  produi ts  

d ' invers ion 6quivalents  ~ une homoth6t ie .  La  condi t ion que Un... UzUI soit une 

simili tude permet  d ' abord  de tou t  expr imer  s l 'aide des seuls vecteurs  AiAz, AIA3,... 

AlAn_l ,  ou AnAl2, AnA 3 . . . .  AnA~'~_I (A n et  A :  coincident  tonjours ,  car U n Vn). 

Cette  r emarque  faite, la, condi t ion t rouv6e a une forme tou t  ~ fair  r emarquab le :  

il f au t  et  il suffit  que ces vecteurs  soient tels que, pour  t o u t  vec teur  $ de l 'espace, 

on air l 'une ou l ' au t re  des identi t6s 

(AIA  ) AriA, 
2 R~ i=2 

~ =  ~-1 ,  

oh la parenth~se est un  produi t  scalaire. 
! 

S i e  1, les n - - 2  vecteurs  AnAi ne peuven t  pas ~tre l in6airement  dist incts;  il 

en est done de m~me pour  les n - - 2  vecteurs  associ6s AIAi; s'il existe  q relat ions 
n - - 2  

lin~aires dist inctes ent re  ces vecteurs ,  q est  n~cessairement sup~rieur ou 6gal s - - .  
2 

Un  cas ex t reme  est q = n - - 3 ,  c 'est-s oh les centres sont  align~sl; il est ~tudi6 

au paragraphe  21 pour  les deux  valeurs de e, e t  l 'on voi t  que s ~ 1 ou --1 su ivant  

que n e s t  pair  ou impair.  Pou r  s = --1,  (1) exige que n--2--q soit le n o m b re  2V d e s  

dimensions de l 'espaee. Le cas ex t r6me oh q = 0, c 'est-~-dire n : N + 2 ,  est ~tudi6 au 

paragraphe  22, oh l 'on obt ien t  la conf igurat ion g6n~rale de N -F 2  inversions don t  les 

centres d6finissent l 'espace et  don t  le produi t  ~ q u i v a u t  ~ une homoth6t ie .  Dans le 

cas g~n6ral, on est condui t  ~ des syst~mes d '6quat ions  alg6briques compliqu~s; m~me 
n - - 2  

pour  la valeur  m in imum q --  associ~e s e = 1, oh le degr~ de ces ~quations ne 
2 

d~passe pas 3, on n ' a  pu qu'~crire ces syst~mes d '6quat ions,  en les r6duisant  a u t a n t  

que possible s des ~quations p robab lement  distinctes.  

Les derniers paragraphes  du ehapi t re  sont  consacr6s aux  t ransformat ions  ~qui- 

valentes  ~ l ' identit~. 

Dans le m~me esprit,  le dernier  chapi t re  t ra i te  des t ransformat ions  U n. . .  Us U1 

6quival~nt  s une inversion. Le probl~me est abord6 par  deux  m~thodes. L 'une  utilise 

la formule  de t r an fo rmat ion  d 'un  point ,  et  condui t  au syst~me de condit ions vec- 

torielles (28) du th~or~me I I I .  L ' au t r e  utilise la formule  de t rans format ion  d 'une  

sphere, et  condui t  ~ l ' identi t6 (15) du  chapitre.  La  comparaison avec le syst~me (28) 

1 q = n - - 2  d o n n e  le cas  b a n a l  o5  t o u t e s  les sph6res  sont  concentr iques .  
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est instructive. La discussion du probl~me est faite comme pour celui ~tudi~ au 

troisi~me chapitre, dans la mesure oh le permct la complication des syst~mes d'~qua- 

tions auxquels on aboutit, et permet de faire n~anmoins un certain nombre d'obser- 

vations int~ressantes. 

CHAPITRE I 

A l g o r i t h m e  des points ,  sphe re s  et p lans .  

1. L'espace consid6r~ est l'espace euclidien E s N dimensions. P d~signe le point 

courant de cet espace. A &ant  un point donn~, nous convenons de le representer par 
- - - -> 2 

A P  
le carr4 scalairc variable - - - -  et nous ~crivons 

2 ' 
- - - ->  2 

A P  
(1) A -- 

2 " 

Le second membre s'annule quand P e s t  en A, ou, plus g~n~ralement, sur la sphere 

de rayon nul et de centre A. k d~signant un scalaire quelconque, l'expression 

- - - -~  2 

A P  
(2) k A  = - - k - -  

2 

un point donn~ B ,  l'expression - - -  

points A e t  B ,  et l'on ~crit 

reprSsente le mSme point A, mais affect~ d'une masse k. Lorsque P e s t  remplac~ par 

A B  
repr~sente, par d~finition, le produit des deux 

2 

- - 2 2  

A B  
(3) A B  - -  

2 

Ce produit est donc sym&rique. Enfin, par d~finition, k et h &ant  deux scalaires, le 

produit  __~ 
A B  

( k A ) ( h B )  -~ k h ( A B )  = - - k h - -  ; 
2 

ce produit g6n6ral est ~galement commutatif. En particulier, ( k A )  ~ ~-  0 quels que 

soient A e t  k. 

Une sphere S de centre A e t  de rayon R est repr&ent~e par le second membre de 

- - - ->2  

A P - -  R ~ 
(4) U - -  

2 R  ' 
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c 'est  s dire par  la puissance r6duite,  par  r appor t  s S, du point  couran t  P de l 'espace. 

D 'une  mani6re g6n6rale, l 'expression 
- - - - > 2  

A P - -  R ~ 
k U =  k 

2R 

oh k est un  scalaire quelconque non  nul, repr6sente la m6me sphere S affect6e de la 

masse k. On conviendra  de dire que (1) et  (4) sont un  point  e t  une sph6re unitaires.  

Un point  est  6v idemment  une sphere de r ay o n  nul  e t  de masse nulle (en t an t  que 

sphere). 

Le produi t  d 'une  sphere uni ta i re  U et  d ' un  point  uni ta i re  B e s t ,  pa r  d6finition, 

A B - -  R 2 
UB ~- U ( B ) -  

2R 

c'est  s dire la puissance r6duite  de B par  r appor t  ~ U. D 'une  mani~re g6n6rale, 

S ~ k U et  le point  hB fournissent  le p rodui t  

S(hB) = k h U B .  

Le plan est la l imite d 'une  sphere don t  le centre  A et  le r ayon  R t enden t  vers l 'infini, 

sans qu'elle cesse de passer par  un  point  f ixe M. Ainsi, l 'expression (4), oh l 'on 

suppose de plus que lc vec teur  uni ta i re  - - - -  a une l imite e, s6crit 
R 

U ~-- --[(MP--MA)~--R~]2R = - ~  I M P  -- 2 M A M P ]  

et  t end  v e r s e  M P .  On repr6sentera  donc un  plan par  
- +  - - ~  

(5) w = e M P ,  

oh M est un  point  quelconque de ce plan, e t e  un vec teur  normal  s ce plan. Lorsque  

e 2 = 1, ce qui est  le cas dans le calcul qui v ient  d '6 t re  fai t ,  w e s t  di t  unitaire.  Mais il 

est  clair que la sph6re kU donnera i t  une expression (5) oh e 2 = k S, c 'est  ~ dire le 

produi t  du plan uni ta i re  par  le scalaire /c, appel6 la masse du p l a n .  Bien en tendu ,  

e 2 ---- 0 pour  un plan isotrope. B d6signant un point  donn6, un i ta i re  ainsi que w, le 

p rodui t  wB est d6fini par  

(6) wB ---- w(B) = e M B ,  

et  repr6sente la distance alg6brique de B au plan. D 'une  mani~re g6n6rale, 

(kvJ)(hB) ~ Ich e M B  . 
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2. A d d i t i o n .  ' L a  somme de points Ai, de plans wj, et de spheres S h, d e  masses 
quelconques, est de la forme 

i j h 

et repr6sente en g6n6ral une sph6re, pouvant  se r6duire ~ un plan ou un point,  

affeet6e d 'une  certaine masse. Ainsi, les points A i 6rant  unitaires,  on a 

---~2 
. ~ k i A  ~ = - - � 8 9  , 

i i 

ou, en in t roduisant  un point  fixe 0 queleonque, 

(7) = _  - - +  .~_.,'kiOA ~ O P-- �89  ~ . k,) l ,  ) 

(8) 

a v e c  

Si ~Y'k~ # 0, prenons pour O le baryeentre  des points Ai affect6s des masses ki; la 
i 

somme se r6duit  

S ~ k i A  i ~ O P  - -  R 2 

i 2 

I - - ) ' 2  

.,_,~ k i O A i  

( 9 )  R ~ - ~  
�9 3 '  

i 

Lorsque ~Y'ki = 0, le veeteur  ~,~ki O A  i ne d6pend pas de O, et, si on le d6signe par 

e, (7) devient  
--> ----~ - - ~ 2  

(10) S = ~ k i A i  -~ e O P - - � 8 9  i . 
i i 

Ainsi s repr6sente une sph6re si ~ k  i # 0 et si R # O; c'est le b arycentre  0, affect6 

de la masse ~ k i ,  'si R = 0. Enfin,: si ~:,'ki = 0, S est un plan normal  au veeteur  ~, 
i i 

suppos6 diff6rent de z6ro. Cependant,  si e = 0, S n e  eontient  plus le point eourant  P ;  

l o r s q u e ~ k i O A  i, dont  la valeur est a lors  ind6pendante  de O, n'est  pas nul, nous 
i 

convenons  que (10) reprgsente le plan de l 'infini . 

(11) ~o = O •  
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oh h = --�89 i est quelconque, mais non nul.  Lorsque h lui-m6me est nul, on 
i 

6erira 7k . 

i 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que les 3 expressions 

~ k ~  , ~ k~OA~ ~ kiOA i 
i 4 ,  i 

soient nulles. Chacune des deux derni~res sommes est d'ailleurs ind6pendante de 0 

d~s que celles qui la pr6e~dent sont nulles. 

~ h  _ n  _ S(hjBp = = Z 
J J J 

3. P r o d u i t  des  sphi!res et  p lans .  Nous avons d6fini le produit d 'un point par 

un autre point, une sph4re ou un plan. Etant  donn6 la sph6re (8) et une autre sphere 

----->2 

S' ~' B ---- ' / "  \O 'P .R '2 

J ", j g 

consid6rons d 'abord la somme des produits de S par hjBj, soit 

- - 2  i ---~2 
': (OBj - -R ~) 
2 

ou, d'apr6s (8) lui-m6me, 

ceci s'6crit 

(12) 

S(hjBj) = ~ h j  kiA,B j = ._,k,hjA,Bj; 
3 ~ , t 3 

- - - >  2 ~ > ----~ 

--�89 .~ ~k,hjA,Bj, -~ -- �89  :-}- O'Bj) ~ , 

done, eompte tenu des propri6t6s des baryeentres Oi O' et des expressions des rayons 

de S e t  S', par la Iormule (9), 

(13) XS(hjBj )  �89 Xlc~ hj ~ -  ( R 2 / ~ -  R ' 2 - - O 0 ' )  . 

�9 j ~ i  . 

Si l'on d6signe par 0 l'angle des deux Sph6res, il vient enfin 

On voit ainsi que le premier membre de (13) a une valeur qui ne d6pend que des 

sph6res S, S' et non des points dont la somme les d6finit ;il  est sym6trique en S e t  S'. 
On peut done le d6signer par le produit SS' ~ S'S. Observons d'autre part  que la 
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masse de (8)est  - - R ( ~ k i ) ,  done le produit des deux spheres unitaires correspon- 

dantes vaut cos 0. On retiendra done que 
h 

(14) S S '  = S ' S  = ~ ' k i h i A i B  1 = (masse S) • (masse S') X cos (S, S ' ) .  
i j 

Ce r~sultat implique la distributivit~ du produit d'une sphere et d'une somme de 

points. En associant de diverses mani~res les points d'une telle somme, on obtient 

une somme de spheres, et la distributivit~ s'~tend au produit de deux sommes de 

spheres, plans et points. 

L'interpr~tation de (14) a ~t~ obtenue avec deux vraies spheres; mais par 

variation continue des points constitutifs, de mani~re que ~Y'k i ou ~Y'hj tendent 
i j 

vers z~ro, elle s'~tend aux cas oh ces spheres deviennent des plans, s~par~ment ou 

ensemble. V~rifions le, d'apr~s (12), dans le cas de deux plans; on a en effet 

Z k ,  = ~ h i  = o ,  
i 3 

• Zh~o'z~ ~' 
i - ~ . ~  ~ , 

i 

- - - - - ) Z  - - - - -~2  

+ .  ~ _+2 s,  , ,  ~2 ~ho,~ S = e O P - -  k i O A  i , = e 0 P - -  .j , 
i 3 

et (12) se r~duit au seul terme 
A 

- Z ' Z ~ k  h~A, ,OO'e~ = e ~' = I~l x l e ' ] x c o s ( ~ , ~ ' )  
3 

qui vaut  bien ce que donne le dernier membre de (14). 

Si S', par exemple, est une sphSre de rayon nul, c'est s dire le point O' (unitaire) 

affect6 de la masse ~ h j ,  (13), oh R' = 0, remplace le dernier membre de (14) par 
J 

(15) S S ' =  S ' S  = -- �89 k i hj ( O 0 ' ~ - - R  ~) = (masse de O ' ) •  
i 

e t a  bien la signification adopt~e initialement pour le produit d'une sphSre et d 'un 

point. Enfin, si S est ~galement un point, (15) se r~duit bien 
___--~  

__00'~ 
S S '  = S ' S  = (masse S) x (masse S') x - - - -  

2 

Tous ces produits sont commutatifs et distributifs pour l'addition. L'addition est 

elle-m~me associative. 
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R e m a r q u e s .  Une sphere unitaire (4) est, d'une infinit6 de fagons, la somme de 

deux points k l A l - ~ k ~ A 2 ,  de masses kl, k2. L'identification donne les trois conditions 

n6eessaires et suffisantes 
1 

kl  + k 2 - -  
R '  

k l A A I + k ~ A A 2  = O, 

- - - - > 2  - - ~ 2  

k l A A I  + k ~ A A  2 = R . 

1 
A 16rant choisi arbitrairement, sauf sur la sphgre U, on voit ais6ment que kl -- 2 U A  1' 

1 
et que A S est l'inverse de A 1 par rapport ~ U, avec k 2 = 2 U A z  On observe en parti- 

culier que, pour deux points unitaires inverses par rapport g U, on a 

1 1 2 

U A 1  ~ U A 2 -  R 

Si S = h U ,  on peut conserver les points A 1 et A2, et multiplier simplement par h les 

masses k 1 et k~ qui fournissent U. 

Une somme S + S '  de deux spheres peut ~tre remplac6e d'une infinit6 de fa~ons 

par une somme de deux points, puisque c'est une sphere. Mais a priori on peut 

observer qu'on peut d6composer simultan6ment S et S '  en 

S ~ k l A l + k 2 A  ~,  S '  = h l A l + h ~ A ~ ,  

avec le couple des points qui sont simultan6ment inverses par rapport s S, S', c'est- 

m-dire les points de Poncelet de leur faisceau. 

Avec le plan de l'infini (11) d6fini par une somme (10), on voit que tout  point 

unitaire A donne 
- ->2  

(16) woA -=- ~_~k~A~A = - - � 8 9  = h ; 
i i 

le plan w = e A P  donne le produit 

(17) wow = z_,~kiwAi = e ~ k i A A  i = 0 . 
i i 

Le produit de (11) et d'une sphgre unitaire (4) est 

(is) 

Enfin le carr6 

1 ---~'2 h 
woU = ~.. k i U A  i = - z ~ . _ . , ~ k i ( A A i - - R  2) - -  

i zt~ i R 

77 

Wo = X k , w 0 A ,  = h Z k ,  = 0 
i i 
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Observons qu'on peut 6crire (4) 

--A R 

en fonction du centre unitaire A e t  de son inverse we par rapport ~ U. On retrouve 

ainsi ais6ment que le produit de deux sphSres unitaires est le cosinus de leur angle. 

Si A et B d6signent deux points unitaires, les points de la droite A B  sent de 

la forme 
M : 2 A + / ~ B + v ~  o w o = - -1  , 

a v e c  

M 2 =  212/~AB--(2+/~)v] = 0 ,  
done 

v - -  A B .  
~+/~ 

La masse du point M est d'aiIleurs ~+/~. Les points unitaires de la droite A B s o n t  

done 

(19) M : ~ A + ( 1 - - ~ ) B + 2 ( 1 - - ) , ) ( A B ) w  o Wo : - - 1 ,  

a v e c  

M B =  

4. Or thogonal i t6 .  S e t  S' sont orthogonales si S S '  ~ O. Lorsque l'une des 

deux sph6res devient un point B, la condition d'orthogonalit6, du genre 5'B -- 0, 

exprime que B est sur la sph6re S. Pour deux points, A B  = 0 exprime que la droite 

A B  est isotrope ou que les deux po'nts g60m6triques coincident. Le plan de l'infini 

est orthogonal ~ tons les plans et ~ lui-m6me. 

Par  exemple, la famille des sph6res S ~- klA1 +k2A2,  oh A1, A2 sont deux points 

unitaires fix6s, et k l ,  ]c 2 des parambtres queleonques, sont orthogonales ~ toutes les 

sph6res qui passent par A1 et A2; S d6pend g6om6triquement d'un parambtre 

arbitraire; e'6st done bien la famille des sph+res par rapport auxquelles A 1 e t  A 2 

sont inverses. De m6me, la famille S = k a A l + k ~ A 2 + k 3 A 3 ,  off A1, A s, An sont 

trois points non align6s, est la famille des sph6res orthogonales aux sph6res qui 

passent par Aa, A2, A3; S ,  qui d6pend g60m6triquement de deux parambtres, 

repr6sente la famille des sph6res orthogonales au eerele AI A2A3 .  Si A1, A2, An sont 

plae6s de manibre queleonque, 8 peut,se r6duire au plan de l'infini, pourvu que 

k l~ -k2~ l -k3  ~ k lA3AI~} -k2A3A2  : 0 ,  

e'est k dire si les trois points sont align6s, avec 



Sur les produits d'inversions. 

A1A~ A~Aa AaA1 

ka kl  ks ' 

et  il suffi t  que les points  soient dis t incts  pou r  que S # 0. 

I I  

5. D i f f 6 r e n t i e l l e  d ' u n  6 1 6 m e n t  v a r i a b l e .  Si A est  un  po in t  un i ta i re  var iable ,  

et  si A1 est  une  va leur  in f in iment  voisine, la par t i e  pr incipale  de 

- - - +  2 - - - - >  2 

A l P  A P  
A 1 - - A  - -  

2 2 

est  la diff6rentielle du  poin t  A 
- +  - +  

d A  = d A  A P  ; 

I2AI e 'es t  un  plan,  perpendicula i re  en A au  vec teu r  d A  ; sa masse  est  . P o u r  un poin t  

de masse  var iable ,  soit  
_ _ I >  2 

A P  
A = - - k - - ,  

2 
il v i en t  

dk  [ ~ -+ d A ( O P - - O A ) ]  
d A  ----- ~ [ (OP O A ) ' - - 2 k  -dk ] '  

oh 0 d6signe un  po in t  queleonque.  C 'es t  une sphere  de cent re  0 si l 'on  ehoisi t  ee 

po in t  de manigre  que 

(20) 

et  il res te  alors 

(21) 

A O  = k dk  ' 

d ~  - - ~ 2  - - + 2  

d A  - -  ( O P - - O A  ) ; ~ 
2 

c 'es t  une  sphere  no rma le  en A k la t ra jec to i re  de ce po in t  A. 
~-~ - +  

Si ~ = e A P  est  un  p lan  var iable ,  on a de m~me 

(22) dw ----- d e A P - - e  d A  , 
donc 

wdw = e de ; 

le p lan  d w e s t  o r thogona l  ~ w p o u r v u  que w air  une masse  cons tan te .  

P o u r  une sphgre var iab le  

�9 - - >  2 

S --  ~ R ( A P - - R 2 ) ,  
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(23) 

Ren6 Lagrange. 

dS-~  d (AP~- -R~) - - - - (dAAP+RdR) .  

C'est une sphere si d ( k )  4 0 ;  l'orthogonalit6 S d S = O s ' e x p r i m e  par 

c'est-s 

AdS  = R2d 

R2d ( k + kd.R -= Rdk = O; 

ce sont donc les spheres de masse constante qui sont orthogonales s leur ddriv6e. 

En particulier, la sph8re unitaire de courbure v 

(2~) 

donne 

U - ~  2 

dU = d~-(~4~P2-- 2vd~AAp 1\  dv[ / -+ dA \  2 , 2(dA~21 

C'est une sph6re de centre A 1 tel que 

dA 
(25) AA1 = v dr '  

de courbure v 1 d6finie par 

1 ( d 'A~ 1 
(2~) -~ = ~ ~ j  ,,~, 

dy 
et de m a s s e - - ,  c'est-s que 

(27) ~ v =  A ~ 2 - ~  . 

Grace s la distributivit6 du produit pour l'addition, la rbgle de d6rivation du produit 

de deux 616ments alg6briques s'applique au produit de deux spheres, et d'une 

manibre g6n6rale, au produit de deux sommes de sph6res. 
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CHAPITRE I I  

G6n6ra l i t~s  su r  les produits d'inversions. 

6. Soit une sphere unitaire U, pouvant  se r6duire s un plan unitaire. C'est la 

base d 'une inversion que nous d6signons par U. L'inverse M'  d 'un point M par 

rapport  s U s%crira U M .  Nous savons d 'autre  part  que U est de la forme 2 M - t - 2 ' M ' ,  

done on peut  6crire 
M '  = M + ~ . U ,  

a v e c  
M 's : M s + 2 2 U M + 2  s : 0 , 

c'est s dire 
2 (2UM+2)  = 0 ; 

la seule solution acceptable est 2 = --2 U M .  L'inverse d 'un point quelconque M par 

rapport  s la sphere unitaire U est donc 

(1) M '  -= M - - 2 ( U M ) U .  

Si q~ d6signe une sphere unitaire, la formule analogue s (1) 

(2) ~ '  = r 1 6 2  

repr6sente une sphere du faisceau U, q); l'616vation au carr6 donne qi,s = 1, et l 'on 

voit en outre que Uq)' = --Uq), done r  est l 'inverse de ~b par rapport  ~ U ~ moins 

que ~b' = --q); mais, dans ce cas, il r6sulterait de (2) que q~ = (Uq~)U, de sorte que r 

coinciderait avec U, et --q} serait encore l'inverse de ~b. Les formules (1) et (2) 

repr6sentent done les inverses d 'un point et d 'une sphere quelconques par rapport  

la sphere unitaire U. On v6rifie 6galement sur (2) que, dans une inversion r6elle, c'est 

s dire si U a un centre r6el et un rayon r6el ou imaginaire pur ~, ~b et Uq) sont simul- 

tan6ment r6els ou imaginaires purs. Notons aussi que, comme son rayon, une sphere 

unitaire est d6finie au signe pr~s. 

7. Consid6rons maintenant  deux spheres unitaires U1, Us et le produit  des deux 

inversions faites par rapport  g Ux, puis Us, que nous d6signons par Us Uv On a 

successivement les deux transform6s 

done, en fonction de M, 

M1 : U 1 M  = M - - 2 ( U 1 M ) U 1 ,  

M s  : U 2 M ,  : M 1 - - 2 ( U ~ M 1 ) U s ,  

M2 = U 2 U 1 M  = M - - 2 ( U I M ) U 1 - - 2 ( U s M ) U 2 + ( - - 2 ) 2 ( U ~ M ) ( U 1 U ~ ) U ~ .  

1 D a n s  ce dern ier  cas, on d i r a  que U est  imag ina i r e  pure.  
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D'une mani~re g~n~rale, si U1, U2 . . . .  U,, sont n spheres unitaires, le transform~ 

anaIlagmatique 

M n =  Un:. U2U~M 
est donn~ par la formule 

n 
p ~ 

(3) M n :  M + ~ ( - - 2 )  ~(Ui~M)(UItUi,)(UQUia).. .(Ui~_lUip)Uip 
p = l  l ~ _ i l < i 2 < . . . ~ i p < n  

Pour l'~tablir par r6currence, ajoutons une sphere U,,+;. (3) ~tant admis, le nouveau 

transform~ Mn+ ~ ~ Un+~M n e s t  

mn+i = Mn- -  2(Un+~Mn) U~+ 1 

= M +  ~ ' (  -- 2)v~'(  UIM)(  Ui~ Ui~)... ( Ui~_~ Uir) Uiv-- 2(Un+,M) Un+~ 
p = l  l ~ i l < i ~ , < . . . ~ i p ~ _ ~ n  

~- ~ ( --2)P +1 ~ (  Ui~i)(  Ui~ Ui,). . . ( Uip-1 Uip)( Uip Un+l) Un+l �9 
p~l  l ~ i l ~ i 2 ~ . . . ~ i p < n  

En ordonnant suivant les puissances de 2, sous la forme 

n + l  

Mn+ ~ -= M-~ ~ (--2)PKp , 
p ~ l  

on voit tout  de suite que 

et 

K 1 = ~'(UiIM) Ui , ,  
1 ~_ 41 _~ n + l  

K n §  1 = s  U i  1 U i 2 ) "  �9 �9 ( U i n _ l U i , ) ( U ~ n U n §  U~§ 
1 ~_ 1 1 ~  i2 < �9 �9 . ~ i n ~ n  

= (U1M)(U1U~).. .  (UnUn+l)Yn+l , 

qui sont de la forme des coefficients de (3); pour 2 _< p < n, on a enfin 

Kp = ~.f( UilM)( Uil Ui,). . . ( Uip_x Uip ) Uiv- ~- ~ (  UilM)( Uil Ui2). . . ( Uir,_ ~ Un+i) Un+ 1 ; 
1 ~ i l  < i2 < , . , < i p ~ n  1 < i 1 <  i2 < . . . < i p - - l ~ n  

en posant n~-I  = ip, la derni~re somme s'~crit 

_,~ ( U~ M)( Ui1Ui,) . . . ( Ui~_, Ui~) Uip , 
1 ~ i I ~ i2 ~ �9 �9 �9 ~ ip--1 ~ ip = n + l  

de sorte que l'ensemble des deux sommes de Kp se repr~sente par l~ somme unique 

Kp = ~_~( UilM)( Ui~ Ui~)... ( Uip_ ~ Uip ) Uip, 
1<:  i l  < iz < �9 . . < i p - l < i p < n + l  

qui est bien de la forme du terme correspondant de (3). Cette formule est done 

g6n~rale. 
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L' ident i t6  de forme de (1) et  (2) mont re  que la t ransform6e r  

d 'une  sph6re ~b est une sphbre de masse  6gale 

n 

(4) 

15 

-~ Un .  , . U o U , r  

on = ~ +  2` ' ( -  2)p2`'(u~r (u~_u~,)  u ~ .  
p ~ l  l < i3 ~ i2 ~ . . . ~ ip.<~ n 

8. Ordonnons  le second membre  de (3) su ivant  les produi ts  ( U i l M ) .  En  posan t  

i l  = i ,  i2 ~ al ,  i3 ~ a2 . . . .  ip ~ ap_l,  il v ien t  

n 

(5) i n : M - - 2 . ~ L ~ ( U i M ) V i ,  
i--1 

a v e c  
n - i  

v~ = 2`" ( - e ) p - 1 2 ` ' ( u ~ u ~ ) ( u ~  u~) .  . . ( /~_2u~_,) i~_, ,  

la derni~re somme se r6duisant  s  i pour  p ~ 1. P o u r  p > 2, ordonnons  par  r appor t  

l ' indice ap_ 1, que nous d~signons par  j ,  et  qui varie  de i-~ 1 ~ n;  lorsque j est fix6, 

les autres  indices sont  li6s par  les in4galit~s i < a; < a~ < . . .  < ap_ 2 < j ,  ce qui 

exige p - - 1  < j - - i ;  en remplaqant  enfin p - - 1  par  p, on ob t i en t  l 'expression 

n j - i  

(6) v~ = u ~ + Z u j z ( - 2 ) ~ ( u ~ u ~ , ) ( u  u ~ ) . . . ( u ~ _  u~). 
j = i + l  p = l  i ~ 1 ~  ~ < . . . ~ p - l < j  

Ces n sph6res V/, raises en 6vidence dans (5), appa r t i ennen t  ~ la famille lin6aire des 

U1, U2 . . . .  Un; plus pr6cis6ment,  chaque V i appar t i en t  ~ la famille des n ~ - l - - i  

spheres Ui, Ui+ 1 . . . .  U~, et  ne d6pend pas de U1, U~ . . . .  Ui_ 1. D'ailleurs,  en per- 

m u t a n t  les sommat ions  par  r appor t  aux indices p e t  j ,  e t  en 6cr ivant  j ~ ap, (6) 

s '6crit  encore 

V~ = U~+_,~ ( -  2F 2," ( u u ~ ) ( u ~ u ~ 2 ) . . .  (U~_u~p) U~, 
p = l  i+1 < ~1 < a2 < . . .  < ,up < n 

dont  la comparaison avec (4) mont re  que 

n 

( 7 )  [/~ = U n U n _ l .  . . U i + l U  i = U i - - 2 2 ` ' ( V j V i ) V  j . 

j = i+1 

Ce sont t ou t  d ' abord  des spheres unitaires.  Ecr ivons  les sous la forme 

n 

(s) v~ = u~+zo~u ~ 
j = i+1 

L'616vation au carr6 des deux membres  de (5), oh M~---- M 2 ~ 0, donne  alors 
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n n 

0 = - -~(U~M)(V~M)+ ~ ( UiM)~+ 2 ~ (U~M)( UjM)V~i~. 
i = 1  i = 1  l < i < ] < n  

i = l  j=i+l  l < i  < j < n  

quel que soit M,  on a donc 

~(O~--2V~. ) (U,M)(UjM)  = O. 
l < i < j < n  

Lorsque les U i sont l in6airement distinctes, ceci entraine 

O ! = 2ViV j. i < j < n ,  

mais la v6rification formelle de ce fair subsiste 6videmment  dans tous les  cas, et l 'on 

obt ient  ainsi les expressions (8) des V i sous la forme 

n 

(9) ~ = u , + 2 Z ( ~ v j ) u  ~ . 
j = i+1 

Leur  comparaison avec (7), 6crit sous la forme 

n 

(lO) u ,  = v~+ 2 ~ ( u , u ~ ) v ~  , 
j = i+1 

montre  que les deux syst~mes de spheres U ie t  V i sont associds de mani~re rdciproque. 

La correspondance est 6videmment  ana l lagmat iquement  invariante.  

En  posant  
- - - - > 2  - - - + 2  

A l P -  R~ A " I P -  R; 2 
(11) Ui -- 2R i Vi 2R:. i =  1, 2, .n 

l ' identification des termes du second degr6 dans les deux membres de (7) fourni t  les 

formules r6currentes 

1 1 2 '~ U ~ U i  i '  . , (12) , _  ~ : -  ~ '  ~ = 1, 2 , . . n  
R i  " ' i  ]=i+1 "* j  

qui nous seront utiles. En  particulier,  Vn = Un, R'n ---- Rn. Cette m6me 6quation (7), 

d6riv6e par  rappor t  au point  P,  donne 6gMement l ' identit6 

(13) p A ,  i p A i  n UiUj_ ._) .  ' , -- 2 . ~  ~ P A j ,  
Ri Ri i = i+t j 

qui permet  de d6terminer de proche en proche les centres des V/. A part i r  de (6), on 

aurai t  obtenu de m6me l ' identit6 
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(14) 

----o- 
PA; 

I 
R~ 

___~ r _ +  

n PA j-i 

R i - =  . . ~ i < a l < ~ X 2 < . . . < a p - - l < :  j 

qui 6quivaut  ~ l 'ensemble des deux  relat ions 

(15) - - ~ - ~ ( - 2 ) ~  27  ( u w , o ( u ~ y ~ ) .  . . (u~_1%.)  , 
R~ Rij=i+lRjp=l "/< ~q < ~', < �9 �9 �9 < ~'p-a <J 

( 1 6 )  A n A l  - - A n A l  ~=~i+l-~R~yn ~ . j - i - ~ 2 ) < : y  V ~ V  ) ( U  
t �9 �9 �9 R~ R~ ( ( ~1 ~ U~). (U~,_ U~) 

= = . . .  p-- 3 

On vol t  en m6me temps  que si les inversions U i sont routes  rdelles, chaque sphere V~ 
1 

est de m6me na tu re  (r6elle ou imaginaire pure) que U i, de sorte que R~/R~ est r6el. 

9. La  eomparaison de (6) et  de (9) donne,  pour  j > i, 

(17) ~ = ~ ( - 2 ) ~  -~ ~ ( u ~ u ~ , ) ( u . y ~ ) . .  . (u~_ v~); 
l ~ p < j ~ i  i < a l < a 2 < . . . < a p _ l <  j 

par  r6ciprocit6, on a 

(is) u~uj = L~ ( - 2 ) ~  ~ L~(~7~0(7~ ~%)... (7~,_~). 

I1 rdsulte d ' au t re  pa r t  de (5) e t  de (10) que 

M .  = M - - 2 ~ ,  ~ M + 2 ~ ' ( U  i )ViM Vr 
i = 1  i < j <  n 

ou, en o rdonnan t  su ivant  les ViM, 

(19) 

a v e e  

(20) 

ou, grs ~ (18), 

n 

M ,  = M - - 2 ~ '  (ViM)Wi, 
i = 1  

- X ( u u ~ )  5 W~ V~+2 ~ , 
l < j < i  

?" 7 w,  = v ~ + ~ y r j ~ v ( - 2 ) ~ X ( ~ L 1 ) ( L ~ L 2 ) . . .  (Lp_3~) �9 
l < j < i  l < p < i - - j  j < a 1 ~ ~2 < �9 �9 �9 < ap--1 < i 

Cette formule  est analogue ~ (6), lorsqu 'on lit le produi t  de droi te  ~ gauche,  et  mont re  

que W i se d6duit  de V~, V2 . . . .  l~, dans eet ordre, comme Vise d6duit  de U n, U,_I , . . .  Ui 

dans cet ordre.  On a donc 

Wi = V ~ q . . .  Vi_)J'~, 

2. Acta mathematica, 82.  I m p r i m 6  le 12 d e c e m b r e  1949.  
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ce qui 6tablit h l'aide de (19) que 

M,, = V,V~... V.M. 
On peut encore dire que 

u , , u ~ . . ,  v~ =_ v l v , . . ,  v , ,  

ou que les d e u x  t r a n s f o r m a t i o n s  a n a l l a g m a t i q u e ~  U ,  U 2 . . .  U n 

inver ses  1. 

et L V , . . . V ,  sont 

R e m a r q u e .  On tire. de (9) 
n 

u,~ = 1+2 Z (u, u g ( ~ ) ,  
,7" = / + 1  

dont l 'addition par rapport k l'indice i fournit l'identit~ 

n 

(2~) ~ u ~ - 2  X(  u ,  u j ) ( vy , )  = ,~ . 
i~l  l < i < j < n  

10. Deux spheres ~ et ~ ont deux transform~es ~b n e t  ~v de m~me masse; 

l'angle est 6galement conserv6, donc le produit 

#n~v, = # ~ .  

On le vdrifie d'ailleurs tout  de suite, k l'aide de (2), pour n = 1 ; et qa s'6tend ~ tous 

les n par r6currence. Pour un point A et une sphgre ~b, ou pour deux points A, B, 

on a de m~me 

~ n A n  = ~ A  , A,,B,~ = A B  , 

mais la masse d 'un point n'est pas conserv6e. En d6signant par h, h ' ,  h n, h'  n les 

masses respectives de A, B, A n, B n, on a donc 

(22) h , f l  = h h ' A B  ; 

d'autre part, l '6quation (5) oh l'on identifie les termes du second degr6, donne 

h,  2 " U~M 
(23) 

Ce rapport des masses d6pend g6n6ralement du point M;  en rempla~ant U~ par son 

expression (11), on a encore 

a On vo l t  on part icul ier  que 

W~ = V~ V v . .  V~Vn. . .  V~V~ = - V~ Vv  . .  VnV~. . .  V~+: V i = - U n . . .  UsU~ U i . 
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Ai  M -- 2 t +  K 
h i=l  ~ i  i 

I1 est commode de rat tacher M i u n  point fixe, par exemple A~, ce qui conduit 

remplacer A i M  par A1M--A~AI ,  d'oh rdsulte l'expression 

n 2 hn _. .~ n 1 --e. , '~ A~A i [ . c A ~ A i - - R i ~  
(24) - = - 

h i=i RiRi  = = RIR~ 
/ .  

Observons que h~ = 0 exprime que le point Mn est s l'infini; or U,~...  U~U~ est au 

plus le produit d 'une inversion et d 'une transformation enclidienne, et ne transforme 

en l'infini qu'un point (ou plut6t une sphgre-point) au plus; lc second membre de (24) 

doit donc gtre un carr6 parfait par rapport s A , M ,  tout  au moins si ~_~ R~-.~=t= 0. 

Nous le vgrifierons plus loin. 

Pour qua U n U ~ .  �9 U1 soit une similitude, directs ou inverse, il faut et il suffit 
h h: . . . . . . . .  

d'apr~s (22) que ~-~7 soit ind4pendant des points A, B, done qua hn soit constant. 

On pent done ~noncer le 

T h e o r e m  e I. Les transformations anallagmatiques U,~. . . U 2 U~ ~quivalant ~ une 

similitude sont celles qui multiplient par une constante la masse du point transformd. 

La somme au second membre de (23) est le produit par i de la sph4re ~Y' ~ ,  
. . . . .  i-i R i  

st n'est ind6pendante de M qua lorsque cette sph6re se r~duit au plan de l'infini ou i 

z6ro. Une antra forms du th~or6me I e s t  done 

Th6or~me  II. Les transformations UL : . U2U ~ ~quivalant dune  similitude sont 
n V .  

callas pour lesquelles . ~  @, est identiquement nul ou reprdsente le plan de l ' infini.  
i=l Ri 

La traduction analytique es t le syst~me 4'Squations 

n 1 

(25) 0"1 = i~lZT~'i~ = 0 ,  

n -+ A i A  i 
(26)  gl = ~ Rp--  0 ,  

i=~ Ri i 

On pent completer ces r6sultats par le 

Th~or~me  III .  Lorsque U,~...  U2U1 est une similitude, le rapport constant 

h,~ des masses est dgal d R1 p ~  

h RI 
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On a vu en effet au paragraphe 3 que, si = eonst. = k, on a respective- 
i= t  R i  

k 

R1 ' 

men t  

1 

x,-/~=~ k ,  ~ R'  

doric, dans les conditions actuelles, (23) peut  s'derire 

,~ R1 n~ U 1 U j  
h,,_ _-- 1 -- 2R 1 ~ Ui U~ _ 1 -- 2 ~  -- 2R1 ~_.,' ~ , 
h i=1 Ri  j=2 i 

ou, compte tenu de la formule (12) oh i : 1 , 

(27) h~ R t / 1 1 \ R~ C . Q . F . D .  

On peut  observer que la sph6re V~ est la transformde de U1, car Ua U~ = -- Ua permet  

d'6crire 

111 - U , . . .  ~f~U1 = - U , . . .  U ~ U 1 U 1 ,  

et le rappor t  des rayons de - - I ]  et de U~ fourni t  le rapport  de similitude, donc le 
h~ 

rappor t  des masses ~-; cependant ,  ce. ra isonnement  taisse subsister une ambiguit6 

de signe, qui est rdsolue par  (27). 

11, II existe une relation remarquable  entre les sommes des deux types  con- 

tenues dans (25) et  (26). En  posant  plus g6ndralement 

__.--> 
n 1 ~ ~ 

! (28) av = " ~  R i R  i av .'~ R R ' . '  

ap et  ~p sont associds ~ la t ransformat ion  Un. , . Up+ 1Up comme o I e t  ~1 le sont  

Un. . .U2U1,  puisque les l~ (i = p, p + l , . . . n )  sont les m~mes. Ddmontrons que 

( 2 9 )  - ~ :  R~ala 2 ~ 1  ~'-~- 

qui 6quivaut  '~ la formule g6ndrale 

Rv%%+ ~ p =  1 , 2 , . . .  n - - 1 .  
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On a en effet 

------> 2 -----> - ~  
n A1AI_ A1AiA2Aj  

061 ~ ~f~  1~2/~ ' 2 -  ~ ~ / ~ I ~ . / ~ '  

- - - +  2 ---~" 2 ----> 2 -----> 2 

2 A~Ai . ~. , A~Ai-4-A~Aj- -AiAj  
= . ~  + 2., 

i=1 RiRi  ~ i<  i<n RiRiRiR ) 
----> 2 

n 9 2 ,~, A~A,  RT+R~--2RiRjUIU j 

i=l R iRi  l<i<i<n 
- - - ->2 

n ~, A iA i 
= a ,  

i = l  i i 

----->2 

~ R ~ /  1 \ h U~U i 

i = 1  "~r - " * i ' ~ i  l < f i < i < n  i ' ~ i  

i = 1  i*~$ i = 1  i R~ '  = 

d'oh r6sulte, grace ~ (12), la premiere expression remarquable 

- - - +  2 

( " -+~ ~; ,AIAi--  Ri~ 
(31) a l  ----- ax 1 + ~  ~ / .  

i = t  i i 

La parenth~se est le dernier terme de la formule (24), qui a bien ainsi la forme pr6vue 

d 'un carr6 parfait, soit 

(32) al ~- : (a~A1M--~t) 2 �9 

Pour aboutir g (29), il .suffit maintenant d'exprimer, dans (31), A1A~ ~ l'aide de 

UxUi; la parenth~se s'6crit alors 

�9 '~ R~--2R~R~UIUi --  a ~ R ~ + l - - 2 R ~ , ~ 7 - ,  
1 +i=1 " ~  RiR'~ --  ~=1 R i 

donc, grace s la formule (12) oh i = 1, 

1 ) R e l a 2 .  C . Q . F . D .  aiR21 Ri, R~ a 1 -  ~ ,  = 
R1 RtR1 

12. R e m a r q u e s .  Lorsque les sph6res U~ sont routes r6elles, il r6sulte de (30) 
1 

que tousles  % ont le m6me signe, et, en particulier, eelui de % ----- R~, qui est positif. 

al est doric sup6rieur ou 6gal ~ 0, donc h nest  du signe de h; il y a peut-6tre exception 
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si ax = 0, mais,  dans  ce cas, o~ 1 est  6ga lement  nul, hn = R~(r 2 est  encore positif ,  done 

le fair  est  g6n6ral. 

Plus g6n6ralement ,  si les invers ions sen t  r6elles, c 'es t , s  que les U i sen t  
! 

r6elles ou imaginai res  pures ,  il en est  de m6me des V/, de sor te  que R i R  i e s t  r6el e t  

non  nul ;  les ap et  ap sen t  r6els et  finis, donc il r6sulte de (29) que a~ ---- 0 en t ra ine  
-o* 

c~ 1 = 0. On peu t  done 6noncer le 

T h 6 o r 6 m e  IV. U n  produi t  U n . . .  U~U~ d ' inversions rdelles est une  s imi l i tude  
n 1 

pourvu  que ~ , - -  0 .  
~=~ RiR~ 

___). 

Si a 1 = 0, (29) n ' en t r a ine  sf i rement  a~ = 0 que si a~ 4= 0, c 'es t  ~ dire si la masse  

R~a~ de U n. . .  U~ U~A 1 4 = 0, ce qfii expr ime  que le t r ans fo rm6 de A ~ est  ~ d is tance  
finie. 

13. E x a m i n o n s  quelques cas par t i cu l i6 rement  simples.  On vo l t  t o u t  d e  suite 
1 -~ 

que R '  n = Rn, % = ~ ,  ~n = 0 ; :l ' inversion unique U~ ne peu t  e f fee t ivement  6tre une 
R n _ _ _ _ > .  

A n - l A n  donc, s imil i tude que  si U n se r6dui t  h un plan.  Pou r  UnUn_~, on a a~_ 1 - -  Re n , 

grgce ~ (30), 

~n- ,  A ~ - I A n  
(33) a n - *  - -  RT~_Wn Rn_ 1R~ 9 2 2 "  

�9 L e  produi t  de deux invers ions est  une  simil i tude p o u r v u  que les deux spheres 

soient  concentr iques,  ce qui est  un fair  616mentaire. Pour  3 spheres,  on a ensu i t e  

-> __~ 

- -~  An_2An_  1 An_~A n -+ 
- -  ~ ' - -  (~n 1An 2An 1+ariAn 1A,~ 

OC n - - 2  .R n_l R'n_ 1 .R nR n - . . . .  

donc, grhce s (33) ,  

0C n- -2  
O'n 2 - -  2 

R n _ 2 t Y n _  1 
R~_2(% 1A,,-2A~-I + 2~nA,~ 2 A , , _ I A n _ t A n + ~ R ~ _ I R ~ )  

1 - ~ ' 2  -->2 ~. -> 

t72 172 1~2 (An-2An-lAn-1An~-21$n-1An-2-Ztn-lAn-lAn~-1~n-1) �9 

~ n _ 2 ~ n _ 1 1 ~  n , �9 

Si UnUn_lUn_ 2 est  une simil i tude,  ~ - 2  = 0 mon t r e  que les centres  sen t  align6s, e t  

an ,  2 = 0 s e  r6dui t  alors $ 
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2 = A~_ o.A,~_IAn_IAn-k R,~_ 1 0 ,  

qui exprime que A ne t  A~Lo sont inverses l 'un de l 'autre par rapport ~ U~_~. On voit 

ainsi que le produit de 3 inversions est une similitude pourvu que les centres des spheres 

extremes soient inverses par rapport 5 la sphere moyenne. 

M~me dans le cas g6n6ral, on peut me t t r e  an_o sous la forme d'un carr6 en 

utilisant une multiplication symbolique. I1 suffit d'effectuer le carr~ indiqu6 par 

la formule 
] - -~  -~ 2 

an_~ = ~,o R~ ~ (An-~A'-IA'~-IA'~+ Rn't)~ 

suivant les r~gles ordinaires, mais en ~crivant les vecteurs de chaque mon6me dans 

l'ordre des indices non d6croissants, et en effectuant les carr~s ou les produits scalaires 

dans l'ordre oh ils se pr6sentent .  

14. Ce que nous venons de constater pour a,, a._ 1, ~,_o est un fair g6n6ral, et 

cette multiplication symbolique permet d'exprimer simplement t o u s  les ap en 

fonction des rayons des sph6res et des vecteurs AiAi+ 1 joignant les centres des 

sph6res cons6cutives. I1 suffit 6videmment d'6tablir un tel r6sultat pour ai en 

admet tant  qu'il soit vrai pour %, an_ 1 . . . .  as. I1 s'agit de d6montrer que al est 6gal 

au carr6 symbolique 

1 ( . . . .  A (34) ( h -  "z 2 2 \ AIA~A2Aa" �9 n-lAn -~- 
RIR2. �9 �9 Rn 

_____~ ,.__). )~ ..~ 

+ . ~  R~A1A~, . . Ai_,zA~_IAi+IAi+2. . . A ~ l A n  + 
l < i < n  

�9 2 2 - ' - ' ~  ) ~ > ~ ~" --b ~ RiR'jA1A ~. . .Ai_~Ai_l  Ai+lAi+2. . .Ay-,zAy-IAy+IAi+~. . . A ~ I A n - F  . . . .  / 
1 < i < i--1 < n - - 1  2 

oh les sommes entre parentheses se d~duisent du premier terme en y remplagant de 

toutes les fagons possibles un ou plusieurs produits de deux vecteurs cons~cutifs 

A~_IAiAiAi+ 1 par R~.; en particulier, si n e s t  pair, la derni~re somme est 

RaR ~ . . . .  .R~ 1A~A2-t-R~R~...Rn_iAaA(-k...2 +R.zR4..o ~ .Rn_~A,~__IAn, 

tandis que, lorsque n e s t  impair, le dernier terme est R~R 4 . ~  2 . .  Rn_r~ Observons tout  

d'abord que 
1 

(35) '~i = ai+l-~ R~R~' 
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et que 

(36) ~xp =- ~ a~+iA~Ai+ ~ = ap+l-~-~p+lApAp+l �9 

1 
Compte tenu de l 'expression de -~, donn6e par (12), on a 

R~ 

1 1 . ~  U~ U i 
~ = ~2-~ , - -  §  , 

R1R 1 R~ i ~  R~R~ 
- - - - ~ .  2 - - - - ~ -  2 

n ~ 2 2 n 2 2 1 _.t_~ ~_ V ' A ~ A i - R ~ - R i  --  1 A ~ A i - - R ~ - - R  i 
= R2-- t 2 /  ~ ~ - ~ . ~ . .  R12 ~"0"2-~- ~ '  R ~  (0"i--0"i+1) ' 

ou, en ordonnant  suivant  les a i, 

(37) (rl = ~ 1-~a2(AIA2--R~)~- i=3 ~" a i ( A ' A i - - A ~ A i - l - - R i + R i - 1 )  

] [ - - - - >  2 n ~. - - ~ . .  - - - ~ .  ~ -4,- 

- -  [ " . .R~ 1-4-a2(AtA~--R~)4-i=a~(~iA~ tAi(2A~A~A-2A2A34- "A-2Ai-2Ai-~+AI-~Ai) 

" R~.)] + ~ ai(R~-l-- . 
i=3 

Dans le crochet, le coefficient de 2AIA 2 est, d'apr~s (36), 6gal ~ ~2; la somme des 

termes ind6pendants  de A~A2 est 

(38) 1 2 ~ 2 --(~2R2-~ (r3 ( A2A 3-}- R,, -- R3) -~ 

-~- ~ i { A ~ _ I A i ( 2 A 2 A 3 - ~  + 2  I_2Ai_~-FAi_IAi)+Ri21--R 2} 
i=4 

---->2 n --~.'-2 ---->-2 
1 2 2 2 2 2 --(~2R.~-f-~3(A2A3 ~- R2-- R3) ~-.,..~(~i(A2A i - -  A2Ai_I + Ri_I--RI)  , 

i=4 

qui est analogue b. l 'expression que (37) donnerai t  pour as; celle-ci serait en effet 

(r 2 = l ~-(r 3 (A2A ~-R21.~ - ~ , (~ (AeA~- -A  _~-}-R~_,--R~) , 
i = 4  

donc (38) vau t  ~3R~ et (37) s'6crit 

(39) 
1 - -~>  2 ~- ----~ 

__). 

Sachant  que c~.~ ~ R~a~(~3, et en observant  la forme de carr6 symbolique des expres- 
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sions, anMogues ~ (34), que l 'on admet  pour a2 et a3, on est conduit  s v6rifier que (39) 

s 'identifie avec le carr6 symbolique 

(40) 
____+ ( - - - 0 "  - - - 0 .  -~ 

1 A ~ A 2  A 2 A a A 3 A ~ . .  "An-~A,~-+- 

+ - - +  + ) 
R i A 2 A 3 .  �9 �9 A i _ 2 A i  ~ Ai+xAi+ 2 . . .  An_~A, , - t -  �9 �9 �9 

2<i<n "@ 

+ R  A 3 A ~ A ~ A a . . .  A n _ ~ A n ~ -  , ~  R ~ A 3 A 4 .  �9 .Ai_2Ai_~Ai+~Ai+ ~. �9 �9 A n _ ~ A n +  �9 �9 �9 
3<i<n 2 ' 

oh les deux parentheses sont form6es suivant  la r~gle indiqu6e pour (34). La  v6ri- 

f ication est imm6diate  pour (~2AtA~ et %R~, et  il suffit  de montrer  que 

(4U = ~ ( A 2 A z A 3 A 4 .  . A  n 1A,~+ : . " - 

R i A  2A 3. �9 �9 A i_2A i _ l A  i+IA i+2. �9 �9 A n-1A,~-t- �9 �9 �9 ) 
2<i<n X 

( - - + - - +  + A~ ~ + + ) A a A 4 A ~ A a . . . A n _ l A n +  , ~  R~A3  . . . A i  ,,A i 1 A i + l A i + 2 . . . A , ~ _ I A n + . . .  , 
X 3<i<n - - "  --  

oh le signe de mult ipl icat ion est plac6 inf6rieurement pour indiquer le sens sym- 

bolique de l 'o l~rat ion 1. A ~ A 3  ne se t rouve que dans la premigre parenthgse, e t  son 

coefficient y est 6gal ~ la dcuxi~me; le coefficient de A 2 A  a dans (41) est done le 

quotient  par  2 2 2 R 3 R  4 . . .  R ~  du carr6 symbolique de la deuxi6me parenth~se, clest s dire 
-9.  

aa. D 'au t re  part  les termes ind6pendants  de A z A a  dans la premi6re parenth~se sont 
+. - - = - ~  +. 

ceux d6duits de A ~ A a A 3 A 4 . . . A , _ x A ~  par la suppression d 'au  moins le produi t  

A 2 A a A 3 A 4 ;  R 2 s 'y  t rouve done en facteur,  done (41) s'6crit 

(42) a2 = a3A2A3-t  ~. 2 e ~ A # I s A s A 6 "  " A n - l A n - ~  
R 4 R  5 . . . R,~ 

2 - - - - +  ~ - -  _+ > 
R i A 4A a" �9 �9 A i-'z A ~1 A i+l A i+2" �9 �9 A,_IA ,~ + �9 �9 �9 

4<i<n ] X 

A a A ~ A 4 A 5  . A ~ _ I A ~ +  ~, 2 �9 . ~s R i A 3 A ~ . . . A ~ _ 2 A  i 1Ai+lAi+2... A n _ l A n + . . .  �9 ) 
X 3<i<n 

1 La remarque qui suit la d6monstration pr6eise le caract6re de cette multiplication. 
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Si l 'on admet  que (41) s 'applique ~ , ~a . . . .  a , ,  comme on a admis que (34) est 

valable pour as, as,. �9  an, (42) est v6rifi6 pour ~s ~ l 'aide de (36). La d6monstra t ion 

par r6currence des expressions des ai et ~i est ainsi complbte, si l 'on observe que, 

A ~ A s  
pour n---- 3, la deuxibme parenth~se est remplac~e par  1, et  (41) se r6duit  ~ R---~-' 

qui correspond bien ~ rexpression de ~n----~. Pour  ~-~, (41) s'6erit enfin 

(43) oc~ R ~ h ~ .  . . R ~_,, s , . . A , _ ~ A , , A -  

X 

A- , ~  i A 1 A ~ .  �9 .A~_,zA~I  A~+IA~+ 2. �9 . A ~ I A , , A -  h 

l<i<n ] X 

2 < i < n  

Remarque. La mult ipl icat ion symbolique des formules g6n6rales (34) et  (43) 

ne pr6sente aucune ambiguit6 dans (34) car c 'est le carr6 d 'une  somme de mon6mes 

form6s avec des vecteurs dont  les nombres ont  la mfime paritY; le carr6 lui-m~me 

est done une somme de mon6mes contenant  chacun un nombre  pair de vecteurs. 

Par  contre le produi t  (43) est une somme de monfmes  contenant  tous un nombre 

impair  de vecteurs, comme il se doit  d'ailleurs pour l 'assimiler ~ un vecteur;  il f au t  

pr6ciser comment  doivent  ~tre associ6s les vecteurs cons6cutifs dans la format ion 

des produits  scalaires; c 'est la d6monstrat ion que nous venons de faire qui montre  

que c'est le premier des vecteurs, et  non le dernier, q u i  doit  ~tre mis en facteur,  et  

c'est cette r6gle qui lgve rambigui t6 .  Observons encore que (29) appara l t  comme 

une cons6quence formelle de (34) et  (43), mais que 9a r6sulte de la forme particulibre 

des deux sommes dont  le produi t  symbolique donne ~1" 

15. La  d6terminat ion des t ransformat ions  U , . . .  U s U  1 qui sont  une similitude, 

et qui a 6t6 faite au paragraphe 13 pour n < .3, repose sur les formules (36) et  (38), 

ainsi que sur la forme d6finitive qu 'on peut  donner  k (32) 

(44) h ,  > 2 -~ - - ~  
__ _= ( r l A 1 M  - -  2 ~ x A x M A - R ~ x a s .  
h 

Dans le cas r~el, nous savons que aj = 0 entraine ~1 ---- 0, done as ~= 0 sans quoi h ,  

serait ident iquement  nul, chose impossible. De m~me, si as = 0, z-~ est encore nul, 

done al'~= 0. al e t a  s n e  s ' annulen t  jamais  s imultan~ment .  Si ~1 ---- 0, al ou a~ sont 

nuls;  dans ]e premier cas, la t ransformat ion  eat une simili tude; dans l 'autre,  
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h ~  - - - - >  2 

__ = a l A I M  , 
h 

donc les t ransf0rm6s An, B n de deux  poin ts  quelconque A, B sont  ~ une distance 

telle q u e  
- - 2  

2 A B  
AnB,~ = 

" 2 2 ~ 

a~A 1A A 1B. 

effec t ivement ,  U,~. . .  UaU~ est une similitude, donc U n . . .  U2U1 est le produi t  d 'une  

inversion de p61e A1 par  une simili tude. 

Appliquons ces consid6rations g6n6rales pour  r6duire s sa plus simple forme la 

condit ion expr iman t  que le p rodui t  de 4 inversions r6elles est une similitude. To u t  

d ' abord ,  

a 1 : a 2 A I A 2 @ a 3 A ~ A a - } - a 4 A 3 A  4 : 0 
. . . .  - - - - > "  2 

A z A 4  
expr ime que les 4 centres sont  dans un plan h deux  dimensions. Si a 3 -  2 2 O, 

R3R4 

A 3 coincide avec A 4, e t  a l  0 exige que A 1 = A 2 1  car a 2 # 0 .  U2U1 et  U4Ua 

sont  alors deux simili tudes,  e t  ce t te  solution est banale.  Si % # 0, a I = 0 est 

de la forme 

(45) 

a v e c  

(46) 

A2A3 = ~A1 3 , 

a2 a4 R~  
2 - -  , # =  - -  .2. 

(~3 a3 AaA~ 

I1 fau t  ma in t enan t  6crire, et  ~a suffit, que al = 0; grs ~ (45), il v ien t  

2 2 2 2 2 2 R1R2RaR4(~ 1 = (A1A~A2A3A3A4 ~- R3A1A2+ R2AaA4) 2 

= ( ~ A ~ A ~ A ~ A ~ + ~ A ~ A ~ A ~ A ~ + R ~ A ~ A ~ + R ~ A ~ A & ,  

ca r  la subs t i tu t ion  s A2A 3 de son expression (45) n ' appo r t e  aucune  modif icat ion 

l 'ordre  des vecteurs .  Ceci s '6crit encore, grs s (46), 

- - - - - ~ 2 ~ - - ~  ~ - --->2 -~ - -~2  
2 2 2 2 o .R1R2RaR4a I ~_ _~_ (2A1A2-~- R~)2A3A4 , (2A1A2AaAa-]-RiAaA4)2 . 

donc a 1 = 0 donne 

A1A2 

e'est-s la condi t ion n6cessaire et  suffisante 



28 Ren6 Lagrange. 

(47) . . . .  R 2 2 A 1 A 2 + A 2 A a + - - ' 3 i A a A a  = 0 . 
A1A 2 A3A4 

La solution banale est d'ailleurs contenue dans (47), car A 3 = A4 rend infini le 

dernier terme, ce qui exige l 'infinitude du premier terme, donc A1 = A2. On v6rifie 

aussi ais6ment que, gr&ce ~ (47), 

- - - - - - >  2 

( ~ 2  - -  R~R~R~ (A2AaAaA'+R~)~ -- R~R~ AIA2 

2 

AaA4 
donc que son quotient par aa -- 2 2 est 6gal & --~. (47) vaut encore lorsque 

R 3 R~ 
certaines des spheres deviennent des plans. Supposons par exemple que U 2 et U a 

soient des plans, et d6signons par H2 et H ales projections respectives de A 1 sur U~ 

et de A 4 sur U a. Avant le passage ~ la limite, (47) peut s'6crire 

( R2~ ~ A 2 + A 2 H 2  + { - ' L A 3 A 4 + H a A 3 } + H 2 H 3  = O, 

oh les deux parenthbses sont analogues, au signe prgs; la premigre s'6erit encore 

. . . .  AIA2- -R~ R~ ---~ - - ~  A1H2+2A1H2H~A2 
R~ 2AIH~.--H2A2 ~ - - 2  2 , " " --  A 1H2 -- H2A 2 - -  

A1A ~ A1A 2 A1A 2 AIA2 
~. _). 

et tend vers H2A~; l 'autre parenth~se tend de m6me vers --H3A~, donc (47) devient 

k la limite 

A I H ~ + H a A 4  = H2H3 , 

qui exprime que les sym6triques de A1 et A4 par rapport aux plans respectifs U2 et U4 

sont confondus. Observons d'ailleurs que si U; est la sphere sym6trique de U1 par 
] J 

rapport ~ U2, et U~ la sym6trique de U~ par rapport ~ Ua, on a U~U~ = UIU ~, 
! t i . 

U~U a = U~U~, donc U~U3U=U~ - U3U~U~U ~, dans cette derni~re transformation, 

les 616ments extremes sont deux plans, donc c'est une similitude pourvu qu'il en 

U ' U '  donc pourvu que les centres de ces deux sphgres coincident. soit ainsi pour ~ ~, 

Si une seule sphere interm6diaire est un plan, par exemple U~, il suffit de mettre 

(47) sous la forme 

~ _ ~  A I A ~ + A 2 H  z -J-H2Aa@ - - ~  AaA ~ ----= 0 , 
\A~A~ / A~A~ 
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avec les m6mes ndtat ions,  de sorte que le passage h la l imite donne 

. &  + + : o .  
A3A4 

p ! 
A 1 6 tant  le centre  de U 1, ceci s '6crit 

A1Aa+ --___~ AaA4 = 0 ,  
AaA4 

! 
qui est  bien la condi t ion t rouv6e au paragraphe  13 pour  que Ua U3 U~ soit une simi- 

litude. 

16. Tra i tons  encore le cas de cinq sph~,res. 

a 1 =- a 2 A 1 A 2 @ ( ~ a A 2 A a - ~ a 4 A a A 4 @ a 5 A 4 A  5 ~ O ,  

- - - - >  2 

1 A4A5 
oh a~ = R~' a4 - -  /?2/?2' est r6soluble par  r appor t  s A j a ,  sauf si A 4 coincide avec A 5. 

~ 4  ~"5 

Dans ce cas exceptionnel ,  UsU4 est une similitude, done il f au t  e t  il suffit  que U3U2U~ 

en soit 6galemen~ une, ce qui s '6crit  (A~AaA2Aa@.R2)2 ~- 0. Si A'4 diff6re de As, 
dcrivons 

A~A~ ~-- 2AIA2+I~A2A a -  ~4 A~A~ , 
A4A5 

(48) 

avec 

(49) 
t ~ 2  ~ 3  

j ~ 

~ 4  ( Y 4  

Formons  ensuite al, que nous ordonnons par  r appor t  s A3A 4, et  oh nous combinons 

les mult ipl icat ions symbol iques  et  ordinaires pour  simplifier l '6cri ture 1. I1 v ient  

d ' abo rd  

2 2 ---__ 

= (A1A2Av4a+R~)2AaA4A,A5 + 2 2 2R4(A~A2A~Aa+ R,2)2(AaA4A4As)+ 
- - - - - >  2 - ->  - - ~  - - - - - ~  2 - - ~  ~-> - - - - o -  2 

-}- 2R~A ~ A~( A ~A 3A ~A 4)A 4As + 2R~ R~( A ~A ~A 3A 4)A 4A~ + 
_ _ - - >  ~. ~ -). 

R 2 A  "~ 2 [ 4( ~A2A2Aa+R2)+RaA~A2A~As]2 �9 

x Les mult ipl icat ions sont ordinaires, sauf lorsque l ' exposant  ou l 'indice de mult ipl icat ion est 
plac6 inf6rieurement.  
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E n  ut i l isant  (48), oh l 'on s6pare sys t6mat iquement  du troisi~me t e rme  les te rmes  en 

2, #, il v ient  ensuite 

- - - - - ~  - - - - O -  ~ - - - +  - ---> 2 

R~Re 2 . .R~r~ -= (A~A~A~A3+ R~),z[(,~A~A2+I~AzA3)2A4As--R~] 
- - > 2  - - - - - - . ' -  - - - - - >  - - - - - > 2  . . . .  - - ->2 

+ 2R~ { A1A2[2(A,A2A~A3)+t~A~A3]+ R~[2A1A~+ 
- - - - - > "  - -  ~ - - ' ~ "  2 - - - - - ~  2 - - - - - )  - - - - - ~  

} A4A --2R R [AIAe(A A3A4As)+ 

ou, apr6s des simplifications 6videntes,  

(50) R~R,~.e e , .R~(~o = ((AIA2A2A3+R~h(~A~A2+pAzA3)2+ 
- - -> 2 - - - - ~  - - - - ) -  - - - ~ -  2 

o + 2R~AIA2[~(A~A2A2A3)+pA2A3]+ 
- - - - >  2 - - - r  - - - - +  - - ' - - >  2 ~ 2 

+2RIRI[aA Ae+ ,(A1A A A )]+R AIA }A,A3. 

L'6qua t ion  al ~ 0 6quivaut  donc ~ l ' annula t ion  de l 'accolade de (50). D6signons 
4. - - - - - >  

respec t ivement  par  1 e t  m l e s  mesures de A~A~ et  A~Aa, effectu6es sur des suppor ts  

orient6s f~isant un angle q0, e t  ordonnons  l '6quat ion ob tenue  pa r  r appor t  au r ay o n  Ra. 

a~-~ 0 s '6crit  ainsi 

R~31~ + 2R~l~m(2l cos ~ +/~m) + 2R?;R~l(21+#m cos 9 ) +  

+ (l~m ~ + 2R~lm cos q) + R~) • (2~1 ~ + 221~lm cos q~ +~u~m ~) = 0 ,  
ou enfin 

(51) [R~l+,~l(Im cos 9+R~)+pm(lm+R~ cos 9)]2+(,~l~--/aR~)~mZ sin ~ ~0 -~ 0 .  

On obt ien t  ainsi, dans le domaine  r6el consid6r6, le syst~me des deux  6quat ions 

(2/~-/~R~)m sin ~ = 0 ,  

(52) R~l+~l(Im cos q~+R~)+#m(lm+R~ cos 9) = 0 .  

Une premiere  solution est  m ~ 0, avec 1 (R~+~R~) --- 0; s i m  ---- 1 ~ 0, e 'est  ~ dire si 

A1 -~ A~ ~ Aa, il suffit  de v6rifier (48), qui se r6duit  

e _ _ _ _ +  

(53) AaA * -- R~A,A~  , 
A,A~ 

et  expr ime que U~U,U~ est  une similitude, comme il se doit  puisque U,U 1 en est une. 

Si A~ = A  a4=A~, e 'est  A dire m =  0 et  2 R~ (48) s '6cri t  
Re 
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(54) A a - - ~ 4 _  R~A,~2__ R ~  A4~5 ' a vec A s - - A  3. 
R~ A4As 

Une deuxi6me solution est q0 ---- 0, qui exprime que A~, As, A3 sont  align6s, avec 

R~al + (21~-t~m)(lm-t- R~) = O . 

lm+R~ ne peut  ~tre nul, car il en r6sulterait  1 = 0, done R s = 0; d'ailleurs, lm+R~ = 0 
exprime que U3UsU1 est une similitude, et  il faudra i t  qu'il  en ffit de m~me pour 

UsU4, ce qui n 'es t  pas si A t # A 5. On peut  done 6crire 

21-{-I~m = -  lm-l-R~' 

ee qui donne ~ (48) la forme 

(55) A3--A-~4 = ---~R~A---+IAs R ~  A4--A~ ' 

AIAsAsA3-I-R~ A4A5 
avec A 1, As, A3 align6s. 

Enf in  une derni~re solution est 21S--~R~ = 0, assoei6e h la deuxi~me 6quation 

de (52); l = 0 entralne d'ailleurs # = 0, d 'oh  r6sulte encore (53), avec A1 = A2, 

ce qui s 'explique comme pr6c6demment.  Si l # 0, il vient  

2 # --R~ 
R~ 1 s " R~(Im cos q~+ R~) ~-lm(lm+ R~ cos~) '  

oh le dernier d6nominateur  n 'es t  rien autre  que (A1AsA~A3+R~)s; (48) s'6crit Mors 

(56) 
R~ R.2 IA2-4-A1A2A2A3 

(AIA2A2A3+R~)2 

R~ ---+ 
2 A4A5 �9 

A4A5 

On v6rifie tou t  de suite que les trois solutions particuli6res (53), (54), (55) sont  

contenues dans (56), ainsi que la solution pour laquelle A 4 = A 5, car le dernier te rme 

de (56) devient  alors infini, ce qui exige (AIA2A-53-t-R~)2 = 0, donc a3 = 0, qui est 

bien la condit ion pour que UaU2U~ soit une similitude. En  r6sum6, (56) est la 

condit ion g6n6rale pour que le produi t  U s . . .  U~U~ de 5 inversions r6elles soit une 

similitude. 

17. Les conditions obtenues laissent arbitraires R1 et  R n. E n  effet, le produi t  

de deux inversions est une similitude pourvu que les deux sphgres soient con- 

centriques;  donc si U 1 est une sph6re quelconque concentrique ~. U1, U,~... U~U1 = 
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t f 
Un. . .  U2U~U[U 1 est le p rodui t  d ' une  simili tude U1U 1 par  U~. . .  U2U1, e t e s t  elle- 

m6me une simili tude pourvu  que U n . . .  U 2 U~ en soit une;  cet te  opdrat ion a chang6 

a rb i t ra i rement  le r ayon  de Ui, et le m6me ra i sonnement  s 'appl ique 6galement  ~ U~. 

Les formules  (47) et  (56) s '6tablissent tr6s aisdment cn ra i sonnant  par  r6currence,  

grgce ~ la condit ion qu 'un  produi t  de 3 inversions soit une similitude. On salt en 

effet  que si As est l ' inverse de A~ pa r  r appor t  s U2, c 'est  h dire que 

(57) A2A2 R~ 
- -  2 2 ~  

A1A2 

! p 

le produi t  U2U~U 1 est une simil i tude pourvu  que la sph6re uni ta i re  U 2 soit  centr6e 
P ! ! T t en A 2. D ' au t r e  par t ,  U,, . . .  U2U1 ---- U,~... U3U2U2U2~ 1 es. le produi t  de la simili tude 

U~U2U~ par  Un. . .  U3U~, et  est elle-m~me une simili tude pourvu  que Un. . .  UzU~ 

en soit  une;  on est ainsi ramen6 au m6me probl6me pour  un  produi t  de n - - 1  inver-  

sions au lieu de n. 

Pa r  exemple,  s i n  = 4, U4UaU ~ est une simili tude pourvu  que 

__  _ +  / ~ 3  _ _ _ _ ~  

A ~ A 3 §  4 -= O, ( 5 8 )  ' 
A3A4 

et  il suffit  d'61iminer A~ ent re  (57) e t  (58) pour  obteni r  (47). 

Ensui te ,  avec n ~ 5, la condit ion (47) nous apprend  que UsU4U3U' ~ est une 

simili tude pourvu  que 

R~ .,-+ - - -+  R~ ---> 
(59) ~A2A~q-AaA ~ -  ~A~A~ = 0 , 

A~A~ A~A~ 

et  il suffit  encore d '6hminer  A~ entre  (57) e t  (59) pour  obtenir  (56), en r e m a r q u a n t  que 

~ - ~  R~ AiA2_~_A2A a A2A3 -- - - 2  
A~A~ 

donne 
-)" - - - - >  ~" - - ~  9 

----->2 R~ AIAzA2A3 ---o-2 (AIA2A2A3_~_R:z) ~ 
(60) A~A 3 - - _ _ :  +2R~ - - 2  ~-A2A3 : 

A iA:  A1A2 AiA,~ 

Enfin,  pour  n - -  6, la condi t ion (56) apI)liqude h U6U~U,.U3U ~ donne 

- -  - - >  2 - - - - +  

~R~A~ R~ 2 A~A~ 
A~A~ = --=~4 +---> 

(A'2A3A3A,~A-R~)~ A~A~ 
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avec, grs a (60), 

- - - - - >  2 ) 

R~A2A~+A~AaA~A ~ --  _ _  

et 

[R ~ ~ + R  ~ + ( A  + R  ~) ] ~R3A1A~ ~AIA~A~Aa 1A~A2Aa ~ ~AaA4 , 
A1A~ 

(A1A,A3A4+R3)~ = t-R 
A1A~ 

2 2 - -  - - - 4  (R~A1A~A3Aa + A1A:A~A aA aA 4 + RaA1A:)~ 
A1A~ 

- -  _ _ ~  (A1A~A2AsAzA4+ R2A3A4+ R3A1A~)2 , 
A1A~ 

---.->. 

les calculs symboliques ~tant l~gitimes ear A I A  ~ est le premier vecteur. On obtient 

ainsi la condition pour que UsUal . .  U 1 soit une similitude sous la forme 

(61) A ~ A ~  = - - ~  " =:~- --=-~ :; - - ~ -  ~ ~ A ~ A ~  . 
2 (A1A,A2AaAaA,-t-R~AaA~nt-R~AIA,) ,  A~A~ 

Bien entendu, les calculs deviennent rapidement eompliqu~s quand n augmente, 

mais eette m6thode cst commode pour les petites valeurs de n, tandis que l'emploi 

des thdor6mes 1i et IV est d'une pot t le  th6orique incomparablement SUl~rieure. 

18. Terminons ce chapitre par la r~solution d 'un probl~me classique. On sait que 

tout  produit d'inversions U n . . .  U~.UI est ~quivalent au produit  d 'un ddplacement, 

accompagn6 ou non d'une symStrie, et d 'une inversion; soit donc 

U,~. . . U~U1 = D S  

oh D repr6sente/me similitude de rapport  • 1, et S l'inversion associ~e ~ la sphere 

- - - - )  2 

S -  K P - - ~  
2~ 

a 1 est suppos6 nonnu l .  K est le seul point dont le transform~ par U , , . . .  U2U1 soit 

l'infini, donc 

+ 0~ 1 
(62) A 1 K  = - - .  

O" 1 

En 6crivant S = U0, la transformation U,, .... U~U1Uo est alors telle que l'on air 

3, Acta mathematica, 82 .  I m p r i m 6  le 15 d e c e r a b r e  1949 ,  
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avec  

- - - - 4 *  n 

n AoAi  . K A  i 

- - > 2  

done ~o ~ 0 ent ra lne  ao -~ O, de sorte  que U n . . .  U2U~S est bien une simili tude. 

On sait d ' au t r e  pa r t  que le r appor t  de eet te  simili tude est  0 ~ ,  ee qui d6finit  enfin 

par  la condit ion 02a~ = ! .  1. On sait  ainsi d6terminer  ais6ment la sph6re d ' invers ion S, 

e 
l 'aide de (62) et  de Q ~ -  - -  ; on peut  m6me la supposer  r6elle; et  la s imil i tude 

a~ 

D = U n . . .  U2U1S s 'en d6duit .  

C H A P I T R E  I I I  

Les produits  d' inversions 6quivalents A une homoth6tie .  

19. Lorsque U,~.. .  UzU~ est une homoth6t ie ,  le point  couran t  M e t  son trans-  

form6 M n sont align6s avec un point  f ixe K.  D'ai l leurs les seules t ransformat ions  

anal lagmat iques  a y a n t  cet te  propri6t6 sont  les homoth6t ies  et les inversions. On salt 

en effet  que U n . . .  U2U 1 est  une t rans format ion  euelidienne E (similitude), ou une 

inversion I,~ ou un produi t  IE .  Si K1 est le t ransform6 E K ,  lee droi tes  A passant  par  

K sont  t ransform6es par  E en le faiseeau des droites A~ de sommet  K~. Si done 

U n . . .  U~U1 ---- E,  il f au t  que K~ coincide avec K et  que les A soient invariantes ,  ce 

qui n ' es t  possible que si E est une homoth6t ie ;  si Un. �9 �9 U2U~ ----- IE ,  l ' inversion I 

doit  t r ans former  chaque Ai ----- EA en A, done il f au t  que Kx coincide avec K et  le 

p61e de l ' inversion, et  que A~ coincide avec A ; E ne peu t  6tre qu 'une  homoth6t ie  de 

centre K et  I une inversion de mSme centre,  done I E  est une inversion. P o u r  dist inguer 

l 'homoth6t ie  de l ' inversion,  il suffi t  d ' exp r imer  que U,~... UzU 1 est euclidien ou non,  

c 'est-s que hn -+ ~- est  cons tan t  ou non,  ou encore que ax -~ ~1 = 0 ou non. Si 

(1) M = 2MM,~,  M n g  = ( 2 - - 1 ) M M ~ ,  

la condit ion d 'a l ignement  (19;I)  s '6erit  iei 

M n M 2(1--2)(MM~)w0 Wo = --1 (2)  K = hh,  

2--1  
oh 2 est cons tant  dans le eas de l 'homoth6t ie ;  le r appor t  d 'homoth6t ie  est  ~ , done 
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hn R: ). 

h R 1 4--1 

~(~--l) 
Dans le cas de l'inversion, que nous ne traitons pas ici, c'est - - ( M M ~ ) q u i  

-~ 2 hh,~ 
~2 K P  - -  ~2 

est constant, puisque ~a doit valoir -- -- si est la sph6re d inversion, r~elle 
2 2Q 

on non. 

I1 est cependant plus simple d'exprimer qu'il y a alignement ~ l'aide de l'identit6 

- - ~ 2  -+2 ~ /~ . . . .  
M,~ M M P - - M ~ P  -+ + M n  . . . . . .  M K + M n K  

= ~ M M , ,  - - -  M M n K P + M M , ~  , 
h~ h 2 2 2 

oh M, M~, K sont quelc0nques et oh P d6signe le point courant de l'espac e. On voi t 
M n M 

d'abord que - - - -  
h~ h 

est lin6aire en P, et que 

_ _ . _ _ _ >  _ _  . . +  - - - - ) .  

.M n M l_g~/1~ / (MMn ~ )gp+~/~Mn.~'~fg+Mng (3) h n h ~- =_ ---~ M K \ - - - +  ---~ 2 

est ind6pendant de P s i  (1) est v6rifi6, et r@iproquement. On a ainsi 6tabli que les 

Un. �9 �9 U2Ux qui sont une homothdtie sont les transformation.q audidiennes pour lesqueUes 

il existe un  point f ixe  K et une constante 2 tels q~te 

M n M 1 - - - ~ - - ~  (4) h,, h t - - 2 K M K P  -----ind6pendant de P. 

En rempla~ant M n par son expression (5;II) ,  (4) s'6crit 

1 -----~ - - ' - -> 

(~---n ~ )  2--~=1 ( U i M ) V i @ - K M K P  i n d 6 p e n d a n t d e P  

ou, en multipliant les deux membres par hn ~-, qui est constant, 

(5) 1--~- ~- - -~  ~ '  (U~M)V~+ "~ K M K P  = ind6pendant de P .  
i=l  ~h  

Les termes du second degr6 en P doivent disparaitre, eomme on l'a observ6, et 

la v6rifieation est imm6diate k l'aide de (23;II). I1 reste done la condition n6eessaire 
' ~___> 

et suffisante obtenue en annulant le coefficient de K P  

(6) K * ' M - - - - ~ K A , =  0 
h ~= 1 R~ 
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qui doit 6tre satisfaite quel que soit M, pour des constantes convenables 2 et K. 

Rempla~ons KM par Aa21l-- = A~M--XAIAt-~ ' et KA'  i par AIAi--2AaAI,~' -% en 
t tenant compte de ee que A~, centre de V~, est l 'homoth6tique de Aa, centre de U~, 

(6) s'6crit 

[ h  [h--(2- ~---+ ~ " U .M- -~  

ou, eompte tenu de (23;II),  

h,~ 22 n Ui~t ] ___+, 
h h ~ - ~ .  j A I A I = 0 ,  

(7) (2--1)- -2  AaM--~=I - -~[ -A ,A~+2  ~ = 0 .  

- - - - ~  - - - - - ~ t  (7) 6quivaut g la condition (6) puisque le point K, "d6fini par AaK = 2AIA ~, est fixe 
2 

d6s que 2 est constant. Explicitons enfin par rapport  g M, en remplaqant ~ UiM par 

----> 2 )' 2 - - - - ~  - - ~  - - ~  2 

AiM -- R~ A~M -- 2A~AIA~M§ 
Ri Ri ' 

nous obtenons le systSme d'6quations n6cessaires et suffisantes 

~ A ~ A'~', 

i=1 R i  R i  - -  

_____~ n (A~AiAaM) ~ , ~  ' 

- - - - - ~  2 

= Xi=t ~ A 'A i '  

oh l'on a utilis6 la relation hn 2 = 

20. Grs ~ a I ~ 0, la premi6re de ces 6quations s'6crit encore 

n t 5" A 1Ai 

i=1 Ri Ri 

le premier membre est le vecteur ~ associ6 ~ V , . . .  V2 V1 commeal  l'est ~ U , . . .  U2 U~; 

ces deux transformations, inverses l'une de l 'autre, sont simultan6ment euclidiennes, 
- +  ---) - 0  

donc ~1 = 0 est une cons6quence de al = al = 0. ~1 = 0 permet 6galement de 

remplacer la deuxi6me 6quation (8) par 
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(9) 2 i=1 RiR'i A"Ai;  

A i M  est le vec teur  le plus g4n4ral de l 'espace, tandis  que le second membre  est un  

vec teur  de la vari~t6 plane d~termin~e par  les centres des sphSres Ui, car les A,~A~ 

sont des combinaisons lin~aires des ~ecteurs  A,~A i (ou AIAi);  ce t te  vari6t~ a moins de 
__.> 

n - - 1  dimensions car  gl  ~ 0 5tabl i t  une re la t ion lin~aire en t re  ces n - - 1  vecteurs .  Si 

cet hyperp lan  rempl i t  l 'espace, les deux  valeurs de e s0nt  a priori admissibles, tandis  

que seul e = 1 convient  dans le cas contra i re ;  il suffi t  alors que le second m em b re  

de (9) soit nul  pour  t o u s l e s  vecteurs  AxM de l 'hyperp lan .  

Avan t  de discuter  ce t te  6quat ion (9), mont rons  que la derni~re ~quat ion (8) 

est satisfaite,  h~ - - -~  Rla 2, les deux  te rmes  en A , A  1, p o r t ,  s tous deux  au ~tant  ~gal k ~ 

premier  membre ,  on t  le coefficient to ta l  

R ~ a 2 +  , - -  R ~ a ,  - =  0 ,  
R,R1 

(lone il suffit  de v4rifier que le vec teur  

----~" 2 

-~ 1 '~ A~Ai - -R  ~ - - %  

i = 2  

est nul. On a encore 

1 n 2 2 2 n ? ' -~ A~AI- -R~- -R~+R ~ ---% _ ~. U~U~ ---+, A~A~ 
A = 2 2  A.4  = - z 

i=2 RiRi i=2 *'**~i i=2 Ri Ri 

done,  grs ~ la formule  (13 ; I I )  re la t ive k i = 1, P = A , ,  

(11) fl~ A , A  1 ~_ _~2 AIA~ y~ .'t,A~ 

qui est  bien nul  d'apr~s ia premiere  6quat ion (8) elle-m~me. 

R e m a r q u e .  A l 'aide de (14 ; I I )  oh P = A,,  le dernier  membre  de (11) s '6crit 

encore 

n A~A~ '~ A,A i '~ 1 ,~ J a .~'-i 

i=* i=z i /=1 ~ j-i+* Rj p-1 ~<a,<o,,< .... <.p-,<) 

ou, en ordonn~nt  par  r appor t  k A , A j ,  
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-> 

j=*'~2~ A 1 A  j ~,~j ~=l~ l-ff: J-' " ] 
. 

-- i p = l  i < ~ x l < : x 2 < . . . < ~ x p - l < j  

La quant i t6  en t re  crochets est  de la forme (15 ;II), mais re la t ivement  aux spheres 

prises dans l 'ordre  Un, U~_ 1 . . . . .  U x au lieu de U~, Us . . . .  U~. Si donc l 'on appelle 

T i la sphere uni ta i re  
- + 2  

O f -  p~ 
(12) T i = U I U 2 ,  . . U i _  1 U i - -  , 

2Qr 
1 

la quant i t6  e n t r e  crochets  est  -- ,  et  l 'on a 
ey 

- - - - ->  

-+ -~ ; ~A1Ai_ 
( 1 3 )  /51 ~ R ie l .  

--> 

On v6rific encore que fl~ = 0, car Ua Us. �9 �9 U~ est euclidienne en m6me temps  que 
___> 

U n . . .  U2U1, et  fl~ est, pour  cet te  premiere  t ransformat ion ,  l '6quivMent de ce qu 'est ,  

pour  la deuxi~me, le vec teur  

'* AriA i ~ - - -+ 
, - -  ~Xl - -g lA1An.  

R iR i  i = 1  

Observons encore que 

T i = U~ Us. �9 �9 Ui_~ U i . .  �9 U~ U ~ . . .  U iU~ 

: U ~ U s . . . U ~ U . . . . U i +  ~U i U  i 

= - U 1 U s . . .  UnVi 

O U  

(14) --l~ = U n. . . UsU1T  i . 

- - V  i e s t  donc la t ransform6e de T i comme --V1 l 'est  de T 1 = U1, donc, dans le cas 

de la similitude, le r appor t  des rayons  est le m6me, e t  

t 
1 g 1 1 

~i _B~ R'  i" 

21. Nous avons Mnsi d6montr6 le 

T h ~ o r S m e .  Les transformations Un. �9 �9 U2U1 dquivalentes 5 une homothdtie sont 

les s imil i tudes (01 -~ ~1 = O) pour  lesquelles est satisfaite l ' identitd 

(15) 1--  e - - -~  n--1 ( A 1 A i A I M )  ___% A 1M ----- 5__, 7 , A ~ A i  , 
2 i=z R iR i  

pour  une valeur ~ 1  de e. 
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Les n- -2  vecteurs A ~ A  i au second membre sont lin~airement distincts, ou non, 

et la discussion g~n~rale ne conduit pas ~ une configuration simple. Examinons 

d'abord ce que donnent les deux hypothSses extrSmes oh ces vecteurs sont parall~les, 

ou lin~airement distincts, 

Supposons les d'abord parall61es, autrement dit que les points A i e t  A'i soient 

sur une m~me droite A. Pour les points M de A, (15) s'~crit 

1 --  e A~A~A,,A~ 
( 1 6 )  - , 

2 ~=~ R iR i  

Sie  = --1, la transformation U , , . . .  U~U1, qui v~rifie ~ -= ~, = 0 et (15), ne peut 

~tre une homothStie que pour les points de A; si e = 1, l'~galit~ g~n~rale (15) d$coule 

de (16), et la transformation est une homoth6tie pour l'espa~e E. D'ailleurs, du fair 

que U , , . . .  U~U 1 est une similitude, c'est une homoth~tie ou une translation pour les 

points de A, donc (16) est satisfaite pour une certaine valeur de e, qu'on peut d~ter- 

miner de la fa~on suivante. Observons tout  d'abord que les conditions 

~ 1 -~ ~ A - ~ i  
0"i ~-- s - ~ - -  0 ~ 0~1 = ~-~7~t - -  0 

i=1 RiR i  i=e Ri  Ri  

laissent arbitraires 2n--3 des 2n--1 param~tres A~AI,  R i dont d@end ce syst~me de 

spheres, qui peut ainsi ~tre d~form~ de mani~re continue sans que la transformation 

cesse d'etre une homoth~tie, donc sans que (16) cesse d'etre vrai, ce qui laisse constant 

e. D'autre part, le produit de deux inversions tel que U2U 1 reste invariant quand on 

remplace U 1 et U2, suppos~es non concentriques, par deux sph4res de leur faisceau 

pourvu que leur angle soit le m~me, et, en particulier, par l 'hyperplan radical p~ et 

la sphere $2 de centre B 2 = U~A1 ; on a ainsi U~U 1 ~ S2p 1. On peut ensuite remplacer 

UaS ~ par S3p~, P2 ~tant l 'hyperplan radical de Ua et S~, suppos~es non concentriques, 

et le centre de Sa ~tant le point B 3 = UaB ~ -~ UaUuA1, et ainsi de suite. Par d~for- 

marion continue, on peut admettre qu'aucune des spheres S k n'est concentrique 

Uk+ 1, tout  au moins pour k < n--  1, ce qui donne U,~Un_I. �9 �9 U1 -~ UnSn--lPn--2. �9 "P2Pl. 

Les n--  2 plans Pk 4rant parall~les, le produit Pn-2" �9 �9 P~PI est une symStrie par rapport 

un plan ou une translation suivant que n e s t  impair ou pair; son produit par 

U,,Sn_ 1 n'est euclidien que si U~ et Sn_ 1 sont concentriques 1, et U~S,~_ 1 est alors 

une homoth~tie. Si donc n e s t  pair, U ~ . . .  U2U ~ est le produit d'une translation par 

une homoth~tie, done lui-m~me une homoth~tie pour tout  l'espace, e t e  -~ 1; si n 

1 O n  a B n _  1 = U n  - 1" " ; U 2 A 1 ,  d o n e  la  c o i c i d e n c e  de  B n _  1 a v e e  A n ~ q u i v a u t  h U n U  n _  1" " " U ~ A 1  = 

o ~  ou  U n U n . _ _ l . . .  U 2 U  1 0 0  = ~ ,  co q u i  e s t  u n e  c o n d i t i o n  ~ v i d e n t e .  
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est  impair,  U, , . . .  U~U I ne peu t  6tre une homoth6t ie  que pour  les points  de A, e t  

e ~  --1.  

En  r6sum6, lorsque les centres A~ sont aligne's, e est dgal d 1 ou --1 suivant  que n 

est pair ou impair ,  et il suf f i t  de al = ~ = 0 pour que (16) soit vdrifide. 

22. E tud ions  ma in t enan t  l ' au t re  cas ex t reme  oh les n - - 1  vecteurs  A1A i d6ter- 

minen t  une vari6t~ plane s n - - 2  dimensions,  que nous appelons ~ - 2 ,  c 'est-k-dire 

que ces vecteurs  ne sont  pas li6s par  d ' au t r e  re la t ion que % = 0. Les A,~A i sont  des 

eombinaisons lin6aires des A,~A~, et  r6c iproquement ,  puisque le syst~me des V~ est 
- - -% 

associ6 aux U~ de m~nibre r6eiproque;  les A,~Ai d~finissent aussi ~ - e ,  e t  sont  li6s 
-% 

par  la seule condit ion ~ = 0, c 'est  k diro 

----% n-1 A A: A, ,A  I __ , --,~--, 
, 

R1 R1 = 

----->t 
Dans not re  hypoth~se,  les n - - 2  vecteurs  A n A  ~ (i ~ 2, 3 . . . .  n - - l )  sont l in6airement 

distincts,  e t  ce fair  rend  impossible (15) avee s = I, si n > 2. La  seule solution 

~cceptable est  

(17) A ~ M  = ~v, . . ~  ,~ i ,  
~=2 Ri-Ri 

l 'espaee 6rant  la vari6t6 ~ - z .  Nous avons Mnsi 6tabli  que, dans l'espace ~t N dimensions,  

U,~. . .  U~U~ ne peut ~tre une homothdtie avec moins de N + 2 spheres dont les centres 

ddterminent cet espace lindaire. 

n ~tant  dgal "~ N + 2 ,  posons 
r ~ - - I  

_ _ _ _ >  - - . . +  t 

A ~ M  -~ ~ ~iAnAi , 

ofa les 2 i sont  n - - 2  variables inddpendantes .  (17) donne alors !e syst~me 

2 i -  Ri  R = (A~AiAnA~)), ~ i =  2, 3 , . . . n - - I ,  

e 'est-~-dire 

(18) A~Ai A,~A~ _ 5i~R, i, k = 2, 3 , . . .  n - - 1  
R', 

oh di~ = 1 ou 0 su ivant  que i = k ou i 4= k .  

Ces (n--2)  * 6quat ions p e r m e t t e n t  de ddterminer  assez ais6ment  la configurat ion 

de ces syst~mes de sphgres, qui est  r emarquab lemen t  simple. To u t  d 'abord ,  k = n - -1  
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et le remplaeemcnt de A , ~ A ' ~  par le vecteur 6gM A~An-'--- donnent les n - -2  6quations 
R'~_ t R~_+_ 

2 (19) A,~A,~_tA~A + = bn_~,iRn_ t i -= 2, 3 . . . .  n - - 1  . 

Les n - -3  premigres 6quations expriment que la vari6t6 plane w~_ a, s n - -3  dimen- 

sions, que d~finissent les centres A~, A~ . . . .  A ,_z ,  cst orthogonMe s la droite A,~An_I; 

tandis que l'Squation oh i = n--1  s'6crit 

2 (20) A,~A,~_IA1A~_ 1 - -  Rn_ t , 

et exprime que w~-3 rencontre A~A~_~ au point B,~_t -~ U,~_IA,~. Ainsi, r est le 

plan polMre de A n par rapport  ~ U._I, et l'on a encore 

(21) A,~_IA~A~_IA i An_IA,~A,, 1B~_t Rn_ 1 i = 1, 2 , . . .  n - - 2 .  

Les 6quations (18) oh k -  n--2,  et oh on remplace -----AnAl2 par l'expression que 
R'n_ 2 

(13;II) donne pour P - -  An, i = n--2,  s'6crivent 

R n _ _ :  A+124"-i = ~in 2 ,Rn_2-Jl- 2 (Un_2Un_x)  ~ n 2 ~ n - 1 A I ~ A  ~ 

ou, compte tenu des 6quations (18) elles-m6mes, 

(22) AnAnR~_:2 A1Ai---~ = 51-2, iRn-2@2dn-l ,~Rn-lUn-2Un-1 i . . . .  2, 3,. n - I  

[) '~utre par~, A,+A,~_ z est ia somme A,~B,~_~-~Bn_IA,~ 2 de 2 vecteurs orthogonaux, oh 

2 
]4 4 D2 _~ 

(23) "llnBn-1 -= - - 2  A~A,~_, , 
A + A ~ t  

donc, compte tenu de (19), (22) donne 

, n _ I A . n . _ 2 A I A i - -  ~)n_2. gJ~n_2.~-+n__l,i 2 R n _ 2 R n _ i U n _ 2 U n _  1 - -  1 ~ A 2  ]+-+'n-tJ 

~ n n--1 

2 2 Rn-1 
- 5,~ 2 ~ Rn'2§ + :R~ +z--+A,~_IA,~_2-~ + _ _ ~  

-- ' I 
A,~An-1 

2 - - 2  
2 2 -~ 8,~-2, ~Rn-2q-8,~ ,, i (R,~-z--A,~-tAn-2-t-A,~-IB,~-I) , 

et enfin 

(24) 2 2 , Bn-IA,~ 2A1Ai = $n-2, iRn-2--$n--1, i(An-2-Bn-!--Rn-~) i = 2, 3 , . . .  n- -1  . 
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Les n - -4  premieres ~quations exprimen~ que l 'hyperplan w~_ 4 des points 
-.> 

A1, A2, . . .  An_ 3 est orthogonal ~ B~_IA~_2; c'est une vari6t6 & n - -4  dimensions, 

situ6e dans ~n-3, et d6finie par le point Bn_ 2 oh la traverse la droite B,~_IAn_e, 

lorsqu'on a choisi le centre A~_ 2 dans wn_ 3. L'6quation (24) off i = n - -2  d6finit ce 
point Bn_2, car 

,, IA,, 2AIA,, 2 = B,~-IAn-~Bn-2An-2 Rn-2 

exprime que Bn_ 2 = U-'-~_2Bn_ 1 = U,~_2U,~_IA n. Compte tenu des m~mes ortho- 

gonalit6s, le premier membre de (24) oh i = n--1  est B,~_IAn_2A1An_ 1 = 

Bn 1 A : z B n  2A:1 ~-Bn_lAn+_eBn_2Bn~_l, oh la configuration de An_e, Bn_l, Bn_ z 

est la m~me que celle de A~_x, An, Bn_x; par analogie avec (23), ceci vaut  donc 
~ 2  

R~_o--An_2Bn_a, ce qui v6rifie cette derni~re ~quation (24). 

Nous allons voir que cette configuration se prolonge jusqu'h A~, c'est&-dire que, 

d 'une mani~re g6n6rale, l 'hyperplan d6fini par les centres Ax, A~ . . . .  Ak_ 1 est le plan 

polaire ink-2 du point Be+ 1 = Uk+~Uk+2... Un_~An par rapport  h la sphere Uk, ceci 

t rouvant  place dans l 'hyperplan wk_ 1 h k--1 dimensions obtenu auparavant.  Pour 

le d6montrer par r6currence, admettons que ce genre de construction ait 6t6 obtenu 

h l'aide des 6quations (18) dont le second indice a la valeur n - - l ,  n - - 2  . . . .  k + l ,  

et consid6rons celles d'indice k. Grs k (13;II), elles s'6crivent 

A ,~ A ~ - - -~  '* A nA j - - ~  
AaA  i = 6i~R~+2 j=k+12" (UkVj) ~ A1ai , 

ou, compte tenu des 6quations (18) ant6rieures, 

n 

(25) Au2~ , 5i~R~+2 ~Y' (~ijR~RjU~Uy i = 2, 3 , . . .  n - - 1 .  
j =k+l 

Les k- -2  premiSres 6quations expriment que A,~A~ est orthogonal aux k- -2  vecteurs 

A~A~, A~Aa . . . .  A~A~_~, tandis que l '6quation d'indice i = / c  donne 

AnAkA~A ~ = R~k ; 
__~--> 

A~ et A~ 6rant dans l 'hyperplan w~_l perpendiculaire ~ A~+IB~+~ en B~+~, A~A~ est 

orthogonal s AnBk+ ~ et cette 6quation 6quivaut 

B~+~A~A,A~ = R~ ,  

qui exprime que A~, A , , . . .  Ak_ ~ sont dans l 'hyperplan Wk-~, ~ k - -2  dimensions, 
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polaire de Bk+ 1 par  r appor t  s U k, et  situ6 dans wk_ 1. I1 ne reste plus qu 's  v6rifier 

que les 6quat ions (25) d ' indice i > k, c 'est  ~ dire 

(26) A,~AkA1A ~ = 2RiRkUiU i = k + l ,  k + 2  . . . .  n - - 1  

sont  a u t o m a t i q u e m e n t  satisfaites. E n  d6composant  les deux vecteurs  au premier  

membre ,  celui-ci s '6crit 

(A~Bk+I+Bk+IAk)(A1Bk+BkA~) = An +1 + k , 

oh B k est le point  de rencont re  de Bk+lAk avec wk-2, ear  A~B k est dans cet hyperp lan ,  
- - - - - >  r - - - - - >  

orthogonM ~ AnBk+ ~ e t  Bk+~Ak; en outre ,  B~Bk+ 1 6rant  or thogonal  ~ AnBk+ 1, ceci 

s '6crit  encore 

2 

le dernier  produi t  scalaire Vaut 2 R k - - A ~ k + l ,  donc la v6rif ication de (26) r6sulte de 

cello de 
- - - - - >  - - - - - >  - - - - - ~  2 - - ~ - - >  2 - - - - ~ -  2 

2 2 --__ = R~--Bk+IA i A,~Bk+IBk+IA i R I - - A i A ~ + A k B k +  1 i = k + l , / c + 2  . . . .  n - - 1  . 

Mais ceci s '6erit 
- - - - - >  

Bk+IAiAnA i = R~ 

ou, grs ~ l 'or thogonali t6 de  A~Bk+ 1 et de A n A i ,  

An~ti-~l~t i= R~ i= -  k-}-l, k + 2  . . . .  n - - I ,  

qui ne sont  rien aut re  que des 6quat ions (25) v6rifi6es ant6r ieurement .  

La  proposi t ion est ainsi v6rifi6e jusqu 's  la vari6t6 plane ~ d6finie par  A , A ~ A  3, 

qui coupe or thogona lement  B~A 4 en B,,  dans l ' hyperp lan  w3 des 4 points A,A~AaA4;  

dans w~, la droi te  AIA~ est or thogonale  ~ B~A 3 au point  B3 : U3B4, et  A~ coincide 

enfin avec B 2 : UuB a = U~Ua. . .  Un_~A n. Ce dernier  fair  s 'expl ique na ture l l ement ,  

comme le mont re  la no te  du paragraphe  21. 

23. Pou r  ~tre complet ,  il f au t  v6rifier que al = 0, et  nous allons le faire pour  la 

configurat ion la plus g6n6rale que v iennent  de nous fournir  les 6quat ions (18). 

Calculons les ai (i = n - - I ,  n - - 2  . . . .  1) par  r6currence, s l 'aide de (34; I I )  et  de 

(~0;II) .  On sait  t ou t  d ' abord  que 
2 

2 2 RnR,~_l(~n_ ~ = An_IA,~ ; 
(34; I I )  donne ensuite 
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o~ 

dono 

~---o-  - - - o -  
2 2 2 2 

R , ~ R n _ t R , ~ a n _  ~ -~  (An_2A~_tA~_vt~+Rn_i)~ , 

z i n - 2 A n - l A n - l A n  = B n - 1  z t  -1 n = - - R n - 1 ,  

- - 2  2 - - 2  - - 2  - - ' 2  - - 2  
2 2 2 ~ 

R n R n _ l R n _ ~ a n _ 2  A ~ A n _ ~  A , ~ _ ~ A , ~ - - B n _ I A n _  ~ A , ~ _ I A  . = A n _ 2 B n _ I A n _ ~ A  n 

Admottons Mors que l'expression 

(27) 
- - 2  2 2 - - 2  

2 2 2 R , ~ R n _ l .  �9 . R v %  = A~Bv+ 1 A p + i B v + ~ .  �9  A n _ 2 B n _  1 A , , - ~ A n  

sit 6t6 obtenue pour les r d'indico p > i + 1 .  ( t 0 ; I I ) d o n n e  

2 2  ~ [ - - ~ ' (  . . . .  2 - >  R , ~ R ~ _ , .  . , R?cq = AiAi+ 1 A i + l A i +  e . . . A,_IA,~+ ~:," R ~ A i + I A i +  2. . . 
[ \  

i + l < j < n  

A . i _ 2 A j _ I A j + I A j +  2 �9 �9 . A n _ _ l A n +  �9 . . ) + 

l ), ~- 

+ Ri2+l A i + ~ A i + s  . . . A , ~ I A n +  

�9 2 ~ . )J + 2 .  R~Ai~2Ai+a "'" Aj_2Aj[1Ai+l Aj+~ "An-lAn + " "  , 
i V 2 < . ? ' < n  2 

oh les deux parentheses son~ celles de ai+ , et ai+ 2. Le double produit symbolique 

fair intervenir le produit scalaire A ~ A i + ~ A i + ~ A i +  2, puisque cos 2 vecteurs sont coux 

d radices los plus faibtes, ~mi~iFli6 par le carr6 symbolique de la deuxibme parenth~se; 
_-> _----> 

ies autres produits scalaires A i A i + I A . i + I A j + 2 ( j  > i )  sont nuIs d'apr4s la configuration. 

D'autro part, l'orthogonMit6 des droites A ; B i +  1, B i . r B i + .  2, B i+2Ai+  ~ entraine 

-~  -)* - -  - o -  --+ 

: B i + l A i + l A i + l  Bi+2 2 z ~ i A i + l A i ~ l A i +  2 - -  - - R i +  1 , 
done 

- - - - ~  2 
2 2 2 t 4 I )2  r ~ 2  2 4 2 2 2 

R n R n _ I .  . , R i f t  i ~ z i~ l i+ lL t ,  n f ~ n _ l .  . . Ri+lffi+l-- Ri+l RnRn_l.  . .Ri+2ffi+ 2 , 

ou, compte t~nu do (27), 

- - - - ~ ' 2  -->2 - - 2  2 2 
2 2 2 4 A A  A B R , ) ~ I  B A B R n ~ n - 1  . . . .  Ricti ~ ( i i+l  i + 1  i + 2 - -  i , 1  i + 2  i + 3  i r  i + 4 ' '  " A n - I A , ~  �9 

La parenth~se s'6crit onfin 

- - - - ~ 2  -->2 ->2 -->2 2 2 

A i A i + l A i + l  B i + ~ - - A i + l B i + i A i + r B i + 2  = A i B i + l A i + l B i +  2 , 

ce qui ddmontre (27) pour p -  i. Pour p -  I, on ~boutit  ainsi 
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- - 2  2 - - 2  
2 2 2 R,~R,~_I . . . R:r = A ,B~A ~B~ . . .A,~_IA . , 

oh A~ coincide avec B~, done a~ -~ 0. P a r  contre  aucun des ai d ' indice i > 1 n ' es t  

nul  si l 'on prend  soin de choisir chaque Ai (i > 1) dis t inct  de B~+~. 

24. Pou r  l ' examen du  cas g6n6ral, nous emploierons les expressions des vecteurs  

A1A~ en fonct ion  des A,~A~ 

d' abor  d 

A~Ai 

~- 2, 3 . . . .  n - - l ) ,  La  formule  (13 ; I I )  donne t o u t  

m - - ~  + 

' ~-1 A A" 
_ A,~A, ~ + 2 X Ui U s -=2;' 

R~ Ri j=i+~ Rj 

et  une combinaison 6vidente avec l '6quat ion part iculi~re d ' indice 1 donne 

AiA i  R,  AnA,  R1 n-~ A,~A} AnA; "-' "' 

~, A,,A ~ '~-~ A A '. 
D'au t r e  par t ,  a~ = 0q = 0 pe rmet  de remplacer  ~ par  , et  l 'on a ainsi 

(28) AIAi  ~ / R~ R~ ) AriA j AriA' ~ "--~ ' -- ~_,~?~ = - - 2 - - U , U j  - +  - + 2 2 " U I U j  A'*Aj 

C'est de la forme 

- - - +  n--1 A A'. 
(29) A ' A I _  X O  ~ -~, o 

Ri j:=2 R'j 
a v e c  

i = 2 , 3  . . . .  , n - - l ,  

( 3 0 )  

- - 2  

O ~ -  R i R J  2 ~ i V l U  j - - A 1 A j - - R ;  
1r s 

2 
O~ -- A*AI 

1 ~ '  

- - 2  

AIAj--R~ +2UiV~ = 
0~-- RiRj 

2 < j < i ,  

- - 2  .. 2 
A , A j - - A I A j + R ~  

RiB s 

On voi t  en par t icul ier  que 

(31) j i A1AiA1Aj 
oi+o} = 2 RiBs 

R~--A1A~+ 2AIA iA ,A  j 

i , j = 2 , 3  . . . .  n - - 1 .  

i < j < . n - - 1 .  
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Les coefficients 0~" sont ainsi des fonctions connues des n- -2  vecteurs A1A i et des 

n- -2  rayons Ri (1 < i < n). 

Nous admettons maintenant qu'il existe un certain nombre q de relations 

lin6aires distinctes entre ces vecteurs A1A i, qu'on peut supposer de la forme 

(32) AIA~  * n--1 = ~ '  2~, A I A k  s = 1, 2 . . . .  q ,  
R~ k=2 Rk 

oh le symbole v ' ,  signifie que la somme exclut les valeurs de k 6gales s un ~ .  On a 

discut6 plus haut  les cas extr6mes q ---- 0 et q = n--3  (centres align6s); q = n- -2  

correspond ~ n sph6res concentriques. Grace aux identit6s (29). le syst6me (32) 

6quivaut ~ celui des q relations entre les Aria i 

- - - - - >  t ,,-x ( ,,-1 ) A,~Ai 
(33) ~ '  0 i ~ J - o  8 = 1 , 2 ,  ;tk0 k . . .  q ,  

i = 2  k = 2  

qui sont 6galement distinctes. 

25. Ceci pos6, 6tudions les homoth6ties fournies par l'identit6 (15) oh e = 1, 

c'est-h-dire 

n-1 /AxA  i _____> \ A n A i  
(34) ~ ' [ - - A I M }  - -7  -- O . 

i=2 \ Ri ] Ri 

Compte tenu de (32), elle s'~crit 

n--1 (A,Akf l : .~ l~  [ A , A  k q 2 A , A ~ , ]  

k = 2  = 

�9 AaA k ---~ 
Les vecteurs AxA~ ~tant lin~airement distincts, les produits scalaires ~ A , M  

sont n - - 2 - - q  nombres ind~pendants, et cette derni~re identit~ ~qu!vaut a u x n - - 2 - - q  

relations 

' ~q 8 nA~s (35) A n A k ~ - 2 , ' 2  k - - 0  k = 2 ,  a . . . .  n - - l ;  k ~: ~ ,  ~ O~q. 

Les seules relations qui peuvent unir les n--2  vecteurs AnA i ~tant les relations (33), 

ou des consequences de celles-ci,/a condition ndcessaire et suffisante pour la rdalisation 

de (34) est que les dquations (35) 8oient des combinaisons lindaires des q dquations (33). 

Voici une premiere consequence: les ~quations (35) sont formellement distinctes, 

done il faut  que n - - 2 - - q  soit inf~rieur ou ~gal ~ q, c'est-k-dire 
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n - - 2  
(36) q > - -  

2 

Sous la forme n - - 2 - - q  <_ 
2 

47 

, ceci signifie que (34) n ' e s t  p o s s i b l e  que  s i  l ' h y p e r p l a n  

n - - 2  
des  cen t r e s  A i  a a u  p l u s  - -  d i m e n s i o n s .  En  particulier, (34) est impossible avec 

2 
n ~ 4 ou 5 sans que les sph6res soient concentriques ou coaxiales; s i n  = 6, 
n 2 
- -  < q < n - - 3  fourni t  la seule valeur q = 2. 

2 

En  supposant  donn6s les vecteurs A 1 A  k et les rayons  Rk, les relations (32) 

eont iennent  q ( n - - 2 - - q )  coefficients ind6termin6s X~. Ces relations permet ten t  

d 'exprimer  les 0 j en foncti0n de ces seuls vecteurs A I A  k et des ~ ,  sous forme d'expres- 

sions enti6res et au plus quadrat iques;  les coefficients de (33) sont done des polyn6mes 

en X~, dont  le degr6 ne d6passe pas 3. On exprime que les 6quations (35) sont des 

combinaisons lin6aires des 6quations (33) en annulan t  (n--2--q)  ~ d6terminants  de 

degr6 q-k 1 ; chacun d 'eux a q lignes dont  les 616ments sont de degr6 au plus 6gal ~ 3, 

et une ligne dont  les 616ments sont au plus du premier degr6. On obt ient  ainsi 

(n--q--2)  * 6quations entibres en X~, dont  le degr6 ne surpasse pas 3q~-1, le nombre  

des inconnues 6tant  au moins 6gal ~ celui de ces 6quations. Les r6sultats que fai t  

apparai t re  cette m6thode g6n6rale sont manifes tement  compliqu6s. Pa r  exemple 

n = 6, q ~ 2 conduit  ~ 4 6quations ~ 4 inconnues, dont  le degr6 ne d6passe pas 7. 

En  fai t  les 6quations obtenues ne sont pas forc6ment distinctes e t  leur degr6 peut  

6tre bien inf6rieur ~ 3qq-i,  sans que les r6sultats  deviennent  simples pour  cela. 

26. Lorsque q -- , ce qui suppose n pair, une simplification remarquable  
2 

se produi t  cependant .  Les deux syst~mes (33) e t  (35) ont  le m6me nombre  d '6quations,  

distinctes, et sont donc 6quivalents. I1 est alors plus ais6 d 'exprimer que ce sont les 

6quations (33) qui Sont des combinaisons lin6aires des (35), pnisqu'i l  suffit  de rem- 

placer les vecteurs A~A~ dans (33) par leurs expressions (35) et d 'annuler  les coefficients 

des A n A ' ~  t dans les 6quations ainsi transform6es. Les (n--2--q)  2 ----q* conditions 

obtenues sont 
n--1 n . 1  ~ / n--1 \ 

OO~t ~' ~8 t~o~t" ~' ~t |gtk  s k ~ , , - - ~  ,,~,,~ - - ~  ,,~/~,~,, __Y' ;t~O~ = 0 ,  ) 
h = 2  k = 2  " h = 2  

O U  

n--1 n--1 n 
k t o~t s O~t (37) _.,~' ~ '  n~8 ~t V,, (0~ ;tk_k_Ok 7,k) +0~ = 0 s, t ---- 1, 2,. "h "h "k  - -  ~ �9 �9 q �9 

h = 2  k = 2  k = 2  
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Leur nombre est celui des inco~nues ~ ,  et leur degr6 ne surpasse pas 3 par rapport 

ces X~, et non 3 q + l  comme dans la premi6re 6valuation. Ce syst6me se simplifie 

encore beaucoup, car la somme des deux 6quations d'indices s, t donne 

n--1 n--1 n--1 n--I 
k h s t 

h=2 k=2 

ou, grkce ~ (31), 

h=2 k~2 It k 

k=2 k=2 

tV ' - I  AxAo,,"-I,A1Ak a AxAo',AxAa* AxAo," ,A~A~ t 

qui est une cons6quence imm6diate de (32). Ainsi, le syst6me (37) se r6duit aux 

q(q--1) 6quations form6es par la difference de deux 6quations (37) d'indices s, t 
2 

distincts, savoir 
n~-I n--I 

(38) X X "  = o ~vo~--vk ]'~'kT O~s--t"CXl 
2 ~ k  < h < r ~ - - 1  k~2 k=2  

II r6sulte de (30) que 0~--~ s'exprime ~ l'aide des vecteurs et des rayons donn6s, 

soit, si k < h, 

ok--o~k--___ 2AIAk--R~--A]AkAIAk,  
B~h 

les autres diff6rences analogues sont au plus du second degr6 par rapport aux 

inconnues ~[, done (38) est du troisi6mc degr6 au plus par rapport A celles-ci. Par 

exemple pour n = 6, q = 2, on a une seule 6quation du troisi6me degr6 par rapport 

aux 4 coefficients inconnues 2~, 2~. II suffit de choisir arbitrairement les valeurs do 

3 d'entre elles et la quatri~me est d6~rminde par une 6quation du second degr6, car 

les 6quations (38) sont au plus du second degr6 par rapport k chaque lettre 2~. Ceci 

r6sulte de la remarque que les seuls termes du trosi6me degr6 proviennent des deux 

derni~res sommes dans (38), oh, par exemple, k ~, , Oa--O ~ ne contient que des termes 2k, 

avee un degr6 infdrieur ou 6gal s 2, e t e s t  multipli6 par ~ oh t 4= s. 

27. Toutes choses 6gales d'ailleurs, examinons maintenant  l'identit6 (15) off 

e = - -  1 ,  soit 

, ,,-1 [ A1A~ ~-[~  A,,A,, 
(39) A,M = . ~  ~ - ~ - A ,  

II faut  que l 'hyperplan des centres A~, done des Ai, coincide avec l'espace E, donc 

que n--2--q = N; n doit surpasser N + 2 ,  et q est la diff6rence des deux; le cas 

q = n - - 2 - - N  ---- 0 a 6t6 6tudi6 au paragraphe 21. Grace ~ (32), (39) s'6crit 
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V ' l  1 k A M A'~Ak q4 ~AnA~,~] 
(40) A ~ M = ~ \ -~ - - -  x --t- .~', ~ k , 

k=2  "tCk k k s = l  

et doit 6tre v6rifi6 quelles que soient les valeurs des N coefficients u h de l'expression 

__~ ,~-1 A 1A h 
(41) A1M ----- h=~ ~ '  Uh R~ " 

On obtient ainsi le systbme de N 6quations 

,~-1 r A,, A '~ 9 �9 A, ,A 'o,, ] (42) AxAh 5? ,  (A~At, A~AI,) 

Rh k=2 RhRk ~- ""k - s=~ "*as 

oh h = 2, 3 , . . .  n--1 et h # ~1, a~ . . . .  aq. A l'aide de (29), ees 6quations deviennent 
r 

N relations entre les vecteurs AnAi,  soit 

] ' ,  
" ~  21" RhRj, J R~, ' 4---2 RhR~: ] = k=e 

et l'on exprimera qu'elles sont des combinaisons lin6aires des 6quations (33). Les 

coefficients dans (43) sont quadratiques au plus par rapport aux ~ ,  done les N ~ 

d6terminants dont l 'annulation exprime que (43) sont des cons6quences de (33) sont 

entiers et de degr6 au plus 6gal t~ 3q+ 2 par rapport t~ l'ensemble des qN inconnues 2~. 

Bien entendu eette ~valuation est tr~s large, et ces conditions elles-m6mes ne sont 

pas toujours distinctes. 

AnA~ 
On peut observer encore que le d~terminant des coefficients des vecteurs R ~ - -  

dans (43) cst sym6trique gauche, en vertu de (31). I1 est done nul si son degr6 N e s t  
n--2  

impair, e,t carr6 parfait si N e s t  pair. En particulier, si N = q -- 2 est pair, et 

s i ce  d6terminant n'est pas nul, les N 6quations (43) sont r6solubles par rapport 

aux AnA~ et distinctes. Comme il a 6t6 fair au paragraphe pr6c6dent, il est loisible 

et plus commode d'exprimer que ce sont les 6quations (33) qui sont des combinaisons 

A,,A~ 
lin6aires des 6quations (43). Les expressions que ces derni~res donnent pour , 

Rk 

sont enti6res et quadratiques par rapport aux ~ et hn6aires par rapport aux R ~ ;  

en portant  dans (33) et en annulant le coefficient de chaque vecteur ~ ,  on obtient 
R ~  a 

4. Acta mathematiea, 8 2  Imprim6 le 15 decembre 1949 
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ainsi N 2 6quations enti~res en 2~ et de degr6 au plus ~gal ~ 4 par  rappor t  ~ l 'ensemble 

de ees ineonnues. 

28, I l e s t  int~ressant de pr6eiser les conditions pour que U n . . .  U2U 1 soit la 

t ransformat ion identique. L '6 tude  est plus aisle avec une sphere ~ ,  au lieu du point  

courant  M, ear la conservation de la masse d 'une  sphere permet  de t raduire  l ' identit6 

par  ~n = • c'est-~-dire 

1--e n 
(44) ~2 ~ ~ )7 Ui~)V~ ~-1 

i=1 

Si les U i sont l in~airement distinctes, il e n e s t  de m6me des V/, done (44) n 'es t  

possible que s ie  = --1 et  si la famille lin6aire des V/, done des Ui, est l 'ensemble des 

sph6res de l 'espace E. I1 fau t  done que n = N +  2. Dans ces conditions, on peut  poser 

n 

"U 
i=1 

oh les u i sont n param6tres ind~pendants;  (44), oh e = --1, ~quivaut  alors aux n 

identit~s 
n 

u i - -  U i ~ =  ~ ( U i V k ) u  ~ i =  1 ,2  . . . .  n ,  
k=l 

ce qui donne les conditions n~eessaires et suffisantes de s t ructure  

(45) UiV k = (Sik i, k = 1, 2 . . . .  n .  

Mais alors (10; II)  donne, pour i < k ,  

(46) UiU~ : ~k , i,  k = 1, 2 . . . .  n ,  

et, r~ciproquement,  (46) entraine (45) gr~ce s (9;II) .  On d~montre ainsi ais~ment 

que les syst~mes de spheres lindairement distinctes pour lesquelles le produit  des inversions 

dquivaut 5 l'identitg sont les syst~mes orthogonaux de N +  2 spheres. 

'* 1 
Observons que V~----- Ui, et  a x ---- 0 exprime la relation elassique .~5~-G~ : 0 

i=1 Ri 
entre les courbures d 'un  (N+2)-sph6re  orthogonal,  z~ = 0 s'~crit ici 

)~ A x A  i L A i P  

29. Si les n spheres Ui ne sont  plus l in6airement distinctes, (44) oh e : 1 

s'6erit 
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n 

(47) _~" (u,~)v~ _= o .  
i = 1  

E n  ra isonnant  comme au paragraphe  24, d6signons les q relat ions dist inctes I iant  

les V~ par  
n 

(4s) v~ = ~ '  ,~;vk  ~ = 1, 2 . . . .  q ,  
k = l  

oh k ne p rend  que des valeurs  diff6rentes de ~1,~2 . . . .  ~:Xq; bien entendu,  les coefficients 

~ sont  assujet t is  aux  q condit ions qui expr imen t  que les V~ sont  des spheres uni- 

taires.  (47) s '6erit alors 

8 ~ 0 ~kU~ 
k = l  s = l  

et  6quivaut  au systbme des n q identi t6s 

q 
8 q )  . . 

q 

Ceci expr ime que la sphere g~n6rale ~ est or thogonale  5~ la sphere Uk- t- . ~  ~.~U~,, 
s = l  

done que 
q 

(49) Uk--- --  ~Y';t~U~s k =  1 , 2 , . . .  n;  k4=oq, o,2 . . . .  0~,.. 
s = l  

Ainsi, il f au t  et  il suffit  que Ies U i v6rif ient  les n--q relat ions (49), qui sont  formelle- 

men t  dist inetes.  Ces spheres fo rmant ,  eomme les V i, un syst~me de rang n q, une  

premibre condit ion est n q < q, done 

n 
(50) q > ~;  

en outre,  il f au t  e t  il suffit  que (49) r6sulte de (48). Grace ~ (10; I I ) ,  (49) s 'expr ime,  

en fonct ion des Vi, par  

(51) 
n q q n 

j = k + l  s = l  s = l  j = ~ X s + l  

en ut i l isant  (48) lui-m6me, i! n ' y  a plus qu'/~ tou t  expr imer  en fonet ions des seuls V h 

d ' indice h diff6rent  de ~1, c% . . . .  ~q, e t  d ' annu le r  les coeff ic ients  de r V h pour  

obteni r  les condit ions cherch6es;  il v ient  ainsi 
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'~ [ ~  U~Uc,~+~_., ~' ~ q ] t ,~r 8 t 1 �9 8 8 

h = l  Lo~s>k O~$<h 1 < 8 < t ~ q 8=]. 

+ I V k +  _.~' (UkVh)Vh = O, 
h > k  

oh k, h = 1, 2 , . . .  n; k, h 4- ~1, ~2 . . . .  aq; puis enfin les (n--q) 2 6quations annonc6es, 

enti6res par rapport aux ~[, 

q {--i~kh h < k ,  
(52) ~ h l  uhu~s + ~ h ~  u~u~s + Z h l  hl u~su~,+12z" hl hl = _ ukuh h > k 

~ s < h  O~s>k 1 < s < t < q 8=1 

II resterait ~ exprimer les produits de deux spheres U i en fonction des sph6res Vi, 

l'aide de (18;II), done, grs ~ (48) lui-m6me, en fonction des produits VkVh oh 

k, h # ~ ,  ~ . . . .  ~q, et des coefficients ineonnus h~. C'est 6videmment tr~s compliqu6 

en g6n6ral. 

Comme plus haut, une simplification remarquable se produit lorsque n e s t  pair, 
n 

et q = ~. (48) et (49) sont n6cessairement 6quivalents, et tes U~ "forment 6galement 

un systbme de q spheres hn6airement distinctes. On peut aussi bien supposer qu'on 

a choisi les sph6res U~ et remplacer darts (52) les U k et U h par leurs expressions (49). 

Les q2 relations obtenues ainsi sont au plus du second degr6 par rapport aux h i. On 

v6rifie ais6ment que les q conditions exprimant que U~ = 1 ne sont rien autre que 

les 6quations (52) pour lesquelles h -= k. Si h # k, la somme des deux 6quations (52) 

eorrespondant ~ ces 2 indices s'dcrit 

q q q q 

u~ L'h~ u~ + u~ 22 hi u ~ +  22 hl hl u ~ u~,+ 22 hl hl = - u~ vh , 
s = l  s = l  1 s = l  

s=!~t 

identiquement v6rifi6 d'apr6s (49). Les seules 6quations (52) distinetes sont ainsi les 
q(q+l)  

relations relatives ~ h < k, parmi lesquelles celles oh h = k expriment que les 
2 

sph6res U k sont unitaires. On est ainsi conduit h la rdsolution de q(q+l)  6quations 
2 

q(q--1) . . . .  
quadratiques et paires entre q2 inconnues 2~, ce qui laisse au moins armvralres. 

2 

E x e m p l e :  Supposons a s = q+s; h, k prennent les valeurs 1, 2 . . . .  , q, et (49) 
s'6crit 

q 

(53) U k ~" ~" U - - ~  ~'k q§  �9 
s = 1  

Les 6quations (52) oh h < k prennent la forme 
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c'est-s 

(54) 

q q 

s = l  l < s < t < q  ~=1 

q 

s = l  l < s < t < q  

et sont relativement simples. 

Plus particuli6rement, si les q spheres Uq+ s 

se r6duit 
q 

h < k ,  

forment un syst~me orthogonal, (54) 

8 8 
Z '~h~k = Okh, 
8--I 

de sorte que les ~ sont les 616ments d'une matrice orthonormale, d'ailleurs quelconque. 

Les sphgres Uk, d6finies par (53), forment le syst~me orthogonal le plus g6n~ral de 

q spheres, dans la famille lin6aire des Uq+~. II r6sulte de (lO;II) que Vq+~ = U~+,, 

et de la rgsolution des 6quations (48) que 

q 

v~ = ~ ~v~+~ = - u ~ .  
s=l 

Que la transformation U~ . . .  U~ U~ soit l 'identit6 est d'ailleurs un fair gvident, puisque 

les 2 systgmes orthogonaux de q spheres form6s par les U k et les Uq+~ d6terminent 

deux transformations dqulvMentes et routes deux identiques/~ teurs propres inverses. 

30. Les V i 6rant toujours li6s par les q 6quagions (48), examinons rnaintenant les 

solutions de l'identit6 (44) oh e =- --1, c'est-s 

q, ~ .~  (v~)v~, 

ou encore, grs ~ (48), 

(55) "(u e+~ r ~ ~ 

/c=l s = l  

De m~me qu'au paragraphe 26, une premigre condition est n--q = N-~2, de sorte 

que les V k forment un syst~me complet de N +  2 spheres de l'espace E. On peut poser 

k = l  

oh les u k sont n--q param~tres ind6pendants; et (55) 6quivaut alors aux (n--q) 2 

dquations 

(56) Uk+ ~:~,~Uc,, Vh= ~kh k , h =  1 , 2 , . . .  n; k , h + ~ , ~  . . . .  %; 
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ces relations s 'ajoutent a u x  q2 6quations qui expriment que les V~, sont unitaires, Or 

tout systbme complet de N-l-2 spheres V k de l'espace E est associ6 ~ un syst~me 

unique de NA-2 spheres V~, formant 6galement un syst~me complet, et tel que l'on air 

(57) V~V~ = ~ k, h = l ,  2 . . . .  n; k, h # ~ ,  ~2 . . . .  % .  

Le systbme (56) peut alors s'6crire 

(ss) U ~ + ~ '  2~U~, = V~ = _.~ c~V~, 
s = l  h = l  

oh les coefficients c~ se d6duisent ais6ment des sph6res V~. Exprimons ensuite les 

sph6res U k et Uo, s en fonction des seules sph6res V h ~ l'aide de (10;II) et de (48); (58) 

s'6crit 
n q n q 

~ t  vk+2 ~ ( u ~ u , ) v h + ~  ~ "  " (U~Uo,)2hVh+ V' ' " U 
h>k O~s>k h = l  e= l  h = l  s = l  h>ots 

+ 2 ~ '  ~2 ~ U ' ~ ~ 2~ t,( ~U~,)V~ = ~ c ~ ,  
l < s < t < q  h = l  

et il ne reste plus qu'~ identifier les coefficients de l~ dans les deux membres pour 

obtenir le syst~me 

(59) 

q q 

~ + 2(2Z)~+2L~ 2~ u~ u~ + ~ 2 . ,  = 2k).k U~ Us, c~, 
s = l  s = l  l ~ s <  t < q  

q 

~.~ 2kUc~sUh-~ - 2  )~" Z h U ~ s U k - ~  2 ~ "  ~ k 2 h  Uc~sUc~ t = c k 
s = l  O~s<h O~s>k 1 ~ s < t < q 

h < k ,  

q 

s = l  o~s<h ~s>k 1 < 8 < t <  q 
h > k .  

Comme dans (52), il reste ~ exprimer les produits de deux spheres U i en fonction 

des produits FkV h e t  des coefficients inconnus 2~, ~ l'aide de (18;II) et (48). 

CHAPITRE IV. 

Les produits  d' inversions /iquivalents ~ une inversion. 

31. Le raisonnement suivi au paragraphe 19 est valable jusqu'~ l'~quation 

(4;III),  2 n'~tant plus constant, c'est-~-dire que U ~ . . .  U~U 1 est une inversion pourvu 

qu'il existe un point fixe K et un scalaire 2, variable, pour lesquels 
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M~ M 1 . . . .  
(1) ha h ~ KMKP = ind6pendant de P. 

Comme pour l'homoth6tie, on en d6duit la condition (6;III) 

(2) 

On a ici 

---+ 2)~ ~ U I M - - 7 ,  
)2," ~ r -  K A i K M - - ~  i=I Ri  

2 

K M  

2- -1  o~ ~ ' 

= 0 .  

oh ~2 d6signe la puissance, de signe quelconque, de Finversion 6quivalen~, c'est- 

s 
- - 2  

K M  o 3 

K M -  o ~ K M  --  o 3 

En fonction des constantes K et ~,  et grgce g (23;II), (2) s'6crit encore 

- - - - >  2 - - - +  2 

-_ U i M  , 2 V,M ~  
(3) 1+~ , h e ~ O. 

i = l  Ri Q~ ] i = 1  i 

- - 2  

2 A i M  
- -Ri ;  ~ les termes du quatri6me degr6 en M donnent la Explicitons ~UiM = 

R~ 
premi6re condition 

K A  i 
(4)  - o ,  

i=1 RiRi  

qui d6finit K car ax ne peut 6tre nul. D'une mani6re d6taill6e, (3) s'6crit 

(5) 

2 > -----~ ~ - - - ~ 2  ~ 2  

. . . .  2 2 - - - - ~  - - - - +  - - - - >  2 

K M  ~ K M - -  2 K A ~ K M + K A ~  R~ ~ 
~2 i=x RiR'i K A  i = 0 ,  

et les termes du second degr6 en K M  donnent la nouvelle condition 

- - - - ~  - - ~  - - - - +  2 - - - +  2 

= _ :  ~ K A i K M  K M  ~ K A ~ - - R ~  ---+ 
2 A M 2 - /  ~ + - = T - - Q :  KA~ = O; 

i=t R i R i  0 i=1 R~R~ 
--_-->. 

la deuxi6me somme e s t  un vecteur de direction fixe, alors que K M  est un vecteur 

arbitraire; cette identit6 se d6compose done en deux, soit 



56 Rend  Lagrange .  

(6) 

et 

(9) 

et 

- R.R;  - o ,  
4 = 1  ~ i 

2 

K A ,  -- R~---+ 
. , .  A , - o . 

i = 1  

(7) 

(6) dquivaut elle-m6me 
n )" - -  K A I  

(s)  2 . '  ~ - 0 ,  
i = l  " ' i ' ' i  

qui est analogue h (4); effectivement, ces deux dquations se permutent  en m~me 

temps que les deux systdmes de sph6res U i e t  V o ee qui remplace la transformation 

par son inverse, done par la m6me inversion. Le syst~me de (4) et (8) est dquivalent h 

l'ensemble de 

A ~ K  = - - ,  

(10) V' A ~A "~ 0 

~=t RiR~ 

oh (9) ddtermine K et oh (10) est une condition I concernant les sph6res U c 

Les termes du premier degrd en K . ~  dans (5) ont le coefficient 

- - ~  2 n 2 - - - - ~  - - - - ~  - - - - - ~  2 
n 2 , . A 1 K A t A ~ + A x A  i --R~ _ KA~ --R~ A r K  -- o 

t l + ~ '  - - ~  - l + . . r  R~R4 
4=i RiR4 4=t 

( 1 1 )  - - ~  
2 - ' - > - - ' - - >  n 2 

a l A t K - -  2~xlAtK-{-1 + V 'A1A4--~Ri = 0 

grace ~ (9) et (31;II). I1 ne reste done plus qu'~ annuler les termes du troisi6me degrd 

dans (5), ce qui donne l'identit6 

(12) (~2ax- -1)KM+ 2 ~ i = O, 
i=~ RiRi 

joindre s (7), (9) et (10) pour former toutes les conditions ndcessaires et suffisantes. 

(9) exprime que K est le transformd de l'infini, done le seul point pour lequel h~ =: 0. 

1 Cette condition est dgalement n6cessaire pour que U a .  . .  U s U 1 soit une similitude, mais il s 'y  

joint alors la condition a t = O, 
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En ce qui concerne ~2, observons que - -  V~ = - - U , ~ . . .  U2U ~ = U,~. . . U z U ~ U  1, donc, 

si l'on ddsigne par 

K P  -- e ~ 
S = :  

2~ 

la sphere unitaire de l'inversion 6quivMente & ]a transformation, on a 

- - e V  i = -SU, = U 1 - - 2 ( S U , ) S  ~ = :~:1 ; 

les termes du second degr6 donnent alors 
"-3  

1 S U  1 1 R ~ +  Q2 __ A 1 K  
- -  2 - -  

R~ R ,  e R1 R l e  ~ 

ou, compte tenu de (9), de ~ R~aW~ et de al a2-~-- 

(13)  ~2a 1 ---- s ; 

2 

A I K  - -  R~ 

R102 

i 

R1R '  1 ' 

ceci d6finit ~2, et permet de donner s (12) la forme 

1 - -  s K M  = ~ K A i K M  K A '  i . 

Nous pouvons ainsi 6noncer le 

Th~or~me  I. P o u r  que U,, .  . . U2U 1 dquivail le & une  invers ion ,  i l  f a u t  et i l  su f f i t  

que soient  vdrifides les condi t ions (7), (10), (14), 04 K est le po in t  dgf ini  par  (9). 

32. I1 est instructif de reprendre le probl~me en 6tudiant la transformSe d'une 

sphere courante r  au lieu d 'un point M. S ~tant la m~me sphere que plus haut, 

6crivons que 

U n . . . U 2 U I ~ - S q ~  e =  : k l .  

On obtient ainsi l'identit6 

(15) - - r  - _~  ( U # ) V ~ - ~ ( s r  
2 i=l 

c'est-~-dire que l'on doit avoir 
- - 2  2 2 - - 2  

1--s --+3 ~. R ~ + R ~ - - A i M  A ' P  R '~ - - i - - - - - - i  R ~ + e 2 - - K M  K P - - ~  
(16) ~ ( M P - - R  2) ~ , e , 

i=, 2Ri R i 2~ Q 

quels que soient R, M, P ;  s est le m~me que pr6c6demment. En particulier, (16) est 

une cons6quence des conditions (7), {10), (14), oh K e t e  ~ sont d~finis par (9) et (13). 
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Nous allons former  les condit ions fournies par  (16), pour  les comparer  s celles du 

thdorbme du paragraphe  31. Les te rmes  du second degr6 en P donnen t  d ' abord  

l ' identi t6 en R, M 
2 o 

n 2 t~  + R i - - A I M  
1 --2 e __ i=l ~ 2RiR'i 

qui se d6compose en (13) e t  en 
2 

1 : ~_~ R ~ - A i M  

i = 1  RiRi 

K M -- e 2 -- I~ 

~e 
2o ~ 

" 2  

K M  

les termes du  second degrd e n  M donnen t  encore (13), e t  il reste  
2 - - - ->  

~ R~--KA i + 2 K A i K M  

1 = RiR, i , i=1  

qui se d6compose en (8) e t  en une au t re  re la t ion v6rifi6e en (11). 

Les autres  te rmes  de (16) fournissent  la condi t ion 
2 

1--e z ----"---+ ~ R ~ +  R ~ - - A , M  (KA,i2_R:~_2~A-~k~o)+ 
(17) T ( K M  -- R2- -2KMKP)  ~ i=~ 2RiR'i 

2 

R 2 + ~  * -  K M  
+e 

2 
Les termes en R 2 donnen t  

. ~  t t 2 t 
2 K A i K P  + R i -- K A  i 

1 ~ i=* RiR~ ' 
qui se d@ompose en (4) e t  en 

' 2 

~ KA' R '2 
(18) 1 +  g~R'i - o ,  

i = l  

qui est  v6rlfid ~ l 'aide de (4) comme (11) ~ l 'aide de (8). Les ~ r m e s  de (17) qui sont  
____~ 

ind6pendants  de R 2 et  du premier  degr6 en K P  donnen t  en s~ i~  

- - - ~  '~  A M s R 2 - - - ~  

, - - i - -  - -  - - i  K A ~  = 0 (1--e)Km+~i=t RiRi 
qui se r6duit  

- -  2 - - - +  - - - +  

---+ " K A i - - R ~ - - 2 K A i K M - - 7 ,  
( 1 - - e ) K M +  ~ KAy ,  

~=1 RiR'i 

et  se d6compose en (7) e t  en (14). Ceci fair, il ne  reste  plus qu'/~ identif ier  dans (17) 

les te rmes  inddpendants  de R 2 et  P ,  c 'est-~-dire 
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- - 2  2 

o ,, ~ K A '  i - -  R~ ~ V A ~ M  - -  R~ 
(19) K M - - ~  - -  ~ .  R -  , k e e  ~ ; 

i=1 , R i  

les termes du second degr6 en K M  redonnent (18); ceux du premier degr6 donnent 

- - 2  

K A '  R '~ n - - - - i  - -  - - i  - - - - +  - - - + "  

~.-' R I R ,  i K A I K M  = O ,  
i = 1  

done 2 
n K A '  R '2 

lx'cx i - -  -- i  ~----> 
(20) . ~  ~ 7 ~ !  K A  i = O .  

i = 1  ~ i ~ i  

Cette relation est, pour V1, V~,.. .  V n, ce qu'est la condition (7) pour U1, Us . . . .  Un; 

e'est done une cons6quence natureUe du syst~me des conditions (7), (9), (10), (14); 

il faut eependant remarquer que nous ne l 'avons pas rencontr6e au paragraphe 31, 

et  que, par cons6quent, sans la premi6re solution, le raisonnement actuel eonduirait 

l 'ajouter aux 4 6quations (7), (9), (10), (16) sans qu'on s'apergoive qu'elle est super- 

flue. Enfin les termes de (19) ind6pendants d e  K M  fournissent la relation 

- - - - 2  - - 2  

'~ K A  ~ K A '  R '~ 1 �9 - - R i  - - - - i - - - - i  
(21) ~ --R/ ' = - - '  

dont la superfluit6 est 6galement d6montr6e par la premi6re rdsolution, mais que l'on 

n 'aurait  pas soup~onn6e sans cette deuxi6me m6thode. 

En r6sum4, nous noffs en tiendrons au syst~me des 6quations (7), (9), (10), (14) 

du th6orbme 6nonc4 plus haut, tout  en sachant qu'elles entrainent les relations (20) 

(g6om6triquement 6vidente) et (21). 

33. Nous nous proposons maintenant d'61iminer le point K, d6fini par (9), et 

dont l'existenee r6sulte de (I0). Cette derni6re 6quation exprime qu'il existe un 

point K qui est transform6 en l'infini par les deux anallagmaties inverses U n . . .  U~Ux 

et V n . . .  V~Vx .  Dans t ous l e s  cas, ces 2 transformations inverses sont de la forme 

I E  et E - ~ I ,  oh E d6signe une similitude et I une inversion; I E K  ~- o0 exprime que 

E K  est le p61e de l'inversion I ;  E - J I K  = o0 exprime que K est lui-m~me le pSle de 

l'inversion car ~a 6quivaut s I K  = r Nous pouvons done dire que les a n a l l a g m a t i e s  

ve 'r i f iant  (10) son t  celles qu i  dquiva len t  a u  p r o d u i t  d ' u n e  i n v e r s i o n  et d ' u n e  s i m i l i t u d e  

con.servant le p61e de l ' i nvers ion .  

En d6signant par ~ le vecteur arbitraire K M ,  (14) pout s'6crire 

1 - -  e -~ K A  1 
- -  = . .  , K A ~  , 

2 i=t R~R~ 
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ou, compte tenu de (4), qui r6rulte lui-m6me de (9) et (10), 

- -  - - 4  ~ ( A , A i ~ )  '* ( A 1 A  i$ )  ---->, 

grace ~ (9), on obtient enfin 

(22) 1 - -  e ~ --~ -~ at  ( A I A ~  ~) A 1 A i .  
2 ~ + ( ~ 1 5 ) ~  = ~=z R~Ri  

Par la m6me m6thode, (7) devient 

~ 2  2 - 2 
n 2 __~ __ ~ ,, ~ K A  i _ R  i , _ K A ~ - - R ~  ~ ,  a t  ~ K A  i _ _ R i  ,, 2 __+ 

0 =  Z '  ~ ( K A x + A t A , ) =  - - - -  k . ~  A I A ,  , 
i = 1  R i n i  0"1 ~ " ~ i ~ ' i  /----1= 

ou, compte tenu de (11), qui est une consdquenee de (9), 

- $ 

~x_~ n K A . - - R  ~. - - -~ 

~ ~1  R i R i  

La ddcomposition de K A  i en K A I + A 1 A i  donne ensuite 

2 ------> > 2 
n 

~ A -  ~ A , K  - -  2 A I K A , A i + A , A ~  - - R ~  - - ~ ,  = 
t ol  i=1 R i R i  A x A i  O 

donc, grs ~ (9), (10) et (22), 

- ~  ~ 2 

cr ~ A 1 A ~ - R ~  ", 
(e- -R~a~)  _ A t A  ~ = 0 . 

La somme a 6t6 6valude au paragraphe 20, tout  au moins pour 2 < i < n; on peut 

alors 6crire 

--0,~ - -  ,4-  R i R i  al  R 1 R x  "= 
011 

et enfin 

(23) 

R~ + 0,1 -- 0, 2 

! 

t - -  * 
R 1  0,1 

Nous pouvons ainsi remplacer notre premier 6nonc6 par le suivant: 
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Th~or&me II. Les  t rans format ions  U , .  . , U~U~ gquivalentee h une  invers ion  sont 

celles qui  sat is font  au  syst~me (10), (22), (23), o~ ~ est le vecteur courant  de l' espace et 

e =  ~:1. 

a4. u , , . . ,  u=u~ et V , . . .  V~V~ sont simultan6ment une inversion, avec la m~me 

sphere S e t  le m~me e, car e~=a~ = 1. (10) est sym6trique par rapport  g ces deux 

syst~mes de sphgres, mais (23) est remplac6 par 

(24) A1A~ -- ( ~ + ~ )  ~x~ - -  

quand on eonsid~re V,~... V~Vp On v6rifie d'ailleurs ais6ment que (24) est une 

cons6quence de (10) et (23); en partieulier, on a 

O~ 1 ~X 1 
(25) -- i  = - - e - - ,  

R1 R1 

et le syst~me des deux  dquations (10), (23) gquivaut h (10), (24). 

Montrons d'autre part  qu'on ne change pas (22) en y remplagant A1 et oT~ par 
p ! p 

A1 e t a  1, sans modifier les A i e t  Ai; le second membre de cette 6quation s%crit encore 

A ~ A i f  '~ ' ' "X'~d " ( ) - - ~  __~ _~_~ ---~,  v , ( A I A , + A I A 3 ~  , 

i = 2  i = 2  i i 

%,---t -~ 

= (~176 R,R~ A'~A'~. 

En groupant alors dans (22) les 3 termes en (~a -. et (A1A 1 ~), eompte t~nu de (24) et 

(25), b u r  somme s'6erit, g l'aicl~ de al, 

ce qui 6tablit la forme annone6e de (22) 

' , 
(26) ~ + ( ~  - - =  , A 1 A  ~. 

2 ai i=2 RIR~ 

En substi tuant maintenant V n . . .  V~V1 ~ U n. . .  U~U1, on peut remplacer le Th~or~me 

I I  par le 
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T h 6 o r ~ m e  l l I .  Les  t r a n s f o r m a t i o n s  U n . . .  U 2 U 1  6quivalentes  ~ une invers ion 

sont  eelles qui v6rif ient  les 3 6quat ions  

n t 
�9 A i A i  

-->k Ri = o ,  
i=1 i i 

A I A ~  / e 1 \ ~xl 
(27) ~ -  ---- / ~ - - { - W ~ / - - ,  

E 1  \ ~ 1  ~ 1  / O'I  

--> ~ --). 

1 - -  e --~ --> "--" eq ~ ( A I A  i ~) . 

2 ax i~-~ RiRi  
_ _ _ . _ ) .  

I I  peu t  6tre a v a n t a g e u x  de m e t t r e  ainsi en 6vidence les vee teurs  A 1 A i ,  au  lieu des 
- %  

vec teurs  A 1 A  i qui se p rdsen ten t  dans  (22). I l  f au t  6 v i d e m m e n t  que n surpasse  N si 

~ =  - - l .  

35. Les  deux  premi6res  6quat ions  (27) n ' e n t r a i n e n t  pas  ndcessa i rement  la 

ddpendanee  lindaire des n - - 1  vee teu r s  A x A  i. P a r  exemple ,  si les U i f o r m e n t  un 

sys t~me or thogonal ,  on a 1~ i = Ui, done  A i A  i = 0, R x - -  R~, e t  ees deux  dquat ions  

sont  vdrifides avee  e = - - 1 ;  or, ce t te  or thogonal i t6  n '6 t ab l i t  pas  de d6pendanee  

lin6aire en t re  les eentres  si n < N-}-2. 

P roposons-nous  de dd te rminer  t o u s l e s  sys t~mes  de n spheres  U o don t  ies centres  

dd te rminen t  un h y p e r p l a n  ~ n - -  1 d imensions ,  teIs que U n .  �9 �9 U~Ux  soit  une invers ion.  

I1 est  r e m a r q u a b l e  que la derni~re 6qua t ion  (27) suffi t  pou r  rdsoudre ee prob!bme.  

e est  ndcessa i rement  6gal ~ - -1 ,  car  l ' ident i t6  oh e = 1 exigerai t ,  pa r  suite de l ' ind6- 
_____~ 

pendanee  des A x A  i, 
-__~ ---> 

- -  A ~ A ~  ~ ,  

done 

A 1 A ~  ax 

qui en t ra ine  l ' a l ignement  de t o u s l e s  A i. Dans  l ' ident i t6  s 6 tudier  

- - - - ->  t - - >  
_~ .~  n ( A 1 A i ~ )  _ +  

(28)  ~ : - - ( 0 t 1 ~ ) ~ % 1 - ~ -  =.~ RiRt i A I A  i , 
~ i=2 

on a done n ~ N +  1, et  on p e u t  poser  
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-+ ~ A I A i  
(29) } ~-~ ~i ~ .  , 

i = 2  i 

oh Ies ~i sont  n - -1  variables  ind6pendantes .  (28) se d~eompose alors en n - - 1  identi t6s 

scalaires 

~ =  - ff-~ , i = 2 , 3  . . . .  n ,  R~ 

oh l ' ident i f ieat ion par  r appor t  aux  ~k fourn i t  le systbme des ( n - - l )  2 6quat ions  

---> -_--->, o~IA1AIr 
(30) A x A k A , A  i - -  ~-~ikR~.Ri i ,  k = 2, 3 , : . .  n .  

0" 1 

L'add i t ion  des n - - 1  6quat ions de m6me indice i, multipli6es respec t ivement  pa r  
1 

,, donne  
RkR~ 

(31) aIAxA~ = a--A1+ 1 = R~a~+ 1 i : 2' 3 . . . .  n .  
(Yl 

La  m6me 6galit6 est valable avec A1A ~ au lieu de A~A'  i, car (31) s'6erit, grace 

(12 ; I I )  et  (13; I I ) ,  

2 ~ __> R1  +1_ 2 . U, Uj ,Z.4, 
~'~ ~'i j=i+l ~ j  

donc 

(32) 

/ 1 ~ U~Uj\  R~a~A-1 
---- (R~a2~- 1) ~R:. + 2.=~Tf:+lRj- ) - -  Ri ' 

~XlA1A i = R~a~+l  i = 2, 3 . . . .  n .  

(31) e t  (32) sont 6v idemment  6quivalents.  Compte  t enu  de ce r6sultat ,  (30) s '6crit  

- - ~  "" )" V 
A1AkA1A i R~a,~- 1 

(33) , - -  ~ " Ri a~Ri Jr ~ikRk , 

eomme on a fair  pour  (31), on en d6duit  

A1AkA  iAi  R~ a2-4-1 

R~ ~,R'~ 

ou, grace k (33) elle-m~me, 

"~ U U . . . .  --> 3 v A- dlkRk A- 2 ~ ~ 7 -  A 1A kA IAj , 
j=-~+l ~~ 
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A 1 A ~ A ~ A i  

-R i 
c'est-h-dire 

R~.~+I ( 1 2 " U~Ui 
(2"1 R ~  j = i + l  ./'l,j ] j = i + l  

(34) A I A ~ A 1 A  ~ R~(r~+l  - -  ~- d i k q -2U iU k  ~ "  6jk R iR~ , i ,  k = 2, 3 . . . .  n . 
ffl j = i + l  

La  diffdrence des deux 6quat ions (34) obtenues  pa r  pe rmu ta t i on  des 2 indices donne 

U iU k = 0 si i # k, donc les sph6res U~, Ua . . . .  U~ fo rmen t  un  syst6me orthogonal .  
r 

On en d6duit  V i = U i e t  R i -= Ri pour  i > 2. Les dquat ions (34) oh i = k, soit 

2 R ~ a , - k l  
(35) A ~ A  i -  ~-R~ i = 2, 3 , . . .  n 

(~1 

suffisent alors pour  que soit v6rifid le syst6me entier,  car la condit ion d 'or thogonal i t6  

s '6cri t  
-----+ ----~ 2 2 

= A 1 A ~ - - R ~ + A 1 A k - - R  k i =# k .  2 A I A ~ A 1 A  k ~ 

D'ail leurs l '6quat ion (34) gdndrale s '6crit  ma in t enan t  

tY x 
i ,  k ~ 2, 3 . . . .  n ; 

et  l ' addi t ion de celles qui ont  un  m~me indice i ,  multiplides respec t ivement  par  
1 1 

donne 
R k R '  k R i '  1) 

aaA1A i (T 1 , 
al RIR1  

dont  la comparaison avec (32) entra~ne l'6galit6 

OU 

Rxa2-4-1 ~ R I R V r  1 = R1R1 (rz+ 

a2(RI - -R~)  =- O.  

Les inversions 6rant  rdelles, a~ --  0 ent ra inera i t  ~1 

donc 
t 

RI = R1.  

~- 0, qui est incompat ib le  avec (32), 

Mais alors R~a~-~l ~ R~a 1 et  (35) s 'dcrit  

- - 2  

A IA,  i 2 --- R I4 -R~  , 
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qui exprime que U 1 est orthogonale aux autres sphgres U~. Ainsi le syst~me des n 

sphbres U ies t  orthogonal; on a V i = Ui, A~ = Ai, et les deux premi6res 6quations 

(27), oh e = --1, sont bien v6rifi6es. En r6sum6 on a d6montr6 que les syst~mes de n 

sphdres dont l'hyperplan des eentres a n - -1  dimensions, el telles que le produit des 

inversions gquivaille d u n e  inversion, sont les syst~mes de N ~-1 sphdres orthogonales. 

36. Bien que les conditions d~duites de (15) soient surabondantes, comme l'a 

montr5 la discussion faite au paragraphe 32, la recherche des anallagmaties U~. . .  U2 U~ 

~quivalentes s une inversion paralt plus aisle avec (15) qu's l'aide du syst~me (28). 

Avec e-~ 1, (15) s'~crit 

(37) 

et donne, pour r  S ,  

(38) 

n 

( s ~ ) s  ~ 2."  ( u ~ ) v ~  , 
i ~ l  

$% 

S = ..~" (UiS) Vi.  

n 

S appartient s la famille lin6aire des Vi, done des U~. S~ = 0 entralne _,~ (Uiq~) V4 ----- 0, 
i=1 

et, eomme il existe au moins une telle sphgre qs, orthogonale s S sans l'gtre/~ tous 

les Ui, s i n  > 2, les V i ne sont pas lin6airement distincts. I1 en est de m6me pour 

les U i. 

Avec e =- --1, (15) s'6crit 
n 

(39) ~ ~- 2 2  ( u ~ r  v~+ ( s ~ ) s ,  
i~1 

et se r~duit, pour r = S, 

_ ~  (U~S)V~ = o . 
i=1 

Ceci 4tablit une relation lin~aire entre les V~, s moins que S ne soit orthogonale ~ tous 

les U i. Or il rgsulte de (39) que toute sph4re q5 orthogonale ~ tousles  U~ est ~gale 

(SqS)S, donc ~ :kS si elle est unitaire. Si done les V i gtaient lin6airement distincts, 

la sphere r la plus g6n6rale serait de la forme 

r = 2 uiV~+~S �9 
i=1 

La subsitution darts (39) donnerait les n gquations 

n 

u~ = U ~  ---- ~ , "  u k U~ Vk i = 1, 2 . . . .  n ,  

5. Acta mathematica, 82. Imprim$ le 18 decembre 1949. 
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quels que soient les variables ui, c'est-h-dire 

(40) U I V  k = 6i, i ,  k = 1, 2 . . . .  n .  

Nous avons vu au paragraphe 28 que les syst6mes v6rifiant (40) sont les syst6mes 

orthogonaux de sph6res. Ici, il n'existe qu'une sphSre S orthogonale ~ tous les  Ui, 

done n = N + I ,  et S est la sph6re qui compl6te le (N+2)-sph6re orthonormal. On 

salt que S U n . . .  U2U 1 est l'identit6 done U n . . .  U2U ' est bien 6quivalent k S. E n  

dehors de cette solution banaIe, obtenue 6galement au paragraphe pr6c6dent ~ partir 

d'hypoth6ses plus larges, il su f f i t  done de rechercher les syst~mes dont le8 spheres U i 

sont l indairement  lides. 

37. Reprenons d'abord (37) et (38), en admet tant  que les relations lin6aires 

entre les V{ forment le systSme 

n 

= ~ )I,V k s =  1 , 2 , . . q ;  k4=~xl, a~,. ~q, (41) V~, " '  " . . .  
*=1 

oh les V, sont n - - q  spheres lin~airement distinctes, et oh nous utilisons une notation 

d6js famili6re. I1 r~sulte de (38) que S est de la forme 

n 

(42) = ok v , ,  
k = l  

oh les Q, sont n - - q  ineonnues assujetties t~ la condition S ~ = 1. L'identification dans 

(37) par rapport aux V, donne le syst~me d'~quations 

q 
q,Sq)  ~ U,q~+_,Y'  2~ Uc, q) k ----- 1, 2 . . . .  n;  k + ~ ,  o,~ . . . .  % ,  

q 

qui expriment que r est orthogonale h q k S - - U , - - ~ ' t t ~ U o ,  ,. q~ ~tant arbitraire, ces 

conditions ~quivalent 
q 

U - 8 k : 1, 2, . n ;  k=4=aa, a 2 . . . .  aq (43) q,S : , - } -~  2, U~ ..  . 
s = l  

Les Q, ne pouvant ~tre tous nuls, l'61imination de S entre ces 3quations permet 

d'exprimer lin6airement n - - q - - 1  des spheres U ken  fonction des autres sphSres Ui; 

le nombre des sphSres U i lin6airement distinctes est done inf6rieur ou 6gal/~ q +  1; 

autrement dit, on a n - - q < q + l ,  done 

n--1 
(44) q ~ - -  

2 
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Remarquons 6galement que Faddition des n . q ,  6quations (43), mu!tipli6es respec- 

tivement par V~, donne 

2 t 2 = _y' v ~ + _ ~  v ~ . ~  = c~5 ,  
k=l " s ~ l  , i = 1  

donc tous les syst6mes de sph6res qui r6pondent ~ la question sont tels que l'on air 

(45) ~,~" UiV i = 1.  
i=1 

I1 r6sulte de-(21;II) que l'on a 6galement 

1--n ~' (u~ vj) (v~ v~.) - 
l < i < j < n  

L'6tude du syst~me (43) est compliqu6e, mais peut 6tre conduite de la mani6re 

suivante. En exprimant les Ui en fonction des Vi s l'aide de (10;II), (43) s'6crit 

n q n 

eks = Vk+~__~'(Uk~h)Vh+2 ~ __~'(UW~)XiVh+. ~ ~' ~k"~Vh + 
h>k O~s>k h = l  s = l  h = l  

q q q n 

~=1 h>o~s s = l  t = s + l  h = l  

c'est-~-dire 

n ( s~= 1 ~ 8 t 2  " ~ " U a s U h - ~ -  qkS= Vk+22L-"(U~UDV~+ ~ '  ,~,,~T ~ , , ~  
h > k  h = l  = ~r 

s U 2 ~ s  t I +2~Y'~ Uo,~ ~+ 5~).~),~U~, U~,~ V~. 
CCs>k l < s < t < q 

/ 

L'identification avec (42) donne alors un syst~me de (n--q)  ~ 6quations entre les 

( q + l ) ( n = q )  coefficients 2~, ~,  savoir 

h < k ,  
(46) 

I1 reste encore ~ exprimer los produits UiUj aux seconds membres en fonction des 

q q 

d = i +  2, 7 (~)~+ 2 ~ hl u~,uk+e .~  ~ ~k )'kUmqUat, 
s=l s=l l < s < t < q  

q 
8 8 1 8 ~kQh = ~ ~,~h+2 ~" ~W~,yh+2~ ~hU~.U~+2 ~''~' U U "~k'~h O~s ott 

s = l  (xs<h as>k i < 8 < t < q 

q 
8 8 8 ~ 8 -=- 2k ~h U ~  Uc, t ekeh  2 U k U h +  _ . ~ 2 k 2 h ~ _ 2 ~ 2 k U a s U k _ ~ 2  ~ XkU~x Uk+2~- ,  8 t 

s=l Ces<h (Xs>k 1 < s < t < q 

h > k .  
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V IVj ,  grs s (18;II); U,iU j e s t  un polyn5me dont le degr6 par rapport aux produits 

de 2 spheres Ves t  6gal ~ j - - i  ( j  > i) ,  done au plus ~gal s n - - l ,  et contient chaque 

sphere V une ou deux fois; seules les V~., au hombre de q, font intervenir les 2~, sous 

forme lin6aire, done U i U  j e s t  au maximum de degr6 2q ou 2(j--i)  par rapport aux 

2~. Compte tenu des 2~ explicites dans (46), on voit que les seconds membres de ces 

6quations sont des polyn6mes entiers par rapport ~ ces 2~, de degr6 au plus 6gal 

2q+2. I1 ne faut  pas oublier les relations qui expriment que les V~ sont unitaires. 

D'ailleurs la premiere ligne de (46), compar~e au carr6 de (43), entralne tout  de 

suite $ 2 ~  l, et il n'est I~lus n~cessaire de s'occuper de cette condition. 

38. Lorsque ~ ~ --1, c'est-h-dire pour l'identit6 (39), il nous suffit d'examiner 

le cas g6n~ral oh les spheres Ui sont lin6airement li~es. S'il existe une sphere ortho- 

gonale s tous les Ui, on sait qu'elle est unique, et est la sphere S elle-m~me. On a 

n6cessairement n - - q  = N + l .  Toute sphere ~u appartenant h la famille lin6aire des 

U i est orthogonale ~ S, donc S T  ~ T, et il faut que 

Un. �9 �9 U 2 U 1 T  ~- - -  TJ . 

Cette condition est d'ailleurs suffisante pour que U,~ . . .  U2U~ 6quivaille ~ --S, car 

une sphSre quelconque de l'espace est de la forme ~ = 2Tq-/~S, ce qui donne 

U,~. . . U 2 U I ~  ~ - - 2 T + / ~ U n .  �9 �9 U 2 U I S  ~ - - 2 ~ + , u S  . . . . .  S ~  . 

On est ainsi ramen~ au probl~me trait~ au paragraphe 30. 

Supposons done n - - q - ~  N + 2 ,  avec les relations (41) et (42). Posons 

n 

(47) r = ~7'ukVk, 
k=l 

oh les u i sont n - - q  variables inddpendantes. L'identification par rapport aux V 

remplace (39) par les n - - q  identitds en u 

q 

u k ---- U ~ r  ,t~ U o , r 1 6 2  
a = l  

donc par les ( n - - q )  2 ~quations de condition 

( ' ) (4s) U ~ +  ~ 2~U~, ,+ekS  Va = dk~ k,  h = 1, 2 . . . .  n ;  k,  h 4= o , ,  0,2 . . . .  % �9 
8 = 1  

q 

Ceci exprime que la sphSre U~q- ~ ' 2 ~ U o , ~ + e ~ S  est orthogonale s routes les sphSres 
s = l  

V h d'indice h 4= k. Toutes les sphSres V~ formant un systbme complet de N + 2  
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sph6res, il existe une sphbre et une seule orthogonale ~ tous les  V~ d'indice h # k, 

et dont le produit par V~ vaut 1. Soit 

n 
~ (~h (49) V ~ =  ~., ~V h k =  1 , 2  . . . .  n ;  k =~ ~x ~ , ~ ~ . . . .  ~x q 

h = l  

ces n - - q  sph6res, qui s'obtiennent ais6ment ~ partir des V~, et qui sont telles que 

(50) 
! 

V~ Vh ---- ~ k,  h = 1, 2 , . . .  n ;  k ,  h # o~, ~ . . . .  o~q . 

(48) s'6crit alors 

q i n 

(51) u ~ + 2 f  hl u~  = v~-Q~s = ~ '  (~-e~e~)v~, 
s = l  h=l 

h (46) est donc et ne diff6re de (43) que par le changement de ~k~h en %--QkQh" 

simplement remplac6 par 

(52) 

q q 

ckk _ Qk~ = 1+ 2.-' (~i)~ + 2 2 "  ~ U~, Uk + 2 __~ ,~i~i U~, U~,~ 
s = l  s = l  l < s < t ~ q  

q 
h �9 s �9 

2 k ~ h U ~ U ~ t  
s = l  ~xs<h <xs>k l < s < t < q h < ]~ , 

q 

s = l  Ocs<h ~xs>h 

Comme dans le cas du syst4me (46), S 2 = 1 est une cons6quence de (52). En effet, le 

cart6 de (51), compar6 s la premi4re ligne de (52), donne 

c'est-~-dire 

12 2 2 2 k 2 Vk --2ek-t-Q~S ---_ ck - -~  

2 ') ~k T7'2 0 ~k(S~-1) = ~k----k = , 

eomme le montre l 'addition des 6quations (50) de m~me indice k multipli6es respec- 

tivement par 
c~ (h---- 1, 2 . . . .  n; h # ~1, a s , . . .  ~q). 

Les observations faites au sujet du degr6 de (46) sont valables ici. La somme 

des n - - q  6quations (51), multipli6es respectivement par Vk, donne ici 
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(53) v" UiV~ = n - - q - - 1  = N + l  
i = l  

a u  l ieu de  la  r e l a t i o n  (45) t r o u v ~ e  d a n s  le c a s e  = 1. On  a d o n c  ~ g a l e m e n t  

qna l n - -  l - - N  

l ~ i ~ . ] ~ n  


