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Introduction.

La théorie du potentiel newtonien a connu ces vingt derniéres années un
développement considérable. Etudiée d’abord en fonction du probléme de Dirichlet,
elle a fait ensuite 'objet de nombreux travaux autonomes, qui ont permis des
généralisations de nature trés variée, et montré en méme temps le role essentiel joué
par deux théorémes: "un relatif au signe de Uintégrale d’énergie, autre affirmant
Iexactitude du principe du mazimum.

Soit h(r) = r*"? le « noyau newtonien » de I'espace euclidien réel R? & p > 3
dimensions. Selon une notation trés commode de H. Cartan nous désignerons par
UM M) = Sh(m)d,u(P) le potentiel newtonien engendré en M par la mesure positive y
(distribution de masses, ou fonction additive d’ensembles selon les auteurs)r. L’énergie
de u est la quantité:

(1) el = §OUMADdu(3) = (TP M) da(P) .

Le premier théoréme fondamental est alors le suivant : Si u est la différence de deux
mesures positives d énergie finie, Uintégrale (1) est positive, et ne s’annule que si u est
tdentiquement nulle.

Ce résultat est connu depuis longtemps dans le cas d’une distribution réguliére
de masses (réparties par exemple dans un domaine limité par un nombre fini de
surfaces & courbure bornée, avec une dgnsité spatiale continue). Le théoréme classique

de Green conduit alors dans R? & la relation suivante :
1 p——

2) il = - \(grad Ukpar,
47

ol1 I'intégrale est étendue & tout espace R?, dont dr représente 'élément de volume
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(on sait que les hypothéses entrainent la continuité des dérivées partielles du premier
ordre de U#).

Le cas général d’'une mesure quelconque a été établi par des procédés différents
par C. pE LA VALLEE-Poussin [10], G. C. Evans [12] et M. Rigsz [17]. Les deux
premiers auteurs partent du résultat classique (2) et en'déduisent le théoréme général
par des pocrédés de régularisation. G. C. Evans démontre méme que Végalité (2) a
lieu toujours, un potentiel newtonien admettant presque partout des dérivées partielles
du premier ordre.

La démonstration de M. Riesz repose sur une formule de composition vérifiée
par le « noyau dordre a-» : r* (0 < x <-p) :

(3) MP7 = by o\ M@ 7QPPd

avee 0<a<p, 0<f<p0<atf<op.

Cette formule est d’un grand intérét?; elle fait voir immédiatement que la
fonction 777 est du type positif, ce qui est équivalent au théoréme sur le signe de
Pintégrale d’énergie. D’autre part, elle suggére diverses sortes de généralisations :
H. CARTAN a montré {7] qu’a partir d’un noyau symétrique dépendant contintiment
d’un paramétre «, et vérifiant une relation telle que (3), on peut étendre dans une
certaine mesure la théorie classique du balayage et de la capacité (dans I'espace
euclidien et plus généralement dans les groupes topologiques localement compacts),
Son étude est centrée sur le théoréme suivant : L’espace des mesures positives d’ énergie
Jfinie portées par un compact fize et normées par la racine carrée de Uénergie est complet.

Ce théoréme n’entraine pas, dans le cas général, tous les résultats familiers dans
le cas newtonien (par exemple le potentiel U#’ résultant du balayage sur yn compact
de la mesure positive x n’est pas nécessairement majoré partout par le potentiel U#).
Par contre, O. FrosTMAN [13] et M. Rigsz [17] ont pu étendre la plupart de ceux-ci
aux potentiels d’ordre «, avec 0 < o < 2 pour p > 2,0 < & < p, pour p < 2. Pour de
tels noyaux, O. Frostman démontre le théoréme suivant, qu’il appelle principe du
maximum : Si un potentiel U# est borné supérieurement par une constante & en tout
point de I'ensemble fermé qui porte la distribution positive u, il est borné par k dans
tout 'espace. '

Plus récemment, H. CARTAN a construit ([8], [9]) un exposé complet de la

1 La vérification est aisée ; seule la détermination du coefficient demande un certain calcul, mais
la valeur exacte de celui-ci importe peu pour le développement de la théorie ; il est évidemment positif.
Un calcul explicite trés simple sera d’ailleurs donné au début du chapitre III.
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théorie du potentiel newtonien reposant & la fois sur le théoréme relatif au signe de
Vintégrale (1) et sur le suivant : 8¢ 1 est une mesure positive d’énergie finie et p une
mesure positive quelcongue, et si Pon a U* < UP (respect. U* < 1) sauf sur un ensemble
de mesure nulle par rapport & 4, la méme inégalité a liew dans tout Uespace. Cela résulte
d’une propriété des fonctions surharmoniques, classique depuis F. Riesz, et de (1).
Tout noyau qui satisfait & ce théoréme posséde donc des propriétés trés voisines de
celles du noyau newtonien; étendant quelque peu la définition de O. Frostman,
H. Cartax dit [7] d’'un tel noyau qu’il vérifie le principe du maximum (resp. le
principe restreint du maximum).

Dans un ordre d’idées différent, du moins en apparence, la méthode de Riemann
pour résoudre le probléme de Dirichlet a conduit & V'étude de certaines familles de
fonctions définies dans un domaine. On peut remarquer, avec S. ZAREMBA [19], que

si v est un prolongement continu dans un domaine borné w de la donnée-frontiére f,
—_—

dont le gradient V = grad v est de carré sommable!, la solution F du probléme de
Dirichlet relatif & f et w vérifie:

(4) {grad H(grad F—V)dr = 0

pour toute fonction H harmonique dans w et dont le gradient est de carré sommable
dans ce domaine.

Plus généralement, si I_; est un vecteur de carré sommable dans il existe une
fonction F (et une seule & une constante additive prés) harmonique dans w, dont le
gradient est de carré sommable dans w, et telle que I'égalité (4) soit vérifiée pour
toutes les fonctions harmoniques H du type précédent?. O. NIKopYM en a donné [15]
une démonstration qui repose sur des propriétés simples de I'espace de Hilbert; la
relation (4) suggére d’ailleurs I'idée de projection dans un tel espace.

Ces considérations ont amené O.Nixopym [16] & étudier plus généralement
I'ensemble des fonctrons de la classe (BL) dans w3, ¢’est-a-dire des fonctions F définies
presque partout dans o, et possédant les propriétés suivantes :

a. Presque toute paralléle & I'axe Oxz; détermine dans w des segments ouverts &
lintérieur desquels F est une fonction absolument continue de z;(j = 1,2, ... p).

1 En supposant qu’{m tel prolongement existe, ce qui n’est pas toujours le cas, comme on sait
depuis J. Hadamard.

2 Cette fonction n’est d’ailleurs pas en général uniforme.

3 Ces fonctions ont été envisagées par Bepro-LEvI. (Sul principio di Dirichlet, Rend. Palermo, 22,
1908, p. 303).
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b. Les dérivées partielles du premier ordre 0¥ /ox;, qui sont définies presque partout

dans w, sont de carré sommable dans ce domaine ; en appelant g?aid F le vecteur,
défini presque partout dans w, dont les composantes sont 0F/dx;, on a donc:

D(F) = S (grad F)*dr < oo

L’auteur démontre que l’espace de ces fonctions, normées par [|F|| = VB(_FT)
est complet. Le théoréme de G. C. Evans (relation (2)) établit aussitét un rappro-
chement entre I'intégrale D(F) et I’énergie ||u|{2 d’une mesure positive, et par suite
entre le théoréme de O. Nikodym et celui de H. Cartan, rappelé plus haut.

Or D’espace des mesures u qui sont différences de mesures positives d’énergie
finie, normées par ||u||, n’est pas complet, comme H. Cartan 1’a montré par un
exemple!. C’est cette remarque qui est a I’origine du présent travail : si on compléte
Pespace considéré et si on cherche & attribuer une signification aux étres obtenus,
on constate que ce ne sont pas des mesures, mais des « distributions généralisées »,
opérateurs introduits tout récemment par L. ScuwarTz [18]; ces distributions pré-
sentent d’ailleurs dans ce cas newtonien un caractére trés simple, et on peut les
interpréter d’une fagon naturelle par des considérations empruntées 4 la Physique
et relatives aux distributions de magnétisme?2.

Bien que cette interprétation permette d’éviter le « langage des distributions »
en se plagant du point de vue des potentiels plutot que de celui des distributions qui
engendrent ces potentiels, il parait utile de considérer systématiquement les distri-
butions généralisées : elles sont nécessaires pour obtenir la généralité et la clarté
désirables ; de plus, elles constituent un précieux moyen de recherche.

C’est pourquoi nous introduirons les distributions dés le début de ce travail.
Puisque le potentiel newtonien d’une mesure positive x est le produit de composition
de u par la fonction 7*"7 (noyau newtonien pour p > 2), une généralisation naturelle
consiste 3 appeler potentiel de la distribution 7' par rapport au noyau K (ou K est

lui-méme une distribution) le produit de composition :

(5) UT = K+T 3

Le noyau K devra posséder au moins la propriété rappelée plus haut, relative au
signe de I'intégrale d’énergie, qui est vérifiée par le noyau r*P(0 < « < p): K sera
donc une distribution du type positif. D’autre part, il faut encore que le produit de

1 H. CarTaN 8] p. 87.
2 C.R. 222, p. 1374—1376, 1946.
3 Définition de L. ScHwarTz [18].
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composition (5) ait un sens, ce qui n’a pas lieu nécessairement pour des distributions
K et T quelconques; nous pourrons lui attribuer un sens en nous limitant aux
distributions qui sont d’énergie finie par rapport au noyau K, et nous donnerons de
ces distributions une définition qui se réduit & la notion bien connue lorsque K est
un noyau classique et 7' une mesure positive.

Notre but sera ’étude de ces potentiels (5) engendrés par des distributions
d’énergie finie : les potentiels d’ énergie finie. Nous verrons dans quelle mesure il est
possible d’étendre les résultats classiques briévement rappelés plus haut. Ce point
de vue peut sembler quelque peu artificiel ; il sera peut-étre justifié par les appli-
cations que nous donnerons dans les trois derniers chapitres.

Nous commencerons par rappeler, dans un court chapitre de préliminaires, les
définitions et propriétés relatives aux mesures de Radon et aux distributions de
* Schwartz utilisées constamment par la suite. Dans le chapitre 1 nous essayerons
de construire une théorie du potentiel reposant sur des hypothéses aussi générales
que possible ; le noyau K sera une distribution du type positif vérifiant en outre une
condition de régularité assez simple qui exprime que K est inversible par rapport
au produit de composition.

La transformée de Fourier (en un sens élargi) d’une telle distribution est une
mesure positive d’aprés un théoréme de L. Schwartz généralisant le célébre théoréme
de Bochner, et cette propriété est caractéristique. Il est donc naturel d’introduire
la transformation de Fourier en théorie du potentiel ; ¢’est d’ailleurs une idée exprimée
par H. Cartan ([7]) dans le cas plus général des groupes commutatifs localement
compacts. '

Cette transformation nous permettra de donner une définition de I’énergie d’une
distribution quelconque qui est en accord avec la définition (1) dans le cas classique.
11 apparaitra évident, grace au théoréme de Fischer-Riesz, que I'espace des distri-
butions d’énergie finie, normées par la racine carrée de I'énergie, est complet. Le
théoréme de H. Cartan relatif aux mesures positives d’énergie finie s’en déduit
aisément?.

Nous pourrons alors en tirer des conséquences présentant une grande analogie

1 Comme nous ’avons rappelé, H. Cartan établit dans son étude générale [7] que le sous-espace de
mesures positives d’énergie finie portdes par un compact fize est complet. §’appuyant sur le principe du
maximum, le méme auteur démontre que I'espace de toutes les mesures positives d’énergie finie est
complet dans le cas du noyau d’ordre & avec 0 << x = 2 et pose la question de savoir si le résultat est
encore exact pour « > 2 ([8], p. 91). Nous pourrons donc apporter une réponse affirmative, le noyau
d’ordre & (0 << &« < p) satisfaisant & la condition de régularité que nous postulerons dans toute cette
étude (la condition (4); voir débuts des chapitres I et III).



112 Jacques Deny.

avec la théorie du balayage et de la capacité dans le cas newtonien. Mais ce qui, par
exemple, généralisera le mieux la distribution capacitaire d’'un compact ne sera plus
nécessairement une mesure positive (méme dans le cas trés simple du noyau d’ordre
«, avec & > 2): ce sera une distribution généralisée, que nous appellerons distribution
d’équilibre. Le chapitre I sera complété par des exemples élémentaires et par 1’étude,
dans un cas simple, de questions généralisant le probléme de Dirichlet et la théorie
de la fonction de Green d’'un domaine.

Le cas ol le noyau est une fonction positive, ou plus généralement une mesure
positive, est évidemment le plus intéressant dans la pratique et le chapitre II lui est
consacré. Nous montrerons qu'un potentiel d’énergie finie est alors une fonction
définie presque partout, et méme plus précisément, définie & un ensemble de capacité
extérieure nulle prés. Lorsque le noyau vérifie en outre le principe du maximum,
nous verrons que les extensions du balayage faites au chapitre 1 sont, dans le cas de
mesures positives, identiques aux extensions faites par H. CARTAN [7]; de méme,
si on admet le principe restreint du maximum, la distribution d’équilibre est une
mesure positive. Ces théorémes étendent un résultat récent d’Analyse harmonique
donné par A. BEURLING [3] pour un noyau particulier, et qui se trouve vérifié pour
tous les noyaux satisfaisant au principe du maximum. Enfin, sans attaquer de front
le difficile probléme de caractériser ces noyaux, nous donnerons un énoncé simple
équivalent au principe.

Le chapitre I1I concerne les potentiels d’ordre « et spécialement les potentiels
polyharmoniques (x = 2k). Dans le cas newtonien, nous montrons I'identité, & une
constante additive prés, des potentiels d’énergie finie, et des fonctions qui sont de la
classe (BL) dans I’espace tout entier : L’introduction des distributions d’énergie finie
permet donc d’étendre le théoréme de G. C. Evans et d’en donner une réciproque.
Nous faisons en méme temps, pour ces potentiels, 'interprétation physique dont il a
été question plus haut. Le cas du potentiel logarithmique dans le plan, important
pour les applications, ne rentre pas directement dans le théorie générale et doit faire
I’objet d’une étude spéciale. Enfin nous établissons, pour les potentiels polyharmoni-

ques, des résultats analogues au théoréme de G. C. Evans et & sa réciproque.

Le dernier chapitre est consacré exclusivement au cas newtonien. Les fonctions
de la classe (BL) dans un domaine o possédent « quasi-partout », c’est-a-dire sauf
sur un ensemble de capacité extérieure nulle, une propriété de continuité remarquable:
elles admettent une pseudo limiie, notion mise en évidence par M. BRELOT [5] dans le
cas des fonctions sousharmoniques. Lorsque w est une boule, cette sorte de continuité

peut étre étendue aux points-frontiére, ce qui généralise et en méme temps précise un
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théoréme de A. BrurLiNG [2] et J. DurrEsNoY [11] relatif & la représentation con-
forme, la fonction { = f(z) qui effectue la représentation conforme d’un cercle w sur
un domaine-plan simplement connexe et borné étant de la classe (BL) dans o.

Nous définissons enfin les potentiels de Green d’énergie finie dans un domaine w.
Ce sont des fonctions ¥ de la classe (BL) dans w, et nous montrons qu’ils constituent
la variété linéaire orthogonale & la variété (9) des fonetions harmoniques uniformes
de la classe (BL) dans o, avec la norme } D(F) ; ce fait se rattache aux résultats de
S. Zaremba et O. Nikodym rappelés ci-dessus® et, comme nous le verrons, a4 une
étude plus récente de L. Agrrors [1].

Ces quelques indications montrent clairement I'influence qu’ont eue les travaux
de MM. Henri Cartan, Marcel Brelot et Laurent Schwartz sur mes propres recherches.
(Que ces auteurs veuillent bien tronver ici Pexpression de ma reconnaissance pour les
nombreux conseils gqu’ils m’ont donnés personnellement ; je remercie tout particuliére-
ment M. Henri Cartan, qui s’est intéressé a mon travail, et m’a communiqué de
notables améliorations, dont les plus importantes seront signalées dans le cours du
texte.

Je remercie également M. Arnaud Denjoy, qui m’a fait Phonneur de présider
mon jury de theése, et M. Georges Bouligand qui a bien voulu, a l'occasion de la
soutenance, se joindre & MM. Denjoy et Cartan. '

Préliminaires.

On sait que la théorie de lintégrale de Lebesgue-Stieltjes sur un espace
topologique E localement compact (qui sera toujours 'espace euclidien R? & p > 1
dimensions, ou un domaine ouvert de R?) peut étre avantageusement exposée a
partii de la notion de mesure de Radon positive (forme linéaire positive u(f) définie
sur 'ensemble O+ des fonctions f positives? continues sur E et nulles en dehors d’un
compact). Nous renvoyons pour cela aux études de H. CarTaN en vue des applications
a la théorie du potentiel ({7], |8]). Nous rappellerons seulement quelques définitions:

Une mesure complexe est une mesure de la forme y = uy—us+1(u3—u,), ot les
piy sont des mesures positives. Une fonction f = fi—f,+i(fa—f,) (f; positive) est
sommable par rapport & u si chacune des f; est sommable par rapport a chacune des

1 La fonction F vérifiant la relation (4) est la « partie harmonique » du prolongement v (éupposé
de la classe (BL) dans w) de la donnée-froutiére f, ¢’est a-dire la projection de v sur (). Deux prolonge-
ments tels que ¢ ont donc méme projection sur (). v—F est un potentiel de Green d’énergie finie.

2 Le terme « positif » est pris au sens largo (positif ou nul).

8. Acta mathematica, 82, Imprimé le 14 janvier 1930.



114 Jacques Deny.

4y, ; Vintégrale correspondante est notée S fdu. Le noyau fermé de u (complémentaire
du plus grand ouvert dans lequel u est nulle) sera appelé, d’aprés L. Schwartz,
support de u (le terme « noyau » étant réservé & une autre notion).

Les mesures réelles sont ordonnées par la relation 4 < u (4 est majorée par u)
qui exprime que u— A est une mesure positive. Si 4 et u sont des mesures réelles il
existe un élément maximum parmi les mesures réelles majorées par A et u; on le
désigne par inf (1, ). Les mesures z = sup (0, u), » = —inf (0, u), lul=ji+p sont
appelées respectivement variations positive, négative et totale de la mesure réelle y,
et on a u = ji—pu.

Une suite { ,un} de mesures positives converge vaguement vers la mesure positive u
si u,(f) tend vers u(f) pour toute feC+.!

Si 4 et u sont deux mesures positives dans RP on peut écrire, avec des notations
évidentes, pour toute fE€C+:

§da031) §F -+ P)au(P) = §du(3) § S+ P)AXP)

(d’aprés le théoréme de Fubini). Si ce nombre est fini pour toute f€C+, il définit une
mesure positive » sur B? appelée produit de composition de 1 et u, notée v = Axp =
u*4. 11 en est ainsi lorsque I'une des mesures 1 ou u est & support compact. Si 1 et 7
sont des mesures complexes A = A, —A,+i(A3—4,), p = pur—pa+i(us—p,), Axu est
défini si chacun des 4%y, est défini.

On sait que les fonctions additives d’ensembles? permettent de donner un sens
précis & la notion physique de distribution de masse électrique. Le potentiel newtonien
correspondant est donné par une intégrale de Stieltjes. Pour définir d’une maniére
analogue les potentiels engendrés par des distributions de magnétisme, et plus
généralement d’autres potentiels qui n’ont plus d’interprétation physique simple, il
est indispensable de faire appel & la notion de distribution généralisée de L. Schwartz.
Nous allons rappeler aussi briévement que possible les définitions et résultats de cet
auteur ([18]) que nous aurons a utiliser par la suite :

Une distribution généralisée (dans R? ou dans un domaine ouvert de R”) est une

1 Cf. [8]. Si les supports des M, appartiennent & un compact fixe K, cette définition est celle de la
convergence faible des fonctionnelles lindaires sur 'espace des fonctions continues sur 4. Si done on donne
une famille infinie de mesures positives portées par un méme compact, et de masse totale bornée (Sd,u <A)
on peut en extraire une suite vaguement convergente : c¢’est le théoréme du choix de Frostman-—De la
Vallée-Poussin.

% Si u est une mesure de Radon et e un ensemble borélien borné, I'intégrale u(e) = Swedy, ou y,
est la fonction caractéristique de ¢, est bien définie. C’est une fonction complétement additive de e.
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forme linéaire T'(p) définie sur I'ensemble (D) des fonctions ¢ indéfiniment dérivables
a support compact, astreinte a la condition de continuité suivante : 7'(¢) tend vers 0
si g est nulle hors d’un co\mpact ftxe, et tend uniformément vers 0 ainsi que chacune
de ses dérivées partielles!.

T est nulle dans un ouvert o si T(p) = 0 pour toute p & support dans w. Le
support de T est le complémentaire du plus grand ouvert dans lequel 7' est nulle.

L’espace (D) des distributions peut étre muni de la topologie suivante: on
appelle ensemble borné de fonctions ¢ une famille A(E, {M k}), telle que le support de ¢
appartienne au compact K, et que toute dérivée d’ordre & de ¢ soit bornée en module
par le nombre positif M;. Alors T, tend vers 0 si 7,(¢) tend vers 0 uniformément
par rapport aux fonctions ¢ de tout ensemble borné. .

Ces distributions forment une classe trés étendue, qui comprend notamment les
mesures et en particulier les fonctions localement sommables (dans cette théorie
une telle fonction f doit étre identifiée avec la mesure de densité f).2 La convergence
(au sens des distributions) des mesures positives entraine la convergence vague.?

Soit, D = 9"/0x7...0x;? un symbole de dérivation d’ordre n. La dérivée par-
tielle DT de T est la distribution définie par DT (¢) = (—1)"T(Dg). La dérivation
est une opération linéaire continue dans (D’). On peut donc dériver terme & terme
les suites (ou séries) convergentes de distributions.

Le produit de multiplication d’une distribution 7' par une fonction indéfiniment
dérivable « est la distribution o7 définie par aT(p) = T'(xp).

Le produit de composition de deux distributions S et 7' (définies dans R”) dont
une au moins, soit 7T, est & support compact, est la distribution définie par

(S*T)@) = Sp[T y(p(M+P))] = T y[Sp(p(M+P))] .
Le produit de composition par une 7' & support compact est une opération linéaire
continue dans (D’).

“Si D est-un symbole de dérivation, Topération T - DT peut étre considérée
comme un produit de composition avec la dérivée De (ol ¢ est la mesure constituée
par la masse 41 placée & l'origine O). On: peut utiliser les notations: D pour De,
D=+T pour DT. - ' '

Si on effectue le produit de composition d’une distribution 7 par une fonction ¢

1 Une telle condition était inutile dans la définition des mesures de Radon positives.

2 La distribution T' associée & la fonction f (supposée définie quasi-partout et sommable, au sens
de Lebesgue, sur tout compact) est donc définie par T(p) = 5 Sfedr, ot dr est I'élément de volume de RP.

3 Inversement si la suite {,} de mesures positives converge vaguement, elle converge au sens des
distributions.
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indéfiniment dérivable a support compact, on obtient une fonction indéfiniment
dérivable Tx¢, qu'on peut appeler régulariséc de T par ¢.
On utilisera la relation suivante :

(1) o T(g) = Sp. (T'*¢)

pour toute ¢€(T) et pour toute Te(D’). Sp. f, trace de f, désigne la valeur a I'origine O
de la fonction continue f, et ¢ est la fonction symétrique de ¢:

(\;(1'1., Loye ooy mp) = q(—xl’ s YRR -xp) .

La transformée de Fourier d’une fonction f(M) sommable dans E? est la fonction

continue :
g(M) = Sc‘%"OMOPf(P)dtP ,

ol dvest I'élément de volume de R¥. On peut définir la transformée de Fourier d’une
fonction de carré sommable dans R”. Si f; et f, sont deux telles fonctions, et g, et g,

leurs transformées, on a :
ngljzdt = S!fllzdr (théoréme de Plancherel)

gglgzdt = S fifadr (relation de Parseval)

On ne peut attribuer & toute distribution 7’ définie dans EF une transformée de
Fourier qui soit une distribution de méme nature. 11 est nécessaire de se borner a une
classe plus restreinte de distributions, qui sont appelées sphériques.

A cet effet, on introduit P'espace (€) des fonctions 6 indéfiniment dérivables a
décroissance rapide 3 1'infini (c’est-a-dire telles que le produit de 6 et de chacune de
ses dérivées par un polynome quelconque tend vers 0 & I'infini) muui de la topologie
suivante : 6 tend vers 0 dans (€) si § et chacune de ses dérivées tend vers 0 uniformé-
ment dans BP, méme aprés multiplication par un polyndéme quelconque. Les distri-
butions sphériques sont les formes linéaires S continues sur (£). L’espace des § muni
de la topologie du dual de (€), est appelé (E’). § tend vers 0 dans (€’) si S(0) tend
vers 0 uniformément par rapport aux fonctions de tout ensemble borné dans (€) ; on
appelle ainsi un ensemble de fonctions 0 satisfaisant a (D, 8] < M, ./ (1472)%, ou D, 0
désigne une dérivée d’ordre n, r la quantité (2 4+ai+ - .+x;)l'2, et {M n, k} une suite
de nombres positifs (définissant Vensemble borné considéré).

(€’) peut étre identifié & un sous-espace vectoriel de (T'). Les mesures de (€')
sont dites mesures sphériques. Toute mesure u d croissance lente, ¢’est-a-dire telle que les
variations totales « et § des parties réelle et imaginaire de u vérifient des relations
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de Ia forme Sdoc/( 14412 < 0o, avee k positif, est sphérique. Inversement, toute
mesure sphérique positive est d croissance lente.

La transformation de Fourier classique définit un isomorphisme de (&) sur
Iui-méme avec la topologie de (3), et méme avec celle de (3'). Or les fonctions 6 sont
denses dans (3'), ce qui permet de définir, par passage de la limite, la transformée de
Fourier de toute S€(&'); cette transformée est aussi un éiément de (S').

Dans la p‘raquue, c’est la formule de Parseval qui permet de construire la
distribution sphérique V = §(U), transformée de Fourier de la distribution sphérique
U. Si v = (u) désigne la transformée d’une fonction ue(S), V est définie par

U(u) = V(¥) pour toute ve(3),
ou, ce qui revient au méme, par
Uw) = V().

On utilisera 'expression des transformées de Fourier de quelques distributions
simples:
Fle) =1
8(]) = —4ay2 1
F(0"e[0x}10x3?. . Ox)P) = (20n)"x}ia?. . AT .

Une propriété capitale de la transformation de Fourier est la suivante: Si U,
est un multiplicateur universel (c’est-a-dire tel qu'on puisse définir le produit de
multiplication de U, avec toute distribution sphérique), et si V, est un « compositeur »
universel (définition analogue) on a, en posant V, = F(U,), V, = F(U,):

VixVy = FUU,) . ‘

La définition des fonctions et plus généralement des mesures du type positif

se généralise ainsi : On appelle distribution du type positif une T€(D') telle que Von ait :
T(p*@) > 0 pour toute ¢€(D)?

Le théoréme de Bochner?) étendu par L. Schwartz s’énonce : Pour qu’une distri-

1 A = Ae est le Laplacien de la distribution &, ¢’est-a-dire la distribution }Ja?e/ax?.

2 g représente la fonction imaginaire conjuguée de la fonction p symétrique de @. Plus généralement
T ost définie par f‘(cp) = imaginaire conjuguée de T({;)). Les distributions du type positif possédent la
« symétrie hermitienne » T = 7T. o

3 Pour qu’une fonction continue soit du type positif, il faut et il suffit qu’elle soit la transformée
de Fourier d’une mesure positive de masse totale finie,
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bution soit du type positif, il faut et il suffit qu’elle soit sphérique et que sa trans-

formée de Fourier soit une mesure positive (& croissance lente).

CHAPITRE I

Sur la théorie générale du potentiel dans les espaces euclidiens.

1. A la base d’une théorie du potentiel dans E?, nous nous donnons une distri-
bution K du type positif (appelée noyau). K est donc une distribution sphérique dont
la transformée de Fourier » = §'(K) est une mesure positive & croissance lente.

Si T est une distribution @ support compact, le produit de composition :

(1) UL = KT,

qui est une distribution bien déterminée, sera appelé le potentiel de la distribution T
par rapport au noyau K, ou K-potentiel de 7.
On sait que la transformée de Fourier y d’une telle distribution est une fonction

indéfiniment dérivable, & valeurs complexes. La quantité :
(2) 71 = iyl *dx

est donc bien définie : ¢’est un nombre non négatif qui peut étre égal 4 oo; nous

Pappellerons énergie de T'.

Le produit de composition KT «T est bien défini, puisqu'on suppose T a
support compact : C’est une distribution du type positif, et pour que ce soit une
fonction continue, il faut et il suffit que la masse totale de sa transformée de Fourier
|| 2 soit finie. Cette masse totale est alors la valeur & I’origine 0 (la trace) de la fonction

continue K T#i’, de sorte qu’on peut également écrire :
(2b%) |IT(12 = Sp. K«T*T

en convenant de dire que cette quantité est infinie lorsque la distribution K «T+T
n’est pas une fonction continue. '

Comme application immédiate, remarquons que foute fonction ¢ indéfiniment
dérivable et & support compact (ou plus exactement la distribution définie par la
mesure de densité ¢) est d’énergie finie. En effet le produit K*g*g est alors continu
(et méme indéfiniment dérivable).

Supposons maintenant que le support de la mesure x soit I'espace RP tout entier,
restriction a laquelle nous nous limiterons par la suite. Il est clair qu’on peut étendre
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de la fagon suivante un théoréme de O. FrRosTmaN [13] et de C. DE LA VALLEE-
PousSIN [10].

Pour qu’une distribution T' o support compact soit identiquement nulle <l faut et l
suffit que son énergie soit nulle. L'intégrale d’énergie (2) ne peut en effet s’annuler que
lorsque y est identiquement nulle.

2. Hypothéses complémentaires relatives au noyau K. Si T est une distribution
quelconque, le produit de composition (1) et l'intégrale (2) n’ont plus de sens en
général. Pour pouvoir étendre, au moins dans une certaine mesure, la théorie classique
du potentiel, il est nécessaire de faire des hypothéses supplémentaires sur K. Nous
supposerons toujours vérifiée ’hypothése suivante :

Hypothése (A): La transformée de Fourier de K est une fonction' positive  a
croissance lente ainsi que son tnverse® = 1/ ] ; autrement dit il existe un entier ¢ > 0

tel que l'on ait :

®) \

2

& dv < dr <
[ole] R —
(14-72)2 ’ S@(1+r2)q

olt r représente la distance & V'origine du point M de coordonnées x,, x,,.. ., z,, et
dr Vélément de volume de RP.
‘Si Pon pose H = /"2, D et 1/H sont des fonctions positives & croissance lente,

car on a par exemple, en vertu de I'inégalité de Schwarz:

( S(lg—)kdrz)")25 S(lgidr:)q S(liil—rrz)‘l

et la derniére intégrale converge pour ¢ > p/2 (p étant le nombre de dimensions);

le second membre est donc fini, d’aprés (3). Les fonctions $ et & = 1/ sont done
les transformées de Fourier de deux distributions H et L du type positif, et comme
ona = &, H¢L =1, on peut écrire symboliquement :

(4) H+«H = K, H+L =¢,

la transformation de Fourier donnant un sens & ces deux produits de composition

(bien qu’il s’agisse de distributions dont le support n’est pas compact en général).
Lemme 1. Toute fonction T vérifiant Uinégalité:

(5) S@zmzdr < oo

est a croissance lente.

1 Rappelons que par fonction on entend une fonction ordinaire localement sommable f, définie
presque partout, qu’on identifie avec la mesure de densité f.
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En effet, l'inégalité de Schwarz donne

(fo) = formpar (e

quantité finie en vertu de (3) et (5).

3. Extension d’un théoréme de H. Cartan.

Définition : Nous dirons qu'une distribution sphérique T est d’énergie finie si
sa transformée de Fourier est une fonction T vérifiant (5) et nous appellerons énergie
la quantité :

(6) 7] = {|pTPdr .

Toute autre distribution peut étre dite d’énergie infinie, en particulier celles
dont la transformée de Fourier n’est pas une fonction, de méme que les distributions
non sphériques, dont nous ne nous occuperons pas ici. Il est alors facile d’étendre un
important théoréme de H. Cartan, rappelé dans Pintroduction:

Théoréme 1. L’cspace W des distributions d’énergie finie, normées par la racine
carrée de Uénergie, est complet.

Cela résulte aussitot de la définition (6) et du lemme 1; si en effet {7} est une
suite de Cauchy pour la norme considérée, les fonctions HT, convergent en moyenne
quadratique vers une fonction de carré sommable dont le produit par 1/ est une
fonctions T satisfaisant & (5). T est donc la transformée de Fourier d’une distribution

sphérique 7" bien déterminée (puisqu’elle est & croissance lente) et on a:
m [[T—-T,||=0.

Suivant la terminologie de H. Cartan, nous dirons alors que 7', converge fortement
vers 7'. Nous pouvons énoncer le

Théoréme 2. Si T, converge fortement vers T, T, converge vers T au sens des
distributions (et méme des distributions sphériques).

En vertu des propriétés de la transformation de Fourier généralisée, il suffit de
montrer que les fonctions I, = F(7,) tendent vers T = F(T') au sens des distributions
sphériques, ¢’est-a-dire que |T,,(9) —Z(6)| tend vers 0 uniformément pour tout ensemble
borné A de fonctions 6 indéfiniment dérivables & décroissance rapide!. Or en posant

F=3,0,% =239 il vient:

1 Voir le rappel des définitions dans le chapitre de préliminaires.
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T~ TO) = ([T D0 = [ {F o F) 2dels < § G Fl2de§ e
" " gt ) g
Or par définition des ensembles bornés il existe une constante positive A, telle
que {A]> < A /(1+7%)%, olt q est le nombre qui intervient dans la relation (3). Cette
méme relation montre que 'intégrale 816}2/ ©¥dr est uniformément bornée pour les
fed, d’ou le résultat, car, par hypothése, S%n-«%{zdr tend vers 0.

Corollaires: a. L'espace des mesures positives d’énergie finte est complet. En
effet, toute limite forte de mesures positives est une mesure positive car si une suite
de telles mesures g, converge au sens des distributions, la distribution limite est une
mesure positive u (et d’ailleurs u,, converge vaguement vers u). L’espace des mesures
positives d’énergie finie, qui est celui considéré par H. Cartan ([7], [8]) dans sa
théorie, se présente donc comme un sous-ensemble convexe et complet de 'espace T8
des distributions d’énergie finie.

b. Lespace By des distributions (resp. Uespace €y des mesures positives) d’énergie
finie portées par un ensemble fermé E est complet. C'est également une conséquence
des théorémes 1 et 2.

Expression générale des distributions d’énergie finde.

D’aprés la définition (6), les distributions 7 d’énergie finie sont telles que
T = F/H, o F est une fonction de carré sommable, Soit ¥ la fonction dont la trans-
formée de Fourier est 3F; d’aprés le théoréme de Plancherel, F' est de carré som-
mable ; on peut donc écrire, en faisant intervenir la distribution L (dont 1/ est la

transformée de Fourier) :
() T = L*F

la transformation de Fourier donnant un sens a ce produit de composition.
Inversement toute distribution de la forme (7), ol F est une fonction de carré

sommable, est d’énergie finie, et on a méme, d’aprés le théoréme de Plancherel :

Wik = (igrde = {iFpdr.

Expression générale des potentiels & énergie finie.

La transformation de Fourier donne également un sens au produit de com-
position (1), méme lorsque T'n’est pas & support compact, pourva qu’elle soit d’énergie
finie : En cffet le produit I = §F = HF est une fonction sommable sur tout compact
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(car F est de carré sommable, et § est de carré sommable sur tout compact), et il est &

croissance lente, car on a, d’aprés (3):

| )2 dr
_ < (igpar{ < oo
(S(1+ﬂ)qd’ S oAty =
U est done une distribution sphérique. C’est la transformée de Fourier d’une

distribution U qu’on appellera encore K-potentiel de 7', et qu'on peut écrire :

(8) U= UL =K+T = H+F .

Cette formule importante est & la base des théories de M. Riesz, O. Frostman et
H. Cartan. Tout K-potentiel d’énergie finie peut donc étre considéré comme le
H-potentiel engendré par une mesure dont la densité est de carré sommable dans
tout l'espace, l'intégrale correspondante étant égale a I'énergie ||7'||%. Dans le cas
des potentiels d’ordre « considérés par ces auteurs (K = r*?, 0 < x < p), on a
H = C **P(C, > 0). Nous reviendrons au chapitre III sur ce cas important dans

la pratique.

Produit scalaire de deux distributions d’énergie finte. Empruntant le langage de
I'espace de Hilbert, auquel d’ailleurs I’espace 8 est isomorphe, nous appellerons
produit scalaire de deux distributions T, et T, d’énergie finie la quantité :

(Ty, Ts) = (T, Tox = | T, Tdr.
Il en résulte aussitot les relations évidentes :

(Ty, Ty) = (T, Th) (T, 7T) =T
llT1+T2“2 = ”T1“2+HT2”2+2§R(T17 Tz)
(9) (T, To)l < (IT40] 1Tl -

La relation (9) n’est autre que I'inégalité de Schwarz, dont H. Cartan a fait
l'usage que I'on sait en théorie du potentiel.

La définition du produit scalaire (T';, T;) montre que cette expression n’est
autre que la masse totale de la fonction sommable 83 ,%,. Cette fonction est la trans-
formée de Fourier d’une fonction continue qu’'on peut écrire K =l<Tl=t=7~’2 (la trans-
formation de Fourier donnera toujours un sens aux produits de composition envi-
sagés) et on voit, en se reportant 4 la définition de la trace d’une fonction continue,

qu'on a la relation :

(10) (T,, Ty) = Sp. K*Tl*iz
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et plus particuliérement :

(11) IT|12 = Sp. K«T+T .

Remarque. La relation (11) se réduit & (2°*) lorsque 7 est & support compact.
Le produit de composition KT «T peut alors se définir directement.

De méme si 7', et T'y sont a support compact, le produit de composition K *T *5’2,
qui figure dans (10) peut étre défini sans faire usage de la transformation de Fourier.
Plus généralement si T'; et 7', sont d’énergie finie, et si 7', est & support compact, on a:

K*Tl*i’z = (K*Tl)*i’2 = UTl*i’2

et le dernier produit de composition peut se définir directement.
En particulier si T', est une fonction ¢ indéfiniment dérivable & support compact
on peut écrire, en posant T, = T et en utilisant la relation (1) du chapitre de pré-

liminaires :

Sp. K+«T+p =Sp.(K*xT)*p = (K+T) (¢)
d’ol :
(12) (T,9) = UT(g) .

Pour justifier 'associativité des produits de composition écrits on se reportera

toujours aux transformées de Fourier.

Inverse de K par rapport au produit de composition. L'inverse D = 1/ & de la
fonction § étant supposée sommable sur tout compact, et & croissance lente, c’est la
transformée de Fourier d’'une distribution D du type positif et on peut écrire:

DxK = ¢.

Soit alors 7' une distribution d’énergie finie; posons U = K*T. On peut écrire:
T = D+ U autrement dit 7T peut étre considéré comme le D-potentiel de la distribution
U; on a d’ailleurs Pégalité :

Tz = 1Ullp -

Comme application signalons que si 7', converge fortement (par rapport au
noyau K) vers T', la suite U, = K*T, converge fortement (par rapport au noyau D)
vers U. Il résulte donc du théoréme 2 que U, converge vers U au sens des distributions
sphériques, car le noyau D vérifie également I’hypothése (4).
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4. Nous utiliserons fréquemment les quelques remardques trés simples qui suivent :

Rappelons d’abord que toute fonction indéfiniment dérivable a support compact
est d’énergie finie. De méme :

Lemme 2. Une telle fonction @ est un potentiel d'énergie finie.

En effet c’est le potentiel de la distribution 7' = Dxgp, qui est d’ailleurs une
fonction indéfiniment dérivable (mais dont le support n’est pas en général compact).
L'énergie correspondante est: Sp. Dxgxq.

Toute fonction indéfiniment dérivable coincide done dans un ouvert quelconque

avec un potentiel d’énergie finie.

Lemme 3. Soit {,un} une suite de mesures positives portées par un méme compact
K et convergeant vaguement vers la mesure ¢. Leurs transformées de Fourier conver-
gent vers la constante 1, et la convergence est uniforme sur tout compact.

En effet!, les expressions u,(f) sont des formes linéaires continues sur I'espace

des fonctions f(z,,. .., z,) continues sur E. D’aprés un théoréme général, la conver-
gence est uniforme sur toute famille compacte de fonctions f. Or les fonctions
¢yt HgYp) forment une telle famille lorsque le point P(y,,. . ., Y,) décrit un

compact, d’olt le résultat.

Définition. On appellera 7‘égularisée d'une distribution T le produit de com-
position 7', == T'sh,, ou h, est une distribution positive de la masse unité dans la
boule B(0,1/n) de centre O et de rayon 1/n, avec une densité indéfiniment dérivable.

On sait que 7, est une fonction indéfiniment dérivable.

Théoréme 3. Toute distribution T d’énergie finie est limite forte de ses régu-
larisées.
11 s’agit de montrer que ||7,—T'| tend vers 0 avec 1/n. Or si 9, est la transformée

de Fourier de k,, on a:

R LA A
= g RITP1 —n, pdr+ S RIT1—n, d
By CBp

olt By est la boule B(O, R). La masse totale de &, étant 1, on a:fy,] < 1. Il suffira
donc de choisir R assez grand pour que l'intégrale \ Cpkﬁiiizdr soit arbitrairement

petite, puis n assez grand pour que |1—n,| soit aussi petit qu’on veut sur By, ce qui
est possible d’aprés le lemme 3.

} Je dois cette démonstration & P'obligeance de M. L. Schwartz.
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Remarque. Le probléme se pose de savoir si toute mesure d’énergie finie 3

support compact est combinaison linéaire de mesures positives d’énergie finie.

5. Dustributions d'énergie finie portées par un ensemble fermé.

Si I est un ensemble fermé admettant un point intérieur, il est clair qu'il existe
une distribution non nulle 7' (et méme une mesgure positive) d’énergie finie dont le
support appartient & E; en cffet, il existe alors une fonction indéfiniment dérivable
nulle hors d’un compact de K, et non identiquement nulle.

Nous avons désigné par Ly Vespace des distributions § d’énergie finie dont le
support est contenu dans F. D’aprés un corollaire du théoréme 2, W5 est une variété
linéaire fermée de 5. Réservant le terme « capacité » pour les questions qui concernent
les mesures positives, nous dirons que E est de mesure spectrale nulle si Iy, est réduite
& la distribution nulle. Cette dénomination sera justifiée au chapitre 11 lorsque nous
rattacherons la présente étude & une théorie de I’Analyse harmoniqgne.

La projection (au sens des egpaces de Hilbert) sur la variété 3 est une opération
qui jouit de propriétés généralisant celles du balayage sur E lorsque 7’ est une mesure
positive et K le noyau newtonien'. Soit 7' une distribution gueleonque d’énergie
finie; par définition sa projection T sur W, est la distribution S de Wy qui rend
minimum 'expression {|§—7T}], ou encore, ce qui revient au méme, celle qui minimise
Vvintégrale de Gaussy» ||8]2—2R(7T, §). Comme il est bien connu, 77 est caractérisée
par la relation : - ' ‘

(13) (I"—7T,8) =0 pour toute SEW ,

d’ol1 I'on déduit la loi de réciprocité suivante : 8i 8" et 77 sont les projections sur W,

de deux distributions d’énergie finie S et 7, on a:

(13v1%) (P, 8) = (T", 8) = (T", §") 2

Théoréme 4. Dans lintérieur E de E les distributions UT ot UT' coincident.
Soit en effet ¢ une fonction indéfiniment dérivable a support compact dans £.
La mesure de densité ¢ appartient 3 Wy et la relation (13) entraine:

1 Mais lorsque K est un noyau positif quelconcue, la projoction sur 8y d’une mesure positive est
une opération en général distinete de celle gque . Cartan ([7], § V) appelle balayage sur E. C'est pourquoi
nous n’emploierons pas le terme balayage pour désigner la projection sur @y, bien gqu’a certains points
de vué ce soit cetto opération qui possdie les propriétés généralisant le plus exactement célles du balayage
dans le cas newtonien (of par exemyle le théoréme 4 ci-aprés). ‘

2 (ette relation, cldssique dans les espaces de Hilbert, est utilisée systématiquement par I1. Car-
TAN [9] en théorie du balayage newtonien.
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, T, 9) =(T,9)
ce qui peut s’écrire, d’aprés (12):

UT'(p) = UT(p)
d’olr le résultat.

A

Application: Les distributions a support compact sont denses dans Uespace B3.

En effet soit {Bn} une suite de boules fermées concentriques dont le rayon
augmente indéfiniment. Posons B, = Wy , et désignons par W’ I'adhérence forte
de U,,. Soit 7€ W une distribution quelconque d’énergie finie, 7', sa projection sur
... D’aprés un théoréme connu sur les espaces de Hilbert, 7', converge fortement
vers 7", projection de 7' sur ®’. UT= converge donc vers U7’ au sens des distributions
(remarque finale du paragraphe 3), et, d’aprés le théoréme 2, UT» converge vers UT
au sens des distributions (puisque UT» coincide avec UT dans l'intérieur de B,). Il
en résulte 'identité des distributions U et UT’ d’ou celle de 7' et 7". Les espaces
W et W’ sont donc identiques.

11 suffit alors de se rappeler que toute distribution est limite forte de ses régula-

risées (théoréme 3) pour énoncer :

Théoréme 5: Les fonctions indéfiniment dérivables a support compact sont denses
dans U'espace .

Caractérisation des potentiels d’énergie finie : Le théoréme 5 permet d’établir:
Pour qu’une distribution U soit un tel potentiel, il faut et il suffit qu’il existe une
constante positive 4 telle qu’on ait :

[U(p)l < d]lgl|

pour toute fonction ¢ indéfiniment dérivable & support compact.

En effet cette relation exprime que U(p)=Sp.U=*p est une fonctionnelle
linéaire bornée sur 'espace des ¢ normées par la racine de I'énergie ; cet espace est
dense dans B; on peut alors prolonger d’une maniére unique & I'espace 2 la fonc-
tionnelle donnée, qui est donc un produit scalaire ; par conséquent il existe une 7'
d’énergie finie avec :

U@) = (T, 9) = 8p. UTsp = U'(g),
d'on U=U".

Distribution d’équilibre d’un compact. Nous supposons maintenant que I’ensemble
fermé E est borné (E est un compact). Parmi les distributions S de Wy il en existe
une et une seule, que nous appellerons distribution d’équilibre de E, qui rend minimum

I’expression
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I1S]]P—2RS(1)

ou la quantité S(1), qui est définie pour toute distribution & support compact, peut
étre appelée masse totale d’une telle distribution.

L’existence et. 'unicité de cette distribution d’équilibre I' s’établit par un
procédé classique dans les espaces de Hilbert ‘(utilisation du « théoréme de la médiane »
de F. Riesz), en remarquant que I’expression & minimiser est bornée inférieurement.
On peut d’ailleurs observer également que si U est une fonction indéfiniment dérivable
4 support compact et prenant la valeur 1 sur E, ¢’est, d’aprés le lemme 2, le potentiel
d’une distribution 7' d’énergie finie. Le probléme revient done 4 minimiser 'expression
HIS]2—2RS(1)+}|T)2 qui n’est autre que P'énergie ||S—T}|?, car on a, d’apres (10):
(T, 8)=Sp. UTsS = S(1). T est la projection de T sur Wy; elle est caractérisée
par la relation

(T, 8) = (T, 8) pour toute SE€EW,
c’est-a-dire

(14) (T, 8) = 8(1) pour toute SEWj .

Théoréme 6. La distribution U" est identique a 1 dans Uintérieur E de E.
En effet si ¢ est une fonction indéfiniment dérivable & support dans i’, on a,
d’aprés (14):
Sp. K#Ix = g(1) ,

ou encore :

KxT(p) = ¢(1);

ce qui montre bien que K=*[ est réelle et identique & la constante 41 dans E.
On peut également déduire ce résultat du théoréme 4 en remarquant que dans
Eona: U =UT =1.

Re’rﬂarque‘s.
a). La masse totale m = (1) de la distribution d’équilibre est, en vertu de (14),
réelle et égale & 1'énergie ||['|?; nous I'appellerons mesure spectrale de K.t
b). Parmi les distributions 7' de B g telles que MT(1) = 1, il en existe une et une

1 Si le compact E, est contenu dans le compact K,, la mesure spectrale de E, est au plus égale &
celle de E, (cf. remarque ¢). On pourrait donc appeler mesure spectrale d’un ouvert w la borne supérieure
des mesures spectrales des compacts contenus dans w. Pour un ensemble quelconque E on pourrait
définir la mesure spectrale intérieure comme la borne supérieure des mesures spectrales des compacts
contenus dans E, et la mesure spectrale extérieure comme la borne inférieure des mesures spectrales des
ouverts contenant E.
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seule, soit 4, qui rend I'énergie |!7'|* minimum.* On a d’ailleurs I == m4, ou m
est la mesure spectrale du compact E.
L’existence et I'unicité de 4 résultent de ce que I'ensemble des 77 est complet
et convexe. On a d’autre part, pour toute 7€¥¢,, avec RiT(1) = 1:
HA(Q—h)+RT|> = ||4!]? pour tout A,
d’ol1 facilement :

R4, T) = ||Al]2, TER® ;, RT(1) = 1.

En appliquant cette relation & 7' = §/RS(1), ou § est une distribution
quelconque de Wy :
R4, S) = |lA|PRS(1) pour toute SEW .

D’oli en remplacant § par ¢S et en ajoutant :
(4, 8) = |{41'28(1) pour toute SER .

En rapprochant de la relation caractéristique {14), on voit qu'on a identi-

quement :
4 = jjAjpr,
d’otr Pon déduit :
e 11
e m

. Cette derniére remarque montre que la mesure spectrale d'un compact B est

Uinverse de la borne inférieure de Uénergie des distributions S de By telles que
RS(1) = 1. H en résulte aussitdt que les mesures spectrales m, et m, de deux

compacts E, et E, tels que E,C E, sont liées par la relation m; < m,.

6. Exemples. Avant de donner quelques exemples trés simples de noyaux K

satisfaisant & I'hypothése (4), observons que la condition relative a la fonction

@:

- 1/ &, nécessaire pour la validité des résultats précédents, entraine certaines

restrictions sur le noyau, qui se traduisent par la présence d’une singularité en O.

D’une fagon plus précise : une fonction indéfiniment dérivable du type positif ne

vérifie pas U hypothése (A). Supposons en effet que la transformée de Fourier § d’un

tel noyau K{M) soit une fonction sommable sur tout compact ainsi que son inverse T

(sinon I'hypothése (4) n’est pas vérifiée) ; alors T n’est pas a croissance lente, car la

fonction (e—A4/472)""% K étant continue et du type positif, sa transformée de Fourier

{(14-72)" &t est sommable,® ce qui entraine :

1 En supposant que %3z ne sec réduise pas 4 la distribution nulle.
2 D’aprés le théoréme de Bochuer c’est une mesure positive de masse totale finie.
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S@(l—{—ﬂ)‘"dt = +oco pour tout n .

Par exemple la fonction ¢ ne vérifie pas 'hypothése (A4) ; elle est identique &
sa transformée de Fourier, dont I'inverse ¢ est A croissance rapide. Au contraire la
fonction 7> ? (noyau newtonien dans RP, avec p > 2) a pour transformée de Fourier
(p—2)s,/4n*r%, ol s, est Vaire de la sphére-unité; elle vérifie I’hypothese (4); c’est
une fonction indéfiniment dérivable sauf & 1'origine.

Potentiels par rapport & la distribution ¢. La distribution ¢, masse+1 placée &
Porigine, satisfait & I'hypothése (4), puisque sa transformée de Fourier est la fonction
identique & la constante +-1. Les distributions d’énergie finie ont pour transformées
des fonctions de carré sommable. Elles sont elles-mémes des fonctions f de carré
sommable (théoréme de Plancherel), et I’énergie n’est autre que S| fidz. 11 y a donce
identité entre 'espace des distributions d’énergie finie et 1'espace (de Hilbert) des
fonctions de carré sommable dans RP.

Proposons-nous de déterminer la distribution d’équilibre d’un compact E.
D’aprés le § 5, remarque ¢), on est conduit & rechercher parmi les fonctions f de carré
sornmable, nulles hors de E, et dont la masse totale a pour partie réelle +1 (¢’est-a-
dire ERSE fdt = 1), celle qui rend minimum la quantité S{ fi#dr. Le minimum sera

évidemment obtenu pour f réelle; d’autre part, I'inégalité de Schwarz donne :
3 .
. SEfdr ’ < mes £ SE(der.

La valeur minimum de 'énergie est donc 1/mes E. La mesure spectrale du
compact E coincide donc avec sa mesure de Lebesgue. D’autre part, la fonection qui
réalise le minimum étant égale & 1/mes E presque partout sur E, la distribution
d’équilibre n’est autre que la fonction caractéristique de £.

On peut observer également que la projection sur Ly d’une distribution
d’énergie finie, c’est-a-dire d’une fonction f de carré sommable, n’est autre que la
restriction de f & F. Cest une conséquence évidente de la définition du § 5.

Potentiels polyharmoniques. La « solution élémentaire » de certaines équations aux
dérivées partielles peut vérifier 'hypothése (4); c’est le cas de équation AU —a2U
= 0 (a réel > 0), ce qui conduit & considérer dans R® les potentiels par rapport au

noyau ¢ “/r, qui posséde des propriétés voisines de celles du noyau newtonien ;!

1 71 vérifie le principe du maximum (cf chapitre II). Dans le cas général (p > 3), le noyau corres-
pondant s’exprime & I'aide des fonctions de Bessel modifiées : ¢’est, & un facteur prés, la transformée de
Fourier de la fonction 1/(a®+4nr?).

9. Aecta mathematica, 82. Imprimé le 14 janvier 1950.
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c’est également le cas pour I'équation polyharmonique d’ordre k(4,U = 0) dans
RP, avec 0 < 2k < p. Les potentiels par rapport au noyau r**P seront appelés
potentiels polyhdrmoniques dordre k.

Pour k = 1 (p = 3), il s’agit du cas classique des potentiels newtoniens. Dans
ce cas il est facile de déterminer la distribution d’équilibre d’une boule de rayon E;
c’est une mesure positive qui coincide avec la distribution capacitaire (répartition
homogeéne de la masse R?* sur la surface de la sphére), et nous verrons au chapitre IT
que ce résultat s’étend a. un compact quelconque, le noyau newtonien vérifiant,
comme il est bien connu, le principe du maximum. Par contre, les résultats sont tout
a fait différents dés que k dépasse I'unité.

Proposons-nous en effet de déterminer la distribution d’équilibre I de la boule
B(0, R), de centre O et de rayon R, dans le cas'des pbtentiels biharmoniques k=2,
p = 5). L’unicité de I' ayant été démontrée, il en résulte évidemment que le potentiel
U™ = IM+r*? est une fonction de r seul ; admettons que ce soit une fonction continue
dans tout l'espace ainsi que ses dérivées du premier ordre! On a U" = 1 dans
B(0, R) (théoréme 6). A I'extérieur de la boule, U" est biharmonique, done de la
forme ar‘*"’—l—br“”.v La continuité de cette fonction et de sa dérivée normale & la

frontiére de B(O, R) permet de déterminer les constantes a et b; il vient :

1 pourr < R
Ur) =1{p—2 (R)fH p—4 (R)”—2
—— el pour r > R .
2 r 2 r
On obtiendra la distribution I" en utilisant la relation
AxAxrtP = 2(p—2)(p—4)s,¢
qui étend au cas biharmonique une formule donnée par L. ScHWARTZ [18] pour le

potentiel newtonien (4 désignant 'opérateur « Laplacien », s, la surface de la sphére-
unité).? En composant les deux membres avec I il vient en effet :

_ AxAxU
- 2(p—2)(p—4)s,

et un calcul simple montre que I" est lIa somme de deux distributions portées par la

1 11 résulte en effet du chapitre III (§ 2) qu’un potentiel d’énergie finie par rapport au noyau r*?
est de la forme f%7r%—P, ol1 f est de carré sommable. C’est donc un potentiel newtonien engendré par une
mesure dont la densité f est de carré sommable, et ne déperid évidemment que de r. Le résultat admis s’en
déduit aisément.

2 Cf. chap. III, relations (4) et (5).



Les potentiels d’énergie finie. 131

sphére B(O, R): une mesure (ou simple couche) homogéne de densité (p— 2)/2spR3,
et une double couche homogene de densité —1/2s, R=
- La distribution d’équilibre n’est donc pas une mesure.! Quant & la mesure
spectrale I (1), c’est la masse totale de la simple couche (car la double couche est de
masse. totale nulle) :
m=T(1) = P2 ppt
2

On montrerait de méme que dans le cas du potentiel polyharmonique d’ordre k
(K = r*P);1a distribution d’équilibre de la boule B(O, R) est la somme de & couches
multiples homogénes portées.par la frontiére B(0, R), d’ordre 1 (simple couche),
2, ..., k2

8. Sur un probléme de prolongement. On sait qu’en théorie du potentiel newtonien
il est possible de faire le balayage d’une mesure positivé 7 (iui'n’est pas nécessairement
d’énergie finie. Les démonstrations de H. CARTAlNl[g] reposent essentiellement sur le
principe du maximum (cf. chapitre II). Si en particulier x4 est la masse unité ¢y,
placée au point M, sa balayée ¢, sur le compact E permet d’exprimer trés simplement,
la solution du probléme de Dirichlet généralisé® pour le complémentaire CE, avec la
donnée f(P) continue! sur E, sous forme d’intégrale de Stieltjes.

(15) F(M) = {f(P)d&)y(P) .

La fonction F(M) (fonction de Wiener) est définie dans tout I'espace. Si f(M)
désigne le potentiel U# d’'une mesure positive, la relation précédente a encore un
sens; la fonction F(M) représente alors le potentiel U engendré par la mesure
balayée u'. Ce résultat est encore valable pour les potentiels d’ordre x(0 < &« <2
pour p > 2), ce qui a conduit M. R1esz [17] & appeler la fonction F définie pai' (15)
prolongement de f. ‘

1 0. Frostman avait d’ailleurs démontré [13] qu’il ne peut y avoir de mesure positive dont le
potentiel soit constant dans un domaine, dans le cas des potentiels d’ordre x, avec & > 2. Cette remarque,
jointe au fait que le principe du maximum n’est plus vérifié dans ce cas I’a conduit & I’hypothése (toujours
ouverte) que ce principe, suffisant pour élaborer la théorie classique du balayage et de la capacité, est en
quelque sorte nécessaire (cf. chapitre II). ‘

2 Selon L. Schwartz, nous appellerons simple couche sur une variété indéfiniment différentiable V
une mesure y ayant V pour support. Une couche multiple d’ordre & est la dérivée normale d’ordre k—1
d’une simple couche u; c’est la distribution T' définie par T(p) = (— 1) HNd¥lp/dnFldu. Si V est
compacte la masse totale T'(1) est bien définie et évidemment nulle dés que k surpasse 1.

3 Cf. notamment M. Breror [4].

4 On peut considérer avec M. Brelot, des fonctions plus générales (fonctions résolutives).

'
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Le théoréme suivant permet de résoudre pour des noyaux assez généraux un
probléme de prolongement analogue : connaissant le potentiel U” sur un voisinage
d’un compact E, déterminer le potentiel UZ" sur CE, ou 7" est la projection sur %,
de la distribution d’énergie finie 7. Nous supposerons que le noyau K, vérifiant,
comme toujours, 'hypothése (4), est de plus une fonction K(M) indéfiniment dérivable
en M + O. Si T est & support compact, le potentiel U” coincide alors sur le com-
plémentaire du support avec une fonction indéfiniment dérivable.

Théoréme 7. Sous ces hypothéses, & un compact E et a tout point M du complé-
mentaire CE on peut associer une distribution d’énergie finie ¢y, possédant la propriété
suvante : Quelle que soit la distribution T d’énergie finze, on a:

(16) UT'(M) = (T, €x) ,
ou T" est la projection de T sur R,

Cette distribution ¢, n’est autre que I'unique distribution S de % qui minimise

Pexpression :
|S|)2—2RUS(M) 2

Montrons d’abord I'existence et 1'unieité d’une telle distribution ; il existe une
distribution d’énergie finie 4 5, dont le potentiel coincide sur un voisinage de E avec
la fonction indéfiniment dérivable U®¥ (lemme 2). Le probléme revient donc 3 mini-

miser la quantité :

I8 — AP = |ISI PR+ A 12— 2R(S, 4 y)
car on a (8, 4,) = Sp. K *S*[IM; d’autre part sur un voisinage du compact E
symétrique de E par rapport & O on a, compte tenu de la symétrie hermitienne de

K2K+d u = K*&,, (les distributions K A, et Kxe), coincidant par hypothése sur

un voisinage de K); d’ol finalement :
(17) (8, Ap) = Sp. K+Sx&y, = US(M),

ey est done la projection de A a sur Wy, Si 7 est une distribution quelconque

d’énergie finie, la loi de réciprocité (13%s) donne :
(T", Ay) = (T, £y)

c’est-a-dire, d’aprés (17), la relation 4 démontrer (16).

1 Cette expression peut s'écrire ([S{|2—2R(S, e), car, bien que £,, ne soit pas nécessairement
d’énergie finie, le produit scalaire (S, ;) a un sens et on peut écrire, d’aprés (10): (S, e;,)= Sp. K% S#&,, =
U3(m). B

? La distribution K étant du type positif, on a K == K.
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Dans le cas newtonien, il est clair que la relation (16) se réduit a (15) (avec
f= UH# F = UM ol u est une mesure positive d’énergie finie), si I'on admet, comme
nous {e verrons au chapitre suivant, que la mesure u’, balayée de u sur £, n’est autre
que la projection de u sur Wy ; mais la relation (15) est alors valable pour tout point
M de I'espace (et non pas seulement pour M€CE) ; ce dernier résultat est complété
par le théoréme : Si M tend vers le point régulier M, de la frontiére de E, la mesure
positive ¢,, converge vaguement vers &y, On sait d’autre part que I'ensemble des
points irréguliers est de capacité extérieure nulle.

Dans le cas général (ou le principe du maximum n’est plus valable) il semble
difficile d’étudier le comportement de la distribution &}, lorsque M tend vers un

point-frontiére de E. Notons toutefois que la relation (16) peut s’écrire :
UT'(M) = Sp. K«Txé), .

8i donc on remplace dans le second membre K 7' par une fonction indéfiniment
dérivable f, on obtient la formule de prolongement suivante, qui généralise (15) {(du
moins pour M€CE):

F(M) = Sp. fxey = ey(f) .

Si la distribution &), est d’ordre borné (indépendamment de M), on pourra
prolonger des fonctions f admettant des dérivées continues jusqu’a un certain ordre.
En particulier pour K = r**? F(M) sera une fonction k-harmonique sur CE. On
obtient ainsi une solution (purement formelle) du probléme de Dirichlet pour
Véquation 1,U = 0 et l'extérieur d’'un compact arbitraire £ avec pour donnée
frontiére sur £ la fonction f et les valeurs, supposées continues, de ses dérivées

partielles des premiers ordres?

Remarque. Si M et P sont extérieurs au compact E, et si on appelle fonction
de Green pour Vouvert CE la fonction: G(M, P) = U‘W(P)—UE:‘I(P), on vérifie

aisément la symétrie hermitienne

(18) (M, P) = G(P, M) .

En effet on a, par définition

! Ce probléme dont nous donnons une solution formelle est bien une extension du probléme de
Dirichlet clagsique pour les fonctions k-harmoniques ; la donnée-frontiére, sur une variété suffisamment
différentiable, est alors la fonction et les dérivées normales d’ordre 1, 2,. .., k—1i. Il faut encore vérifier
dans le cas général que la distribution e'M a son support sur la frontiére de £, ce qui résulte de ce qued,, o3t
& support ponctuel,
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Uen(P) = K(P—M) = K(M—P) = U2 ().

D’autre part. la relation (16) appliquée & T = s , donne

USHM) = (¢, €3) = (ag> €) = USH(P)
d’out le résultat. ’
Cette fonction de Green G(M p), définie pour M et PeCE, est 1ndef1n1ment
dérivable en M + Peten P < M. Elle est du ¢ype posmf car on vérifie a,lsement qu’ on
a, pour toute fonctlon @ indéfiniment dérivable, nulle hors d’'nn mmpact de CE:

(§ewt, Pyptyp(Pydrydre = ligli—lig'II2 > 0

ot ¢ est la projection de p sur BW.

Nous n’insisterons pas sur les conséquences qu’on peut en déduire telle que
Pétude des ¢ potentiels de Green » d’énergie finie, sur lesquels nous reviendrons au
chapitre IV dans le cas newtonien. Nous.ne chercherons pas non plus & étendre les
considérations de ce paragraphe au cas ol I’ensemble fermé E n’est pas compact,
ni au cas ou le noyau K vérifie seulement ’hypothése (4).

 CHAPITRE II
Cas d’un noyau positif. Principe du maximum.

1. Nous supposerons & I'avenir que le noyau K est une mesure positive vérifiant

toujours ’hypothése (4) du chapitre I. Une telle mesure est donc symétrique (K =K ).
- Le potentiel d’une mesure positive x peut se définir directement (sans faire appel

a la transformation de Fourier). (“est la mesure positive :
Ukt = Ul = Kxpu ,

qui existe dés que ce produit de ¢omposition a un sens.!
Il en est ainsi en particulier lorque u est d’énergie finie (au sens du chap. I).

L’énergie ||u]|? peut d’ailleurs se définir directement par I'expression :

1 Lorsque K est une fonction positive K(M), sommable sur tout compact et semi-continue inférieure-
ment, cette définition conduit & I’expression bien connue : UK(M) = SK (M — P)du(P). Le potentiel est
alors une fonction non négative, définie en tout point (pouvant éventuellement prendre les valeurs 0 et
+00) et semi-continue inférieurement,
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lle][? = Sp. Kxpxis )}
et pour que u soit d’ énergie finie, il faut et il suffit que K » u* i soit une fonction continue.

Comme application immédiate de cette remarque, signalons que toute mesure
1 & support compact, définie par une fonction de carré sommable, est d’énergie finie :
en effet u*Ji est alors continue et & support compact ; K+u*J; est donc continue. En
particulier la fonction caractéristique d’un compact est d’énergie finie. Si d’autre part
la densité de u est continue (et nulle hors d’un compact) le potentiel correspondant
est lui-méme continu.

On sait qu’uneé fonction du type positif bornée presque partout au voisinage de O
est continue (plus exactément : elle est presque partout égale & une fonction con-
tinue).2 On en déduit que si u est une mesure positive d’énergie finie qui majore la
mesure ‘positi"veb 2, ou plus généralement dont le potentiel K*u majore la mesure
Kxl, 2 est d"'ne’rgie finie.

" En effet K*/l*l est ma]oree par K*y*l et comme K+ est majoree par K*y,
ona K= l*l < K*M*y, ce qui montre bien que Kx l*l est contmue on a de plus
HAIR = [lel®

Rappelons & présent quelques résultats de H. Cartan ([7], {8], [9]). Si € est
Vensemble (convexe et fermé) des mesures positives d’énergie finie portées par un
ensemble fermé Z, et si A est une mesure positive d’énergie finie, il existe une u€€y
et une seule, soit 1’, appelée balayée de 1 sur E, qui minimise [{A—u[| ; elle est carac-
térisée par les relations: ‘ ‘ ‘
{(L p) = (X, p)

1 X
W (@, ) = {&]?

pour toute u€Eg 3

1 Le sens attribué & cette expression au chapitre I (relation (10)) était donné par la transformation
de Fourier. 11 est facile de vérifier I'identité de ces deux définitions. Qbservons encore que si K est une
fonction et si u est & support compact et & densité continue I'énergie n’est autre que I'intégrale double
12 = §§ K(M — P)dpu(M)du(P).

? Cf. R. GopEMENT, Les fonctions du type positif et la théorie des groupes (Trans. Amer. Math.
Soc. 63, 1948, p. 1—84). Dans le cas du groupe R?, considéré dans tout ce travail, ce résultat peut s’obtenir
trés simplement & I'aide du théoréme de L. Schwartz sur les distributions du type positif, rappelé dans
I'introduction. Soit en effet f une fonction du type positif, avec [f| << A presque partout sur un voisinage
de 0. Considérons une suite de mesures régularisantes du type positif, par exemple { *h }, ou h, estla
distribution uniforme de la masse +- 1 dans la boule B(0,1/n). f a pour transformée de Fourier une mesure
positive & croissance lente g = F(f) (L. Schwartz). f, = f+h+*h est continue et du type positif ; d’aprés le
théoréme de Bochner, sa transformée de Fourier u,, = §(f,) = |n,,|%u (avecyn, = F{(h,)) a pour masse totale
(1) = f.(0), quantité positive qui est inférieure & A pour n assez grand. Comme 7,, tend vers 1 unifor-
mément sur tout compact (chap. I, lemme 3), la masse totale u(1) est au plus égale & A. Donc f est
presque partout égale & la fonction continue §l(u).

3 Pour un ensemble quelconque E, on peut définir un balayage intérieur et un balayage extérieur
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Si £ est compact, parmi les u€E, il en existe une et une seule, y, appelée distribution
capacitarre de E! qui minimise l'intégrale de Gauss

(M) = |ju]P—2u(1) .

Elle est caractérisée par les relations

2)

{ w1 = 0, 1) pour toute u€Ey .

y(1) = [yIf?

La valeur commune y(1) = |ly|2 = C est la capacité du compact E. C'est aussi
Finverse de la borne inférieure de I'énergie des mesures positives portées par ¥ et de
masse totale unité.

La capacité intérieure €,(F) d’un ensemble quelconque ¥ est la borne supérieure
des capacités des compacts contenus dans £. Sa capacité extérieure € (X) est la
borne inférieure des capacités (intérieures) des ouverts contenant' . On a évidem-
ment §,(¥) < C (F); I'égalité a lieu si £ est compact.

Si B, est contenu dans E,, on a évidemment §,(£,) < €,(F,), et on a une relation

analogue pour les capacités extérieures. I)’une maniére plus précise : 2

(cf. [9]) en considérant les ensembles convexes ot fermés €%, adhérence forte de la réunion des €p relatifs
aux compacts F contenus dans €%, et E, intersection des @iG relatifs aux ouverts @ contenant E. Ces
ensembles coincident lorsque E est compact. Nous n’aurons pas & utiliser ces notions. Observons que le
résultat énoncé (existence et unicité de 4’) est encore vrai dans le cas plus général considéré au chapitre 1
(ol le noyau n’est pas nécessairement une mesure); les relations caractéristiques (1) doivent étre rem-
placées par les suivantes: R(4, u) < (4, u), ®(4, 1) = |A}i%

* Cette « distribution » est par définition une mesure positive,

? Les démonstrations données par les relations (3) et (4) utilisent le principe du maximum, dont il
sora parlé plusloin (cf.par exemple O. FRosTMAN [14] poLu- la relation (3) dans le cas des potentiels d’ordre
a < 2). En réalité le résultat est indépendant de ce principe. Soit en cffet B = UE,, ou les B, sont
boréliens. Soient e C E un compact dont la capacité surpasse §;(H)—e, et y sa distribution capacitaire.
Les E, étant boréliens, on peut écrire y = Xy,, ot p, charge seulement E,. Soit ¢, un compact de K,
tel que la masse totale de la restriction 8, de y,, & ¢, surpasse y,{1)—¢,. Par définition de y on peut écrire:

— Gi(B) +e > —y(1) = lpl1P~2p (1) = [y, 112~ 25y, (1) > Zllp,li2— 22y, (1) > Z(1i8,4i%— 28,(1) —2¢,) .
Or la propriété de minimum de lintégrale de Gauss entraine:

H8ul12—28,(1) > — C(e,) > ~ §,(H,) .
II vient done:
— G(B) e > —X6)(E,)—22E,

d’ou la relation (3), en faisant tendre £ et X¢, vers 0. La relation (4) s’obtient en appliquant (3) & des
ouverts &, contenant F, (cf. [8], p. 93).

Observons que la méthode précédente ne s’applique pas aux mesures spectrales (chapitre 1, § 5).
En offet on a utilisé la relation [[Zy,[|2 > Zjy,||? qui est vérifide si les y, et le noyau K sont positifs.
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(3) . @:@< U En) S 2 @:i(En) 5
n=1 n=1

olt les £, sont des ensembles boréliens

(1 c(UB,) = Yo,
n=1 n=1

ot les ¥, sont des ensembles guelconques.

Une propriété a lieu @ peu prés partout (pour le noyau K), respectivement quasi-
partout si elle a lieu partout sauf aux points d'un ensemble de capacité intérieure,
respectivement extérieure, nulle. Une telle propriété a lieu presque partout en vertu
de la proposition suivante :

Tout ensemble mesurable de capacité intérieure nulle est de mesure (de Lebesque)
nulle. 11 suffit de montrer que tout ensemble mesurable £ de mesure positive porte
une mestre positive d’énergie finie: par exempie la mesure dont la densité est la
fonction caractéristique d’un compact e < F de mesure positive (distribution-mesure
de e).

Le cas du noyau K = ¢ se présente donc comme un cas extréme : la capacité

coincide avec la mesure de Lebesgue.!

2. La « fonction » potentiel d’énergie finie.? Les potentiels d’énergie finie ont été
définis au chapitre 1 (§ 3) pour un noyau K quelconque satisfaisant seulement a
P'hypothése (A4). Un tel potentiel est une distribution U7 = K« (définie & Paide de
la transformation de Fourier lorsque 7 n’est pas & support compact), et il est facile de

construire des exemples pour lesquels UT n’est pas une « fonction »3

1 On a vu au chapitre I (§ 5) que la distribution d’équilibre d’un compact E est alors une mesure
positive, Cest done aussi une distribution capacitaire, ¢t la capacité G(E) coincide avec la mesure
spectrale m(E). Dans le cas général on a évidemment 6(E) < m(E).

? Rappelons que toute fonction f somimable sur tout compact (éfinit une mesure de Radon (la
mesure de densité f), done une distribution. On dit d’une distribution qu’elle est une fonction si elle est
une mesure de cette nature. Une telle fonction n’est évidemment définie qu’a un ensemble de mesure
nulle prés (deux fonctions localement sommables égoles presque partout engendrent la méme distri-
bution).

3 Prenons en effet dans RP, avee p 2> 5: K = A, = /A*4, ot 4 est la distribution « Laplacien. »
K vérifie 'hypothése (4), car ® = F(K) = 1€a°r? (est sommable sur tout compact ainsi que son inverse
1/ ® pour p = 5). La distribution H associée & K (chap.l, § 2) est H = —4. La forme générale des
potentiels d’énergie finie est (chap. I, § 3): U = H*F = —AF, ou F est une fonction quelconque de
carré sommable dans tout Pespace. Il est clair qu’on peut choisir F de fagon que U ne soit pas une
fonction.
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Par contre, si on suppose de plus, comme dans tout ce chapitre, le noyau K positif,
nous allons voir que tout potentiel d’énergie finie est une fonction ; on peut méme
définir quasi-partout la fonction associée & U”. D’une maniére précise on peut énoncer :

Theéoréme 1.! Soit K un noyau positif vérifiant U hypothése (A) ; a toute distribution
T d’énergie finie on peut associer une classe D(T') de fonctions mesurables possédant les
propriétés suivantes :
a). Deux fonctions de ®(T) sont égales quasi-partout, et toute fonetion égale qmsz—
partout & une fonction de @(T') appartient ¢ D(T).
b). (T, 4-T,) est constituée par les sommes d’une fonctzon de O(T,) et d’une fonction de
D(T,). '
¢). Soient fTn€D(T,) et fTED(T) ; si la suite {T',} converge fortement vers T, on peut en
extraire une suite partielle telle que les fT~ correspondantes convergent quasi-partout
vers fT.
d). 8i A est une mesure positive quelconque d’énergie finie, toute fonction fT de ®(T)
est A-sommable, et Uintégrale correspondante n’est autre que le produit scalaire ;-
(5) S fTda= (T, 2).
En pdrticuh'er fr est sommable (au sens de Lebesgue) sur tout compact.
La distribution U7 est alors la mesure ayant podr densité Dune quelconque des’
fonctions de O(T).

@D(T) se présente donc comme une sous-classe de la classe des fonctions (deux a
deux presque partout egales) définissant la mesure U7. 8¢ cette derniére classe contient
une fonction continue U, on a: Ue®(T).

Il est & remarquer que si K est seulement une mesure posﬂuve, 11 n’existe pas
en général de fonction privilégiée dans la classe @(7'), méme si 7' est positive, comme
on peut s’en rendre compte sur 'exemple K = ¢ (cf. chap, I, § 6).2

1 J’avais d’abord établi ce théoréme sous une forme moins générale. M. H. Cartan a bien voulu me
signaler que les restrictions de mon énoncé étaient inutiles.

2 Lorsque K = K(M) est une fonction semi-continue inférieurement, et T' une mesure positive u,
la fonction fH(M) = S K(M — P) du(P), définie partout, est presque partout égale aux fonctions de la
classe D(u) qu’on va définir, mais il n’est pas évident qu’elle est dans cette classe.

Dans le cas du noyau d’ordre a (0 < a < p) on a bien f4€P(u), car la valeur moyenne de f# sur la
boule de centre M et de rayon r rend vers f4(M) lorsque r rand vers 0, et ceci quelle que soit la mesure
positive u; cela résulte immédiatement de [13], p. 27.

Il importe d’observer également que pour ces noyaux la définition de 1’énergie adoptée dans ce
travail coincide avec la définition classique “K(M — P) du(M) du(P) quelle que soit la mesure positive
4 (et non pas seulement si u est & densité continue); cela résulte immediatement de ce que la formule de
M. Riesz (cf. chap. III, § 1) est une relation entre fonctions définies partout (et non pas seulement une
relation entre mesures).
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— Construction de la classe ®(T). Si la distribution UT est une fonction continue
U (c’est-a-dire si - UT coincide avec la mesure de densité U), la classe @(T') sera par
définition constituée par les fonctions égales quasi-partout & U. De telles fonctions
sont mesurables, car un ensemble de capacité extérieure est de mesure lebesguienne
nulle. Dans ce cas particulier on peut énoncer un résultat utilisé par H. Cartan:!

Lemme: L'owvert E(U > &« > 0) est de capacité au plus égale a ||T}?/2.

Soit alors 7', une distribution d’énergie finie dont le potentiel UT» est une fonction
continue, et qui converge fortement vers 7'. On peut supposer, par extraction, que
la série :

(6) ST =T,

est convergente. Alors la suite {Un} converge quasi-partout vers une fonction mesurable
U, la convergence étant wniforme squf sur un ouvert de capacité arbitrairement petite.
Eneffet, d’apréslelemme, on a, en désignant par E, I’ouvert E(|U,,,, — U, | >/ )

C(B,) = 2-4"|\Ty— Tl

Soit B, = U E,; d’aprés la relation (3), on a:

n=k

CE) < 3 CEB)<2 3 4T, — T,
n=lc . L n=k ;
quantité qui tend vers 0 avee 1/k, puisque la série (6) est supposée convergente. Or
sur le complémentaire CE}, on a, pour tout n > k: |U,,,—U,| < 4" Par conséquent

o - o
la sérielU; + ' (U, ,,—U,) est uniformément convergente sur CE;, (dont le complé-
n=1"" : o : ’
mentaire K} est un ouvert dont la capacité tend vers 0 avec 1/k) et elle converge en

o0
tout point du complémentaire de I'ensemble ¢ = () K} qui est un Gj de capacité
k=1

extérieure nulle. ‘
Le méme raisonnement montre que si 7' est nulle, U,, tend vers 0 quasi-partout.
Considérons maintenant une distribution quelconque 7' d’énergie finie. Elle est
limite forte d’une suite {Tn} dont le potentiel est continu et pour laquelle la série (6)

! (8], p- 98, dans le cas newtonien, pour un potentiel engendré par la différence de deux mesures
positives d’énergie finie (la continuité n’étant pas supposée). La démonstration de I'suteur s’adapte
aisément, grice & 'hypothése faite sur la continuité de U (observer que si ¢ est une mesure positive
d’¢énergie finie & support compact, on a: (T, y) = Sp. UT*) = S U dy, et appliquer I'inégalité de Schwarz.
On prendra pour y la distribution capacitaire d’'un compact de V'ouvert considéré).
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est convergente (il suffit d’extraire une suite partielle convenable de la suite {T *hn},
ol les A, sont les mesures régularisantes considérées au chapitre I, § 4). A chacune de
ces suites correspond une fonction mesurable U , et deux fonctions telles que U sont
égales quasi-partout (si {T;} et {T;' } sont deux telles suites, il suffit de considérer les
différences T, —T',). Par définition la classe @(7') sera constituée par 'ensemble des
fonctions égales quasi-partout & 'une quelconque de ces fonctions U. Tl est & observer
que si la distribution U7 coincide avec une fonction continue u, cette construction
conduit a la classe des fonctions quasi-partout égales a u.

Cette classe @(7) posséde par construction la propriété a) de 1’énoncé, et la
propriété b) est évidente.

Démonstration de c). Elle résulte aisément du lemme suivant: Soit f¥ une fonction
de la classe @(T). L'ensemble E(fT > x > 0) est de capacité extérieure au plus égale d
AR

Si T, tend fortement vers T de maniére que la série (6) converge et si f7»
appartient & @&(7,), ce lemme, qui avait déja été utilisé lorsque les f7» étaient des
fonctions continues, montre que f7» converge quasi-partout vers une fonction

mesurable f, et on vérifie facilement que f appartient a &(7T').

Démonstration de d). Soit fT une fonction quelconque de @(7T') et A une mesure
positive d’énergie finie. Sur le complémentaire d’un ensemble borélien de capacité
extérieure nulle (donc de mesure nulle par rapport & 1) f7 est limite de potentiels
continus U,. Elle est donc A-mesurable.

Pour établir la relation (5), on peut évidemment supposer 7', donc f7, réelle
(toute distribution complexe étant de la forme 7 = 7T, + 7, ot 7, et 7', sont
réelles). Soit u la restriction de A & Pensemble E(fT > 0), qui est A-mesurable; u est
d’énergie finie (puisqu’elle est majorée par A); tout revient donc & montrer la
relation :

P = (T, )

} En offet, sur le complémentaire d’un ocuvert w, de capacité inféricure & 1/k, f7 est continue
et limite uniforme Jde potentiels continus Uz, ou T, converge fortement vers 7. L’ensemble F =
B(fT>a)n Cuwy, est fermé, sa capacité intérieure coincide donc avee sa capacité extérieure. Soient e un
compact de F, avec €(e) > (F,)—e (e arbitrairement petit), ct y la distribution capacitaire de e. Les
hypothéses entrainent :

§f7dy = tim {UTndy = lim (T, ) = (T, y) < T Il
dot: x(E(F)—¢) < []Ti.,‘\/@(ﬁ’k), et par conséquent: §(F,) < ||T|2/a% D’autre part E(fT_>_9c) est
contenu dans la réunicn de Fj ot de w,, d’oit le résultat en appliquant la relation (1).
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Supposons d’abord p d support compact. Sur le complémentaire d’'un ouvert w,
dont la capacité tend vers 0 avec 1)k, f7 est limite uniforme des U,. Si on désigne

par u, la restriction de u & w;, on peut écrire :

!15 U, du— SC%Und,u - *Svnduk < U0 el -

Si on fait tendre n vers 1 oo, il vient, en vertu de la convergence uniforme de
U, et de la convergence forte de 7', :

@)= £ < U ]

Lorsque k augmente indéfiniment, la capacité de 'ouvert w;, tend vers 0 ; il en résulte
que la masse totale de w, tend vers 0, et par suite que ||u;|| tend vers 0.1 Comme f7
est négative seulement sur un ensemble de y-mesure nulle, on en déduit bien que f7 est
w-sommable et quon a: Sdey = (T, p).

Si 4 n’est pas & support compact, il suffit de considérer sa restriction y; & la
boule B(0, ). On a: Sde‘uj = (T, u;), d’ou le résultat, car u; tend fortement vers u
lorsque j augmente indéfiniment.?

Une mesure ayant pour densité la fonction caractéristique d’un compact est
d’énergie finie : on voit donc que f7 est sommable (au sens de Lebesgue) sur tout
compact. Enfin si 1 est une mesure complexe & support compact et & densité ¢
indéfiniment dérivable, elle est combinaison linéaire de 4 mesures réelles positives de
cette nature et la relation (5) donne facilement :

\/Tgdr = (T,¢) = Sp. UTsg = U”(g);

la distribution U? est donc identique & la mesure de densité f7.
La démonstration du théoréme 1 est donc achevée. Par la suite nous désignerons
par U Dune quelcongue des fonctions de la classe O(T).

Remarque. Si T est limite forte de distributions d’énergie finie 7', et si les
potentiels U= ont quasi-partout une limite, celle-ci est quasi-partout égale & U7,

1 D’aprés une remarque utilisée par H. Cartan en théorie du potentiel newtonien, les u, sont
décroissants, done aussi les mesures Ksu, = UMk. Les quantités ||u,]|? = Sp. UMk 1, tendent en décrois-
sant vers une limite et on a, pour tout h positif:

et gn—pal1® = gyl l2+1lpg) 12 —2 Sp Ubkthugey, < gl 12— |l 412 -

{1} est donc une suite de Cauchy. La limite forte de u; est la mesure identiquement nulle puisque g
converge vaguement vers 0. On a donc bien : lim ||u,]| = 0.
? La démonstration est toute semblable & celle de la note précédente.
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On en déduit aussitot : la limite d’une suite décroissante de potentiels de mesures
positives d’énergie finie est quasi-partout égale au potentiel d’une mesure positive

d’énergie finie.l

3. Sur le principe du maxrimum. Le théoréme 1 nous permet d’étendre les
définitions rappelées dans l'introduction au cas d’un noyau positif qui n’est plus
nécessairement une fonction semi-continue, mais seulement une mesure positive

satisfaisant & ’hypothése (4).

Principe du maximum : St A ety sont des mesures positives d’énergie finie, et si on
a U* < UF sauf sur un ensemble de mesure nulle par rapport & 1,% on a quasi-partout
U* < UF.

~ Princepe restreint du maximum : Si 1 est une mesure positive d’énergie finie et si
on a U* < 1 sauf sur un ensemble de mesure nulle par rapport & A, on a quasi-partout
U*<1. '

- Ces propriétés sont vérifiées lorsque K est le noyau newtonien 77 (p > 2), ou
plus généralement le « noyau d’ordre « » r* P avec 0 < a <2s8ip>2,0<a <p
si p < 2. Elles le sont aussi dans le cas trivial K = &. Par contre elles ne le sont pas
dans le cas du noyau d’ordre & pour 2 < & < p.3

Nous renvoyons aux travaux de H. Cartan pour les conséquences qu’on peut
en déduire et les démonstrations. Rappelons seulement que le principe du maximum
entraine que les relations (1) sont des égalités, c’est-a-dire que la balayée A’ sur un
ensemble fermé E d’'une mesure positive A d’énergie finie vérifie les relations carac-
téristiques :

(M) (4, u) = (X', u) pour toute u€ .

De méme le principe restreint du maximum entraine, pour la distribution capaci-
taire y d’'un compact E, les relations caractéristiques.

(8) u(1) = (y, u) pour toute u€ €y .

1 11 est intéressant d’observer que cette propriété, déja connue dans le cas newtonien (cf. [8], p. 99;
I'hypothése que les mesures sont d’énergie finie n’est alors pas nécessaire), se trouve démontrée indépen-
damment de tout principe du maximum.

La remarque du texte m’a été signalée par M. H. Cartan, qui a bien voulu me communiquer égale-
ment le théoréme suivant: S¢ T est la projection de T sur la variété linéaire By des distributions d’énergie
finde dont le support est contenu dans un ensemble fermé E, on a UT = UT’ quasi-partout sur E.

2 Rappelons que les fonctions U4 et UM sont définies seulement quasi-partout et quun ensemble
de capacité extérieure nulle est de A-mesure nulle.

3 Cf. O. FrosTman [13].
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La relation (7) exprime que 1’ est la projection de A sur la variété linéaire Wy
engendrée par €. En effet, si § est une distribution de %, c¢’est par définition une
limite forte de mesures y de la forme u = pu; —po+i(u;—p,), ou gk =1, 2, 3, 4)
est une mesure positive d’énergie finie; d’ou, en vertu de la continuité du produit
scalaire :

(9) ’ (4, 8) = (¥, 8) pour toute SE€ A .

On montre de méme que la relation (8) entraine pour un compact ¥ :
(10) ' (y, 8) = S(1) pour toute S€ A"

Ces remarques permettent d’établir les théorémes suivants.

Théoréme 2. Le principe du maximum entraine Uidentité des variétés Uy et Wy,
pour tout ensemble fermé E ; autrement dit toute distribution 7' d’énergie finie dont le
support appartient & un ensemble fermé E est limite forte de combinaisons linéaires
de mesures positives d’energle finie portées par E.

Montrons d’abord que si 1 est une mesure positive d’énergie finie, sa balayée
A" sur un ensemble fermé K est identique d sa projection sur la variété linéaire Wy des
distributions d’énergie finie dont le support est contenu dans E.

Soit en effet 7' une distribution de % 5 ; considérons les distributions régularisées
T, = T'xh, introduites au chapitre I, § 4 ; 7', est une fonction indéfiniment dérivable,
nulle hors de 'ensemble fermé E, réunion des boules de rayon 1/n centrées sur E;
elle est donc combinaison linéaire de fonctions positives indéfiniment dérivables,
nulles hors de I'ensemble fermé E,, réunion des boules de rayon 2/n centrées sur E;

on a donc: 7', € Ay, et si 1, est la balayée de 1 sur E,, 1a relation (9) permet d’écrire:

(Ao Tr) = (4, T,,) -
Or on sait que 7', converge fortement vers 7. D’autre part 4, converge fortement
vers A', en vertu d’un théoréme relatif au balayage d’une mesure positive sur une
suite d’ensembles fermés décroissants.! La relation précédente donne done par passage
a la limite (en vertu de la continuité du produit scalaire) :

(A, Ty= (4,1

et ceci ayant lieu pour toute 7' € %, il en résulte que A’ est la projection de 4 sur W .
Le théoréme 2 s’en déduit aisément. Soit en effet 7€ Wy. D’aprés le théoréme 3
du chapitre I, 7" est limite forte de mesures de la forme A = A;,—A,+1(4;—4,), ol

1 H. CartaN [9], p. 240.
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Aplk = 1, 2, 3, 4) est une mesure positive d’énergie finie. Or 2’ = A, —A;+i(1;—Ay),
ou 1; est la balayée de A, est, d’aprés ce qui précéde, la projection de A sur Wy
On a done ||T—X|| < ||T—2l|, ce qui montre que 1’, qui est portée par E, converge

fortement vers 7.

Remarque. 11 résulte en particulier du théoréme 2 que lorsque le principe du
maximum s’applique, toute distribution de 28, est limite (au sens des distributions)
de mesures portées par E. Or ceci n’est évidemment pas vrai pour toute distribution
dont le support est porté par E. Si, par exemple dans R?, E est réduit au seul point O,
la distribution de/dx n’est pas limite des mesures portées par . Or cette distribution
est d’énergie finie par rapport & tout noyau K = K(z) admettant une dérivée con-
tinue du second ordre, I'énergie étant alors —K'/(0).1 1l en résulte qu'un tel noyau

ne saurait vérifier le principe du maximum.

Théoréme 3. Le principe restreint du maximum entraine Uidentité de la distribution
capacitaire et de la distribution d’équilibre d’un compact quelcongue E, et en particulier
Uégalité de la capacité et de la mesure spectrale de E.

La démonstration est analogue & celle du théoréme 2. Soit 7' € 78 ; considérons
la distribution régularisée 7', = T'xh,,, qui appartient & g/, ol E, est le compact
réunion des boules de rayon 2/n centrées sur K. Soit y, la distribution capacitaire
de E,; on peut écrire, d’aprés (10):

(s T) = Th(1) -
Or y, tend fortement vers y, distribution capacitaire de E; 7', tend fortement vers 7',
et comme elle appartient & un compact fixe, 7',(1) tend vers 7'(1). La continuité du
produit scalaire donne alors :
(y, T) = T'(1) pour toute 7€ W

Ce qui est bien la relation caractéristique de la distribution d’équilibre " (cf. cha-
pitre 1, § 5).

Le fait que la distribution d’équilibre soit une mesure positive est donc une

condition nécessaire pour la validité du principe restreint.

4. Sur un théoréme de A. Beurling. Les théorémes 2 et 3 ont été énoncés par

A. BEUrLING [3] dans le cas particulier ou le noyau K est la fonction (définie sur

1 La fonction K(z) étant du type positif, elle admet un maximum & lorigine; la quantité
—K’’(0) est donec positive ou nulle.
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RY) qui est la transformée de Fourier de la fonction f(z) = (1+4|2])*(0 < o < 1).
Rappelons & ce sujet un probléme d’Analyse harmonique posé par cet auteur:

A une classe trés générale de fonctions f(x) définie sur B!, on associe, au moyen
d’une « transformation harmonique, » un specire qui est un ensemble fermé?; le
probléme de la représentation spectrale est le suivant : f(x) décrivant un espace de
Banach %, muni d’'une norme ||f||, et E étant un ensemble fermé donné, toute
fonction f de B, dont le spectre appartient & F peut-elle étre approchée autant qu’on
veut au sens de la norme par une fonction dont la transformée de Fourier est une
mesure portée par E? Le probléme est étudié et résolu par l'affirmative dans le cas

ol B est 'espace (hilbertien) des fonctions de carré sommable par rapport a la mesure
00 Yo
de densité (14{z|)™ (0 << o < 1), avec la norme ||f|| = <S lf(x)|2(1+|x})‘°‘dx>

Si 'on prend pour définition du spectre d’une fonction f(M) (définie sur RP) le
support de la distribution 7' dont f est la transformée de Fourier au sens de L. Schwartz
{(dans le cas ot celle-ci existe) on voit aisément que le théoréme 2 résout par I’ affirmative
le probléme de la représentation spectrale des fonctions f(M) de carré sommable par
rapport & la mesure positive de densité ® lorsque celle-ci est la transformée de Fourier
d’une mesure positive K satisfaisant au principe du maximum. Les fonctions f(M)
jouent le réledes §, transformées de Fourier des distributions 7’ d’énergie finie par
rapport au noyau K.

La notion de mesure spectrale a été introduite par A. Beurling dans le cas du
noyau § = (14jxz|) ™. L’auteur démontre alors I'identité entre la mesure spectrale
et la capacité. Notre théoréme 3 met en évidence un cas trés général pour lequel le
résultat est encore vrai. '

Les considérations précédentes montrent I'intérét qu’il y aurait a caractériser les
noyaux positifs satisfaisant au principe du maximum, ou tout au moins a trouver un
systeme de conditions suffisantes assez étendues. Les résultats obtenus dans ce sens
sont peu nombreux. Nous n’aborderons pas ici ce probléme, qui semble assez délicat.
Neous nous bornerons a signaler un énoncé équivalent du principe (théoréme 4), qui
aura avantage de se présenter sous une forme plus symétrique et mieux appropriée
3 lextension éventuelle au cas de mesures positives qui ne sont pas nécessairement
d’énergie finie.

Pour y parvenir, nous allons faire une courte étude préliminaire.

1 La transformée harmonique d’une fonction f(x) telle que f(z)e=91%} soit sommable pour tout o > 0
. + . . .
est la fonction U/(a, t)y = S <>0f(:tc)e—"y“o'“”]d:v, c’est-a-dire la transformée de Fourier de f(x)e‘olxl. Le
—00

spectre de f est ’ensemble des nombres réels ¢ tels que lim Su+£iU/(a, t){dt > 0 pour tout &£ > 0.
— Jo—e
o—9

10. Acta mathematica, 82. Imprimé le 16 janvier 1950.
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5. Fonctions continues surharmoniques par rapport au noyau K. K est toujours
supposé positif et vérifiant ’hypothése (4). Soient E un compact, €, I'ensemble
(convexe et fermé) des mesures positives d’énergie finie portées par L. Si f est une
fonction réelle continue non négative dans RP, il existe une mesure u de §; et une

seule qui minimise l'intégrale de Gauss:
I(p) = [luli*—2 fdp .

11 suffit d’observer que les hypothéses faites sur £ et f entrainent que I(u) est bornée

inférieurement.!
Cette mesure minimisante ,ufE = p; possede les propriétés suivantes, qui sont

caractéristiques :

(s 1) = Sfd,u pour toute n€ €y,

(11)
gl = fap

Ces relations se réduisent aux relations (2) pour f = 1; u; est alors la distribution

capacitaire de K. Des relations (11) on déduit aisément :2
(12) U¥! > f & peu prés partout sur K3
(13) UM = f presque partout-s; .*

Ceci posé la fonction f sera dite K-surharmonigue (ou simplement  surharmo-

nique) s8¢ on a la relation :
Unrf < [ quasi-partout dans BEP

et cect quel que soit le compact K.

1 La démonstration est alors identique & celle donnée dans [7] pour I'existence de la distribution
capacitaire d'un compact, & laquelle Hy se réduit pour f= 1.

2 Comme dans [8], p. 92. )

3 Rappelons que si p est une mesure positive d’énergie finie, U¥ désigne I'une quelconque des
fonctions de la classe @(u) associée & u, comme il a été montré dans le théoréme 1. Rappelons également
que « & peu prés partout » signifie « sauf sur un ensemble de capacité intérieure nulle. »

4 C’est-a-dire « sauf sur un ensemble de mesure nulle par rapport a My »

5 Cette définition est inspirée de celle de M. Riesz et O. Frostman (cf. notamment O.FRosT-
MAN [14]). La définition de ces auteurs suppose au préalable qu’on sache effectuer le balayage (en un sens
convenable) de la mesure ¢;, (masse+1 placée au point M), probléme qu’on sait résoudre dans le cas
newtonien et plus généralement dans le cas des potentiels d’ordre o, avec 0 < o = 28ip > 2,0 < x < p
si p = 2. Une fonction f positive et semi-continue inférieurement est dite surharmonique si elle est
partout au moins égale a son prolongement F(M) = 5 f(P)de’;(P) (voir & ce propos le chapitre I, § 7). I
semble malaisé de définir ef,, dans le cas général (& moins toutefois que le noyau K ne soit continu &
Porigine. £;; est alors d’énergie finie).
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Pour une telle fonction f, la relation.(12) entraine aussitot :
E
(14) - UM = f & peu prés partout sur & .

Cette notion ne présente d’intérét que dans le cas ol le noyau satisfait au principe

du maximum. On a alors les résultats suivants:

a. Tout potentiel continu engendré par une mesure positive u d’énergie finie est
surharmonique. En effet si on pose f = U#, ,u;g n’est autre que la balayée u’ de y sur E,
et on a: UM < UM quasi-partout d’aprés le principe du maximum (I’égalité ayant
lieu presque partout-u’).

b. Toute fonction surharmonique continue non négative majorée par le potentiel
d’une mesure positive d’ énergie finie est un potentiel de ceite nature. En effet soit f une
telle fonction ; posons nyn = u,, oit B, est la boule fermée B(O, n). D’aprés (14) on
a UH» = f & peu prés partout sur B,. Or {U""} est une suite croissante (quasi-partout)
d’aprés le principe du maximum, car U#» = Ukr+t (= f) & peu prés partout sur B,
pour tout k > 0. Par hypothése ||u,|| est bornée uniformément,‘dor‘lc U, converge
fortement vers une certaine mesure y et on a : lim U#» = U# quasi-partout (remarque
finale du § 2). D'ou f = U* & peu prés partout, et méme quasi-partout puisque f est
continue.

c. La borne inférieure de deux fonctions surharmoniques non négatives continues

est surharmonique.

Soient en effet f et g deux telles fonctions; h = inf (f, g) est continue et non
négative. Si E est un compact quelconque, la mesure uf = u, associée & h et E est,
d’aprés (13), telle que U#* = h sauf sur un ensemble de mesure nulle par rapport a u,.

Sauf sur un tel ensemble on a done, d’aprés (14):

U/‘hsf: U‘U,/ s U”h_<_g= U”g'
Le principe du maximum entraine que ces inégalités ont lieu quasi-partout. Dol :
Ukt < inf (UM, Uksy < inf (f, g) = h

quasi-partout, ce qui établit la propriété c.

Remarque. Si K vérifie le principe restreint du maximum, toute constante positive
est surharmonique. En effet si f est la constante 1, u, n’est autre que la mesure capaci-

taire y de E, et le principe restreint du maximum entraine UY < 1 quasi-partout.
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6. Autre forme du principe du maximum.

Théoréme 4: Pour qu’un noyau positif K satisfasse aw principe du maximum il
Jaut et il suffit qu'on ait, pour tout couple de mesures positives A et u d’énergie finie :

(15) inf (K#2, Kxpu) = Kxv

ou v est une mesure positive (nécessairement d’énergie finie).

La suffisance de la relation (15) a été démontrée par H. Cartan ([7]), lorsque le
noyau K est semi-continu inférieurement. Dans le cas newtonien cette relation (15)
exprime une propriété bien connue des fonctions surharmoniques ordinaires, clas-
sique depuis F. Riesz; cela permet d’établir que le noyau newtonien satisfait au
principe du maximum.!

La relation (15) fait intervenir seulement des mesures telles que K *u, c’est-a-dire
des classes de fonctions localement sommables définies presque partout, et non les
fonctions U¥ des classes plus restreintes ®(u).

La démonstration du théoréme 4 résultera aisément des lemmes suivants :

Lemme 1: 81 K est un noyaw positif vérifiant soit le principe du maximum soit
la relation (15) pour tout couple A et u, et st UV et U* sont deux potentiels continus
engendrés par des mesures positives d’émergie finie, la fonction continue U =
inf (U2, U#) est un potentiel de cette nature. ,

Si en effet K vérifie le principe du maximum, les fonctions U* et U# sont
surharmoniques (§ 5, a), done U est surharmonique (§ 5, c¢) et c’est méme le potentiel
d’une ‘mesure positive d’énergie finie (§ 5, b).

Si K vérifie la relation (15), la mesure de densité U coincide avec la mesure
K#v. On a done U” = U presque partout, et I'égalité a méme lieu quasi-partout

puisque U est continue.

Lemme 2. Soit K un noyaw positif vérifiant U'une quelconque des deux hypo-
théses enmsagées dans Uénoncé du lemme 1. St {U "‘"} est une suite de potenticls
continus engendrés par des mesures positives «, avee ||o,|] < A < oo, il existe une
mesure positive «, d’énergie finie telle que Uon ait:

lim inf U = U* quasi-partout .

En effet on peut poser, d’aprés le lemme 1:

Uonk = inf (U, Usns1, |, Uonsiy |

1 Cf. H. CarraN [8] p. 87.
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Lorsque k augmente indéfiniment, la suite {U ""“r"} est décroissante ; il existe donc
une mesure positive g, d’énergie finie telle qu'on ait :

lim U%n% — UPr quasi-partout
k

(remarque finale du paragraphe 2). Ces UPr sont croissants (quasi-partout) et les [|8,||
sont, bornées uniformément par 4. Il en résulte que g, converge fortement vers une
certaine mesure positive x, et que UPn converge quasi-partout vers U*. Mais on a
d’autre part :

lim inf U%* = lim (lim U*%) = U* quasi-partout ;
n k

le lemme 2 est donc établi.

Démonstration de la suffisance. Supposons que la relation (15) ait lieu pour tout
couple 4 et u ; soient U#, UP, U* des fonctions particuliéres de classes ®(1), D(u), D(»).
Posons :

U = inf (U4, U#).
On va montrer que la relation U = U?, qui a évidemment lieu presque partout, est
vérifiée quasi-partout.

Ce point a été établi lorsque U” et U sont continus (lemme 1). Dans le cas
général, il suifit de considérer une suite de mesures régularisantes h,, telles que, si on
pose 4, = Axh,, u, = uxh,, les fonctions continues U** et U¥» convergent quasi-
partout vers U* et UX,

Soit alors U = inf (U*», UHr), 1l est clair que le potentiel continu U”* converge
quasi-partout vers . Oun a d’autre part : ||v, || < |4,]|, quantité uniformément bornée.
Le lemme 2 entraine alors I'existence d’une mesure positive » telle qu'on ait:

U” =liminf U = U quasi-partout.

Ceci fait, la démonstration de H. Cartan? s’applique sans modification : Soient
A et u deux mesures positives d’énergie finie, avec U* < U# sauf sur un ensemble de
(mesure nulle par rapport & A. La remarque précédente permet de poser: U’ =
inf (U*, U¥) et on a, d’aprés le théoréme 1. c:

A—||? = H/ﬂl“rlh’lI2—2SU”d/1 = |p|I*—]l4]I* =0
d’oti: ||{A—v|] = 0, ce qui entraine » = A. On a donc quasi-partout :

U= U< UF.

1[7], § VL
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D émonstration de la mécessité. Soit K un noyau satisfaisant au principe du
maximum. Si 1 et u sont deux mesures positives d’énergie finie, il s’agit d’établir
Pexistence d’'une mesure positive v satisfaisant a (15).

Ceci a été établi lorsque les potentiels U* et U# sont continus (lemme 1). Dans le
cas général il suffit de considérer des mesures régularisées 1, et u, telles que les
potentiels continus U*» et U#» convergent quasi-partout vers deux fonctions U et U#
des classes @(4) et @(u). On pose alors U = inf (U#» , UFr) ; cette fonction converge
quasi-partout vers U = inf (U”, U#); le lemme 2 montre donc l’existence d’une
mesure positive » d’énergie finie telle qu'on ait U = U” quasi-partout, d’ou I'on
déduit la relation (15).

Remarques. a. On a démontré incidemment que le lemme 1 est encore vrai si
les potentiels considérés ne sont pas continus. Il en est donc de méme du lemme 2,
et on peut énoncer : '
Soit K un noyau positif satisfatsant au principe du maximum. St {',un} est une suite
de mesures positives d’énergie uniformément bornée, il existe une mesure positive u
d’énergie finie telle quon ait: '
lim inf UH» = U*  quasi-partout.

C’est, dans le cas newtonien, un théoréme bien connu de M. Brelot et H. Cartan.!
b. On peut établir que si un noyau positif K est tel que, pour toute mesure

positive 1 d’énergie finie, on a la relation :
(16) < ¢ inf (K%, 1) = K#v,

ol1 » est une mesure positive d’énergie finie, K vérifie le principe restreint du maxi-
mum?. ' / '
Inversement il est facile de voir que le principe restreint, joint au principe du
maximum, entraine la relation (16) pour toute mesure positive 1 d’énergie finie. I1
suffit d’utiliser le fait que toute constante positive est alors surharmonique.

1 M. BREL?T C. R. 207, 1938, p. 836. H. Carrax [8], p. 103.

2 Posons & cet effet U = inf (U4, 1), ot U4 € @(A). 1l suffit de montrer que la relation U = U?,
qui a lieu presque partout d’aprés (16), est vérifiée & peu prés partout.

C’est évident si UZ est continu. Sinon on considére les potentiels continus U#n obtenus par régulari-
sation, et on pose UV = inf (U4n, 1). On a: llv,ll = 112,!, quantité uniformément bornée. D’autre part,
pour toute mesure positive x d’énergie finie et & support compact la quantité (v,, o) = \ U¥»dx tend vers
SUdoc (car U¥n est uniformément bornée par la constante 1, qui est x-sommable, ot converge vers U
pesrque partout-x). », converge donc faiblement vers une certaine mesure v, et on a U¥ = U a peu
prés partout, puisqu'on a: {U¥dx = {Udx pour toute mesure & du type considéré.

On achéve alors comme pour la démonstration du théoréme 4 (suffisance).



Les potentiels d’énergie {inie. 151

CHAPITRE I1L.

Potentiels d’ordre .

1. Sur la formule de composition de M. Riesz. .
La formule de M. Riesz rappelée dans I'introduction, peut s’écrire :

(1) B S WY sl

, 1(G)r@r (=)

kg =10 , :
‘Iw(p;o‘>p(p_tﬁ>p(ﬁﬁ>
2 2 2
Elle est valable quel que soit le nombre p de dimensions de Uespace euclidien
RP(p>1),pour 0<ax<p, 0<f<p, 0<atp<op.

On en déduit aisément, comme le fait observer L. Schwartz ([18]) I’expression

de la transformée de Fourier du noyau r*?:

avec

(2) %(r"‘”’):C&r‘"‘ avec Cy =na% ———

0 <a<p).

On peut d’ailleurs établir directement la relation (2), et en déduire inversement
la valeur du coefficient de M. Riesz. De simples considérations d’homogénéité mon-
trent en effet que la transformée de Fourier de * P est de la forme C,r*. Pour
déterminer C,, il suffit d’observer que la fonction ¢ est sa propre transformée de
Fourier et d’appliquer"la formule de Parseval. Il vient :

| emrrae— o, emrean

d’ou

o0

S TPy
Yo

o0
S e dr = C,
0

Posant alors nr? = t, il vient :
O—~Pp 400 p—0x

o0
il —1
n'“”S PN At = Oym S et dt
0 0

d’ou la valeur déja donnée du coefficient C, .
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Pour en déduire le coefficient k, 4, il suffit de considérer la transformée de
Fourier du produit de composition 7* Px7#P; cette transformée est un produit
ordinaire:

Fr*PrrPP) = Caoﬁr'(""“ﬁ) = ——g“cﬁ%(raw P)

o+
d’oir finalement:

C
ky g = Z27B ge qui est bien la valeur (1) .
’ Ca+ﬂ

2. Potentiels d’ordre o d’énergie finie. Comme au chapitre I, nous envisagerons
non seulement des mesures, mais des distributions 7' qui sont d’énergie finie pour
le noyau r*? (0 < & < p), c’est-d-dire dont la transformée de Fourier $ est de carré
sommable par rapport & la mesure de densité r*. L’énergie correspondante sera :

z 2
® 1= 04§ de

Les fonctions § et @ définies au chapitre I (§ 2) sont ici:
1
VCy

Dq est, d’aprés (2), la transformée de Fourier de la fonction

&2

Se:’zx = Va:r—a/z gzx

— UV X/2—p
H, = JC,0, ™7,

Il résulte donc de la formule (9) du chapitre I que I'expression générale des potentiels
d’ordre x d’énergie finie est :
Ui = HyxS = 0, Cp 4z USs

ou F est une fonction quelconque de carré sommable. L’énergie correspondante n’est
autre que S}S |2dz. Ces potentiels sont donc des fonctions sommables sur tout com-
pact, définies presque partout. Le théoréme 1 du chapitre II donne d’ailleurs un
résultat plus précis, et permet de définir UZ sauf sur un ensemble de capacité exté-
rieure (d’ordre &) nulle.

La distribution L, dont €, est la transformée de Fourier peut s’exprimer, ainsi
que L. Schwartz I'a fait observer! & laide des parties finies d’intégrales, notion

! L. ScawarTz [18]. La formule (2) est valable quel que soit le nombre réel x pourvu que & et p—a
soient différents d’un entier négatif pair, mais 4 condition de remplacer éventuellement les fonctions r*—P

et 7~ par les « pseudo-fonctions » ’;_"‘—*7’, l;:o‘. Pour x > p, « = p—2k (k entier >> 0) on désigne par |r—*

la distribution définie par [r—%(p) = , \gr~%*dr, partie finie de l'intégrale Szpr""dt. Pour la définition et les
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introduite par J. Hadamard. La formule (8) du chapitre I donne alors I'expression
générale des distributions 7' d’énergie finie par rapport au noyau r*”. Observons
également que ces distributions sont caractérisées par le fait que U To est de carré
sommable. Cette remarque, souvent utilisée dans le cas d’une mesure,! est une
conséquence de I’expression (3) d’ol1 I'on tire, compte tenu de (2) et du théoréme de
Plancherel :
c
12113 = g 2 Ui

Enfin le noyau r*? est une distribution inversible par rapport au produit de
composition, ¢’est-A-dire qu’il existe une distribution D, telle que D *r*? = &. Dans
le cas newtonien (x = 2, p > 3), ce résultat n’est autre qu’une élégante formulation

du théoréme de Poisson donnée par L. Schwartz :
4) A*r7P = —(p—2)s,¢,

ol s, est la surface de la sphére-unité et 4 = Ae la « distribution-Laplacien » .
D, prend également une forme trés simple dans le cas des potentiels poly-

harmoniques (x = 2k, p > 2k--1, k entier > 0)2. La transformée de Fourier de D,

est r%/C,,, Aot D,y = Ay /(—4a2)*C,, o 4, est le Laplacien itéré k fois. Tenant

compte de la valeur de C,;, donnée par (2), et de celle de s, = 2P0 (p]2), il vient

facilement
(—1)
(5) 'DZk = Ak ’
A
avec

a, = XU k—1)(p—2)(p—14). . .(p—2k)s,
d’ott la généralisation de (4):
(5P1s) Apxr™* P = (—1)Yae .

Bien entendu cette relation peut s’établir sans faire usage de la transformation
de Fourier.

propriétes de ces parties finies d’intégrales, voir J. HADAMARD, Le probléme de Cauchy et les équations
aux dérivées partielles linéaires hyperboliques (Paris, 1932, p. 184—217).

C
%+7) 1

Dans le cas qui nous occupe & présent (0 << x << p), on a donc: L = ‘/___ -
O, |rPt2

1 M. Riesz [17], O. Frost™MaN [13], H. CARTAN [7].

2 Dans le cas général, o == 2k, on a: Dy = Cpyp #{@+P}, Cette distribution (ainsi que L,) posséde
des propriétés analogues & celles de la distribution « dérivée d’ordre fractionnaire. » Ce dernier point de
vue est développé, au langage prés, par M. Riesz [17].
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3. Etude du cas mewtonien ; extension d’un théoréme de (. C. Evans. ,
Le cas newtonien correspond & &« = 2; nous supposerons donc le nombre de
dimensions p au moins égal 4 3. Le cas du potentiel logarithmique dans le plan sera

étudié au § 5.
0
Si U7 est un potentiel newtonien d’énergie finie, la dérivée partielle 3 U7,
yA

définie pour I'instant comme une distribution, est une fonction de carré sommable. En
effet, si on désigne d’une fagon générale par (A4) la transformée de Fourier d’une
distribution A4, on a, en vertu des relations rappelées au début du § 2:
0 T . T . Y
S\ 5 *xU" | = 2002, F(U”) = 2inz; 98 = 2in)/ 0,28,
ox; ‘ » T
ol © est une fonction de carré sommable?; le résultat est donc une conséquence

immédiate du théoréme de Plancherel (car |z;/r| <1); ce théoréme donne de plus:

2 2 x?
S uT| dr = 4n202§_74@¢2dr .
ox; Jr?
Ajoutant les relations analogues pour j = 1,2, ..., p, et tenant compte de ce

que I'énergie de 7' est Sl@l“‘dt, il vient :

1 erla f
P2 = - S | ur| dr .
171 = g 2 v e

—
Désignons par grad UT le vecteur dont les composantes sont les fonctions de

0 : .
carré sommable — U7 ; le coefficient C, est donné par (2), et peut d’ailleurs se déduire
..
j
trés facilement de (4). Il vient finalement :

(6) T = { lgrad U724,

(p —2 )Sp
ou s, est P'aire de la sphére unité.
0 . .
Les dérivées partielles — U7 (au sens des distributions) de la fonction U7 étant
X -

des fonctions sommables sur tout compact, il en résulte facilement que U7 est
presque partout égale & une fonction F absolument continue en z; sur presque toute

paralléle & Ox; et dont la dérivée partielle (au sens ordinaire) 0F/cx; est presque

4 .
1. U7 peut étre considéré comme le produit de composition de U? par la distribution a/ax,, qui

E)x]»

a pour transformée de Fourier 2imcj (cf. le chapitre de préliminaires).



Les potentiels d’énergie finie. 155

0
partout égale aa_—UT (j =1, 2,...p). Dautre part le procédé de régularisation du
T

chapitre I (§ 2) permet de définir une fonction U presque partout égale & U7, donc
a F, et dont la restriction au complémentaire d’un ouvert de capacité aussi faible
qu'en veut est continue. La projection de cet ouvert. sur un des hyperplans de
coordonnées est de capacité?!, et par suite de mesure (p— 1)-dimensionnelle arbitraire-
ment petite. U est donc continue sur presque toute paralléle & Oz; (j = 1, 2,..., p)
donc égale & F sur presque toutes ces droites.

Désignant alors par UT une fonction telle que U, c’est-a-dire I'une quelconque
des fonctions de la classe @(T') associée & T' (chap. I1, § 2), on voit qu’on peut énoncer,
en se reportant & la définition des fonctions de la classe (BL) rappelée dans l'intro-
duction :

Théoréme: Tout potentiel newtonien d’énergie finie U7 est une fonction de la
classe (BL) dans tout Uespace. L’énergie correspondante est : '

T2 = jgrad U7 |2dx .

(p —2 ) sp S
Le produit scalaire de deux distributions 7',, T2 d’énergie finie s’exprime a l'aide
du produit scalaire des vecteurs gradients:

(Ty, Ty) = S(gTaLﬁ UT  grad UT2)ds.

(p—2)s,

Comme nous I'avons rappelé dans I'introduction, ces résultats ont été donnés
par G. C. Evaxns [12] dans le cas des mesures positives d’énergie finie dans R?3; les
potentiels correspondants sont alors des fonctions positives définies partout, et le
coefficient (p—2)s,, est égal & 4x.

Théoréme: Réciproguement toute fonction de la classe (BL) dans tout I'espace
est, & une constante additive prés, un potentiel newtonien d’énergie finie.
Soit en effet F une telle fonction ; considérons la distribution T' = —AF [(p—2)s,,.
P o
Si on pose f; = 0F/[ox;, on a AF = Zg‘f;’ la transformée de Fourier de AF est
P j=19%;
done 2in 3 x;F(f;); comme F(f;) est de carré sommable (théoréme de Plancherel),

j=1
I'expression précédente est de carré sommable par rapport a la mesure de densité 1/r?2;

la relation (3) montre que 7' est d’énergie finie.

1 La capacité extérieure de la projection d’un ensemble A est inférieure ou égale & la capacité
extérieure de A (cf. M. BrRELOT [5]).
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On a d’autre part, d’aprés (4):
AUT = AF .

La fonction F est donc égale & la distribution U T augmentée d’une distribution,
donc d’une fonction harmonique dont les dérivées du premier ordre sont de carré

sommable ; or on sait qu’une telle fonction se réduit & une constante, d’ol1 le résultat!.

Remarque: Les fonctions F de la classe (BL) qui sont des potentiels d’énergie
finie sont caractérisées par le fait que leur valeur moyenne sur les boules de centre O
et de rayon R tend vers 0 lorsque R tend vers +oo.

1
() lim —S Fdr =0,
R0 Vg dp,
ol v, est le volume de la boule By, de centre O et de rayon R.
En effet, si 5 désigne la mesure constituée par la masse 1 répartie uniformé-
ment dans la boule By, on a, pour une distribution 7' d’énergie finie :

1
— S UTdr = SUTth — Sp. UTwhy = (T, hy) .
Br

Yr
L’inégalité de Schwarz (chapitre I, relation (10)) donne alors :
1 |
— U dz | < T (gl
Br

Ur

Or un calcul élémentaire donne pour 1'énergie de kg :

2p

holl2 = ——*+
hgll® = o s

donc ||hg|| tend vers 0 avec 1/R, et il en est de méme de la moyenne de U, sur
B(O, R).

Inversement toute fonction F de la classe (BL) étant de la forme F = U740,
ott U7 est un potentiel d’énergie finie et C' une constante, il est évident que la con-
dition (7) entraine C = 0.

4. Interprétation des poteniiels newtoniens d’énergie finie comme potentiels magnéti-

ques.

1 Ce résultat est d’ailleurs une conséquence évidente de la théorie des distributions : si en effet H
a des dérivées du premier ordre qui sont de carré sommable, elle admet une transformée de Fourier; elle
se réduit donc & un polynéme harmonique [18] et par conséquent & une constante,
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Nous appellerons distribution magnétique toute distribution qui est somme de
dérivées du premier ordre de mesures de Radon:

L
A

Le support d’une telle distribution n’est pas nécessairement la réunion des sup-
ports des mesures y; (il peut étre contenu dans cette réunion). Lorsque 7' est & support
compact, le potentiel newtonien U7 = r*P+T est bien défini; nous appellerons
potentiel magnétique.

Si les mesures u; sont elles-mémes & support compact, on peut écrire :

T 0 2—p pY Zj
= =3 P = (p—2) 32
i=1 0%; T

X,

P
v = (-2)§ 5 )
Jj=1
ou @y, Xy, . . ., ¥, sont les coordonnées de M, t,, t,,. . ., t, celles de P. U T est donc une
fonction (localement sommable) définie presque partout?.

Lorsque les mesures u; sont des fonctions de densité 4, on peut écrire :

Foary o o D@ —t)A4;(P)
®) UTan = (-0 SR s

-
Le vecteur I de coordonnées Aj est le vecteur intensité d’aimantation. La distri-
bution correspondante est :

9) - T— —divl — —zp’

Dans le cas classique (théorie élémentaire du magnétisme dans 'espace ordinaire
R3), on considére un domaine borné o limité par un nombre fini de surfaces réguliéres

-
8; le vecteur I est nul sur le complémentaire Cw ; ses composantes admettent dans o

1 Une « double couche » sur une surface est un exemple simple de distribution magnétique.

* On peut méme préciser davantage : les quantités |o;—t|/MFP? étant majorées par MPIP, les
intégrales correspondantes sont majorées par le potentiel d’ordre o = 1: (p-2)U1;i, ot v; est la mesure
« variation totale de Mje » Cette remarque montre que U 7 est définie sauf sur un ensemble de capacité
d’ordre 1 (c’est-a-dire correspordant aux potentiels d’ordre &« = 1) nulle, les points de cet ensemble
exceptionnel étant ceux ou les potentiels d’ordre 1 engendrés par les variations positives et négatives
d’une des mesures y; sont tous deux infinis (en supposant les u; réelles).



158 Jacques Deny.

des dérivées partielles du premier ordre qui sont continues sur la fermeture w. La
formule de Green montre alors que le potentiel magnétique (8) est identique a la
somme de deux potentiels, engendrés I'un par une distribution réguliére de densité

—div I dans o, I'autre par une simple couche portée par S, dont la densité super-

ficielle est la composante normale de /. Ce résultat est en accord avec la relation (9),
dans laquelle il faut entendre la divergence au sens des distributions?.

>
L’intégrale (8) peut encore avoir un sens pour presque tout point M lorsque I
n’est pas a support compact. Nous allons voir qu’il en est ainsi lorsque les compo-

—
santes de I sont de carré sommable. Nous emploierons encore le terme « potentiel
magnétique ».

Théoréme: Toute distribution d’énergie finie (par rapport au noyau newtonien)
est une distribution magnétique, définie par le vecteur intensité d’ aimantation :

— 1 —— p
(10) I=——— gradU",
dont les composantes sont de carré sommable.
En effet la relation (4) permet d’écrire :
1
T=————AUT
(P—Q) 813
,_1 X —_—
=-— ——div (grad UT).
(p—z)‘sp
Le vecteur g_r_a_:l UT est de carré sommable (§ 3); il en est donc de méme du

vecteur I défini par (10), et on a 7' = —div I ; ¢’est la définition d’une distribution

—
magnétique, dont I est le vecteur intensité d’aimantation.

Théoréme: Toute distribution magnétique engendrée par un vecteur intensité

4’ aimantation Yde carré sommable est d’énergie finie:
(11) 172 < (p—2)s, { 1]

.
Végalité ayant liew dans le seul cas ou I est un vecteur gradient.

—
1 La couche superficielle provient de la discontinuité du vecteur I & la frontiére.
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- 0
Soit en effet T = —divl] = 2 a— A une telle distribution (les composantes
]:1

A; de I sont de carré sommable). Elle admet pour transformée de Fourier la fonction

T = 2in X' x;F(4;); on a donc en vertu de (3):

| P g 2
||T|]2=4n2025 2 dr
\ r

j=1

ce qui s’écrit, en utilisant l'identité de Lagrange!, et en remplagant le coefficient
472C, par sa valeur déja calculée (p—2)s,

1712 = (p—2)s (2\%A>|2dr—<p 25, { 33 =541 e

d’ou l'inégalité (11), en appliquant le théoréme de Plancherel L’égalité aura lieu
seulement si les fonctions x;%(4,) —z,§(4,) sont nulles presque partout, ¢’est-a-dire

I 0 s
si 'on a, au sens des distributions : — 4, = —A,ce qui exprime que [ est un vecteur

ox; oz,
gradient ([18]).

Remarques: a). Les théorémes précédents montrent qu’il y a identité entre la

classe des potentiels magnétiques engendrés par un vecteur_I) de carré sommable, et
celle des potentiels newtoniens d’énergie finie. D'autre part toute distribution
d’énergie finie est limite forte de combinaisons linéaires de mesures positives d’énergie
finie (chapitre I, théoréme 5). L’introduction des distributions magnétiques d’énergie
finie résout donc le probléme de complétion de I’espace constitué par les combinaisons
linéaires de mesures positives d’énergie finie considéré par H. Cartan, et que 'auteur
a démontré par un exemple n’étre pas complet (voir I'introduction). La représentation
a laide du potentiel magnétique nous donne de plus une interprétation physique
simple des étres introduits par complétion.

b). Induction magnétique. Nous appellerons ainsi les vecteurs :
— — —
B = H+(p—2)s,l
— — —
ou I est le vecteur intensité d’aimantation, et H = —grad UT le champ magnétique

produit par la distribution magnétique d’énergie finie 7' = —div 1.

! L’identité de Lagrange s’applique pour des nombres a,, a,...a
nombres by, by,. .. b, réels: | Xab|? +2{a7bk—akbj|2 = (Zlajlz)(Zbi‘;»).
i ik i i

- complexes et des
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— —
Ce vecteur B est de carré sommable et vérifie div B = 0'; on a en effet :

div B = div H+(p—2)s, div I

avece :
div H = —div (grad U”) = —AUT = (p—2)s,T ,

d’out le résultat, qui exprime un fait bien connu dans la théorie élémentaire du
magnétisme dans Pespace ordinaire, et qu’on traduit en disant que le flux de U'induc-

tion magnétique est conservatif.
.
¢). Il est bien évident que le vecteur I n’est pas unique. Il résulte de la définition

qu’on peut lui ajouter tout vecteur dont la divergence est nulle (au sens des distri-
butions). La remarque précédente montre que, parmi les vecteurs intensité d’aiman-
tation qui engendrent un potentiel donné U” (d’énergie finie), il en existe un et un
seul qui est tel que linduction magnétique soit nulle: c’est le vecteur
1 —
— ——— grad U”.2
(p—2)s,

5. Potentiel logarithmique dans le plan.

Le théoréme de Poisson sous la forme donnée par L. Schwartz se traduit par

la relation :

1
log— = —2ne .
A4 log ; 7
La transformée de Fourier du noyau K = —log r est donc une distribution &
telle que:
2ar2Q = 1.

Ce n’est donc pas une mesure, car 1/r? n’est pas sommable au voisinage de I'origine?.

Le noyau —log r n’est pas 4 proprement parler du type positif.

1 Cette propriété peut s’exprimer sans faire usage du langage des distributions de la fagon suivante:

-
SB grad pdt = 0 pour toute fonction ¢ & support compact indéfiniment dérivable (ou méme seulement

douée de dérivées du premier ordre continues).

2 Contrairement au cas d’un potentiel électrique olt une seule distribution de masses engendre un
potentiel donné, il existe une infinité de répartitions de magnétisme donnant naissance & un méme
potentiel ;' 'exemple classique rappelé plus haut montre d’ailleurs 1’équivalence d’une distribution
magnétique réguliére avec unc mesure simple. La théoric des distributions permet cependant d’éncneer

—

un théoréme d’unicité en considérant non pas le vecteur aimantation I, mais la distribution magnétique
—
~div I,

3 On détermine aisément la distribution & = §(log (1/r)) dans R? en observant que, lorsquo o

tend vers 0, la fonction K, = (r®—1)/x converge vers log (1/r) au sens des distributions sphériques.
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Nous dirons encore d’une distribution 7' qu’elle est d’énergie finie si sa trans-
formée de Fourier est une fonction T pour laquelle I'intégrale d’énergie

1 ¢ 2
(12) iy = {2

=L de

a un sens!. T est done de la forme :

# est donc la limite, au sens des distributions sphériques, de fy = §{(Ky) = (F(r~*)—¢g)/x. Or F(r—*) est
donné par la formule (2}; un calcul élémentaire conduit alors au résultat suivant :

1 1
R =Fllog—} = —
r Sy

ol ¢ est la masse +1 placée & Vorigine, lr"’ est la distribution définie par:

1
— 4 a.e
P Lo

1 . g @ 1
—(@) = tim ¢ §  Zdr—s,p0)log {,

» t—0 ' YcBoy
8y = 27P12/['(p/2) est l'aire de la sphére-unité (pour p = 1, on pose sp = 2) enfin a, est le nombre réel
1 Pl g 1
log n—~—2—*fp~—51”’(1) ; on a donc, en désignant par € la constante d’Euler: a; = C+log 2rn, a, =
F -)
2

1 1 1
C+log m, et d’'une maniére générale: a,, = C+log ﬂ—§<l+§+-~ +——l> Aoyl = C+log 27

1 1 )
_(1+§+...+2m_1
1 do représente ici I'élément d’aire du plan rapporté a4 deux axes rectangulaires Oz, Oy, et on a
posé: r? = z24y2
Plus généralement, on peut envisager le potentiel logarithmique dans R? (p > 1) et appeler distri-
butions d’énergie finie les distributions 7' dont la transformée de Fourier ¥ = §(T') satisfait &:

1 p%)2
Hrie = —\=-dr < oo
s o rF
I'espace de ces distributions, normées par ||T'||, est complet.

Observons qu’en vertu de la note précédente, si T' est & support compact, et de masse totale nulle
(T(1) = 0), on a:Fllog (1/r)«T+T] = |Z|?/s,2¥, car T est alors une fonction indéfiniment dérivable nulle

al'origine, d’olt il résulte que le produit Te est nul, et que le produit & 7P est égal & la fonction (localement
sommable) T/rF.

Pour que D’énergie d’une telle distribution soit finie, il faut et il suffit que la distribution

log(l/-r)*T*f;' soit une fonction continue, et on a alors:
1 ~ ~
7|2 = Sp.log —*T+T = Sp. UT«T ,
r

ou UT = log (1/r)*T est le potentiel logarithmique de T ; c’est une distribution bien déterminée, car 7'
est & support compact.

Remarquons encore que 7—P/2 est, d’aprés (2), identique & sa transformée de Fourier. Il en résulte

11.  Acta mathematica, 82. Imprimé le 20 janvier 1950.
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(13) T = )/ omr®

ol & est de carré sommable ; I’énergie correspondante est S]@!Zda. L’espace 2 des
distributions d’énergie finie, normées par laracine carrée de I'énergie, est done complet
(méme démonstration qu’au chapitre I, dont le lemme 1 s’applique encore).

Si 7' est & support compact, la définition (12) entraine que la fonction analytique
T est nulle & 'origine; la masse totale T'(1) est donc nulle. Le potentiel correspondant
U?T = —logr*T, qui est bien déterminé, est une fonction harmonique hors du support
et s'annule par continuité a Uinfini.!

Dans le cas général, il y a quelque difficulté & définir U” & laide de la trans-
formation de Fourier, car le produit I/27r2 =&/ V 2mr (d’aprés (13)) n’est pas néces-
sairement sommable au voisinage de 1’origine. Nous pouvons cependant adapter les

résultats des paragraphes prédédents de la fagon suivante :

- —>
Toute distribution de la forme T = —div I, ou I est un vecteur dont les composanies

sont de carré sommable, est d’énergie finie :
(14) TALES 2nS]I[2dcr

.
Uégalité ayant Liew dans le seul cas on I est un vecteur gradient. Inversement toute distri-

bution d’énergie finie est de la forme

1 1 —
T= ——AG = —div (——grad Q),
2n

2n
o G est une fonction de la classe (BL) dans tout le plan, et on a :

1 —_—
(15) (T2 = :ZJ—ZS[grad G|2do .

La premiére partie se démontre par la méthode du § 4 (application de I'identité

que si T’ est une distribution du type considéré, (4 support compact, et 7'(1) = 0), on peut écrire, d’aprés
le théoréme de Plancherel :

1ei 2 ‘2 1

i ==\l dr ==

s o LpPi%y s

S] U, dr .
P

P
Cette relation a été donnée par M. Riesz [17] dans le cas o T est une mesure.

1 En effet si T est une distribution quelconque & support compact, le développement de la fonction
harmonique UT(M) au voisinage de 'infini est, en désignant par 7 et 6 les coordonnées polaires de M :

1 % x_ cos nf-+p, sinnf
UT(M) = &, log —+ S ¥n 008 nO+p, sinn
A nr’

avec oy = T(1), &, = T (" cos nf), f, = T(r" sin nf). Dans le cas considéré, «, est nul.



Les potentiels d’énergie finie. 163

de Lagrange a I'intégrale d’énergie). Pour établir la seconde, il suffit d’observer que,
d’apres (13), T peut s’écrire: ,
' — —f & ©
T =)2mrS = V2n(x—+yg—> .
7 T
Les fonctions A = x&/r et B = y&/r sont de carré sommable et vérifient Ay = Bz ;
le résultat s’en déduit aussitdt.

Lorsque 7' est & support compact, le potentiel U’ est presque partout égal
une fonction de la classe (BL); I'énoncé précédent est valable en faisant G = U7T,
I= g‘réd UT/27. En particulier la relation (15) donne alors :

1

(16) 1212 = - lgrad U724

et le potentiel UT peut étre représenté comme potentiel magnétique.
Ces distributions d’énergie finie & support compact sont denses dans I'espace 8 :

Soit en effet 7€ B ; elle est de la forme 7’ = —div (g_;a—()i @[2r), ou @ est de la classe

(BL) dans tout le plan. Posons_I> = g_raj()i G/2n, et désignons par I, la restriction de_I>

-
au cercle C,, = C(0, n), de centre O et de rayon n. La distribution 7', = —div I, est

. - —
a4 support compact, et converge fortement vers 7', carona: 7—7, = —divI4div ],

— —div (I—L,), dol, d’apres (14):
WT—T,)* < 2n517—fn|2da — 2nS \1)2do
: RO,

expression qui tend vers 0 avec 1/n’.

La variété linéaire % 5, des distributions d’énergie finie dont le support appartient
a un ensemble fermé E est compléte (la démonstration du théoréme 2 du chapitre 1
s’étend sans difficulté). On peut encore définir la projection 7” sur W d’une distribu-
tion quelconque 7' de BW: elle est caractérisée par (T, 8) = (17, 8) pour toute
S € Wy. Mais les potentiels U? et UT" ne coincident plus nécessairement dans
Vintérieur £ de B (en supposant que le support de 7' et 'ensemble fermé E sont des
compacts, de fagon que ces potentiels soient bien définis). On a seulement: UT=UT" +

cte dans K2,

1 Cette démonstration est valable pour les potentiels newtoniens dans R? avec p > 3, mais le
résultat avait alors été établi autrement dans un cas plus général (chap. I, théoréme 5).

2 Le produit scalaire (7', 8) de deux distributions de B est définipar: (T, S) = S 2&r2do. Si T et S
sont & support compact, on a (7', 8) = —S8p. logr+T*8. Si @ est une fonction indéfiniment dérivable &
support compact dans Eetde moyenne nulle (S(pdo’ = 0), ¢’est une distribution de B ;. La relation (7,p) =
(T, @) s'éerit: UT(g) = U (g), dot UT = UT' +-cte dans E.
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De méme il ne saurait étre question d’étendre sans convention supplémentaire
la notion de distribution d’équilibre d’'un compact quelconque £, puisque les distri-
butions de W sont de masse totale nulle. C’est pourquoi il sera utile de modifier
quelque peu la définition de I'énergie de fagon qu’elle s’applique a des distributions
de masse totale non nulle ; par contre nous renoncerons a envisager I'ensemble des
distributions du plan.

Distributions portées par. un compact du cercle-unité. Soient n une mesure positive
de masse totale m portée par le cercle-unité, et 2, la distribution homogéne de la
masse-unité sur la circonférence-unité. La mesure u —ml, est de masse totale nulle;
avec la définition (12) son énergie est :

|| =mgl|? = —Sp.log s (su—miy)x(i—mig) = \U# " (dji—miiy)
- \;Uﬂdy_zmg U odp+m\ U,

Les deux derniéres intégrales sont nulles, car il est bien connu que le potentiel U est
nul sur le cercle-unité. La relation précédente montre done que la quantité SU “du est
nulle dans le seul cas ou u est de la forme mi,; dans tous les autres cas elle est
positive (< oco); nous I'appellerons encore énergie de la mesure .

On sait qu’on peut développer une théorie du potentiel logarithmique des mesures
positives portées par le cercle-unité & partir de cette notion; on est conduit ainsi &
attribuer une capacité infinie & la circonférence-unité ; d’autre part les distributions
qui ont pour support le cercle-unité font intervenir des fonctions définies au voisinage
de ce cercle. Nous envisagerons donc seulement les distributions dont le support
appartient & un compact E, fixe intérieur au cercle-unité; l'énergie d’une telle
distribution est la quantité :

Sp. UT+T = [|T—T(1)4)?

expression qui est nulle seulement pour 7' = 0, car 7 ne peut étre de la forme al,.
On pourra encore la noter |[7'](2, les deux définitions coincidant lorsque 7 est de
masse totale nulle.

Avec cette définition l'espace des distributions d’énergie finie portées par E,,
et normées par la racine carrée de 1’énergie, est complet et les résultats du chapitre 1
s’étendent aisément.

La distribution d’équilibre d’un compact £ de diamétre inférieur & 2 est une
mesure positive!l. La capacité de Wiener de £ est 'inverse de la borne inférieure de

1 La méthode de H. CarTAN [8] s’applique & la recherche de la mesure positive portée par E qui
minimise I'intégrale S( Ut —2)du. Cette mesure p vérifie S( U?” —1)du = 0 pour toutes les mesures positives
1 d’énergie finie portées par E. Ceci entraine que y coincide avec la distribution d’équilibre (cf. chap.I1,§ 3).
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I'intégrale d’énergie SU #dy pour toutes les mesures positives p d’énergie finie portées
par E. D’ou la définition des capacités intérieure et extérieure d’'un ensemble quel-
conque de diamétre inférieur a 2.

Remarques. a. Lorsque le noyau —log r reste positif, c’est-a-dire lorsqu’on se
borne 4 un compact fixe B, de diamétre inférieur a Uunité, on peut adapter la théorie
du balayage et de la capacité de H. Cartan ({8], [9]). En particulier si les £, sont des
sous-ensembles de %, on a, entre les capacités (de Wiener) extérieures, la relation :

6,(UE,) < J6,(E,) .

On peut alors appliquer au potentiel logarithmique d’une distribution 7' d’énergie
finie portée par K, la construction du chapitre II (§ 2) ce qui permet de déterminer U™
quasi-partout.?

b. On peut étendre les résultats précédents au cas d'un compact fixe K, quel-
conque, & condition de remplacer le noyau log (1/r) par log (a/r) ou a est supérieur au
diamétre de E,. Si €, désigne la capacité de Wiener correspondante (intérieure ou
extérieure) d’un ensemble F de diamétre inférieur & a, la capacité logarithmique de &

est par définition a /¢

: il est bien connu qu’elle est indépendante de a.

On peut donc attribuer une capacité logarithmique extérieure finie a tout
ensemble borné du plan, ce qui est impossible avec la capacité de Wiener. Nous
utiliserons cependant cette derniére notion;® pour démontrer qu'un ensemble du
plan est de capacité logarithmique nulle, il suffit de vérifier que son intersection

avec tout compact de diameétre inférieur & 1 est de capacité de Wiener nulle.

6. Extension du théoréme de G. C. Evans au cas polyharmonique.

Pour ne pas alourdir outre mesure I'exposé, nous nous bornerons ici a 'étude
des potentiels d’ordre o = 2k, avec 0 < 2k < p (potentiels polyharmoniques d’ordre k).
Généralisant la définition de O. Nikodym nous dirons qu'une fonction F est de la
classe (BL) d’ordre k dans un domaine o si:

a. presque toute paraliéle & Oz; découpe sur w des segments ouverts sur lesquels
F et chacune de ses dérivées partielles des k—1 premiers ordres sont absolument

continues () = 1, 2,...p).

! Cette relation est évidemment fausse si le diamétre de E, est voisin de 2.

2 On utilisera encore le lemme : si U7 est continu, 'ensemble des points de E, pour lesquels on a :
UT > x > 0 est de capacité < HT)12/oc,

3 Elle s’introduit plus naturellement dans diverses questions : par exemple dans le lemme rappelé a
la note précédente, et aussi dans les critéres d’effilement (cf. chap. IV).
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b. Les dérivées partielles d’ordre k, définies presque_partout dan w, sont de

carré sommable dans ce domaine.

Théoréme : Un potentiel polyharmonique d’ordre k d'énergie finie est une fonction
U de la classe (BL) d’ordre k dans RP tout entier. L’énergie correspondante est :

1
[1T]|? = a—S'[AhUPdt pour k = 2k
k
1p—
T2 = ;S|grad 4, U|2dr  pour k = 2h+1
k

ot 4, est le Laplacien itéré b fois, et a,, le coefficient positif donné par (5)
@, = 2 (k—1)(p—2)(p—14)...(p—2k)s,
Réceproquement toute fonction de la classe (BL) d’ordre k est un potentiel polyharmonique
dordre k d’énergie finie, augmenté d’un polynéme d’ordre k—1.
Soit, en effet U? = UL = Hyx8 = VC—’%CP*,CU,‘f un tel potentiel. Une dérivée
partielle (au sens des distributions) d’ordre & de U T, pour transformée de Fourier

& , :
8 ( D, M1 axz‘i. dw UT> - Vozkrg—k(zi”)kxlal%“z' AR
ou S est de carré sommable, et &, 4, - - - +a, = k. Elle est donc de carré sommable
(théoréme de Plancherel). On en déduit de proche en proche que U” et chacune de ses
dérivées partielles sau sens des distributions sont presque partout égales & des fone-
tions absolument continues en x; sur presque toute paralléle & Ozx;. Il en résulte qu'une
fonction U définie quasi-partout par le procédé de régularisation du chapitre IT est
de la classe (BL) d ordre k. La demonstratlon est toute semblable a celle esquissée
pour le cas newtonien ; il suffit de s’appuyer sur le fait qu'un ensemble de capacité
nulle pour un noyau polyharmonique d’ordre quelconque est de mesure p— 1 dimen-
sionnelle nulle (puisqu’il est de capacité nulle pour le noyau newtomen)
Un calcul simple donne I’expression de l'énergie ||T||2 = S|S|2d‘[, avec S =
Dk*U /V02k0p 2k
Pourk = 2h,on a: a4, = (»47:2)"02,“ d’ol1, d’aprés (5) et la relation Conc =0C,:

T2, = 'I—SIA UT\2dr = lSIA Uf|2dr.
BENCOR P 4"

Pour k = 2h41, on a de méme :

T2, = — S|D2h+1UT|2‘dr .

C4h+2 ( Cp—?h—l )
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En passant aux transformées de Fourier, on a, d’aprés Dy, = F(Dypyy) = 1 /Cgpr
2 1 2h+1y7T
T = - -\ U o de
C‘4h+2

Il suffit alors d’écrire: &(0/0xxA,xU) = (—4n2)h(2inxj)r2h U et d’appliquer' le
théoréme de Plancherel qui donne:

1 S Lo —>
T, = 2h+1~—\—5|grad AU |2 = — g\grad AU |2d .
(4 2) c A e

Réciproquement soient F uné fonction de la classe (BL) d’ordre £ dans R?, et T’
la distribution Dy, F = (—1)*4,F/a,. On peut écrire

alc
AR hl
Ahﬁ - 2( Aoq,ocg, e O axlleax g axo‘pfoq,“g, S Op 2

PN

aves oy +oagt - Fo, =k; A, 4, . 4, est un coefficient positif, et f, ,,  a, 1a

O F
dérivée ——f—Lfﬁ, qui est de carré sommable. Le théoréme -de Plancherel
ox,18x,>2. . oalr

montre que la transformee

(-1 . .
‘3 :78‘(T) = a, _5./ Aocl,rxz, ocp(z"”)kxlalxzaz- . o‘p%(focl &1, Lx,,

est de carré sommable par rapport i la mesure de densité 1/r**; T est donc par
définition d’énergie finie, et U7 est de la classe (BL) d’ordre k.

La fonction F—UT a son Laplacien itéré 4, nul. Elle est donc presque partout
égale & une fonction polyharmonique d’ordre k, qui se réduit d’ailleurs & un polyndéme
d’ordre k—1, car ses dérivées partielles d’ordre k sont de carré sommable dans tout
P'espace.

Remarque. Pour « réel quelconque on peut appeler distributions d’énergie finie
celles dont la transformée de Fourier T vérifie Sl%[ 2 *dy < oo. Pour x> P, la définition
des potentiels correspondants présente des difficultés analogues & celles qui ont été
rencontrées dans le cas du potentiel logarithmique dans le plan.

D’autre part, si « n’est pas de la forme o« = 2k (k entier positif) les théorémes du
type de G. C. Evans font intervenir des dérivées d’ordre fractionnaire qui entrainent
de nouvelles complications. C’est pourqu01 nous ne traiterons pas ce cas général,
bien qu’il ne présente pas de sérieuses difficultés. Les « pseudo- -fonctions » y ]ouentk
un role essentiel.
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CHAPITRE 1V.

Propriétés des fonctions de la classe (BL). Applications.

1. Nous avons donné dans I'introduction la définition des fonctions de la classe
(BL) dans un domaine w. Parmi les résultats de O. N1kopyM [16] nous utiliserons les
suivants : _

Une fonction de la classe (BL) dans w est de carré sommable sur tout compact
de w, et méme sur toute boule fermée de .1

Une fonction de la classe (BL) dans un domaine dont la frontiére comprend une
portion bornée de surface réguliére S d’équation z, = f(x;, @s,. .. 2, ;) admet des
valeurs-limite sur § le long de presque tout segment paralléle 4 'axe Oz,.2 La fonction
limite ainsi définie est de carré sommable sur S.

Enfin P'espace des fonctions de la classe (BL) dans un domaine borné est

complet pour la norme (S]é;aﬁ F l2dr)1/2 = (D))"

Nous avons vu au chapitre III qu’une fonction de la classe (BL) dans tout
Vespace RP(p > 2) est presque partout égale & un potentiel newtonien d’énergie finie,
a une constante additive prés.® Soit plus généralement F une fonction de la classe
(BL) dans un domaine quelconque w, et soit B une boule dont 'adhérence est contenue
dans w. 11 est facile de construire une fonction G de la classe (BL) dans RP tout entier
qui coincide avec F dans B et qui soit & support compact : il suffit de prendre G = FY,
ou f est une fonction contintiment différentiable, égale a 1 sur B, nulle hors d’une boule
B telle que B< B'C B'C w; les dérivées partielles 9G/0x; = Fof|dx;+foF |ox; sont
de carré sommable, car F' est de carré sommable dans B’ en vertu d’un résultat de

O. Nikodym rappelé ci-dessus.

F coincide donc presque partout dans B avec le potentiel newtonien d’une distribution
d’énergie finie d support compact. Cette interprétation nous conduira & de nouvelles
propriétés des fonctions de la classe (BL). Pour cela nous rappellerons quelques
définitions et établirons quelques lemmes.

1 Ainsi une fonction de la classe (BL) dans une boule ouverte est de carré sommable dans cette
boule ; mais le résultat n’est pas toujours vrai pour un domaine quelconque, ainsi que Pauteur le démontre
[16] par un contre-exemple trés simple (cas d’un domaine plan simplement connexe).

% Dans le cas d’une boule, on définit ainsi p fonctions-limite (correspondant &4 chacune des directions
d’axe) ; lauteur démontre qu’elles sont égales presque partout sur S.

3 Pour p = 2, ce résultat a &té démontré seulement dans le cas ou la fonction est harmonique hors
d’un compact,



Les potentiels d’énergie finie. 169

2. Un ensemble E de RP est dit e¢ffilé' en un point O s’il existe une mesure

positive u dont le potentiel U# 2 vérifie :
UuMo)y <1
UMM)>1 pour M 0, M€ ENV(0), ou V(0) est un voisinage de 0.

Le point O est dit irrégulier (d'une fagon plus précise : extérieurement irrégulier)
pour E si E est effilé en 0.2 Les points intérieurs de E sont réguliers, les points
extérieurs irréguliers.

M. Brzeror{5] a donné un critére d’effilement analogue au critére de Wiener: Pour
que E soit effilé en O, il faut et il suffit que la série de Wiener Jc,s* soit convergente;
¢;, désigne ici la capacité extérieure de Uensemble EN E(s* < h(OM) < s*), ol1 s est
un nombre supérieur & 1, et k(r) la « fonction harmonique fondamentale » (r** pour
p > 2, log (1/r) pour p = 2), On peut d’ailleurs, dans I'énoncé précédent, remplacer
les « intersphéres » E(s* < H(OM) < s**') par les boules ouvertes E(s* < h(OM)).

Nous utiliserons également une forme intégrale du critére, donnée par O. Kellog
et ¥'. Vasilesco dans le cas d’un ensemble fermé? : Pour que ¥ soit effilé en O, il faut
et il suffit qu’on ait:

(1) \ o < oo

ou €(r) est la capacité extérieure de EN B(O, r).®

Une fonction # est ditg admettre une pseudo-limite ou limite fine® { finie en O si
Vensemble E([F(M)—I| > «) est effilé en O pour tout « > 0.

La rareté métrique au voisinage de O d'un ensemble ¥ effilé en ce point est mise

en évidence, d'une facon d’ailleurs trés imparfaite, par le lemme suivant:?

1 M. BreLoT [5].

2 Dans tout ce chapitre, il est seulement question de potentiel newtonien (logarithmique si p = 2).
On sait que le potentiel d’une mesure positive est alors une fonction définie partout, semi-continue
inférieurement.

3 H. Carran f9].

4 0. KELLOG and F. VasiLESCO, A contribution to the theory of the capacity (Amer. Jour. of Math.
51, p. 515—526, 1929).

5 Cette forme est encore valable pour p = 2, § désignant la capacité de Wiener, et non la capacité
logarithmique.

8 M. Breror [6], H. CArTAN [9].

7 Pour p > 3, ce lemme revient & dire que la fonction caractéristique de E admet en O une sorte de
« presque-limite » nulle. On sait également que Pintersection de E avec la sphére S(O, r) a pour mesure
(p—1)-dimensionnelle o(#P1). La notion de limite correspondante a été considérée avant la notion plus
forte de pseudo-limite par M. BRELOT (sur le probléme de Dirichlet, C. R. 196, p. 737—739, 1933), dans
une étude précisant un théoréme de G. BouL16AND (Sur le probléme de Dirichlet, Ann. de la Soc. polonaise
de Math.. 4, 1925, p. 92).
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Lemme 1: Soit E un ensemble mesurable effilé en O, m(r) la mesure (p-dimen-
stonnelle) de ENB(O, r); on a:

m(r) = o(rP) pour p > 3

(2)

m(r) = o(r?) quel que soit ¢ > 0, pour p = 2.

En effet la capacité extérieure €(r) de £ N B(O, r) est une fonction croissante de r.
11 résulte alors aisément de (1) qu’on a, pour p > 3: €(r) = o(r?*).1 Or entre la
mesure m et la capacité extérieure (ou méme intérieure) € d’un ensemble mesurable
quelconque, on a la relation: mP> < APQZ”, ol AP est une constante,? d’ou le
résultat.

Pour p = 2, Ia relation (1) entraine €(r) = o(1/log 1/r) ; d’autre part, la mesure
m et la capacité de Wiener (extérieure ou intérieure) € d’un ensemble mesurable et

de diamétre inférieur & 2 sont lides par m < me > ; pour r assez petit on a donc:

2 1
- log~ ; N .
m(r) <me & " = ar¥* d’ou le résultat.

Lemme 2: Si {Gn} est une suite d’ouverts décrotssants dont la capacité tend vers 0,
tous les points de Uespace RP, sauf ceux d'un ensemble de capacité extérieure nulle, sont
wrréguliers pour G, & partir d’'une certaine valeur de n.

Soit en effet U#n le potentiel capacitaire de G,, ; la suite {U#»} est décroissante, et
comme u, converge vaguement vers 0, on a : lim U¥» = 0 quasi-partout,’ ¢’est-a-dire
sauf sur un ensemble £ de capacité extérieure nulle. En tout point M du complé-
mentaire CE, on a donc U#+(M) < 1 pour »n assez grand, et comme d’autre part

1 11 suffit de poser P = u, G(r) = f(u); 'intégrale Smf(u)du est convergente, d’aprés (1), et

comme f(u) est monotone on en déduit lim uf(u) = 0 (démonstration facile par I'absurde), d’ou le résultat.
U—>00
Pour p = 2, on pose log 1/r = wu.

% La valeur exacte de AP(A p= bg‘z pour p = 3, ou b,7 est le volume de la boule-unité) se retrouve
facilement en appliquant le théoréme : parmi les compacts de mesure m, la boule est celui dont la capacité
est minimum (pour les inégalités concernant la capacité et différentes mesures, voir notamment le
mémoire récent : G. PoLva et G. SzEcd, Inequalities for the capacity of a condenser, Amer. Jour. of Math.
67, p. 1—32, 1945). i ‘

Voici une démonstration élémentaire de l'existence du coefficient A, (qui donne seulement une
majoration) : Soit e un compact de E de mesure supérieure & m —a (x > 0) ; il est évident que le potentiel-
mesure de e (potentiel engendré par la mesure u dont la densité est la fonction caractéristique dee), est
majoré par la valeur en O du potentiel-mesure de la boule de centre O et de volume m —«, c’est-a-dire
par pb,R?/2, oul R est le rayon de cette boule ; Soit alors y la distribution capacitaire de e; on & SUde =
yUldy, dot m—a = pb,R?G/2, ol € est la capacité intérieure de E ; il suffit de tenir compte de ce que
m—o = b,RP, puis de faire tendre & vers 0; il vient mP% < (1)/2)7’b7;—2 ¢P,

Des considérations analogues s’appliquent au cas du plan, pour des ensembles de diamétre inférieur
& 2. La limitation exacte: m < 7e=2C fait intervenir la capacité logarithmique e 1/€,

3 K. CarTaN [8], p. 99.
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Ubn = 1 partout sur G,, il en résulte que G, est effilé en M, c’est-a-dire que M est
irrégulier pour @,,.
Ce résultat est encore vrai dans le cas du plan en supposant que la capacité de

G,Nw, ot w est un ouvert quelconque de diamétre inférieur & 1, tend vers 0.1

Lemme 3. Pour quw’une fonction f, définie quasi-partout dans wn ouvert 2, admette
une pseudo-limite finie [ en un point O de 2, il faut et <l suffit qu’il existe un ouvert w
effilé en O et tel que la restriction de f d 2NCw admette en O la limite 1.2

La condition exprimée est evidemment suffisante. Supposons inversement que
la fonction donnée f admette la pseudo-limite { en 0. L’ensemble des points ol f n’est
pas définie est de capacité extérieure nulle; il est donc contenu dans un ouvert w,
effilé en O.

Par hypothése I'ensemble E[(f(M)—I| > ¢, > 0] est effilé en O; il est donc
contenu dans un ouvert @, effilé en 0. Si s est un nombre supérieur & 1, et A(r)
la fonction harmonique fondamentale, nous désignerons par B; la boule ouverte
E(R(OM) > s*) et par c¢{” la capacité de Vouvert G, N B;. On supposera k assez grand
pour que B, soit contenue dans .

Puisque G, est effilé en O, la série de Wiener 's*c{” est convergente; on

» k

peut donc trouver un nombre k(r) assez grand pour avoir :

o
> st < e,

k=kin)
o0
y e . . v
Posons alors o, = G, N B,,. Si la série 2, est convergente, I'ouvert o = U w,, est
n=0

effilé en O (la série de Wiener relative & w étant convergente). Mais dans Cw By,

on a: |f(M)-—1| <e, ce qui démontre le résultat.

3. Théoréme 1 : Toute fonction de la classe (BL) dans un domaine w est presque
partout égale & une fonction qui posséde une pseudo-limite finie en tous les points de o,
sauf ceux d’un ensemble exceptionnel de capacité extérieure nulle.

11 suffit évidemment de considérer la restriction de la fonction donnée F &
Vintérieur d’'une boule ouverte B dont on supposera le diamétre inférieur & I'unité
afin que la démonstration soit valable dans le cas du plan. D’aprés la remarque faite

! Rappelons qu’un ensemble du plan est de capacité logarithmique extérieure nulle ’il est réunion
dénombrable d’ensembles de diamétrs inférieur & 1 et de capacité (de Wiener) éxtérieure nulle
(chap. 3, § 5). ’

2 (est M. H. Cartan qui a bien voulu me signaler que la notion de pseudo-limite entraine la
propriété de I'énoncé qui est done plus fine seulement en apparenee.
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au paragraphe 1, F peut étre identifiée presque partout dans B avec le potentiel U T
d’une distribution d’énergie finie dont le support est un compact de diamétre inférieur
a L

Revenons alors & la construction du chapitre II (§ 2), qui s’applique au cas du
potentiel logarithmique dans le plan (cf. chap. I1I, § 5). On a vu qu’il existe une suite
de fonctions continues U, convergeant quasi-partout dans B vers U 7, la convergence
étant uniforme sur le complémentaire d’un ouvert E, de capacité aussi petite qu'on
veut.

Oren vertu du lemme 2, tout point M de B, a ’exception des points d’un ensemble
de capacité extérieure nulle, est irrégulier pour Pouvert E, A partir d’une certaine
valeur &, (dépendant de M). Puisque la fonction limite U T est continue sur le com-
plémentaire CE,, il existe un ouvert effilé en M tel que la restriction de U 7 au
complémentaire de cet ouvert admette une limite finie en M.

D’aprés le lemme 3, cette propriété est équivalente a 'existence d’une pseudo-

limite finie au point M. Le théoréme 1 est donc établi.

Remarque. Soit F une fonction de la classe (BL) ou, ce qui revient au méme
un potentiel U d’énergie finie. 11 est intéressant d’observer que le théoréme 1 permet
d’attribuer & F une valeur finie en tout point d’un ensemble bien déterminé dont le
complémentaire est de capacité extérieure nulle.

En effet si une fonction particuliére de la classe @(7') (chap. 11, § 2) admet la
pseudo-limite m en un point M, il en est de méme de toute fonction de la classe &(7'),
puisque deux fonctions quelconques de cette classe ne différent que sur un ensemble
de capacité extérieure nulle.

Nous allons maintenant étudier les limites par médiation spatiale d’une fonction ¥
de la classe (BL). Remarquons d’abord que si F est bornée, sa valeur moyenne ¥, (M)
sur la boule B(M, r) converge quasi-partout vers une limite.finie. Cela résulte de ce
que F est presque partout égale & une fonction ayant quasi-partout une pseudo-limite
finie et le lemme 1 permet de conclure facilement, compte tenu de ce que ¥ est bornée.

Dans le cas général la conclusion est moins immédiate. Nous pourrons cependant

P’étendre au cas de I'espace & deux dimensions, qui se distingue des autres :

Théoréme 2. Soit F une fonction de la classe (BL) dans un domaine-plan ; sa
valeur moyenne F (M) sur le cercle de centre M et de rayon r tend vers une limite finte
quand r tend vers 0, sauf pour les points M d’un ensemble de capacité extérieure nulle.

Nous considérons toujours la restriction de ¥ & un cercle de diamétre inférieur a
P'unité, Soit U = UT un potentiel d’énergie finie, presque partout égal & F dans un
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tel cercle; soit £’'(M) un ouvert effilé en M, tel que U soit continu en M sur le
complémentaire CE' (M ). Désignons respectivement par F,(M) et U,(M) les moyennes
de F et U sur le cercle C, = C(M, r); pour r assez petit ces quantités sont égales.
Posons enfin: 4, = CNCE'(M); B, = C.NE(M). On a:

1

1 p .
UMy = —\ Udo = \UdHMZSUdM,

1
mar Yo, ﬂrz
ou 2 et p sont les distributions-mesures des ensembles A, et B,.
B, étant effilé en M, on déduit du lemme 1 et de la continuité en M de la fonction

Usur A, :

1 9
lim — SUd;L — UM).

ar?

D’autre part, 'inégalité de Schwarz permet d’écrire :

1 g | 1
— \Udp < —||T l,
— U < — T )
ot ||7']]2 est I’énergie de la distribution qui engendre le potentiel U. Pour r assez petit
la masse totale m(r) de la mesure u est, d’aprés le lemme 1 inférieure & 777, le nombre
g > 0 étant choisi arbitrairement. Soit g le rayon du cercle de surface m(r)=nr?(p2=17).
Le potentiel-mesure U¥ est évidemment majoré par la valeur du potentiel-mesure

de ce cercle en son centre, c’est-a-dire, comme le montre un calcul élémentaire :

11
Ur < ng“’(log —+A>
o 2
d’our la borne supérieure :
: 1 1 7, 1
[|u]]2 = SU"‘d,u < mp? <log ~+—>n92 = vrzq( q log —+1> .
o 2 2 r
11 suffit de prendre ¢ > 2 poﬁr voir que le rapport |{u||/zr? tend vers 0 avec r;
par conséquent la valeur moyenne F (M) = U,(M) tend vers U(M) lorsque r tend
vers 0, sauf peut-étre lorsque M appartient & 'ensemble exceptionnel (de capacité
extérieure nulle) des points ot U n’admet pas une pseudo-limite finie.

Remarque. La démonstration précédente ne peut s’étendre aux espaces a plus
de deux dimensions, car la majoration pour m(r) donnée au lemme 1 ne permet plus
de conclure que le rapport ||ul|/r? tend vers 0.

Nous pouvons d’ailleurs mettre en évidence la différence entre les deux cas en
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construisant dans E* un exemple de potentiel d’énergie finie U qui admet la pseudo-

limite 0 en un point M, et tel que I'on ait :

—_1p
(3) lim—,\ Udt = 400,

re0 T3 dp
ol B, est la boule B(M, r).

A cet effet, observons d’abord que le potentiel engendré par la mesure u con-
stituée par une masse +m et une masse —m réparties uniformément sur deux
sphéres concentriques de rayons respectifs ¢ et 2p est nul & I'extérieur de la grande
sphére, positif entre les deux, et vaut m/2p a l'intérieur de la plus petite. L’énergie
correspondante est : [|u[|?2 = m?/2p.

Considérons les intersphéres E(s" < 1/r < s™') centrés en M (ou s est un
nombre supérieur & 1). Pour n suffisamment grand, on peut placer dans chacun de
ces intersphéres un couple de sphéres concentriques de rayons respectifs g, = }" et
2¢,., pourvu que I'on ait s < 4. Sur chacun de ces couples, on place la distribution g,
définie comme ci-dessus, avee m, = 1"

La distribution A, obtenue en superposant les u,, est d’énergie finie ; en effet,

on a :

1111155‘lmnll~i§ ‘—1; w’(z)n

n=1 VE

L’ensemble réunion des boules de rayon 2p,, est effilé en O; en effet la capacité

¢, d’une telle boule est 2¢,, et la série de Wiener J's"c, = 23'(s/4)" est conver-
gente pour s < 4.

11 reste & montrer que 'on peut choisir s < 4 de fagon que (3) soit vérifiée. Or si
on prend r = 1/s*, il vient:

1¢ 4 27 4 /1" s
—\ U*d ok ’——“~ S = 3k V( ) A— (4 =cte) .
733 e 2 20,37 = 3¢ 48 ra )

11 suffira donc de choisir s compris entre Vi8 et 4 (par exemple s = 3,9) pour
obtenir I'exemple cherché.

4. Fonctions de la classe (BL) continues dans une boule.

. Lemme 4. Une fonction F(M) de la classe (BL) dans une boule peut étre prolongée
par une fonction de la classe (BL) dans RP tout entier.

Soit F(M) une fonction de la classe (BL) dans la boule-unité B, de RP. On définit

F a lextérieur de B, en la prolongeant a 'aide de la transformation de Kelvin;
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autrement dit. on pose F(P) = OMP*F(M) (p > 2) si P est 'inverse de M dans
Iinversion de centre O et de puissance 1.

F ainsi prolongée est presque partout égale & une fonction de la classe (BL)
dans R”. Nous omettrons les détails de la démonstration qui se déduit aisément des
résultats de O. Nikodym rappelés au § 1.

Théoréme 3. Une fonction F de la classe (BL) continue dans une boule ouverte B
admet une limite & la frontiére le long de tout rayon, sauf pour des rayons exceptionnels
décowpant sur la frontiére un ensemble de capacité extérieure nulle. F, prolongée par ces
limites radiales, admet une pseudo-limite finie quasi-partout sur la boule fermée B.

Soit en effet F(M) continue et de la classe (BL) dans la bouleunité B, de centre O,
de frontiére S,. On peut prolonger F par une fonction de la classe (BL) dans tout
Pespace (lemme 4). Dans une boule ouverte w centrée sur S,, F coincide avec un
potentiel d’énergie finie; par médiations spatiales on peut déterminer une suite de
fonctions F, convérgeant quasi-partout, dans w, vers une fonction U(M) qui y
posséde quasi-partout une pseudo-limite finie (théoréme 1).

U est continue dans w, abstraction faite d’un ouvert @ de capacité aussi faible
qu’on veut (dans le cas du plan on peut supposer le diamétre de w inférieur & Punité) ;
il en résulte aisément qu’elle admet la limite finie U(m) sur S, le long de tout rayon
Om, sauf pour un ensemble de points m de S, de capacitébextérieure nulle.? 11 en
est de méme de F, qui est idehtique & U dans B,, en vertu de la continuité. Prolongée
par ces valeurs-limite, F' coincide quasi-partout sur la fermeture B, avec U et admet
donc une pseudo-limite finie quasi-partout sur B,, puisque U posséde cette propriété
quasi-partout dans w.

Applications. Disons d’une homéomorphie entre la boule-unité ouverte B, et
un domaine w qu’elle est de la classe (BL) si les coordonnées d’un point P de w sont
des fonctions des coordonnées d’un point M de B, qui sont de la classe (BL) dans cette
boule. Le théoréme 3 montre que dans une telle homéomorphie I'image de tout rayon
Om de B, est un arc de Jordan aboutissant en un point p(m) bien déterminé de la
frontiére &, sauf pour un ensemble de points m de la sphére-unité Sy qui est de
capacité extérieure nulle.

1 Soient en effet O et R le centre et le rayon deB,. La trace e sur S des rayons sur lesquels U n’est
pas continue appartient & la projection (de centre O) de I'ouvert G}, qui, pour k assez grand, est situé dans
lintersphére E(R(1 —¢) << OM < R(1+-¢)), car F est supposée continue dans l'intérieur de B. 8i m et m’
sont les projections de deux points M et M’ de G, le rapport mm’/MM’ est borné. Il résulte alors d’un
théoréme connu de M. BRELOT [5] sur les transformations continues minorant les distances que la
capacité extérieure de la projection de G, tend vers 0 avec 1/k ; e est donc de capacité extérieure nulle.
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La représentation conforme sur le cercle-unité d’'un domaine plan simplement
connexe et borné est, comme il est bien connu, un exemple d’une telle homéomorphie.
L’existence de limites radiales quasi-partout a été établie par A. BeEurting [2].2 Ce
résultat a été retrouvé par J. DurrEsNoY [11] poursuivant des travaux de Mle
Ferrand.?

Le théoréme 1, complété par le lemme 3, donne un résultat plus précis que
Pexistence des limites radiales quasi-partout ;3 il met en évidence une sorte de con-
tinuité de la correspondance entre les points-frontiére m et p(m) eux mémes : p(m) est
une fonction continue de m en tout point m, non exceptionnel, abstraction faite d’un
ensemble effilé en m,.

Observons également qu’en vertu du théoréme 2, I'affixe de p(m) est la limite
vers laquelle tend la valeur moyenne de f(z) sur un cercle de centre m, lorsque le
rayon de ce cercle tend vers 0, f(z} étant la fonction qui réalise la représentation
conforme du cercle C, sur w, prolongée a 'extérieur de C, en lui attribuant la méme
valeur en deux points inverses.

Ces propriétés sont possédées également par les représentations quasi-conformes
du plan, c’est-a-dire les homéomorphies continiiment différentiables dont la trans-
formation linéaire tangente admet pour indicatrice une ellipse d’excentricité bornée.

Dans 'espace R? (p > 2) on peut appeler homéomorphie quasi-conforme toute
homéomorphie continiment différentiable dont la transformation linéaire tangente a
pour « indicatrice » une ellipsoide dont les ellipses principales sont d’excentricité bornée.
Si P = F(M) est une homéomorphie quasi-conforme entre la boule B, et un domaine
borné w, il est aisé de voir que les coordonnées de P sont des fonctions de la classe (BL)
dans B,, car les dérivées partielles sont de puissance p-iéme sommable, donc a fortiori

de carré sommable.*

1 Ces auteurs considérent également des fonctions harmoniques de Ja classe (BL) dans le cercle-
unité. Signalons que c’est pour obtenir ce résultat que A. Beurling a introduit la notion de capacité
extérieure.

2 J. FErRRAND, Etude de la représentation conforme au voisinage de la frontiére (Ann. E. N. S., 59,
1942, p. 43—1086).

3 La propriété exprimée par le lemme 3 entraine en particulier I'existence d’une « limite angulaire »
de la fonction { = f(z) qui réalise la représentation conforme, lorsque z tend vers le point-frontiére non
exceptionnel m,. Signalons également sans démonstration qu’elle entraine qu’une fonction harmonique
U(M) de la classe (BL) et bornée dans une boule B de R? admet en tout point-frontiére mynon exceptionnel
une « limite conique » (U(M) tend vers U(m,) lorsque M tend vers mg en restant dans un céne de révolution
d’axe Om,;, de sommet m et d’angle au sommet inférieur & 7). On sait que si on suppose seulement U
harmonique et bornée dans B on peut affirmer I'existence d’une limite conique presque-partout (mais
non quasi-partout) sur la frontiére.

4 Observons d’ailleurs que l'existence d’une représentation quasi-conforme de B, sur un domaine
homéomorphe donné n’est pas évidente dés que le nombre de dimensions surpasse deux.
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5. Potentiels de Green d’énergie finie. Fonctions de la classe (BL) dans un domaine.

Soit w un domaine quelconque de R” (p > 2), dont le complémentaire est de
capacité positive. Pour p = 2, on supposera de plus w borné (par homothétie, son
diamétre peut étre choisi inférieur & I'unité). Si u est une mesure positive dans o, le
potentiel de u par rapport a la fonction de Green G(M, P) = UsM(P)—U®x(P) est
par définition :?

UK(M) = SG(M, P)du(P) .
L’énergie de u par rapport & la fonction de Green est:

lalley = \UB e .
Lorsque u est & support compact dans o, le potentiel de Green s’écrit :
(4) UL(M) = UMM)—U¥ (M),

olt u’ est la balayée de u sur le complementalre Cw ou, ce qui revient au méme da,ns le
cas newtonien considéré, sur la frontiére @. Par définition on a donc:

lf?, = \UB dp = (OB~ UFYdp = ||| 2—UP dye,

ol ||u||? désigne I'énergie par rapport au noyau newtonien. Or I'intégrale SU‘" du est
finie, puisque le support de u est & distance positive de &. Done pour qu'une telle
mesure soit d’énergie finie par rapport a la fonction de Green, il faut et il suffit
qu’elle soit d’énergie finie par rapport au noyau newtonien. La relation SU # dp=|(p'|{?
permet d’ailleurs d’écrire

() iy = Nal 12— 11’12 = [lu—p 1|2 .

Lemme 5. L’énergie par rapport & la fonction de Green d’une mesure u @ support
compact dans o @ pour expression :

(©) 2, = \lgrad 0% 2ax

(p—_2)’5'p
(pour p = 2, on a posé: (p—2)s, = 2x) .

1 ¢’ est la balayée sur :) de ¢,,, masse 41 placée au point M de w. On peut définir cette mesure
dans le cas d’un domaine non borné de R2 (Cf. M. BreLoT, Sur le role du point a V'infini dans la théorie
des fonctions harmoniques, Ann. . N. 8., 61, 1944, p. 301—332), cas que nous n’envisagerons pas pour
éviter les difficultés signalées au chapitre précédent.

La théorie du potentiel par rapport & la fonction de Green est développée systématiquement par
O. FrosT™AN [14], dans le cas plus général du noyau d’ordre a(0 < o = 2).

12. Acta mathematica, 82. Imprimé le 20 janvier 1950.
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La relation (8) montre en effet que }|u||2, n’est autre que I'énergie (par rapport
au potentiel newtonien) de la mesure y—u’, définie dans RP. Le potentiel U~ #’ est
'de la classe (BL) dans RP, et on peut écrire, (chap. III, relation (6)):

: : 1 — ,
i, = lu—pl2 = s~ lgrad U w2 2
® 7 o-vs,
Or UF#' est nul quasi-partout sur le complémentaire Cw, et vaut U dans o, d’aprés
(4), d’otr le résultat.

Distributions d’énergie finie par rapport @ la fonction de Green. Considérons
Vespace des mesures u qui sont des combinaisons linéaires (& coefficients complexes)
de quatre mesures positives d’énergie finie 4 support dans w, normées par {u||,,. Si
{,un} est une suite de Cauchy pour cette norme, u, tend (au sens des distributions) vers une
distribution T dans w.

- Soit en effet ¢ une fonetion indéfiniment dérivable nulle hors d’un compact de w;
elle est de la forme ¢ = U¥, avec y = —Ap/(p—2)s, (car U¥ —¢ est harmonique
dans w, bornée et quasi-partout nulle & la frontiére, donc identiquement nulle). On
a done:

ensi®) (@) = | SUB (1 —dptn)] < 119l 1t —nlleo

Les nombres y,(¢) convergent done uniformément par rapport aux tonctions ¢
d’un ensemble borné de fonctions indéfiniment dérivables & suppbrt dans o, car les
'quantités [le sont alors bornées uniformément. ,

Les distributions ainsi obtenues sont dites d’énergie finie par mpport ala foncti'on
de Green; 'énergie correspondante est :

TG = lm [lp,lg, -

L’espace de ces distributions, normées par ||7',,, est évidemment complet.

Potentiels de Green d’énergie finie. Lorsque T est une distribution d’énergie finie
(par rapport au noyau newtonien) a support compact dans w, elle est d’énergie finie
par rapport a la fonction de Green (avec la définition précédente) et on a:

(7) 1716 = NTI*= 177112

olt 7" est la balayée de 7' sur o. En effet si {©,.} est une suite de combinaisons linéaires

1 Cette relation est valable dans le cas du plan, car les hypothéses faites alors entrainent que yu—u’
est de masse totale nulle.
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de mesures positives portées par un compact fixe de w et tendant fortement (par
rapport au noyau newtonien), vers 7', u,, tend fortement vers 7, done {u,} est une
suite de Cauchy pour la norme ||u,||,, = ||ttx—unll, d’olt le résultat.

Le potentiel de Green, UZ', = UT—UT est alors bien défini, et ¢’est une fonetion
de la classe (BL) dans w. On peut égélement donner un sens & UZ dans le cas général
d’une distribution 7 dans w, définie par une suite de Cauchy {,un} pour la norme
[|ttnll- En effet les fonctions U#» convergent au sens des distributions dans w vers
une distribution bien déterminée U, car les nombres SU&"(pd'c convergent uniformé-
ment pour tout ensemble borné de fonctions ¢ indéfiniment dérivables a support
compact dans w, d’aprés:

|SUtetrpds— (Ut dz| < liplly itk —tallo

Pourj =1, 2,..., p, les distributions oU#»/ axj convergent vers dU/ axj_([IS]). Mais
d’autre part, les U forment une suite de Cauchy pour la norme (D( Ukiny) e (lemme 5),
donc les fohctions oUly[ox; convergent en moyenne quadratique dans w (done au
sens des distributions dans w) vers les dérivées partielles 0F/ox; d’une fonction F' de
la classe (BL) dans w (d’aprés le théoréme de O. Nikodym rappelé au § 1). Ceci
entraine U = F+-cte dans w. La distribution U est donc identique & une fonction
UY de la classe (BL) dans w, quon appellera potentiel de Green de.la distribution T.
Le théoréme 1 permet d’ailleurs de définir UZ & un ensemble de capacité extérieure
nulle prés. On a d’autre part :

I1T1le, =

m&]gradUglsz .

Le potentiel UL et la distribution 7' sont liés par la relation :
(8) AUL = —(p—2)s,T
qui se démontre immédiatement par passage & la limite (rappelons q1'1’vi1. sagit de

> -
distributions dans w). Il en résulte que 7' est de la forme 7' = —div I, ol ] est un

vecteur de carré sommable dans w. La réciproque est établie par le lemme suivant :

Lemme 6. St I est un vecteur de carré sommable dans w, ‘la dis,tm"butiqn}T =

-
—dw I, définie dans I'ouvert w,! est d’énergie finie par rapport d la fonction de Green,
eton a:

1 71 faut bien distinguer ici — div I en tant que distribution dans tout l'espace, et en tant que
distribution dans w ; cette derniére n’est pas, en général, la restriction & w d’une distribution définie dans
tout Pespace.



180 Jacques Deny.
9) e, < (p—2>s,,S 2z .
w

—> e —>
Soit en effet 1, la restriction de 7 & un compact E, de o ; posons T',, = —div I, ;
T, est d’énergie finie pour le noyau newtonien (chapitre I11, § 4); U» est donc un
potentiel de Green d’énergie finie, et on a, d’aprés (7) et le chapitre I1I, (11):

T8 = 1T l|2—IT5][2 < [IT][2 < (p—2)s, {1 L, 2
d’otr:

T el < (P—2)8, | s — L2

ce qui montre que {Tn} est une suite de Cauchy pour la norme ||7,]||, lorsque le

compact £, tend en croissant vers w. 7' = —div I est bien une distribution d’énergie
finie, par rapport a la fonction de Green, puisque c’est la limite (au sens des distri-

butions dans w) des T, = —div j:, distributions d’énergie finie formant une suite
de Cauchy.

Cette remarque va nous conduire & une décomposition canonique des fonctions
de la classe (BL) dans un domaine : '

Théoréme 4. Toute fonction F de la classe (BL) dans un domaine w peut 8'écrire
sous la forme
(10) F—UT+H,

o UT est un potentiel d’énergie finie par rapport & la fonction de Green de w, et H une
Sfonction harmonique dont le gradient est de carré sommable dans .

En effet le vecteur I — g;;:i F/(p—2)s, est par définition de carré sommable

dans w. La distribution 7 = —div I est done d’énergie finie par rapport & la fonction
de Green (lemme 6). La fonction H = F— UL est de la classe (BL) dans o ; montrons
qu'elle est harmonique dans ce domaine; on a en effet: AH = AF—AUY, d’ou

—
AH = 0,en vertude (8) et de larelation T = —div I = —AF[(p—2)s,. Un théoréme
de L. ScawaRTz [18] conduit alors au résultat.! L’unicité de la décomposition (10)
résultera du théoréme 5.

6. Variétés linéaires dans Vespace des fonctions de la classe (BL) dans un domaine.
Désignons par (BL) I'espace des fonctions ¥ de la classe (BL) dans un domaine

1 Toute distribution harmonique (4H = 0) est une fonction harmonique au sens ordinaire,
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, normées par (D(F))‘/z. C’est un espace hilbertien (théoréme de O. Nikodym). Le
produit scalaire de deux fonctions F et G est défini par:

D(F, @) = {grad F. grad Gdo .

L’espace (§) des fonctions harmoniques uniformes de la classe (BL) dans w est
complet, comme il est bien connu, et constitue donc une variété linéaire fermée
de (BL).

L’espace (11) des potentiels de Green U” d’énergie finie, normés par (D(UL))"2 =
((p—2)s,)""|T||,, constitue également, d’aprés le paragraphe précédent, une variété
linéaire fermée de (BL). (11) est d’ailleurs isomorphe & Vespace W des distributions
dans w d’énergie finie par rapport & la fonction de Green, normées par ||7|,.

Nous dirons qu’une distribution N de @ est normale si le potentiel de Green

UX est nul hors d’un compact de w.! Nous pouvons énoncer :

Lemme 7. Les distributions normales sont denses dans T,

Soit en effet {w,} une suite de domaines croissants vers o, avee @, C w; désignons
par 8B, la variété linéaire fermée constituée par les distributions de %'® dont le
support appartient & Co,,. Soit enfin 7’ une distribution quelconque de B, 7, sa
projection sur %, ‘

T, peut étre appelée balayée de 7" sur Cw,, au sens de la fonction de Green. On
a facilement : UZ = UZ» quasi-partout sur Cw,, donc 77, est une distribution
normale. Or {{7,}],, tend vers 0, car les B, sont décroissantes, et leur intersection se
réduit & la distribution nulle. 7’ est donc limite forte des distributions normales 7—7',,.

Théoréme 5. (W) ef (D) constituent deux variétés linéaires orthogonales complé-
mentaires de (BL).
Soient en effet H€ () et UL € (11). D’'aprés le théoréme 4, tout revient &
montrer la nullité du produit scalaire
D(UZ, H) =S grad UZ. grad Hdv .
w
Or le lemme 7 exprime que les potentiels engendrés par les distributions normales

sont denses dans (11); on peut donc supposer que 7' est normale, ce qui entraine
d’ailleurs U, L = U7. Soient Z le support de cette fonction, et D un domaine régulier

1 Cf. G. CHOQUET et J. DENY : Sur une propriété de moyenne caractéristique des fonctions har-
moniques et polyharmoniques (Bull. Soc. Math. de France, 52, 1944, p. 118—140).
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by

(limité par-exemple par un nombre fini de surfaces & courbure bornée); tel que
EcDc Dcw. H coincide dans D avec le potentiel U# d’une -mesure d’énergie
finie portée par D.! On peut donc écrire, d’aprés le chapitre III (§ 3):

DT, H) = (grad U”. grad Hdr = (p—2)s, {U7d = 0.

Les potentiels de Green d’énergie finie jouent donc le role de fonctions « antiharmoni-
ques » pour la norme D(F).

Sur un théoréme de L. Ahlfors. Soit F une fonction particuliére de I'espace
(BL); elle est, d’aprés le théoréme 4, de la forme F = U g—I—H . Désignons par € la
variété linéaire (évidemment non fermée) des fonctions G € (BL) telles que F—@
‘'soient nulles hors d'un compact de w.

Cherchons I'expression générale de cette fonction G Comme G—F € (BL) on a,
d’aprés (10): G—F = UN+ K, avec K € (9), et N a pour support un compact de @
(cela résulte par exemple de (8)) vy est donc nulle au points vréguliers de la frontiére
w, et bornée sur cette frontiére, ce qu1 entraine que la fonction harmomque K est
ldenthuement nulle dans w, et par suite que N est normale. L’ expresswn cherchee

est' done : v
G=F+ Ug, ol N_ est normale .

. Les distributions normales étant denses dans WD (lemme T), la variété linéaire
fermée € engendrée par §.est évidemment constituée par les fonctions G de la forme
G = H+-US, ol § est une distribution quelconque de T, et on peut écrire, d’aprés
le théoréme 5 :
' ‘ -D(@) = D(H)+(p—2)s,][8]lg, -

Le minimum de cette expression est obtenu pour § = 0; on peut dohc énohcer'
Soient F€ (BL), et G la variété linéaire precedemment deﬁme & partir de F.

11 existe une fonction harmonique H et une seule (a une constante additive prés) dans o
qui est telle que :

inf D(G—H) = 0.
AEE

C'est la fonction H de la decomposztw'n F = U g—}—H (c’est;é,-dire la projection de F
sur g))) et on a de plus :

! Représentation potentlelle des fonctions harmoniques de C. de la Vallée Pouissin. Pour p=2,
—
on a seulement H = UM {cte, co qui est sans importance puisqu’on consldére seulemenb grad H,
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D(H) = inf D(G) .
GeEE

Ces résultats ont ét€¢ donnés par L. AHLFORS [1] dans le cas des fonctions de Ia
classe (BL) continiment différentiables dans un domaine-plan. Ajoutons que si {Gn}

est une suite de fonctions de € pour lesquelles on a lim D(G,) = inf D(@), G,, tend
n Ge¢
fortement vers H.
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