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Introduct ion .  

La  th6orie du potentiel  newtonien a eonnu ees vingt  derni6res ann6es un 

d6veloppement consid6rable. Etudi6e d 'abord  en fonction du probl6me de Dirichlet,  

elle a fair en su re  l 'objet  de nombreux t r a v a u x  autonomes,  qui ont  permis des 

g6n6ralisations de na ture  tr6s vari6e, et  montr6 en m6me temps le r61e essentiel jou6 

par  deux th6or6mes : l 'un relatif  au signe de l'intdgrale d'dnergie, l 'autre  af f i rmant  

l ' exact i tude du principe du max imum.  

Soit h(r) : r ~-p le (~ noyau  newtonien )> de l 'espace euclidien r6el R p s p > 3 

dimensions. Selon une nota t ion  tr6s commode de H.  Cartan nous d6signerons par 

Urn(M) = lh(MP)dt t (P)  le potentiel  newtonien engendr6 en M par la mesure positive # 

(distribution de masses, ou fonction addit ive d'ensembles selon les auteurs).  L'6nergie 

de # est la  quanti t6 : 

(1) [1#[I2 : IUt~(M)d t t (M)= I Ih (MP)d# (M)d#(P) .  

Le premier th~or4me fondamenta l  est alors le suivant  : Si  # est la diffdrence de deux 

mesures positives d'dnergie f in ie ,  l'intdgrale (1) est positive, et ne s 'annule que si # est 

identiquement nulle. 

Ce r~sultat  est connu depuis longtemps dans le cas d 'une  dis t r ibut ion r~guli~re 

de masses (r~parties par  exemple dans un domaine limit~ par un nombre fini de 

surfaces ~ courbure born~e, avec une densit~ spatiale continue). Le th~or~me classique 

de Green conduit  alors dans R 3 ~ la relat ion suivante  : 

(2) I]#]12 = (grad Ute)2dv, 

oh l 'int6grale est 6tendue ~ tou t  l 'espace R a, dont  d r  repr6sente l'616ment de volume 
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(on sait  que les hypotheses  entra~nent  la continuit6 des d~riv6es partielles du premier  

ordre  de U~). 

Le  cas g6n6ral d 'une  mesure quelconque a 6t6 6tabli par  des proc6d6s diff6rents 

par  C. DE LA VALL~E-PoussIN [10], G. C. Evans  [12] e t  M. RIESZ [17]. Les deux  

premiers  auteurs  pa r t en t  du  r~sul tat  classique (2) e t  en 'd6duisent  le th6or~me g6n6ral 

par  des pocr6d6s de rSgularisation. G. C. Ev an s  d6mont re  m6me que l%galit6 (2) a 

lieu toujours ,  un potent ie l  newtonien  a d m e t t a n t  presque p a r t o u t  des d6riv6es partiel les 

du premier  ordre.  

La  d~mons t ra t ion  de M. Riesz repose sur une  formule  de composi t ion v6rifi~e 

par  le (~ noyau  d 'ordre  ~ . ,  : r ~ ( 0  < ~ <. p ) :  

(3) M P  ~ ---- ka, ~ f M Q a - P - ~ - V d v  

avec O < a < p, O < fl < p, O < z~A-fl < p. 

Cette formule  est d ' un  grand  int6r~t l ;  elle f a r  v o i r  imm6dia t emen t  que la 

fonct ion r ~-v est du type positif, ce qui est  6quivalent  au th6or6me sur le signe de 

l ' int6grale d'6nergie.  D ' au t r e  par t ,  elle sugggre diverses sortes de g6n6ralisations : 

H.  CARTAN a montr6  [7] qu'~ par t i r  d ' un  noyau  sym6tr ique  d6pendant  cont inf iment  

d ' un  param~tre  a, e t  v6rif iant  une re la t ion telle que (3), on peu t  6 tendre  dans une 

ccr ta ine  mesure la th6orie classique du balayage et  de la capacit6 (dans l 'espace 

euclidien et  plus g6n6ralement  dans les groupes topologiques loca lement  compacts) .  

Son 6tude est centr6e sur le th6or~me suivant  : L'espace des mesures positives d'dnergie 

f in ie  portdes par un compact f ixe  et normdes par la racine carrde de l' gnergie est eomplet. 

Ce th6or~me n ' en t ra lne  pas, dans le cas g6n6ral, t o u s l e s  r6sul tats  familiers dans 

le cas newtonien  (par exemple  le potent ie l  Ug ~ r6sul tant  du ba layage  sur ~n compac t  

de la mesure positive/~ n 'es t  pas n6cessairement  major6 p a r t o u t  par  le potent ie l  Ug). 

Pa r  contre,  O. FROSTMAN [13] e t  M. RIESZ [17] ont  pu 6tendre  la p lupa r t  de ceux-ci 

aux  potent ie ls  d 'o rdre  ~, avec 0 < ~ < 2 pour  p > 2, 0 < ~ < p, pour  p < 2. P o u r  de 

tels noyaux ,  O. F r o s t m a n  d6mont re  le th6or~me suivant ,  qu'i l  appelle principe du 

m a x i m u m  : Si un potent ie l  Ug est born6 supdr ieurement  par  une cons tan te  k e n  t o u t  

poin t  de l 'ensemble ferm6 qui por te  la d is t r ibut ion  posit ive/~, il est  born6 par  k dans 

t ou t  l 'espaee. 

Plus  r6cemment ,  H.  CARTAN a cons t ru i t  ([8], [9]) un expos6 complet  de la 

1 La vdrification est aisde ; seule la ddtermination du coefficient demande un certain calcul, mais 
la valeur exacte de celui-ci importe peu pour le ddveloppement de la thdorie ; il est dvidemment posit-if. 
Un calcul explicite trbs simple sera d'ailleurs donnd au ddbut du chapitre III. 
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th6orie du potentiel newtonien reposant s la lois sur le th6or6me relatif au signe de 

l'int6grale (1) et sur le suivant : Si  2 est une mesure positive d'dnergie f in ie  et ~ une 

mesure positive queleon9ue, et si l' on a U ~ < Utt {respect. U ~ < l) saul  sur un ensemble 

de mesure nulle par rapport dt 2, la m$me indgalitd a lieu dans tout l' espace. Cela r6sulte 

d'une propri6t6 des fonctions surharmoniques , classique depuis F. Riesz, et de (1). 

Tout noyau qui satisfait k ce th6or6me poss6de donc des propri6t6s tr6s voisines de 

celles du noyau newtonien; 6tendant quelque peu la d6finition de O. Frostman, 

H. CARTA~ dit [7] d 'un tel noyau qu'il v6rifie le principe du m a x i m u m  (resp. le 

principe restreint du maximum) .  

Dans un ordre d'id6es diff6rent, du moins en apparence, la m6thode de Riemann 

pour r6soudre le probl~me de Dirichlet a conduit ~ l'6tude de certaines familles de 

fonctions d6finies dans un domaine. On peut remarquer, avec S. ZARE~BA [19], que 

si ves t  un prolongement continu dans un domaine born6 r de la donn6e-fronti6re f ,  

dont le gradient V -= grad v est de carr6 sommable 1, la solution F du probl6me de 

Dirichlet relatif ~ f e t  co v6rifie: 

pour route fonction H harmonique dans w e t  dont le gradient est de carr6 sommable 

dans ce domaine. 

Plus g6n6ralement, si Ves t  un vecteur de earr6 sommable dans oJ il existe une 

fonction F (et une seule s une constante additive prgs) harmonique dans ~, dont le 

gradient est de carr6 sommable dans ~o, et telle que l'6galit6 (4) soit v6rifi6e pour 

toutes les fonctions harmoniques H du type pr6c6dent 2. O. NLKODYM en a donn6 [15] 

une d6monstration qui repose sur des propri6t6s simples de l'espace de Hilbert; la 

relation (4) sugg~re d'ailleurs l'id6e de projection dans un tel espace. 

Ces consid6rations ont amen6 O. •IKODYM [16] s 6tudier plus g6n6ralement 

l'ensemble des fonctions de la classe (BL) dans co s, c'est-s des fonctions F d6finies 

presque partout dans o~, et poss6dant les propri6t6s suivantes : 

a. Presque toute parall61e ~ l'axe Oxj d6termine dans co des segments ouverts 

l'int6rieur desquels F est une fonction absolument continue de xj(j = 1, 2 , . . .  p). 

1 En supposant qu'~m tel prolongement existe, ce qui n 'est  pas toujours le cas, comme on salt 
depuis J. Hadamard. 

Cette fonction n 'est  d'ailleurs pas en g6n6ral uniforme. 
8 Ces fonctions ont 6t6 envisag6es par BEPPO-LEvI. (Sul principio di Dirichlet, Rend. Palermo, 22, 

1906, p. 303). 
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b. Les d~riv~es partielles du premier ordre ~F/~xj ,  qui sont d~finies presque partout 

dans co, sont de carr~ sommable dans ce domaine ; en appelant grad F l e  vecteur, 

d~fini presque partout  dans ~o, dont les eomposantes sont ~F/~xi,  on a done: 

D ( F )  = re ~d~ < c~ . 
O) 

L'auteur  d~montre que l'espaee de ees fonctions, norm~es par I IFll ~- ~/D(F) 

est complet .  Le th~or~me de G. C. Evans (relation (2)) ~tablit aussitbt un rappro- 

chement entre l'int~grale D ( F ) e t  l'~nergie I I/~[I 2 d'une mesure positive, et par suite 

entre le th~or~me de O. Nikodym et eelui de H. Cartan, rappel~ plus haut.  

Or l'espace des mesures /~ qui sont differences de mesures positives d'~nergie 

finie, norm~es par IJ/~l], n'est pas complet, comme H. Cartan l'a montr~ par un 

exemple 1. C'est cette remarque qui est & l'origine du present travail : si on complete 

l'espace considdr~ et si on cherche s attribuer une signification aux ~tres obtenus, 

on constate que ce ne sont pas des mesures, mais des (~ distributions g~n~ralis~es ~), 

op~rateurs introduits tout  r~cemment par L. SCHWARTZ [18]; ces distributions pr~- 

sentent d'ailleurs dans ce cas newtonien un caract~re tr~s simple, et on peut les 

interpreter d'une fa~on naturelle par des considerations emprunt~es s ]a Physique 

et relatives aux distributions de magn~tisme ~. 

Bien que cette interprdtation permette d'~viter le (( langage des dis t r ibut ions ,  

en se plaqant du point de vue des potentiels plutSt que de celui des distributions qui 

engendrent ces potentiels, il paralt utile de considdrer syst~matiquement ]es distri- 

butions g~n~ralis~es : elles sont n~cessaires pour obtenir la g~n~ralit~ et la clart~ 

d~sirables; de plus, elles constituent un pr~cieux moyen de recherche. 

C'est pourquoi nous introduirons les distributions d~s le d~but de ce travail. 

Puisque le potentiel newtonien d'une mesure positive # est le p roduit de composition 

de # par la fonction r ~ - p  (noyau newtonien pour p > 2), une g~n~ralisation naturelle 

eonsiste ~ appeler potentiel de la distribution T par rapport au noyau K (oh K est 

lui-m~me une distribution) le produit de composition: 

(5) U T ---- K * T  .3 

Le noyau K devra poss~der au moins la propri~t~ rappel~e plus haut, relative au 

signe de l'int~grale d'~nergie, qui est v~rifiSe par le noyau r~-P(O < ~ < p) : K sera 

donc une distribution du type positif. D'autre part, il faut encore que le produit de 

1 H.  CARTAN [8] p. 87. 

2 C. R.  222, p, 1374- -1376 ,  1946. 

a D~f in i t ion  de L. SCHWARTZ [18]. 
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composi t ion (5) ait  un  sens, ce qui n ' a  pas lieu n6cessairement  pour  des dis t r ibut ions 

K et  T quelconques ;  nous pourrons  lui a t t r ibue r  un sens en nous l imi tan t  aux  

dis t r ibut ions  qui sont  d'6nergie finie par  r appor t  au noyau  K,  et  nous donnerons  de 

ces dis t r ibut ions une d6finit ion q u i  se r6dui t  's la not ion bien connue lorsquc K est 

un noyau  classique et  T u n e  mesure positive�9 

Not re  bu t  sera l '6 tude de ces potent ie ls  (5) engendr6s par  des dis t r ibut ions  

d'6nergie finie : les potentiels d'dnergie finie. Nous verrons  dans quclle mesure il est 

possible d '6 tendre  les r6sultats  classiques br i6vement  rappel6s plus haut .  Ce point  

de r u e  peu t  sembler quelque peu artificiel ; il sera peut-6tre  justifi6 par  les appli- 

cations que nous donnerons  dans les trois derniers chapitres.  

Nous  commencerons  par  rappeler ,  dans un court  chapi t re  de pr61iminaires, les 

d6finitions et  propri6t6s relat ives aux  mesures de Rad o n  et  aux dis t r ibut ions de 

�9 Schwartz  utilis6es cons t amment  par  la suite. Dans le chapi t re  I nous essayerons 

de construire  une th6orie du potent ie l  reposant  sur des hypothbses  aussi g6n6rales 

que possible ; le noyau  K scra une d is t r ibut ion  du type  positif v6rif iant  en out re  une  

condit ion de r6gularit6 assez simple qui expr ime que K est inversible par  r appor t  

au produi t  de composit ion.  

La  t ransform6e de Four ie r  (on un  sens 61argi) d 'une  telle dis t r ibut ion est une 

mesure posi t ive d 'apr6s un  th~or6me de L. Schwartz  g6n6ralisant le c616bre th6or6me 

de Bochner ,  et  ce t te  propri6t6 est caract6rist ique.  I1 est  donc na ture l  d ' in t rodui re  

la t r ans fo rmat ion  de Foumer  en th6orie du potent ie l  ; c 'est  d 'ai l leurs une id6e exprim6e 

par  H.  Car tan  ([7]) dans le cas plus g6n6ral des t roupes  commuta t i f s  localement  

compacts .  

Cette t r ans fo rmat ion  nous p e r m e t t r a  de donner  une d6finit ion de l '6nergie d 'une  

d is t r ibut ion  quelconque qui est en accord avec la d6finit ion (1) dans le cas classique. 

I1 appara l t r a  6vident,  grace au th6or6me de Fischer-Riesz,  que l 'espace des distri- 

but ions  d'6nergie finie, norm6es par  la racine carr6e de r6nergie,  est complet .  Le  

th6or6me de H.  Car tan  relatif  aux  mesures posit ives d'6nergie finie s 'en d6dui t  

a is6ment  1. 

Nous  pourrons  alors en t i rer  des cons6quences pr6sen tan t  une grande analogie 

1 C o m m e  nous  l ' avons  rappel6,  H.  C a r t a n  6 tabl i t  d a n s  son  6 tude  g6n6rale [7] que  le sous-cspace  de 

m e s u r e s  pos i t ives  d '6nergie  finie portdes par un compact fixe est  comple t ,  S ' a p p u y a n t  su r  le pr inc ipe  d u  
m a x i m u m ,  le m 6 m e  a u t e u r  d6mon t r e  que  l ' espace  de t ou t e s  les m e s u r e s  pos i t ives  d '6nergie  finie es t  

comp l e t  d a n s  le cas  du  n o y a u  d 'o rd re  a avec  0 ( vr _~ 2 e t  pose la ques t ion  de savoi r  si le r6su l t a t  es t  
encore e x a c t  pou r  a ~ 2 ([8], p. 91). N o u s  pou r rons  done  appo r t e r  u n e  r6ponse a f f i rmat ive ,  le n o y a u  

d 'o rd re  ~ (0 ( c~ ( p )  s a t i s f a i s an t  k la condi t ion  de r6gular i t6  que  n o u s  pos tu l e rons  d a n s  t o u t e  ce t te  

6 tude  (la condi t ion  (A) ;  voir  d6bu t s  des  chap i t r e s  I e t  I I I ) .  
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avec la th~orie du balayage et de la capacit~ dans le cas newtonien. Mais ce qui, par 

exemple, g~n~ralisera le mieux la distribution capacitaire d 'un compact ne sera plus 

n~cessairement une mesure positive (m~me dans le cas tr~s simple du noyau d'ordre 

a, avec a > 2) : ce sera une distribution g~ndralis~e, que nous appellerons dis t r ibut ion 

d'6quilibre. Le chapitre I sera compldt~ par des exemples ~l~mentaires et par l'~tude, 

dans un cas simple, de questions g6n~ralisant le probl~me de Dirichlet et la th~orie 

de la fonction de Green d 'un domaine. 

Le cas oh le noyau est une fonction positive, ou plus g~n~ralement une mesure 

positive, est 6videmment le plus int~ressant dans la pratique et le chapitre I I  lui est 

consacr~. Nous montrerons qu'un potentiel d'~nergie finie est alors une fonction 

d~finie presque partout, et m~me plus pr~cis~ment, d6finie s un ensemble de capacit~ 

ext~rieure nulle pr6s. Lorsque le noyau v~rifie en outre le principe du maximum, 

nous verrons que les extensions du balayage faites au chapitre I sont, dans le cas de 

mesures positives, identiques aux extensions faites par H. CARTA~ [7]; de m~me, 

si on admet le principe restreint du maximum, la distribution d'~quilibre est une 

mesure positive. Ces th4or~mes ~tendent un r~sultat r~cent d'Analyse harmonique 

donn~ par A. BEURLING [3] pour un noyau particulier, et qui se trouve v~rifi~ pour 

tousles  noyaux satisfaisant au principe du maximum. Enfin, sans at taquer  de front 

le difficile probl~me de caract6riser ees noyaux, nous donnerons un ~nonc~ simple 

~quivalent au prineipe. 

Le chapitre I I I  concerne les potentiels d'ordre a e t  sp~cialement les potentiels 

polyharmoniques (~ ---- 2k). Dans le cas newtonien, nous montrons l'identit~, ~ une 

constante additive pros, des potentiels d'~nergie finie, et des fonctions qui sont de la 

elasse (BL) dans l'espace tout  entier : L' introduction des distributions d'~nergie finie 

permet donc d'~tendre le th~or~me de G. C. Evans et d'en donner une r4ciproque. 

Nous raisons en m~me temps, pour ces potentiels, l ' interpr6tation physique dont il a 

~t~ question plus haut.  Le cas du potentiel logarithmique dans le plan, important  

pour les applications, ne rentre pas directement dans le th~orie g6n~rale et doit faire 

l 'objet d'une ~tude sp~eiale. Enfin nous ~tablissons, pour les potentiels polyharmoni- 

ques, des rSsultats analogues au th6or~me de G. C. Evans et s sa r6ciproque. 

Le dernier chapitre est consacr~ exclusivement au cas newtonien. Les fonctions 

de la classe (BL) dans un domaine w poss~dent (( quasi-partout *), c'est-s saul 

sur un ensemble de capacit4 ext~rieure nulle, une propri~t~ de continuit~ remarquable : 

elles admettent  une pseudo limite, notion mise en ~vidence par M. BRELOT [5] dans le 

cas des fonctions sousharmoniques. Lorsque ~o est une boule, cette sorte de continuit6 

peut ~tre ~tendue aux points-fronti~re, ce qui g~n~ralise et en m6me temps precise un 
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thdorgme de A. BEURI,I~G [2] et  J .  DUFRES~OY [11] relatif  ~ la repr6senta t ion eon- 

forme, la fonct ion ~ ~ f(z) qui effeetue la reprgsenta t ion eonforme d 'un  cercle eo sur 

un  domaine-plan  s implement  connexe et born6 6tant  de la classe (BL) dans o). 

Nous  d6finissons enfin los potent ie ls  de Green d'dnergie finie dang un domaine  ~o. 

Ce sont des fonct ions F de la classe (BL) dans ~o, et nous mont rons  qu'ils cons t i tuent  

la vari~t6 lin6aire or thogonale  s la varidt6 (~)) des fonet ions harmoniques  uniformes 

de la elasse (BL) dans ~o, avec la norme VD(F) ; ce f a r  se r a t t ache  aux r6sultats  de 

S. Zaremba  et  O. N ikodym rappelgs ci-dessus ~ el, comme nous le verrons,  ~ une 

6tade plus r6cente de L. At~I.FORS [1]. 

Ces quelques indical ions m o n t r en t  clairement  l ' influence qu 'on t  cue les t r a v a u x  

de MM. t t enr i  (?artan, Marcel Brelot  et Lau ren t  Schwartz  sur rues propres  recherches.  

Que ces auteurs  veui l lent  bien t rouver  ici l 'expression de ma reconnaissance pour  les 

nombreux  conseils qu'ils m 'on t  donnds personnet lement  ; je remercie tou t  particuli6re- 

ment  M Henri  (;arran, qui s 'est int6ress6 g m~m travai l ,  et m 'a  communiqu6 de 

notables  amdliorations,  d(mt les plus impor tan tes  seront signal6es dans le tours  du 

texte .  

Je  remercie  6galement M. Arnaud Denjoy ,  qui m 'a  fait  l ' honneur  de pr6sider 

mon  j u ry  de th~'~se, et M. t~eorges Bouligand qui a bieR voulu,  ~ l 'occasion de la 

soutenance,  se joindre h MM. Den joy  et Cartan.  

Pr41iminaires .  

On salt clue la thdorie de l ' int6grale de Lebesgue-Stiel t jes  sur un espace 

topologique E localement compact (qui sera toujours  l 'espace euclidien R p ~ p > 1 

dimensions, ou un domaine  ouvert  de R ~) peut  ~tre avan tageusement  expos6e /r 

pa r t i r  de  la not ion de mesure de Rad o n  posi t ive Iforme lin6aire posi t ive # ( f )  d6finie 

sur l 'ensemble C } des fonct ions f positi~'es 2 cont inues  sur E e t  nulles en dehors d 'un  

compact) .  Nous  renvoyons  p, mr cela aux 6t udes de H.  (?ARTA~ en r u e  des applicat ions 

/~ la th6orie du potent ie l  (I7], 18]). Nous rappel lerons seulement  quelques ddfinitions : 

Une mesure complexe est une mesure de la forme/~ --  #1 #,zq-i(aa--/~4), oh les 

/~ sont des mcsures positives. Une fonct ion f -  j'l--faq-i(fa--f4) (fj positive) est 

sommable  par  r appor t  ~/~ si ehacune des f j  est sommable  par  rappor t /~  ehacune des 

1 La fonetion F v6rifiant la relat ion (4) est la * part ie  ha.rmonique , du prolongement  v (suppos6 

de la elasse (BL) darts ~o) do la donn6e-fronli~,rof ,  e'est Z-dire la project ion de v sur  (~). Deux pralonge- 

men t s  tels ClUe v ont  done m6me project ion sur  (8). v - - t '  est un  potentiel  de Green d'6nergie finie. 

2 Le terme * poSitif ,~ est pris au  sons largo (positif ou nul). 

8. Acta mathematica, 82, Imprimc le 14 j~m~ier 1950. 
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l ' int6grale correspondante est not re  Ifdt~. Le noyau  ferm~ de/z (compl~mentaire 

du plus grand ouvert  dans lequel /~ est nulle) sera appel~, d'apr~s L. Schwartz,  

support de /~ (le terme (( noyau  }) ~tant  r~serv~ s une autre notion). 

Les mesures rdelles sent  ordonndes par  la relation 2 < / z  (2 est major~e par/~) 

qui exprime que /~- -2  est une mesure positive. Si 2 et/~ sent  des mesures r~elles il 

existe un  ~l~ment max imum parmi les mesures rdelles major~es par  2 e t / t ;  on le 

d~signe par  inf (4, #). Les mesures ~ : sup (0,/~),/~ ~- - - inf  (0, /z), I/~ I : / ~ q - ~  sent  

appel~es respectivement variat ions positive, n~gative et totale de la mesure r~elle/~, 

et on a/u : fi--fi .  

Une suite {/~) de mesures positives converge vaguement vers la mesure positive/~ 

si/z~(f) tend  vers/~(f)  pour route f~C+. ~ 
Si 2 et/~ sent  deux mesures positives dans R p on peut  ~crire, avec des notat ions 

~videntes, pour toute  f~C  + : 

I d2<M)If<M-~P)dI~(P) ~- I dfz<M)If<Mq-P)d2(P) 

(d'apr~s le th~or~me de Fubini).  Si ce nombre est fini pour tou te fEC +, il d~finit une 

mesure positive v sur R p appel~e produit de composition de 2 et ~, notre  v -- 2,/~ -- 

/z.2. I1 e n e s t  ainsi lorsque l 'une des mesures 2 ou/~ est & support  compact.  Si 2 e t /z  

sent  des mesures complexes 2 -- 21 2~q-i(2a )~4), /~ --/~l--/u2q-i(/~a /~4), 2*lu est 

d~fini si chacun des 2j*#k est d~fini. 

On salt que les fonctions addit ives d'ensembles 2 permet tent  de donner un sens 

prScis s la notion physique de distr ibution de masse ~lectrique. Le potentiel  newtonien 

correspondant est donn~ par une int~grale de Stieltjes. Pour  d~finir d 'une  mani~re 

analogue les potentiels engendr~s par des distr ibutions de magn~tisme, et plus 

g~n~ralement d 'autres  potentiels qui n 'on t  plus d ' interpr~tat ion physique simple, il 

est indispensable de faire appel ~ la not ion de dis tr ibut ion g~n~ralis~e de L. Schwartz. 

Nous allons rappeler aussi bri~vement que possible les d~finitions et r~sultats de cet 

au teur  ([18]) que nous aurons s utiliser par la sui te :  

Une dis tr ibut ion g~n~ralis~e (dans R p ou dans un domaine ouvert  de R p) est une 

I Cf. [8]. Si les suppor t s  des/~n a p p a r t i e n n e n t  & un  c o m p a c t  f ixe K,  ce t t e  d~f ini t ion est  celle de la 

convergence  faible des fonct ionnel les  l in~aires sur  l ' espace  des fonct ions  con t inues  sur  A. Si donc on donne  

une fami l le  infinie de mesures  pos i t ives  por t~es  pa r  un  m~me compac t ,  e t  de masse  t o t a l e  bornde ( ld l~A)  
on p e u t  en ex t r a i r e  une sui te  vague rnen t  convergen te  : c ' es t  le th~or~me du  choix  de F r o s t m a n  De la  

Val l~e-Poussin .  

2 Si/~ est  une  mesure  de R a d o n  et  e un  ensemble  bor~lien born~, l ' in t~grale /~(e)  = fy)edl~, era Y)e 
est  la  fonct ion  ca rac t~r i s t ique  de e, es t  bien d~finie. C 'es t  une  fonct ion  compl ~ t emen t  a d d i t i v e  do e. 
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forme lin~aire T(~) d~finie sur l'ensemble (~) des fonctions ~ ind~finiment d~rivables 

support compact, astreinte s la condition de continuit~ suivante : T(~) tend vers 0 

si ~ est nulle hors d 'un compact fixe, et tend uniform~ment vers 0 ainsi que chacune 

de ses d~riv~es partielles 1. 

T e s t  nulle dans un ouvert o~ si T(~) : 0 pour toute ~ s support dans o). Le 

support de T e s t  le compl~mentaire du plus grand ouvert dans lequel T e s t  nulle. 

L'espace (~') des distributions peut ~tre muni de la topologie suivante : on 

appelle ensemble bornd de fonctions ~ une famille A(E,  ('Mk)), telle que le support de 

appartienne au compact E, et que route d~riv~e d'ordre k de ~ soit born~e en module 

par le nombre positif M k. Alors T~ tend vers 0 si Tn(~) tend vers 0 uniform~ment 

par rapport aux fonctions ~ de tout  ensemble borne. 

Ces distributions forment une classe tr~s ~tendue, qui comprend notamment  les 

mesures et en particulier les fonctions localement sommables (dans cette th~orie 

une telle fonction f dolt ~tre identifi~e avec la mesure de densit~ f).2 La convergence 

(au sens des distributions) des mesures positives entraine la convergence vague, a 

Soit D z ~ / ~ x ~ . . .  ~x~p un symbole de d~rivation d'ordre n. La d~riv~e par- 

tielle DT de T e s t  la distribution d~finie par DT(qJ) -~ (--1)nT(D~). La d~rivation 

e s t  une operation lin4aire continue dans (~'). On peut donc d~river terme ~t t e r m e  

les suites (ou s~ries) convergentes de distributions. 

Le produit de multiplication d'une distribution T par une fonction ind~finiment 

d~rivable a est la distribution ~T d~finie par ~T(~) ~ T ( ~ ) .  

Le produit de composition de deux distributions S e t  T (d~finies dans R p) dont 

une au moins, soit T, est s support compact, est la distribution d~finie par 

(S*T)(q~) : Sp[TM(q~(M~-P))]:  T~[Sp(~(M-~P))] . 

Le produit de composition par une T s support compact est une operation lin~aire 

continue dans (~'). 

S i  D est u n  symbole de d~rivation, l 'op4ration T-+ DT  peut ~tre consid~r~e 

comme un produit de composition avec la  d~riv~e De (oh e est la mesure constituSe 

par la masse + 1 plac~e ~ l'origine 0). On  peut utiliser l e s  n o t a t i o n s :  D p o u r  De, 

D . T  pour DT. . . . .  

Si on effectue le produit de composition d'une distribution T pa rune  fonction 

1 Une teUe condition ~tait inutile dans la d~finition des mesures de Radon positives. 
La distribution T associ~e/~ la fonction f (suppos~e d~finie quasi-partout et sommable, au sens 

de Lebesgue, s u r t o u t  compact) est donc d~finie par T(q~) = lfq~dT, off d~ est l'~l~ment de volume de R p. 
a Inversement si la suite {Pn} de mesures positives converge vaguement,  elle converge au sens des 

distributions. 
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inddfiniment d~rivable s support compact, on obtient une fonction inddfiniment 

ddrivable 'T.% qu'on peut appeler rdgularisde de T par q~. 

On utilisera la relation suivante : 

(!) T(7) -~ Sp. (T*'~') 

pour route q~E(~) et pour route TE(~').  Sp. f, trace de f, d~signe la valeur ~ l'origine O 

de la fonction continue f ,  et ~ est la fonction sym~trique de 7: 

~(x~',x~ . . . .  , % )  = q ( - x l ,  - x ~  . . . . .  - % ) .  

La transform~e de Fourier d'une fonctionf(M) sommablo dans R pest la fonction 

continue : 

g(M)-~ fe-2i~~176 

oh dr est l'g,h'~ment de volume de R p. On peut d('~,finir la transfornff, e de Fourier d'une 

fonction de carr6 sommable dans R ~. S i f l  et f.~ sont deux telles fonctions, et gl et g~ 

leurs transformdes, on a :  

l!g12dv : l!f,]2dv (th~,,r~me do Plancherel) 

IglOzdT ~-- Ifl]2d~ (relation de Parseval) 

On ne peut attribuer ~ toute distribution T ddfinio dans R p une transform~e de 

Fourier qui soit une distribution de m~me nature. ] l e s t  n~cessaire do se borner/t une 

classe plus restreinte de distributions, qui sont appel~',es sphdriques. 
A cet effet, on introduit l'espace (~) des fonctions 0 ind(~finiment dd~rivables 

d6croissance rapide ~ l'infini (c'est-s telles que lc produit de 0 et de chacune de 

ses ddrivdes par un polyn6me quelconque tend vers 0 h l'infini) muni de la topologie 

suivante : 0 tend vers 0 dans (~) si 0 et chacune de sos d~',rivdes tend vers 0 uniform~- 

ment dans R v, m~me apr~s multiplication par un polynSme quclconque. Los distri- 

butions sphdriques sont les formes lindaires S continues sur (~_,). L'ospace dos S muni 

de la topologie du dual de (~), est appel6 (~'). S tend vers 0 dans (~') si S(O) tend 

vers 0 uniform~ment par rapport aux fonctions de tout ensemble bornd dans (~) ; on 

appelle ainsi un ensemble de fonetions 0 satisfaisant $ iD, Oi < M,,k/(1A- r2) k, off DnO 
ddsigne une ddriv6e d'ordre n, r la quantit6 : 2 (x~-+x,~-~...-~x~) ~'~, et {M,,~) une suite 

do nombres positifs (ddfinissant l'enscmble born(:" considdrd,). 

(~') peut 5tre identifid s un sous-espace vcctoriel de (~'). Les mesuros de (~,z') 

sont dites mesures sphdriques. Toute mesure/~ d croissance lente, c c~t-a-d~re telle que les 

variations totales a et fl des parties rdelle et imaginaire de / ,  v6rifient des relations 
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de la forme fd~/(l+r@ < . ~ ,  avee k positif, est sph6rique. Inversement, route 

mesure sph6rique positive est ~ eroissanee lente. 

La transformation de Fourier elassique d6finit un isomorphisme de (~) sur 

lui-m6me avee la topologie de (~), et mgme avee celle de (~'). Or les fonctions 0 sont 

denses dans (~'), ee qui permet de d6finir, par passage de la limite, la transform6e de 

Fourier de toute SE(~ ' ) ;  eette transform6e est aussi un 616ment de (~'). 

Dans la pratique, e'est la formule de Parseval qui permet de eonstruire la 

distribution sph6rique V = ~(U), transform6e de Fourier de la distribution sph6rique 

U. S iv  = ~(u) d6signe la transform6e d'une fonction uE(~), V e s t  d6finie par 

U(u) = V(~) pour route vE(~) ,  

ou, ee qui revient au mgme, par 

U(~)-- V(v). 

On utilisera l'expression des transform6es de Fourier de quelques distributions 

simples : 
= 1 

;~ (A)  : - -  47~2r 2 1 

. . = . . 

Une propri6t6 capitale de la transformation de Fourier est la suivante : Si U 1 

est un multiplicateur universel (e'est-s tel qu'on puisse d6finir le pr0duit de 

multiplication de U~ avec route distribution sph6rique), et si V~ est un (~ compositeur )) 

universel (d6finition analogue) on a, en posant V1 = ~(U1), V~ = ~(U~): 

V I *  V 2 ~-- ~ ( U 1 U 2 )  �9 

La d6finition des fonctions et plus g6n6ralement des mesures du type positif 

se g6n6ralise ainsi : On appelle distribution du type positif une TE(~')  telle que l'on aft : 

T(~,q~) > 0 pour toute ~vE(~)) ~ 

Le th6orgrne de Bochner a) 6tendu par L. Schwartz s'6nonce : Pour qu'une distri- 

t , |  = Ae est le Laplacien de la distr ibution t ,  e 'est.~.dire la d i s t r ibu t ion  2,'O~e/Ox~. 
2 ~ repr6sente la fonetion imaghxaire conjugu6e de la fonction~0 sym6trique d e qo. Plus g6n6ralement 

est d6finie par  ~'{T) = imaginaire conjugu6e do T(~). Les distr ibutions du type positif poss~dent la 

* sym6trie hermitienne ~) T ~ T. 
3 Pour  qu 'une fonction continue soft du  type positif, il faut  et  il suffit qu'elle soft la transform6e 

de Fourier d 'une rnesure positive de masse totalo finie, 
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bution soit du type positif, il faut et il suffit qu'elle soit sph6rique et que sa trans- 

form~e de Fourier soit une mesure positive (& croissance lente). 

CHAPITRE I 

Sur  la th6or ie  g6n6rale  du potent ie l  dans  les espaces  eucl idiens .  

l, A la base d'une th6orie du potentiel dans R p, nous nous donnons une distri- 

bution K du type positif (appel6e noyau). K est done une distribution sph6rique dont 

la transform~e de Fourier ~-~ ~'(K) est une mesure positive s croissance lente. 

Si T e s t  une distribution d support compact, le produit de composition: 

(1) U T -~ K , T ,  

qui est une distribution bien d6termin~e, sera appel6 le potentiel de la distribution T 

par rapport au noyau K, ou K-potentiel de T. 

On sait que la transform6e de Fourier W d'une telle distribution est une fonction 

ind6finiment d6rivable, s valeurs complexes. La quantit6 : 

(2) IITII 2 = II~12d~ 

est done bien d6finie : c'est un nombre non ndgatif qui peut 6tre 6gal m-f-~; nous 

rappel!erons ~nergie de T. 

Le produit de composition K , T , T  est bien d6fini, puisqu'on suppose T 

support compact: C'est une distribution du type positif, et pour que ce soit une 

fonction continue, il faut et il suffit que la masse totale de sa transformde de Fourier 

IWf 2~ soit finie. Cette masse totale est alors la valeur ~ l'origine 0 (la trace) de la fonction 

continue K , T * T ,  de sorte qu'on peut 6galement 6crire: 

(2his) lITI[' = Sp. K * T * T  

en convenant de dire que cette quantit6 est infinie Iorsque la distribution K , T * T  

n'est pas une fonction continue. 

Comme application immddiate, remarquons que route fonction q~ inddfiniment 

ddrivable et 5 support compact (ou plus exactement la distribution d6finie par la 

mesure de densit6 ~) est d'dnergie finie. En effet le produit K*r est alors continu 

(et m~me ind6finiment d6rivable). 

Supposons maintenant que le support de la mesure ~ soit l' espace R p tout entier, 

restriction ~ laquelle nous nous limiterons par la suite. Il est clair qu'on peut 6tendre 
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de la fagon suivante un th~or~me de O. FROSTMAN [13] et de C. DE LA VALLI~E- 

POUSSIN [10]. 

Pour q~i'une distribution T ~ support compact soit identiquement nulle il faut  et il 

suffit que son dnergie soit nulle. L'int~grale d'6nergie (2) ne peut en effet s'annuler que 

lorsque ~ est identiquement nulle. 

2. Hypotheses compldmentaires relatives au noyau K.  Si T e s t  une distribution 

quelconque, le produit  de composition (1) et l'int6grale (2) n 'ont  plus de sens en 

g~n~ral. Pour pouvoir 6tendre, a u  moins dans une certaine mesure, la th~orie classique 

du potentiel, il est n~cessaire de faire des hypotheses suppl~mentaires sur K. Nous 

supposerons toujours v4rifi~e l 'hypothSse suivante : 

Hypoth~se (A): La transformde de Fourier de K est une fonc tion 1 positive ~ d 

croissanee lente ainsi que son inverse ~ -~ 1/~;  autrement dit il existe un entier q > 0 

tel que l 'on air : 

(3) (--~---~ d ~ < ~  I 
dr  

2(1~-r2) q , ~(l~_r~) q < c~ , 

oh r repr~sente la distance s l'origine du point M de coordonnSes xl, x 2 . . . . .  xp, et 

dv l%16ment de volume de R p. 

Si l 'on pose ~ ~ ~/*, ~) et 1/~ sont des fonctions positives h croissance lente, 

car on a par exemple, en vertu de l'in~galit~ de Schwarz : 

( J (1  +re)q~ --  , l ~  I ( - ~ ) q  

et la derni~re int~grale converge pour q > p/2 (p ~tant le nombre de dimensions) ; 

lc second membre est done fini, d'aprSs (3). Los fonctions ~ et ~ ~ 1/~ sont donc 

les transform~es de Fourier de deux distributions H et L du type  positif, et comme 

on a ~2_~ ~, ~ _~ 1, on peut ~crire symboliquement : 

(4) H * H  ~-- K ,  H * L  --- e ,  

la transformation de Fourier donnant un sens ~ces  deux produits de composition 

(bien qu'il s'agisse de distributions dont le support n'est pas compact en g6n6ral). 

Lemme 1. Toute fonction ~ vgrifiant l'indgalitg: 

est d croissance lente. 

1 Rappelons que par fonction on entend une fonction ordinaire localement sommable f ,  d6finio 
presque partout,  qu'on identifie avec la mesure de densit6 ,f. 
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E n  effet, l 'in4galit~ de Schwarz donne 

quantit4 finie en vertu de (3) et (5). 

3. Extension d'un thgorime de H. Cartan. 

Dgfinition: Nous dirons qu 'une  dis t r ibut ion sphSrique T e s t  d'dnergie f in ie  si 

sa t ransform4e d e  Four ier  est  une fonct ion ~ v4rif iant  (5) e t  nous appellerons ~nergie 

la quanti t~ : 

(6) I!Tll 2 = II ~0~12dr. 

Tou te  au t re  d is t r ibut ion peut  ~tre dire d'gnergie infinie, cn par t icu | ie r  celles 

den t  la t ransformSe de Four ier  n 'es t  pas une fonction,  de m~me que les dis t r ibut ions 

non sphSriques, den t  nous ne nous occuperons pas ici. I1 est alors facile d '~tendre  un 

impor t an t  th4or~me de H. Cartan,  rappe|~ dans l ' in t roduct ion  :" 

Th~or~me I.  L'espace ~ des distributions d'6nergie finie, normdes par la racine 

carr4e de l'dnergie, est complet. 

Cela r~sulte aussitSt  de la d~finition (6) et  du lemme 1 ; si en effet  (Tn} est une 

suite de Cauchy pour  la norme eonsid~r4e, les fonet ions ~ convergent  cn moyenne  

quadra t ique  vers une fonct ion de carr~ sommable  d en t  le produi t  par  ]/~j est une 

fonct ions ~ satisfaisant  & (5). ~ est done la t ransformde de Four ie r  d 'une  dis t r ibut ion 

sphdrique T bien ddtermin4e (puisqu'elle est  & eroissance lente) et  on a: 

lira {IT--T.{r -~ O. 

Suivant  la terminologie de g .  Cartan,  nous dirons alors que T n convergefortement 

vers T.  Nous pouvons  dnoncer  le 

T h ~ o r ~ m e  2. Si  T n converge fortement vers T,  T n converge vers T au sens des 

distributions (et m~me des distributions sph~riques). 

E n  ver tu  des propri4t4s de la t r ans format ion  de Four ier  gSn4ralis4e, il suffi t  de 

mon t r e r  que les fonctions ~,---- ~(T~) t enden t  vers ~ ~ ~ (T)  au sens des dis tr ibut ions 

sph~riques, c'est-&-dire que [~n(0) --~(0)I t end  vers 0 uni form~ment  pour  tou t  ensemble 

bornd A de fonct ions 0 ind~finiment  d~rivables & d5croissance rapideL Or en posant  

~ ---- ~ ,  ~ ----- ~ il v ien t  : 

1 Voir le rappel des d~finitions dans I~ chapitre de pr61iminaires. 
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Or par  d6finition des ensembles born6s il existe  une  eonstante  posi t ive Aq telle 

que i012 < Aq/(l+r2) q, oh q est le nolnbre  qui in te rv ien t  dans la re la t ion  (3). Cette  

mgme re la t ion mont re  que l ' int6grMe l lO}~/~)~dv est un i form6ment  born6e pour  les 

OEA, d ' o h  le r6sultat ,  ear, p~r hypoth6se,  ft{}~--~l~dv t en d  vers 0. 

Corollaires: a. L'espace des mesures positives d'dnergie finie est complet. En  

effet, t ou te  limite for te  de mesures positives est une inesure posit ive car si une suite 

de telles mesures  #~ conw~,rge au sens des distr ibutions,  la d is t r ibut ion l imite est  une  

mesure posit ive # (et d 'ailleurs #~ converge vaguemen t  vers #). L 'espace  des mesures 

positives d'6nergie finie, qui est  eelui consid6r6 par  H. Car tan  ([7], [8]) dans sa 

th6orie, se pr6sente doric eomme un sous-ensemble eonvexe et  complet  de l 'espace ~5~ 

des dis tr ibut ions d'6nergie finie. 

b. L' espaee ~ E  des distributions (resp. l' espace (~  des mesures positives) d'gnergie 
finie port~es par un ensemble fermd E eat complet. C'est 6galement une eons6quence 
des th6or6ines 1 et  2. 

Expression ggndrdle des distributions d'dnergie finie. 
D'apr~s la d6finit ion (6), les dis tr ibut ions T d'6nergie finie sont t elles que 

= ~ / ~ ,  (,h ~} est une fonct ion de carr6 sommable.  Soit F l,~ fonct ion don t  la t rans-  

form6e de Fourier  est  {}; d 'apr~s le th6or~me de Plancherel ,  F est de carr6 som- 

mable ; on peu t  done 6crire, en faisant  in te rveni r  la dis t r ibut ion L (dont  1 /~  est  la 

t ransform6e de Four ie r ) :  
(7) T -  L* F 

la t r ans format ion  de Four ier  dormant  un  sens s ee produi t  de composit ion.  

[nversement  tou te  dis t r ibut ion de la forme (7), oh F est une fonct ion de carr6 

sommable,  est  d '6nergie finie, et  on a m6me, d'apr~s le th6o%me de Plancherel  : 

L ~ h K  ~ ' ] ~  2 d ~  

Expression g~ndrale des potentiels d'dnergie finie. 
La  t rans format ion  de Four ie r  donne ~galement  un sens ~u produi t  de com- 

posi t ion (l), m6me lorsque T n ' e s t  pas ~ suppor t  compact ,  pourvu  qu'elle soit d '6nergie 

finie : E n  effet le produi t  1I - -  ~2: = ~)~ est une fonct ion sommable  sur t ou t  compac t  
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(car F est de carr6 sommable, et ~ est de carr6 sommable sur tout  compact), et il est 

croissance lente, car on a, d'apr~s (3): 

II est done une distribution sph6rique. C'est la transform~e de Fourier d 'une 

distribution U qu'on appellera encore K-potentiel de T, et qu'on peut ~crire : 

(8) U = U~ = K , T  = H , F .  

Cette formule importante est h la base des th4ories de M. Riesz, O. Frostman et 

H. Cartan. Tout K-potentiel d'4nergie finie peut done 6tre consid4r4 comme le 

H-potentiel engendr~ par une mesure dont la densit4 est de earr4 sommable dans 

tout  l'espace, l'int~grale correspondante ~tant ~gale & l'~nergie IITll ~. Dans le cas 

des potentiels d'ordre a consid~r~s par ces auteurs (K = rap ,  0 < ~ < p), on a 

H ~- Car~'/2-P(Cc, > 0). Nous reviendrons au chapitre I I I  sur ce cas important dans 

la pratique. 

Produit scalaire de deux distributions d'gnergie fin@. Empruntant  le langage de 

l'espace de ttilbert,  auquel d'ailleurs l'espaee !~ est isomorphe, nous appellerons 

produit scalaire de deux distributions T~ et T2 d'6nergie finie la quantit6 : 

(T,, T,) = (T,, T~) K -~ I~2~:,~,dv. 

Il en r4sulte aussitSt les relations 4videntes : 

(9) 

( T .  T,)  = (T,, Ti) (T, T) = JITil' 

]JTI+T, IJ' = JIT~JJ'+I[T, iJ2+2~(TI, T2) 

l(T~, T~)I <_ [IT, Jl IIT, f[ . 

La relation (9) n'est autre que l'in~galit~ de Schwarz, dont H. Cartan a fair 

l'usage que l'on salt en th~orie du potentiel. 

La d~finition du produit scalaire (T1, T~) montre que cette expression n'est 

autre que la masse totale de la fonction sommable ~ 1 ~ 2 .  Cette fonction est la trans- 

form~e de Fourier d'une fonction continue qu'on peut ~crire K , T I * T  ~ (la trans- 

formation de Fourier donnera toujours un sens aux produits de composition envi- 

sages) et on voit, en se reportant  h la d~finition de la trace d'une fonction continue, 

qu'on a la relation: 

(10) (T 1, T~) = Sp. K * T l * T  ~ 
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[ITI[ ~ = Sp. K , T , T .  

Remarque. La relation (I l) se r6duit ~ (2 bi~) lorsque T e s t  ~ support compact. 

Le produit de composition K * T * T  peut alors se d6finir dircctement. 

De m6me si T 1 ct T~ sont ~ support compact, le produit de composition K* T 1 * T2, 

qui figure dans (10) pout 6tre d6fini sans faire usage de la transformation de Fourier. 

Plus g6n6ralement si TI et T~ sont d'6ncrgie finie, et si T~ est s support compact, on a: 

K*TI*T~-= (K ,T~) ,T~  ---- uT ' ,T~  

et le dcrnier produit de composition peut se d6finir directement. 

En particulier si T 2 est unc fonction q ind6finiment d6rivable ~ support compact 

on peut 6crire, en posant T 1 = T et en utilisant la relation (1) du chapitre de pr6- 

liminaires : 

Sp. K*T*~- - - -Sp . (K ,T ) ,~ -~  ( K , T )  (q~) 
d'oh : 

('12) (T, q) = UT(~) . 

Pour justifier l'associativit6 des produits de composition 6crits on se reportera 

toujours aux transform6e~ de Fourier. 

Inverse de K par rapport au produit de composition. L'inverse ~) =- 1/K de la 

fonction K 6tant suppos6e sommable sur tout  compact, et ~ croissance lente, c'est la 

transform6e de Fourier d'une distribution D du type positif et on peut 6crire : 

D , K  = s , 

Soit alors T une distribution d'6nergie finie; posons U ---- K , T .  On peut 6crire: 

T -~ D ,  U autrement dit T peut ~tre consid6r6 comme le D-potentiel de la distribution 

U; on a d'ailleurs l'6galit6 : 

IITIIK = IIUIID. 

Comme application signalons que si T n converge fortement (par rapport au 

noyau K) vers T, la suite Un -= K*T,~ converge fortement (par rapport au noyau D) 

vers U. I1 r6sulte done du th6or6me 2 que U n converge vers U au sens des distributions 

sphdriques, car le noyau D v6rifie 6galement l'hypoth~se (A). 
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~. Nous utiliserons f r6quemment  les quelques remarques  t%s simples qui suivent  : 
Rappetons  d ' abord  que t o u D  fonet ion indgfiniment  ddrivable g suppor t  compac t  

est d 'dnergie fihie. I)e m6me :  

Lemme 2. Une tdle fonction q~ est un potentiel d'&ergie finis. 

En  effet  e 'est  le potent ie l  de la dis t r ibut ion T := D,q), qui est d 'ail leurs une 

fonet ion ind6finiment  d6rivable (mais don t  le suppor t  n 'es t  pas en g6n6ral compact) .  

L'6nergie eor respondante  est:  Sp. D , ~ * ~ .  

Tou t s  f(metion ind6finiment  d6rivable eoi'neide donc dans un ouver t  queleonque 

~r  o '"  avec un potent ie l  (l ener~,m finie. 

Lemme 3. Soit (ff,~} une suite de mesures positives port6es par  un m6me compact  

E et  eonvergeant  vaguement  vers la mesure e. Leurs  t ransform6es (te Four ie r  conver-  

gent  vers la cons tan ts  1, et  la convergence est unifornm sur tou t  compact .  

En  effetL les expressions/~,,(,f) s,<mt des formes lin6aires eont inues sur l 'espaee 

des fonetions f(x~ . . . . .  xr continues sur E. l ) 'ap%s un th6orgme g6n6ral, la conver-  

gence est uni forms sur route  famille compacts  de fonet ions f .  Or les fonet ions  

e-"i=(*'Yl+"'+~PYP)forment une telle famille lorsque le point  P(y~ . . . .  , yp) d6erit  un 

compact ,  d 'oh le rdsultat .  

D~finition. On appellera rggularis& d'~ne distribution T l e  produi t  (le com- 

posi t ion 7',~ - -  T*h~, oh h,~ est une dis t r ibut ion posi t ive de la masse unit6 dans la 

boule B(O,l:/n) de centre O e t  de r ayon  L'n, avee une densit6 indgfiniment  d6rivable. 

On sait que T~ est une fonet ion ind6finiment  d6rivable. 

T h 6 o r g m e  3. Touts distribution T d'gnergie finis est Iimite forte de ses rggu- 
larisdes. 

I1 s 'agit  de mont re r  que ~ . ~ - -  ~ ! 1  ~- mr,~l t end  vers 0 avec 1/n. Or si ~]~ est la t ransform6e 

d e  Four ier  de h~, on a: 

oh B R est la boule  B(O, R). La  masse to ta le  de h n 6 tant  I, on a :[~] < 1. I1 suffira 

done de choisir R assez grand pour  que l ' intdgrale iep. ~ig[=dr soit a rb i t ra i rement  

pet i te ,  puis n assez grand pour  que I 1 -  ~/~i aoit aussi pe t i t  qu 'on  veu t  sur B R, ee  qui 

est possible d 'aprgs le lemme 3. 

1 Je dbis cette d6monstration ~ l'obligeance de M. L. Schwartz. 
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Rcmarque. Le problr se pose de savoir si tou te  meaure d'6nergie finie 

suppor t  compact  est eombinaison ling, aire~ de mesures positives dY:nergie finie. 

5. Distributions dYn(:rgic f in ie  port&s par un ensemble fcrm~. 

Si E est un ensemble ferm5 a d m e t t a n t  un point  inl6rieur,  il eat clair qlf i l  existe 

une dis t r ibut ion non mille T (et m~me une mesure posit ive) d'g, nergie finie dent  le 

suppor t  ap i )ar t ien t  h E ;  eu effet, il exiate alors une Ionct ion ind6finiment  ddrivable 

nulle hers d ' un  compact  de E,  et non iden t iquement  nulle. 

Nous  avons d6sign6 par  ![~, l ' espace des distr ibut ions S d'~ncrgie finie den t  le 

suppor t  est eontenu dans E.  ])'aI)rSs un corollaire du theorY, me 2, g-~E est une vari(~'t6 

lindaire ferm6e de ![i). R~servan~ le t e rme  (( cat)acit(, )) pour  lea quesl ions qui concemmnt 

les mesures positives, nous dirona que E est de ~nesure spectrale nulh  si ~ E  est r~duite 

la dis t r ibut ion nulle. Cette  dg~nomination sera jualilir au  ehapi t re  I I  h)raque nous 

ra t t aeherons  la prgsente 6rude ~ une th~orie de l 'Analyse harmoni ,pm. 

La  project ion (au sens des espaces de I t i lbert  ) sur la varidt6 ~[gE est une operat ion 

qui joui t  de i)ropri~tds g6ndralisant eelles du ba layage  sur E lorsque T e s t  une mesure 

posit ive et K le noyau  ne,~tonien 1. Soil T m~e dis t r ibut ion queleonque d'gmergie 

finie; par  d6finition sa project ion T '  sur ~-~E (;st la d is t r ibut ion  S de ![gL, qui rend  

min imum l'ext)ression ]iS--Ti  [, ou encore, ee qui revient  au m~nw, celle qui minimise 

1' , in tdgrale  de Gauss)) I IS[]~--2~(T, S). Comme il est bien connu, T' est caract6ris~e 

par  la re la t ion : 

(13) ( T ' - - T ,  S) = 0 pour  route  S ~ i ~ E ,  

d 'oh l 'on ddduit  la lot de r(iciprocil/, suivante  : Si S'  et T '  sent  les project ions sur g.9~ 

de deux distr ibutions d'6nergie finic S e t  T, on a : 

(13 TM) (T, S ~) - (T',  ~') = (T', S') .~ 

T h ~ o r ~ m e  4. Dans l ' int&ieur ~' d( E los distributions U T c t  g T'  co~nci&nt:. 

Soit en effet  q- une fonet ion inddfinimeni  d~.rivable ~ suppor  t comi)act dana/~'. 

La  mesurc de densit6 q ai)part ient  h ~ et la re la t ion (13) ent ra ine  : 

I Mats lorsque  K est u n  n o y a u  posi t i f  que lconque ,  la p ro jec t ion  sur  *['3j, d ' u n e  m e s u r e  pos i t ive  es t  

une  op6ra t ion  en g6n6ral dis t inct  ~ de celle que t l .  Ca f t an  ([7], w V) app( lle ba l ayage  sur/2 ' .  C 'est  pou rquo i  

nous  n ' emp t o i e r ens  pa s  le t e rme  b a b y a g ~  pour  d6signer  la pr()jection sur  ~1,, bieI~ ctu'h cer ta ins  po in t s  
de r u e  ee soit  ee t te  op6ra t ion  qui  poss~de les propri6tds  g6n6ra l i san t  le p lus  e x a e t e m e n t  celles du  ba l ayage  
darts le cas  newt on i en  (c~ p;tr ex~'mple le th~orSme 4 el-apr' ,s).  

Cet te  re la t ion,  e lass ique  dans  les espaces  do t t i lbe r t ,  est  uti l is6c s y s t ~ m a t i q u e m e n t  pa r  If .  CAR- 
TAN [9] en  th6orie du  ba l ayage  n e ~ t o n i e n .  
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(T', ~) = (T, ~) 

ce qui peut s'4crire, d'apr6s (12): 

uT'(~) = uT(+) 
d'oh le r~sultat. 

Application: Les distributions ~ support compact sont denses dans l'espace !~. 

En effet soit {Bn} une suite de boules ferm4es concentriques dont le rayon 

augmente ind4finiment. Posons ~ ~ ~Bn, et d4signons par ~ '  l 'adh4rence forte 

de O~2~. Soit T 6 ~  une distribution quelconque d'4nergie finie, T ,  sa projection sur 

~t~ n. D'apr~s un th4or~me connu sur les espaees de Hilbert, T n converge fortement 

vers T', projection de T sur ~ ' .  U yn converge done vers U T' au sens des distributions 

(remarque finale du paragraphe 3), et, d'apr6s le th4or6me 2, U T. converge vers U T 

au sens des distributions (puisque U T~ coincide avee U T dans l'int~rieur de B~). Il 

en r~sulte l'identit4 des distributions U T et U T' d'oh celle de T et T'. Les espaces 

![9 et ~ '  sont done identiques. 

I1 suffit alors de se rappeler que toute distribution est limite forte de ses r~gula- 

fishes (th~or6me 3) pour 4noncer : 

Th~or~me 5: Les fonctions inddfiniment ddrivables ~ support compact sont denses 

dans l' espace ~ .  

Caractdrisation des potentiels d'dnergie finie : Le th4or6me 5 permet d'~tablir : 

Pour qu'une distribution U soit un tel potentiel, il faut  et il suffit qu'il existe une 

constante positive A telle qu'on a i t :  

[U(r < Alibi I 

pour toute fonetion ~ ind4finiment d~rivable k support compact. 

En effet cette relation exprime que U@)--~ Sp. U*~ est une fonctionnelle 

lin4aire born4e sur l'espaee des 9o norm~es par la racine de l'4nergie ; cet espace est 

dense dans !~; on peut alors prolonger d'une mani6re unique k l'espace !~ la fonc- 

tionne]le donn(~, qui s t  done un produit sealaire ; par eon~quent  il existe une T 

d'6nergie finie a v e c  : 
= (T, = sp. uT*  = 

d'otl U ~- U T. 

Distribution d'dquilibre d'un compact. Nous supposons maintenant  que l'ensemble 

ferm6 E est born4 (E est un compact). Parmi les distributions S de ~ E  il en existe 

une et une seule, que nous appollerons distribution d'dquilibre de E, qui rend minimum 

l 'expression 
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I[~[I ~ -  2 ~ s (  1 ) 

oh la quanti t6 S(1), qui est d6finie pour tou te  dis tr ibut ion ~ support  compact ,  peut  

6tre appel~e masse totale d 'une  telle distr ibution.  

L'existence et l 'unicit5 de cette dis tr ibut ion d'~quilibre [- s '6tablit  par un  

proc6d~ classique dans les espaces de Hilbert  (utilisation du (~ th~or6me de la m6diane ~) 

de F. l%iesz), en r emarquan t  que l 'expression s minimiser  est born~e inf~rieurement. 

On peut  d'ailleurs observer 6galement que si U est une fonct ion ind~finiment d~rivable 

support  compact  et p renant  la valeur 1 sur E, c'est, d 'apr6s le lemme 2, le potentiel  

d 'une  dis tr ibut ion T d'6nergie finie. Le probt6me revient  donc s minimiser l 'expression 

]]S]]2--2}RS(1)-}-t]T}] 2 qui n 'est  autre  que l'~nergie ]]S--T]] ~, car on a, d'apr~s (10): 

(T ,S)  = Sp. UT*S = S(1). [" est la projection de T sur ![gE; elle est caract6ris~e 

par la relat ion 
(T, S ) ~  (I-, S) pour toute  S ~ ,  

c'est-s 

(14) ([-, S) ~- S(1) pour route S ~ i ) ~ .  

T h ~ o r ~ m e  6. La distribution U ~ est identique d 1 dans l'intdrieur E de E. 

En  effet si ~ est fine fonction ind~finiment d~rivable ~ support  dans E, on a, 

d'apr~s (14): 

Sp. K , I -*~  = ~(1) ,  
ou encore : 

K , r ( ~ )  - ~ (1) ;  

ee qui montre  bien que K . r  est %elle et identique s la constante + 1  dans J~. 

On peut  6galement d6duire ce %sul ta t  du th~or~me 4 en remarquan t  que dans 

E o n  a :  U r - -  V T ~ 1.  

Remarques. 

a). La  masse tota le  m ~ F(1) de la dis tr ibut ion d'~quilibre est, en ver tu  de (14), 

%elle et ~gale s l'Snergie ['[ ~ ; nous l 'appellerons mesure spectrale de E. 1 

b). Parmi  les distributions T de ~ E  telles que ~RT(1) -- 1, il en existe une et une 

1 Si le compact  E 1 es~ contenu dans  le compact  E2, la mesure  spectrale de E 1 est  au plus ~gale 

celle de E u (cf. r emarque  c). On pofirrait donc appeler mesure spectrale d ' u n  ouver t  eola borne sup~rieure 

des mesures  spectrales des compacts  contenus  dans  (o. Pou r  un  ensemble quelconque E on pour ra i t  

d6finir la mesure spectrale int~rieure comIne la borne  sup6rieure des mesures  spectrales des compacts  

contenus  dans  E,  et la mesure  spectrale ext6rieure comme la borne inf~rieure des mesures  spectrales des 

ouver ts  contenant  E. 
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seule, soit A, qui rend l '6nergie [ITI[" m in imum.  1 On a d 'a i l leurs  F ~ mA, oh m 

est la mesure  speetra le  du compac t  E.  

L ' ex i s tence  et l 'unicitd de A rdsul tent  de ee que l ' ensemble  des T e s t  comIflet  

et  convexe.  On a d ' a u t r e  pa r t ,  I)our route  T ~ - ~  z, avee  ~ T ( 1 )  ~ 1 : 

I IA (1 --1~) + t d ' l  I ~ _> flAIl ~ p o u r  t o u t  k ,  
d 'oh  fae i lement  : 

0leA, T) = l iAll  ~, T ~ . ,  ~ T ( J )  = ] .  

E n  app l iquan t  eet te  re la t ion  h T = S/~S(1), oh S est une d is t r ibut ion  

quelconque de ~3 E : 

~(A,  S) = IIAI!~ttS(I) pour  route  SE~3~ .  

D ' o h  en r emp la~an t  S pa r  iS et  en a j o u t a n t  : 

(A, S )  = liAll2~(1) pour  route  S E ~  E. 

E n  r a p p r o e h a n t  de la re la t ion  caractdr is t ique el l ) ,  on voi t  qu 'on  a identi-  

quem en t  : 

d 'oh  l 'on  ddduit  : 
A = l l A l ! ~ r  ' , 

1 1 
I IA! I~  - _ 

! i r { l  ~ m" 

c). Cette derni(?re r e m a r q u e  m o n t r e  que 1~ mesure spectrale d'un compact E est 

l'inverse de la borne i~fgricure de l'gncryie des distributions S de ~L" tdles que 

~RS(1) -~ 1. I1 en r6sulte auss i td t  que les mesures  spectra les  m 1 et  m~ de deux 

compac t s  E ,  et E2 tels que E~ c E2 sont  li~es pa r  la re la t ion  m~ < m2. 

6. E x e m p l e s .  A v a n t  de donner  quelques exemples  tr6s s imples  de n o y a u x  K 

sa t i s fa isant  h l 'hypothSse  (A), observons  que la condit ion re la t ive  ~ la fonet ion 

= 1 /~ ,  ndeessaire pou r  le val idi te  des r~sul ta ts  pr6e~dents,  entra~ne eer ta ines  

res t r ic t ions sue le noyau ,  qui se t r adu isen t  pa r  la presence d ' une  singulari t6 en O. 

I ) ' une  f a v m  plus i)r~,cise : une fonction ind~finimer~t ddrivable du typt positif ne 

vdrific pas l'hypoth~se (A). Supi)os0ns en effet  que la i rans formde  de Four ie r  ~ d 'un  

tel  noyau  K(M) soit unc fonct ion s o m m a b l e  sur t o u t  compac t  ainsi que son inverse 

(sinon l ' hypo thdse  (A) n ' e s t  pas  v6rifide) ; alors ~ n 'es t  pas  h croissance lente,  ear la 

fonet ion (e--A/4n~)*'~,K ~tant  cont inue et du t ype  positif ,  sa t ransformde de Four ie r  

( l + r 2 ) ~  est sommable ,  2 ce qui en t ra ine  : 

1 E n  su i )posan t  que ~23 E no so r6duise  pas  ~ la  d i s t r i bu t i on  n u l h .  

2 D 'apr6s  le th6orgme de ]3oehner c 'es t  une  mesure  pos i t ive  de masst~ t o t a l e  finie. 
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l~(lq-r~)-~dv q-c~ pour n . tout  

Par  exemple la fonction e -nr~ ne v6rifie pas l'hypoth~se (A) ; elle est identique 

sa transform4e de Fourier, dont l'inverse e ~'r2 eat h croissance rapide. Au contraire la 

fonction r 2-p (noyau newtonien dans R p, avec p > 2) a pour transform6e de Fourier 

(p--2)sp/4n2r 2, oh sp est l'aire de la sphere-unit6; elle v6rifie l'hypoth~se (A); c'est 

une fonction ind6finiment d6rivable saul ~ l'origine. 

Potentiels par rapport d la distribution, e. La distribution e, masse-f-1 placde 

l'origine, satisfait ~ l'hypoth('~se (A), puisque sa transform6e de Fourier est la fonction 

identique h la constante -}-1. Les distributions d'6nergie finie ont pour transform6es 

des fonctions de carr6 sommable. Elles sont elles-m~mes des fonctions f de carr6 

sommable (th6or~me de Plancherel), et l'6nergie n'est autre que flfl2dT. I1 y a doric 

identit6 entre l'espace des distributions d'6nergie finie et l'espace (de Hilbert) des 

fonctions de carr6 sommable dana R p. 
Proposons-nous de d6terminer la distribution d'4quilibre d 'un compact E. 

D'apr~s le w 5, remarque c), on est conduit h rechercher parrot les fonctions f de carr6 

sommable, nulles hors de E, et dont la masse totalc a pour partie r6elle q-1 (c'est-s 

dire ~ ~zfdv = 1), celle qui rend minimum la quantit6 flfl~dT. Le minimum sera 

6videmment obtenu pour f r6elle ; d 'autre part, l'in6galit6 de Schwarz donne: 

2_< rues S l/t d  

La valeur minimum de l'6nergie est donc l/rues E. La mesure spectrale du 

compact E coincide donc avec sa mesure de Lebesgue. D'autre part, la fonction qui 

r6alise le minimum 6rant 6gale ~ l/rues E presque partout sur E, la distribution 

d'6quilibre n'est autre que la fonction caract6ristique de E. 

On peut observer 6galement que la projection sur !It) E d'une distribution 

d'6nergie 'finis, c'est-h-dire d'une fonction f de carr6 sommable, n'est autre que la 

restriction de f ~ E. C'est une cons6quence 6vidente de la d6finition du w 5. 

Potentiels polyharmoniques. La (~ solution 614mentaire, de certaines 6quations aux 

ddriv6es partielles peut vdrifier l'hypoth~se (A) ; c'est le cas de l'4quation d U--aZU 
= 0 (a r6el > 0), ce qui conduit h consid6rer dans R z les potentiels par rapport au 

noyau e-at~r, qui poss~de des propri6t6s voisines de celles du noyau newtonien ;1 

1 II v6rifie le pr incipe du m a x i m u m  (el chapi t ro  I I ) .  Dans  le cas g6n~ral (p > 3), le noyau  corres- 
p o n d a n t  s ' expr ime ~ l 'a ide des fonct ions de Bessel modifi~es : c 'est ,  h u n  fac teur  pros, la t ranaform6e do 
Four ier  do la fonct ion 1/(a2-k4z~2r~). 

9. Aeta mathematica, 82. Imprim6 le 14 janvier 1950. 
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c'est  ~galement le cas pour  l '~quagion po lyharmonique  d 'ordre  k(AkU -:- 0) dans 

R p, avec 0 < 2k < p. Les potent ie ls  par  r appor t  au noyau  r 2k-p seront  appel~s 

potentiels polyharmoniques d'ordre k. 

Pour  k ~ 1 (p > 3), il s 'agit  du cas classique des potentiels  newtoniens.  Dans 

ce cas il est facile de d~terminer  la dis t r ibut ion d'~quilibre d 'une  boule de r ayon  R ; 

c 'est  une mesure positive qui coincide avec la dis t r ibut ion capaci taire  (r~part i t ion 

homog~ne de la masse R p-2 sur la surface de la sphere), et  nous verrons  au chapi t re  I I  

que ce r~sultat  s '~tend s un compact  quelconque,  le noyau  newtonien  v~rifiant,  

comme il est bien connu, le principe du maximum.  P a r  contre,  les r~sultats sont  t ou t  

fair diff~rents d~s que k d~passe l 'unit~. 

Proposons-nous  en effet  de d~terminer  la d is t r ibut ion d'~quilibre I" de la boule 

B(O, R), de centre  O e t  de r ayon  R, dans le cas'des potent ie ls  b iharmoniques  (k - -  2, 

p > 5). L 'unici t~ de [" ayan t  ~t~ d~montr~e, il en r~sulte ~videmment  que le potent ie l  

U r --  F*r 4-p est une fonet ion de r seul ; admet tons  que ce soit une ~onction cont inue  

dans tou t  l 'espace ainsi que ses d~riv~es du premier  ordre, a On a U r :  1 dans 

B(O, R)  (th~or~me 6). A l 'ext~rieur  de la boule, U r est b iharmonique ,  done de la 

forme ar4--P+br 2~p. La  continuit~ de cet te  fonct ion et  de sa d~riv~e normale  ~ la 

fronti~re de B(O, R)  permet  de d~terminer  les constantes  a e t  b;  il v ient  : 

1 pour  r < R 

/ ,  , 
( 2 \ r /  2 pour  r >  R .  

On obt iendra  la dis t r ibut ion [" en uti l isant  la relat ion 

A , A , r  4-~p = 2(p- -2) (p  4)spe 

qui 6tend au cas b iharmonique  une formule  donn6e par  L. SCHWARTZ [18] pour  le 

potent ie l  newtonien (A d6signant  l 'op6ra teur  (~ Laplacien ,, s v la surface de la sphere- 

unit6). 2 E n  composant  les deux  membres  avee l" il v ient  en effet  : 

A * A * U  

~(p-~)(p 4)% 

et  un  ca!eul simple mont re  que I- est  la somme de deux  dis tr ibut ions port~es par  la 

1 II r~sulte en effet du chapitre I I I  (w 2) qu 'un potentiel d'~nergie finie p a r  r a p p o r t  a u  n o y a u  r4-~ 
est de la forme f *  r 2-p, off f est de carr~ sommable. C'est doric un potentiel newtonien engendr6 par une 
mesure dont  la densi tSf  est de carr~ sommable, et no dSpend ~videmment que de r. Le r~sultat admis s'en 
d~duit ais~ment. 

a Cf. chap. III ,  relations (4) et (5). 
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sphbrr B(O, R):  une mesure (ou simple couche) homog6ne de densit6 (p--2)12svR~, 
et une double couche homog6ne d e  densit6 --1/2svR~. 

. La distribution d'6quilibre n'est done  pas une mesure. ~ Quant ~ la mesure 

spectrale I- (1), c'est la masse totale de la simple eouche (car la double couche est de 

masse totale nulle) : 
p - -2  

m -~ - ,F (1 )  = R p-  
2 

On montrerait de m~me que dans le eas du potentir polyharmonique d'ordre k 

(K : r~k-P); la distribution d%quilibre de la boule B(O, R) est la somme de k co~uehes 

multiples homog~nes port6es par la fronti6re B(O, R), d'ordre 1 (simple Couehe), 

2 . . . .  , It. ~ 

8. Sur un probl~me de prolongement. On salt qu'en th6orie du potentiel newtonien 

il est possible de faire le balayage d'une mesure positiv e # qui n'est pas n6eessairement 

d'6nergie finie. Les d6monstrations de H. CARTAN [9] reposent essentiellement sur le 

prineipe du maximum (cf. ehapitre II). Si en particulier/~ est la masse unit6 s M 

plae6e au point M, sa balay6e e'~ sur le compact E permet d'exprimer tr~s simplement 

la solution du probl~me de Diriehlet g6n6ralis6 a pour le eompl6mentaire CE, avec la 

donn6e f(P) continue 4 sur E, sous forme d'int6grale de Stieltjes. 

(15) F(M) = ff(P)d~M(P). 

La fonction F(M) (fonction de Wiener) est d6finie dans tout  l'espaee. Si f(M) 
d6signe le potentiel U~ d'une mesure positive, la relation pr~c6dente a encore u n  

sens; la fonction F(M) repr6sente alors le potentiel U~' engendr6 par la mesure 

balay6e #'. Ce r6sultat est encore valable pour les potentiels d'ordre a(0 < a < 2 

pour p > 2), ce qui a conduit M. RIEsz [17] s appeler la fonction F d6finie pa r  (15) 

prolongement de f. 

1 0 .  F r o s t m a n  ava i t  d ' a i l l eu r s  d 6 m o n t r 6  [13] qu ' i l  ne  p e u t  y avo i r  de  ,mesure  pos i t ive  d o n t  le 

po ten t ie l  soi t  c o n s t a n t  dans  u n  domaine ,  d a n s  le eas  des  po ten t i e ! s  d 'o rd re  a ,  avec  ~ > 2: C e t t e r e m a r q u e ,  

jo in te  a u  fair  que  le pr ine ipe  du  m a x i m u m  n ' e s t  p lus  v6rifi6 d a n s  ce cas  l ' a  condu i t  ~ l ' hypo th~se  ( tou jour s  
ouver te )  que  ce pr incipe,  su f f i san t  pou r  6laborer  la th6or!e c lass ique  d u  ba l ayage  e t  de  la capaci t6 ,  es t  en  
que lque  sorte  n6cessaire  (cf. chap i t re  I I ) .  

Selon L.  Schwar tz ,  n o u s  appel le rons  s imple  couche  su r  u n e  var i6t6  i nd6 f in imen t  diff~rent iable  V 

u n e  m e s u r e  tt a y a n t  V pou r  suppor t .  U n e  couche  mul t ip l e  d 'o rd re  k es t  la  d6riv6e n o r m a l e  d ' o rd re  k - -  1 
d ' u n e  s imple  couche  t t ;  c ' es t  la d i s t r ibu t ion  T d6finie pa r  T(~) = (--1)k--lldk-lq)/dnk--ld~t. Si V e s t  

c o m p a c t e  la m a s s e  to ta le  T(1) es t  b ien  d6finie e t  6 v i d e m m e n t  nul le  d~s que  k su rpa s se  1. 

a Cf. n o t a m m e n t  M. BRELOT [4]. 

4 O n  p e u t  consid6rer  avec  M. Brelot ,  des  fone t ions  p lus  g6n6rales ( fonct ions  r6solut ives) .  
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Le th~or~me suivant  permet  de r~soudre pour des noyaux  assez g~n~raux un 

probl~me de prolongement  analogue : connaissant le potentiel  U T sur un voisinago 

d 'un  compact  E, d~terminer le potentiel  U T' sur CE, oh T' est la projection sur ~ E  

de la distr ibution d'5nergie finie T. Nous supposerons que le noyau  K,  v~rifiant, 

comme toujours, l 'hypoth~se (A), est de plus unefonction K ( M )  inddfiniment ddrivable 

en M :~ O. Si T est s support  compact,  le potentiel  U T coincide alors sur le com- 

pl~mcntaire du support  avec unc fonction inddfiniment ddrivable. 

Th~or~ rne  7. Sous ces hypotheses, 5 un compact E et 5 tout point M du complg- 

mentaire CE on peut associer une distribution d'dnergie f inie  e:~, possgdant la propridtd 

suivante : Quelle que soit la distribution T d'~nergie f inie,  on a: 
! 

(16) Ur'(M) = (T, e~) ,  

o~ T'  est la projection de T sur ~,~:. 
I 

Cette distr ibution ~ i  n 'est  autre  que l 'uniquc distr ibution S de ~3 E qui minimise 

l 'expression : 

i i~i I ~ -  2 ~ u S ( / )  .: 

Montrons d 'abord  l 'existence et l 'unicit~ d 'une telle d is t r ibut ion;  il existe une 

distr ibution d'~nergie finie A M dont  le potenticl  coincide sur un voisinage de E avec 

la fonction inddfinimcnt d(~rivablc U eM (lemme 2). Le probl~me revient donc ~ mini- 

miser la quanti t5 : 
]IS--AM]I 2 = liSliZ-~}lAM]12--2%(S, A ~ )  

car on a (S, AM) = Sp. K*S*~t  M ; d ' au t re  par t  sur un voisinage du compact  

sym~trique de E par  rapport  h O on a, compte tenu de la sym~trie hermit ienne de 

K :2 K , ~ M  ~ K , ~  I (les distributions K * A  i et K , e  M coincidant par  hypoth~se sur 

un voisinage de E ) ;  d 'oh f inalement  : 

(17) (S, AM) -- Sp. K * S * ~  M ~- US ( M) ,  
! 

e M est donc la projection de A M sur !~9 E. Si T c s t  une dis t r ibut ion quelconque 

d'$nergie finie, la loi de r~ciprocit6 (13 ~s) donne : 

(T', AM) ~-- (T, e~) 

c'est-s d'apr~s (17), la relat ion s d6montrer  (16). 

I Cette expression peut s'6crire [1SEI~--2IIt(S, ~M), car, bien que ~M ne soit pas n~cessairement 
d'6nergie finie, le produit scalaire (S, eM) a un sens et on peut ~erire, d'apr~s (10): (S,  e M ) =  Sp. K * S * ~  M = 
US(M). 

La distribution K ~tant du type positif, on a K -~ / ~ .  
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Dans le cas newtonien, il est clair qua la relation (16) se r6duit /~ (15) (avec 

f = Ut*, F = U~', oh # est une mesure positive d'6nergie tinie), si l'on admet, comma 

nous le verrons au chapitre suivant, qua la mesure #', balayde de # sur E, n'est autre 

que la projection (te # sur ~ E  ; mais la relation (15) est alors valable pour tout  point 

M de l'espace (et non pas seulement pour MECE) ; ce dernier r~sultat est compl6t4 

par le th6orSme : Si M ~end vers le point rdyulier Mo de la fronti~re de E, la mesure 
! 

positive eM converge vaguement vers aM0. On salt d 'autre part que l'ensemble des 

points irr6guliers est de capacit6 ext6rieure nulle. 

I)ans le cas g6n6rM (oh le principe du maximum n'i~st plus valable) il semble 
! 

difficile d'6tudier le comportement de la distribution e M lorsque M tend vers un 

point-frontigre de E. Notons toutefois qua la relation (16) peut s'6erire : 

UT' (M) = Sp. K * T*~'~ . 

Si donc on remplace dans le second membre K* T par une fonction ind6finiment 

d6rivable f ,  on obtient la formule de prolongement suivante, qui g6n6ralise (15) (du 

moins pour MECE):  

F ( M )  = = 

r 

Si la distribution e M e s t  d'ordre born6 (indSpendamment de M), on pourra 

prolonger des Ionctions f admet tant  des d~rivges continues jusqu's un certain ordre. 

En particulier pour K ~- r ~k P, F(M)  sara une Ionction k-harmonique sur CE. On 

obtient ainsi une solution (purement formelle) du probl~me de I)irichlet pour 

l'6quation JkU = 0 et l'ext4rieur d 'un compact arbitraire E avec pour donn~e 

fronti6re sur E la Ionction f e t  les valeurs, suppos~es continues, de ses d~riv6es 

partielles des premiers ordres2 

Remarque. Si M e t  P sont ext6rieurs au compact E, et si on appelle Ionction 
t 

de Green pour l 'ouvert CE la fonction: G(M, P ) -  Ue~u(P)--Ue-u(P), on v6rifie 

ais6ment la sym6trie hermitienne 

(18) G(M, P) := G(P, M ) .  

En effet on a, par d6finition 

t Ce probl~rne don t  nous  donnons  une  so lu t ion  formelle  es t  b ien  une  ex t ens ion  du  p rob lgme de 

Di r i eb le t  c lass ique pour  tes fonet ions  k . h a r m o n i q u e s  ; la  donn4e-frontiSre,  sur une  var i4 t6  s u f f i s a m m e n t  

diff~rent iabte,  es t  a lors  la fone t ion  e t l e s  d6riv6es normales  d 'o rd re  l ,  2 , . . . ,  k - -  I. I1 f au t  encore v~-rifier 

dans  le cas genera l  que la  d~st r tbutmn e~, I a son suppo r t  sur  la frontiSre de E, ee qui  rgsul te  de ee que/J  n ost  

/~ s uppo r t  pGnctuel,  
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U~M(P) -- K ( P - - M )  = K ( M  P)  -- U ~P(M). 

D'au t r e  pa r t  la re la t ion (16), appliqu~e ~ T - -  e'p, donne 

v r t s v 

U*v(M) --  (ep, eM) = (s M, s'p) -= U*M(P) 

d 'oh le r6sultat .  

Cette fonct ion de Green G(M, P), d6finie pour  M et  PECE,  est ind6finiment  

d6rivable en M ~= P et  en P := M. Elle est du type posit i f  car on v6rifie ais6ment qu 'on  

a, pour  tou te  fonet ion ~ ind6f iniment  d6rivable, nulle hers d 'un  compact  de CE : 

I l G(M,  P)q~(M)~(P)dLv, dr  P --  I[~Pl]2--[[~*I[ 2 ~_ 0 

oh T' est la project ion de T sur ~ E .  

Nous n ' insisterons pas sur ies consequences qu 'on  peut  en d~duire telle que 

l '~tude des (( po ten t i e l s  de Green ))d'~nergie finie, sur lesquels nous reviendrons  au 

chapi t re  IV dans le cas newtonien.  Nous  n e  chercherons pas non plus ~ ~tendre !es 

considerat ions de ce paragraphe  au cas oh l 'ensemble ferm~ E n 'es t  pas compact ,  

ni au cas oh le noyau  K v~rifie seulement  l 'hypoth~se (A). 

C H A P I T R E  I I  

C a s  d ' u n  n o y a u  pos i t i f .  P r i n c i p e  d u  m a x i m u m .  

I. Nous supposerons s l ' avenir  que le noyau K est une mesure positive v~rifiant  

tou jours  l 'hypoth~se (A) du chapi t re  I. Une telle mesure est donc sym~tr ique ( K ~ / ~ ) .  

Lc potent ie l  d 'une  mesure pos i t ive / ,  peu t  se d~finir d i rec tement  (sans faire appel  

!a t r ans format ion  de Four ie r  ). C'est la mesure  posi t ive ; 

Us _-- U ~  ---- K * / ~ ,  

qui existe  d6s que ce produi t  de composi t ion a un sens. 1 

I1 e n e s t  ainsi en part icul ier  lorque ~ est d '6nergie finie (an sens du chap. I). 

L '6nergie ][/*ll 2 pent  d 'ai l leurs se d6finir d i rec tement  par  l 'expression : 

L or sque  K e s t  u n e  fonc t ion  pos i t ive  K(M),  s o m m a b l e  su r  t o u t  c o m p a c t  et  s emi -con t inue  inf~rieure - 
ment~ ce t te  d~fini t ion condu i t  ~ l ' express ion  b ien  c o n n u e  : UP(M) = IK(M--P)dt*(P). Le poten t ie l  e s t  

aiors uno  fone t ion  non  n~gative~ d~finie en  t o u t  po in t  ( p o u v a n t  ~ven tue l l emen t  larendre les va l eu r s  0 e t  

q-c~) e t  s emi -con t inue  in fdr ieurement .  
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II~ll ~ = s p .  K,~,~ ,~ 

et pour que /~ soit d' dnergie finie, il faut et i l Suf]it que K * # * ~ soit une fonction continue. 

Comme application immediate de cette remarque, signalons que toute mesure 

# s support compact, d~finie par une fonction de carr~ sommable, est d'~nergie finie : 

en effet #*~ est alors continue et ~ support compact ;K*#*~ est donc continue. En 

particulier la fonction caractdristique d'un compact est d'gnergie finie. Si d'autre part  

la densit~ de # est continue (et nulle hors d 'un compact) le potentiel correspondant 

est lui-m~me continu. 

On salt qu' une fonction du type positif born~e presque partout  au voisinage de O 

est continue (plus exactement : elle est presque partout  ~gale s une fonction con- 

tinue). ~ On en d~duit que si # est une mesure positive d'~nergie finie'qui majore la 

mesure positive ~t, ou plus g~n6ralement dont le potentiel K . u  majore la mesure 

K*~, ~ est d'6nergie finie. 
v 

En effet K . 2 . 2  est major6e par K./~*~, et comme K*2  est major6e par K*/~, 

on a K . ~ * ~  < K * # . ~ ,  ce qui montre bien que K * X . ~  est continue; on a de plus : 

I~11~ < I1~II ~ 
Rappelons s pr6sent quelques r6sultats de H. Cartan ([7], [8], [9]). Si @E est 

l 'ensemble (convexe et ferm6) des mesures positives d'6nergie finie port6es par un 

ensemble ferm6 E, et  si 2 est une mesure positive d'6nergie finie, il existe u n e / ~  @~ 

et une seule, soit ~', appelde balayde de ~ sur E, qui minimise [1~ #lJ; elle est carac- 

t6ris6e par les relations: 

| (~,  ~) < (~,, ~) 
(1) ~ ((~, ~') = [l~'l[ ~ pour toute # e ( ~  ~ 

1 Le sens  a t t r ibu6  & cet te  express ion  a u  ehap i t r e  I ( re la t ion (10)) 6fair  donn6  pa r  la  t r a n s f o r m a t i o n  

de Four ier .  I1 es t  faerie de  v4rifier l ' ident i t~  de ces d e u x  d6fini t ions .  Obse rvons  encore  que  s~ K es t  u n e  
fonc t ion  e t  si ~ es t  ~ s u p p o r t  c o m p a c t  e t  s dcns i t6  con t i nue  l '6nergie n ' e s t  a u t r e  quc  l ' in t6gra le  double  

Ill~ll~ = II K ( M - - P ) d # ( M ) d # ( P ) .  
Cf. 1%. GODEMENT, Les  fonc t ions  du  t y p e  posi t i f  et  la th6orie  des  g roupes  (Trans .  Amer .  Math .  

Soc. 63, 1948, p. 1- -84) .  D a n s  le cas  d u  g roupe  R p, consid~r~ d a n s  t o u t  ce t rava i l ,  ce r~su l ta t  p e u t  s ' ob t en i r  

t r~s s i m p l e m e n t  ~ l ' a ide  d u  th6or~me de L.  S c h w a r t z  su r  les d i s t r i bu t ions  d u  t y p e  posi t i f ,  rappel~ d a n s  

l ' i n t roduc t ion .  Soi t  en  effet  r u n e  fonc t ion  du  t y p e  posi t i f ,  avec  Ill ~ A p re sque  p a r t o u t  sur  u n  vo i s inage  

de  O. Consid6rons  une  su i te  de m e s u r e s  rdgu la r i san tes  du  t y p e  posi t i f ,  p a r  exemple  {hn*hn}, oh h n es t  la 
d i s t r i bu t ion  u n i f o r m e  de la m a s s e  ~- 1 d a n s  la boule  B(O, 1/n). f a pour  t r ans fo rm~e  de Four ie r  u n e  m e s u r e  

pos i t ive  h croissance  lente/~ ~ ~(f)  (L. Schwar t z ) . f n  = f*h*h nes t  con t inue  e t  d u  t y p e  posi t i f  ; d ' ap r~s  le 

th6or~me de B ochne r ,  sa  t r ans fo rm6e  de Four ie r lz  n ~ ~(fn) = I~}nl~# (avec~n  = ~(hn)) s p o u t  m a s s e  to ta le  
/~n(1) = fn(O), quan t i t 6  pos i t ive  qui  es t  inf6rieure k A pour  n assez g rand .  C o m m e  ~]n t e n d  ve r s  1 unifor-  
m 6 m e n t  su r  t o u t  c o m p a c t  (chap.  I ,  l e m m e  3), la m a s s e  to ta le  /z(1) es t  au  p lu s  6gale tLA.  Donc  f es t  

p r e sque  p a r t o u t  6gale ~ la fonc t ion  con t i nue  9-1(#) .  

a P o u r  u n  ensemble  que lconque  E ,  on  p e u t  d6finir  u n  b a l a y a g e  int6r ieur  et  u n  ba !ayage  ex t6r ieur  
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Si E est compact ,  parmi l e s / x E ~ ,  il en existe une et  une seule, ?, appelde distribution 
capacitaire de E, ~ qui minimise l'int~grMe de Gauss 

I(M) = I}#1[~--2#(1). 

Elle est  caractdrisde par  les relat ions 

(2) t #(1) < (Y, #) pour  route  /xE~ z . 
! 

La valeur  commune  7(1) ----- ]1~1] 2 = C est  la capacitd du compact  E.  C'est  aussi 

Finverse de la borne inf6rieure de l'6nergie des mesures posit ives  port6es par E et de 

masse totale  unit6. 

La capacit6 int6rieure r  d'un ensemble  quelconque E est  la borne sup6rieure 

des capacit6s des compacts  contenus dans E. Sa capacit6 ext6rieure ~ d E )  est la 

borne inf6rieure des capacit6s (int6rieures) des ouverts  contenant" E. On a 6videm- 

ment  ~;(E) < GdE) ; l'6galit6 a lieu si E est  ex)mpact. 

8i E~ est contenu dans E~, on a 6v idemment  G,-(E0 ~< ~dE2),  et  on a une relation 

analogue pour les capacit6s ext6rieures. D'une  mani~re plus pr6cise : ~ 

(cf. [9]) en consid6rant  les ensembles convexes at ferm6s ~ adh6renee forte de la r6union des ~F relatifs 

aux  compacts  F contenus  dans ~ ,  et E, intersection des ~ relatifs aux  ouvcr ts  G contenant  E. Ces 

ensembles coincident lorsque E est compact .  Nous  n ' au rons  pas h utiliser ces notions.  Observons  que le 

r4sul ta t  6nonc6 (existence et unicit6 de ),') est encore vrai dans le cas plus g6n6ral consid6r6 au chapitre  I 

{off le noyau  n 'es t  pas  n6cessairement une mesure) ;  les relations caractdrist iques (1) doivent  6tre rem- 

plac6es par  les suivantes  : .~(~t, tt) < !~(X', it), ~(),, ~t') = I]~t'}i 2. 

i Cette + dis t r ibut ion * est  par  d6finition une mesure  positive. 

2 Les d6monstra t ions  donn6es par  los relations (3) et (4) uti l iscnt le prineipe du ma x imum,  den t  il 

sera parld plus loin (cf.par exemple O. FROST~aA~r [14] pour  la relation (3) clans le cas des potentiels d 'ordre  

< 2). E n  rdalit6 le r6sul tat  est inddpendant  de ce principe. Soit en cffet E = U E n ,  o h  les E n sent  

bor61iens. Soient e E: E un  compact  den t  la capacit6 surpasse  ~ i ( E ) - - e ,  et Z sa d is t r ibut ion capacitaire. 

L e s  E n 6rant  bor61iens, on peu t  6erire y ~ ~Yn, oh Yn charge seulement  E n. Soit e n u n  compact  de E n ,  

tel que la masse  totale de la restrict ion ~n de Yn ~ en surpasse Yn(1) -- en" Par  d6finition de y on peu t  6crlre : 

-- ~ i ( E ) + e  > - -y ( l )  = ]iy]12--2y(1) = ] 1 2 : y n l i 2 - - 2 ~ , y n ( l ) > ~ l l y n ] ] 2 - - 2 Z y n ( 1 ) > X ( l i S n l j ~ - - 2 ~ n ( 1 ) - - 2 e n ) .  

Or la propri6t6 de m i n i m u m  de l 'int6gralo de Gauss en t r ahm:  

I', ~ll 2-  2~(1) > - ~(e,~) > - ~ ( ~ ) .  
II vient  done : 

d 'o0 la r d a t l o n  (3), en faisant  tendre s e t  Z'8 n vcrs 0. La relation (~) s 'ob t icn t  en appI iquant  (3) s des 

ouvorts  G n contenant  E n (ef. [8], p. 93). 
Observons  que la md-thode pr6c6dente ne s'apF.lique pas  aux mesures  spectrales (chapitre I,  w 5). 

E n  effet on a utilis6 la relation li~'~nll2 > XIlynll 2 qui est v6rifi6e si les Yn et le noyau  K sen t  positifs. 
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n ~ l  + n = l  

oh lea E~ sent  des ensembles bordliens 

(+) ~ E .  < ~ : ( E ,  , 

oh les E~ sent  des ensembles quelconques.  

Une propri6t6 a lieu d peu p@s partout (pour le noyau  K),  respec t ivement  quasi- 

partout si elte a lieu pa r tou t  saul aux  points  d ' u n  ensemble de capacit6 intgrieure, 

respec t ivement  ext6rieure,  nulle. Une  tclle propri6t4 a lieu presque p a r t o u t  en ve r tu  

de la proposi t ion suivante  : 

Tout  ensemble mesurable de capacitd intdrieure nulle eat de mesure (de Lebesgue) 

nulle. I l  suffit  de mont re r  que tou t  ensemble mesurable  E de mesure posi t ive por te  

une mesure posi t ive d'dnergie finie : par  exemple  la mesure d en t  la densit6 est  la 

fonct ion caract6ris t ique d 'un  compact  e < E de mesure posi t ive (dis t r ibut ion-mesure 

de e). 

Le cas du noyau  K - e se pr@ente  donc eomme un eas ex t r eme  : la eapacit6 

coincide avee la mesure de Lebesgue. x 

2. La  (~ ]bnction ~) potehtiel d'dnergie ,finie. 2 Les potent iels  d '6nergie finie ont  4t6 

d6finis au chapi t re  I (w 3) pour  un  noyau  K queleonque sat isfaisant  seutement  5~ 

l 'hypoth~se (A). Un tel  potent ie l  eat une dis t r ibut ion U T ---- K * T  (d6finie s l 'a ide de 

la t r ans format ion  de  Four ier  lorsque T n 'es t  pas ~ suppor t  compact) ,  e t  il eat facile de 

eonstruire  des exemples pour  lesquels U T n 'es t  pas une (( fonet ion )).a 

1 On a vu  au chapitre  I (w 5) qus  ta dis t r ibut ion d'6quilibre d 'un  compact  E eat alors une meaure 

positive. C 'ss t  done ausai une dis t r ibut ion c~paeitaire, s t  la eapacit6 ~(E) coincide avee la meaure 

spectrale re(E), l )ans  le cas g4n6ral on a 6vidernmetat ~(E) __< re (E) .  

2 Rappelons  que tou t s  fonction f aommahle aur tou t  compact  d6finit rune mesure  de Radon  (la 

mesure de densit6 f) ,  done une distr ibution.  On dit  d 'une  dis t r ibut ion qu'elle eat une fonct ion si elle s s t  

une mesure de cette nature .  Uno tetle fonetion n ' s s t  6v idemment  d6finie 'qu'~ un  ensemble de mesure  

nulle pr6s (deux fonetions localement aommables  6gales presque pa r t ou t  engendrent  la rngrne diatri- 

butlon).  

a P renons  en sffat d~ns g p, avsc p > 5: K = / l ~  = / I . A ,  off el est la d is t r ibut ion (~ Laplaeien. * 

K vgrifie l 'hypothgse (A), car ~ = ~(K) = len~r " (sat sommable  sur  t ou t  compact  ainsi que son inverse 

l / ~  pour  p >~ 5). La dis t r ibut ion H asaoeige g K (chap. 1~, w 2) eat H = --zit. La forme g6ngrale des 

potentiels  d'gnergie finle sat (chap. I, w 3): U ,= H * F  = - -+iF ,  of_, F eat une fonct ion queleonque de 

carr6 sommablo  dana tou t  l 'espace. I1 est clair qu 'on  peut  shoisir  Y de fagon qus  U ne soit pas u n s  

fonction. 
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Par  centre, si on suppose de plus, comme dans tou t  ce chapitre,  le noyau  K positif, 

nous allons voir que tou t  potentiel  d'dnergie finie est une fonction ; on peut  m~me 

d~finir quasi-partout  la fonction associ~e ~ U T. D'une mani~re precise on peut  ~noneer : 

T h ~ o r ~ m e  l .~ Soit K un noyau positif vdrifiant l'hypoth~se (A ) ; 5 route distribution 

T d'dnerffie finie on peut associer une classe ~(T)  de fonctions mesurables possddant les 

propridtds suivantes : 

a). Deux fonctions de r  sent dgales quasi-partout, et tonte fonetion dgale quasi- 

partout 5 une fonction de r  appartient 5 r 

b ). q5 ( T 1 ~- T2 ) est eonstitude par les sommes d" une fonction de �9 ( T~ ) et d' une fonction de 

~,( T~). 

c). Soient fT,,E~(T,~) et fTE(~(T) ; si la suite (Tn} eonverge fortement versT, on peut en 

extraire une suite partielle telle que les fT ,  correspondantes convergent quasi-partout 

vers fT,  

d). Si ~ est une mesure positive queleonque d'dnergie finie, route fouction f T  de ~(T)  

est Lsommable, et l'intdgrale eorrespondante n'est autre que le produit sea~aire :, 

(5) I f T  dA ---- (T, ~) . 

En particulier fT  est sommable (au sens de Lebesgue) sur tout compact. 

La distribution U Test alors la mesure ayant pour densit~ l' une quelconque des 

fonctions de ~(T). 

r  se pr~sente donc comme une sous-classe de la classe des fonctions (deux 

deux presque par tou t  ~gales) d~finissant la mesure U T. Si cette derni~re clause contient 

une fonction continue U, on a: UE~(T.). 

II est A remarquer  que si K est seulement une mesure positive, il n 'existe pas 

en g~n~ral de fonction privil~gi~e dans la classe ~5(T), m~me si T e s t  positive, comme 

on peut  s 'en rendre compte sur l 'exemple K--~ e (ef. chap, I,  w 6). ~ 

J ' ava i s  d ' abord  ~tabli ce th6or~me sous une forme moins  g6n~rale. M. H.  Cartan a bien voulu me 

signaler que les restr ict ions de m e n  6none6 6talent inutiles. 

2 Lorsque  K ~ K ( M )  est une fonetion semi-continue inf6rieurement,  et  T u n e  mesure  posit ive p ,  

la fonction f # ( M )  ~ I K ( M  --  P)  d/~(P), d6finie pa r tou t ,  est  presque p a r t o u t  6gale aux fonet ions de la 

classe ~5(#) qu 'on  va  d6finir, mais  il n ' e s t  pas  6vident qu'elle est  dans  cette classc. 

Dans  le eas du noyau  d~ordre a (0 ~ a ~ p) on a bien f / zE~(p ) ,  car la valeur  moyenne  de f~u sur  ]a 

boule de centre ~ / e t  de rayon  r rend vers f lZ(M) lorsque r rand  vers  0, et  eeci quelle clue soit la mesure  

posit ive /~; cela r6sulte imm6dia tement  de [13], p. 27. 

I1 importe  d 'observer  ~galement que pour  ces noyaux  la d6finition de l '6nergie adopt6e dans  ce 

t ravai l  coincide avec la d6finition classique I I K ( M  -- P)  d~(M)  d/~(P) quelle que soit la rnesure posit ive 

# (et non  pas  seulement  si I~ est  h densit6 continue) ; cela r6sulte immedia tement  de ce que la formule de 

M. Riesz (cf. chap. I I I ,  w l) est une relation entre  fonctions d6finies pa r t ou t  (et non  pas  seulement  une 

relat ion entre mesures).  
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--Construction de la classe r  Si la distribution U T e s t  une fonction continue 

U (c,est-~-dire si U T coincide avec la mesure de densit~ U), la classe r  sera par 

d6finition constitu4e par les fonctions 4gales quasi-partout k U. De telles fonetions 

sont mesurables, ear un ensemble de capacit4 ext6rieure est de mesure lebesguienne 

nulle. Dans  ce eas  particulier on peut  ~noncer u n  r~sultat utilis4 par H. Cartan : '~ 

Lemme: L'ouvert E (U  > o~ > O) est de capacitd au plus ggaIe d IITll~/~ 2. 
Soit alors T~ une distribution d'~nergie finie dont le potentiel U Tn est une fonction 

continue, et qui converge fortement vers  T. On peut supposer, par extraction, que 

la s6rie : 

(6) ~,~4~ t IT~+I --T~I 12 

est convergente. Alors !a suite { Un} converge quasi-partout vers une fonction mesurable 

U, la convergence dtant uniforme saul sur un ouvert de capacit4 arbitrairement petite. 

En effet, d'apr&s le lemme, on a, en d4signant par E~ l 'ouvert  E(t Un+ 1 -- Un] > 1/2n ) : 

~(En: ) < 2 �9 4,nl]Tn+l~Tnll 2 . 

c o  
! 

Soit E k = U E ,  ; d'apr~s la relation (3), on a :  
n ~ ] c  

~(E~) < : ~  ~ (E , )<2_ ,~  4~lIT,+~ T ,  ll ~ 
: n=!c . n'=k 

quantit4 qui tend vers 0 avec I/k, puisque la s4rie (6) est suppos6e convergente. Or 

sur le compl4mentaire CE'k, on a, pour tout  n > /c  : lUg+l-- U,I < �89 Par cons4quent 

la s4riegl + ~ '  (Un+ 1 -  U~) est uniform4ment convergente sur CE k (dont le eompl4- 

mentaire E~ est un ouvert dont la capacit6 tend vers 0 avec 1/]c) et elle converge en  
CO ! 

tout  point du compl6mentaire de l'ensemble e = [7 Ek qui est un G~ de capacit6 
k=l 

ext4rieure nulle. 

Le m~me raisonnement montre que si T e s t  nulle, U n tend vers 0 quasi-partout. 

Consid4rons maintenant une distribution quelconque T d'6nergie finie. Elle est 

limite forte d'une suite (T~} dont le potentiel est continu et pour laquelle la s4rie (6) 

1 [8], p. 98, dans le cas newtonien, pour un potentiel engendr6 par la difference de deux mesures 
positives d'~nergie finie (la continuit~ h '~tant pas suppos~e). La d~monstration de l 'auteur s 'adapte 
ais~ment, grace s l 'hypoth~se faite sur la continuit4 de U (observer que si 7 est une mesure positive 
d'~nergie finie g support compact, on a : (T, 7) : Sp. UT*~ ~ I UdT, et appliquer :l'in~galit6 de Schwarz. 
On prendra pour ~/ la distribution capacitaire d 'un compact de l 'ouvert considerS). 
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est convergente (il suffit d'extraire une suite partielle convenable de la suite (T*h~}, 

oh les h~ sent les mesures r~gularisantes consid~r6es au chapitre I, w 4). A chacune de 

ces suites correspond une fonction mesurable U, ct deux fonctions telles que U sent 
f , r . . . .  ~gales quasi-partout (si ~T~} et ( T ~  sent deux telles suites, il suffit de consid6rer les 

diff6rences T'n-T'~' ). Par d6finition la classe O(T) sera constitude par l 'cnsemble des 

fonctions 6gales quasi-part, out s l'une quelconque de ces fonctions U. i] est s observer 

que si la distribution U T coincide avec une fonction continue u, cette construction 

conduit ~ la classe des fonctions quasi-partout dgales ~ u. 

Cette classe ~b(T) poss~de par construction la propri6t5 a) de l'6nonc6, e t  la 

propri6t~ b) est ~vidente. 

Ddmonstration de c). Elle r6sulte ais~ment du lcmme suivant :Soit fT  une fonction 

de la classe r L'ensemble E ( f  T ~ ~ > O) est de capacitd extdrieure au plus dffale ~t 

[[TII~/~. ~ 
Si T~ tend fortement vers T de mani~re que l~ s6rie (6) converge et si fT,~ 

appartient ~ O(Tn) , ee lemme, qui avait  d~js 6t6 utilis~ lorsque les fT~ ~taient des 

fonctions continues, montre quc fT~ converge quasLpartout  vers une fonction 

mesurable f, et on vdrifie facilemcnt que f appartient ~ r 

Ddmonstration de d). Soit f T  une fonction quelconque de r et ~ une mesure 

positive d'6nergie finie. Sur le compl6mentaire d 'un ensemble bor(~lien de capacit6 

cxtdrieure nulle (donc de mesure nulle par rapport/~ 2 ) f T  est limite de potentiels 

continus U~. Elle est done 2-mesurable. 

Pour ~tablir la relation (5), on peut 6videmment supposer T, done fT,  r~elle 

(toute distribution complexe ~.tant de la forme T =- T~ ~ - i T  2 oh T, et  T~ sent 

r~elles). Soit It la restriction de ~ s Fenscmble E ( f  T ~ 0), qui est 2-mesurable;/~ est 

d'~nergie finie (puisqu'clle est majorde par ~); tout  revient done ~ montrer la 

relation : 

l,f~'d/~ = (T, It). 

E n  effet,  sur  lo cornp lgmenta i re  d ' u n  o u v e r t  c0 k de capaei t6  inf~rieure h l/k, fT  est  con t inue  
e t  1/mite m ,  i forme de po ten t ie l s  c o n t i a u s  UTn, o~ T n converge  f o r t e m e n t  vers  T.  L ' c n s c m b l e  F k 
E(f  1'>_ a)A Co9 k es t  f6rmS, ~a capaci t~ intSrieure coincide done  avec  sa capaci t6  extSrieure.  Soient  e u n  

c o m p a c t  de F~, P~vee ~(e) ~ ~(Fk) - - r  (g a r b i t r a i r e m e n t  pet i t ) ,  c t  y la d i s t r ibu t ion  capac i ta i re  de e. Les  
h y p o t h 6 s e s  ez~trail~ent : 

i fTdr  = lira IuT '*dr  = lira (Tn, ~) = (T, y) _< !JT!l ',I?]1, 

d 'ofl :  ~(r ) < lITii~//~(Fk), et  pa r  cons6quen t :  ~(Fk) ~ lITli2/~ ~. D ' a u t r e  pa r t  E(fV ~ ~) est  

c o n t e n u  darts la r4ul l ien de F k et  de OJk, d'ofl  le rSsu l ta t  en  a p p l i q u a n t  1~ re la t ion  (i).  
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Supposons  d ' a b o r d  ~ 5 support compact. Sur  le compl6menta i re  d ' un  ouver t  ~% 

dont  la capaci t6 t end  vers  0 avec  1/k,f Test  l imite  un i fo rme  des U~. Si on d6signe 

pa r  tt~ la res t r ic t ion  de /~  ~ ~%, on peu t  6crire : 

If Undlt-- Ico)t: Undtt I~ fUndl~k I <~ ['Tnll I(ttk" . 

Si on fai t  t endre  n vers  + ~ ,  il v ient ,  en v e r t u  de la convergence  un i forme de 

U n e t  de la convergence  for te  de T~:  

! (T, #)-- I / ~<[ 'T I [ I I /~ I I "  

Lorsque  ]c augm en t e  ind6finiment ,  la capaci t6 de l ' ouve r t  w k t end  vers  0 ; il en r4sulte 

que la masse  to ta le  de #k tend vers  0, et pa r  suite clue II#kll tend  vers  0. a C o m m e f  T 

est  n~gat ive  seu lement  sur un ensemble  de ~-mesure  nulle, on en d~duit  b ien que fT est  

/ t - sommable  et qu ' on  a : f fT dt ~ : (T, #). 
Si # n ' e s t  pas  h suppor t  compac t ,  il suff i t  de consid~rer sa res t r ic t ion  #j h la 

boule  B(O,j). On a :  ffTdkej =~ (T, kej), d 'oh  le r~sul tat ,  ear  #j t end  f o r t e m e n t  vers  # 

lorsque j augm en t e  ind6finiment .  ~ 

Une mesure  a y a n t  pour  dcnsit6 l~ fonct ion  caract4r is t ique d ' un  compac t  est  

d '4nergie finie : on voi t  done que fT est sommab lc  (au sons de Lebesgue)  sur  t o u t  

compac t .  Enf in  si 2 es~ une mesure  complexe  h suppor t  compac t  et  h densit6 

indSfiniment  d~rivable,  ellc est  combina ison  lin4aire de 4 mesures  r4elles posi t ives  de 

cet te  na tu re  et la re la t ion  (5) donne fac i lement  : 

ffT~d~ --~ (T,q:) : Sp. uT*~ : uT(~)  ; 

la d i s t r ibu t ion  U Test  done ident ique  h la mesure  de densit~ fT. 
L a  d~mons t ra t ion  du th~or~me 1 est donc achev4e. Par la suite nous d~signerons 

par U T l'une quelconque des fonctions de la classe r 

Remarque. Si T e s t  l imi te  for te  de d is t r ibut ions  d '~nergie finie T,, et  si les 

potent ie ls  U Tn ont  quas i -pa r tou t  une l imite,  celle-ci est  quas i -pa r tou t  4gale s U T. 

1 D 'apr6s  uno rernarquc utilis6e par  H.  Cartan cn th6orie du potentiel  newtonien,  los #k sont  

d~croissants, done aussi les rnesures K*#k = Ulak" Les quant i tSs  ]l~tkll 2 = Sp. U#k */~k tendent  on d~crois- 

san t  vers uno limito et on a, pour  tou t  h positif:  

[[~+h--~kll 2 = I I~+i~ll 2 + I I~kli ~-  2 Sp U~k+h,~ < I I~k!12-- I I~k+hl]~. 

{t~h) est donc une suite do Cauchy. La limito forte do/~k est  la mesure  idont iquement  nullo pulsque pk 

converge vaguoment  vers  O. On a done bien : lira []#k][ = O, 

La  d~monst ra t ion  est touto semblablo ~ cello do la note  pr~c~dente. 
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On en d6duit  auss i t6 t :  /a l imite d 'une suite ddcroissante de potentiels de mesure8 

positives dYnergie f i n i e  est "quasi-partout dgale au potentiel d 'une mesure positive 

dYnergie f inie .  1 

3. Sur  le principe du m ax imum.  Le th6or~me 1 nous pe rmet  d '6 tendre  les 

dSfinitions rappel6es dans l ' in t roduc t ion  au cas d ' un  noyau  positif  qui n 'es t  plus 

n6cessairement  une fonc t ion  semi-continue,  mais seulement  une mesure posi t ive 

sat isfaisant  s l 'hypoth~se (A). 

Priucipe du m a x i m u m  : Si  ~ et /~ sont des mesures positives d'dnergie f in ie ,  et si on 

a U ~ < U~ sau f  sur un  ensemble de mesure nulle par rapport ~ ~,2 on a quasi-partout 

U ~ < U~. 

Principe  restreint du m a x i m u m  : S i  ~ est une mesure positive d'dnergie f i n i e  et si 

on a U ~ < 1 sau f  sur un  ensemble de mesure nulle par rapport 5 ~, on a quasi-partout 

U ~  1. 

Ces propri6t6s sont  v6rifi6es lorsque K est le noyau  newtonien  r ~-~ (p > 2), ou 

plus g6n6ralement  le (( noyau  d 'ordre  a ~ r c'-p avec 0 < a < 2 s i p  > 2, 0 < a < p 

si p < 2. Elles le sont  aussi dans le cas tr ivial  K = e. P a r  contre  elles ne le sont  pas 

dans le cas du noyau  d 'o rdre  a pour  2 < a < p. a 

Nous renvoyons  aux  t r a v a u x  de H.  Cartan pour  les cons6quences qu 'on  peu t  

en d6duire e t  les d6monstra t ions .  Rappelons  seulement  que le prineipe du m a x i m u m  

ent ra lne  que les relat ions (1) sont  des 6galit6s, c 'est-s que la balay6e 2' sur  un 

ensemble ferm6 E d 'une  mesure posi t ive ~ d'6nergie finie v6rifie les relat ions earac- 

t6rist iques : 

(7) (~,/~) = (,U,/~) pour  t o u t e / x e  ~ .  

De m6me le principe res t re int  du m a x i m u m  entralne,  pour  la d is t r ibut ion capaei- 

ta i re  7 d ' un  compact  E,  les relat ions caract6rist iques.  

(8) /~(1) = (7,/~) pour  t o u t e / ~  @~. 

1 I1 es t  i n t~ res san t  d ' obse rve r  que  cet te  proprietY, d~j~ connue  d a n s  le cas  n e w t o n i e n  (cf. [8], p. 99 ; 
l ' hypo t hbse  que  les m e s u r e s  son t  d '6nergle  finie n ' e s t  alors pa s  n$cessaire) ,  se t r o u v e  d6mont r6e  ind~pen-  

d a m m e n t  de t o u t  pr inc ipe  du  m a x i m u m .  
L a  r e m a r q u e  du  t ex te  r a ' a  ~t6 signal~e p a r  M. H.  Ca r t an ,  qu i  a b ien  v o u l u  me  c o m m u n i q u e r  ~gale- 

m e n t  le th6orbme s u i v a n t  : S i  T '  est la projection de T sur la varidtd lindaire ~ E  des distributions d'dnergie 

f i n l e  dont le support  est contenu clans un  ensemble fermd E,  on a U T = U T' quasi .partout  sur E .  

2 R a p p e l o n s  que  les fonc t ions  U 2 e t  U/~ s o n t  d~finies s e u l e m e n t  q u a s i - p a r t o u t  e t  q u ' u n  ensemb le  

de capaci t~  ex t6r ieure  nul le  es t  de ~-naesure nulle.  

a Cf. O. FROST~AN [13]. 
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La  relat ion (7) expr ime que 4' est la projection de 2 sur la varidtg lindaire 9~ E 

engendrde par ~t~. ~ E n  effet, si S est une d is t r ibut ion  de 9/E, c 'est  par  d~finition une 

l imi te  for te  de mesures ~u de la forme # ----- ~al--/~2-~-i(/~a--/~a) , oh #k(k ---- l, 2, 3, 4) 

est  une mesure posit ive d'~nergie finie; d 'oh,  en ve r tu  de la continuit~ du produi t  

scalaire : 

(9) (4, S) ~-- (~', S)  pour  tou te  SE 9~ E . 

On m o n t r e  de m~me que la  re la t ion (8) en t ra ine  pour  un compact  E : 

(10) (~, S) -~ S(1) pour  t ou te  S e  ~t E . 

Ces remarques  p e r m e t t e n t  d '~tablir  les th~or~mes suivants .  

T h ~ o r ~ m e  2. Le principe du m a x im u m  entralne l'identitd des varigtgs 9.1E et ~ E  

pour tout ensemblefermd E ;  au t r em en t  di t  tou te  dis t r ibut ion T d'~nergie finie don t  le 

suppor t  appar t i en t  s un  ensemble ferm~ E est l imite for te  de combinaisons linSaires 

de mesures positives d'~nergie finie port~es par  E.  

Montrons  d ' abord  que si 2 est une mesure posi t ive d'~nergie finie, sa balayde 

4' sur un  ensemble fermd E est identique ~ sa projection sur la varigtd lin~aire ~ z  des 

distributions d'dnergie f in ie  dont le support est contenu dans E.  

Soit en effet  T une dis t r ibut ion de ![9 E ; consid~rons les dis tr ibut ions r~gularis~es 

T n -~ T * h  n in t rodui tes  au chapi t re  I, w 4 ; T nes t  une fonct ion ind~finiment  d~rivable, 

nulle hors de l 'ensemble ferm~ E n r~union des boules de r ay o n  1/n centr~es sur E ;  

elle est done combinaison lin~aire de foncti0ns posit ives ind~finiment d~rivables, 

nulles hors de  l 'ensemble ferm~ E'n, r~union des boules de r ay o n  2In centr~es sur E ;  

on a donc :  T n e 9~E- , et  si 2 nest la balay~e de 2 sur E' n la re la t ion (9) pe rmet  d'~crire : 

(A n, Tn) -~ (A, Tn) .  

Or on salt  que T n converge fo r t emen t  vers T.  D ' au t r e  pa r t  A n converge fo r t emen t  

vers 1', en ve r tu  d ' un  th4or4me relat if  au ba layage  d 'une  mesure posi t ive sur une 

suite d 'ensembles  ferm4s d4croissants.  1 La  re la t ion pr4c4dente donne done par  passage 

la l imite  (en ve r tu  de la continuit4 d u  produi t  sealaire) : 

(A', T) = (A, T)  

et  ceci a y a n t  lieu pour  tou te  T 6 ~i~E, il en r4sulte que A' est  la pro jec t ion  de 2 sur ~ E .  

Le th4or~me 2 s 'en d6dui t  ais4ment.  Soit en effet  T 6 WE. D'apr~s le th4or~me 3 

du  chapi t re  I, T est l imite for te  de mesures de la forme ;t ---- Al--A2+i(A,--Aa), oh 

I I-I. CARTAI~ [9], p~ 240.  
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2k(k --= 1, 2, 3, 4) est une mesure positive d'~nergie finie. Or 2' --= 2~--2~+i(2~--2~), 

oh 2~ est la balay~e de 2~, est, d 'apr~s ce qui precede, la projection de 2 sur !fi)~. 

On a donc lIT--2'[] _< I IT-- 2tI, ce qui montre  que 2', qui est port4e par  E ,  converge 

for tement  vers T. 

Remarque. ]l r~sulte en particulier du th~or~me 2 que lorsque le principe du 

max imum s'applique, route dis tr ibut ion de ~ E  est limite (au sens des distributions) 

de mesures port~es par  E. Or eeci n 'es t  ~videmment  pas vrai  pour toute  dis tr ibut ion 

dont  le support  est port5 par  E. Si, par  exemple dans R ~, E est r~duit au seul point  O, 

la distr ibution d~/dx n'est  pas limite des mesures port~es par E. Or cette dis t r ibut ion 

est d'~nergie finie par rappor t  s tout  noyau  K = K(x) a d m e t t a n t  une d~rivde con- 

t inue du second ordre, l '4nergie ~tant  alors - -K"(0) .  ~ I1 en r~sulte qu 'un  tel noyau  

ne saurai t  v~rifier le principe du max imum.  

T h ~ o r ~ m e  3. Le principe restreint du maximum entralne l'identitd de la distribution 

capacitaire et de la distribution d'dquilibre d'un compact quelconque E, et en particulier 

l'dgalit~ de la capacitd et de la rnesure spectrale de E. 

La d~monstra t ion est analogue h celle du th~or~me 2. Soit T E ~gz ; consid~rons 

la distr ibution r~gularis~e T ,  : T , h , ,  qui appar t ient  ~ 9~E-, oh E' nes t  le compact  

r~union des boules de rayon  2/n centr~es sur E. Soit ~]n la dis t r ibut ion capacitaire 

de E'~; on peut  ~crire, d'apr~s (10): 

( ~ ,  T~) = T~(1). 

Or Sn tend for tement  vers ~, distr ibution capacitairc de E ; T n t end  for tement  vers T, 

et comme elle appar t ient  ~ un compact  fixe, T~(1) tend vers T(1). La  continuit~ du 

produi t  scalaire donne alors : 

(~, T) ---- T(1) pour toute  TE 2t3 E 

Ce qui est bien la relat ion caract~ristique de la distr ibution d'~quilibre V (cf. cha- 

pitre 1, w 5). 

Le fair que la dis tr ibut ion d'~quilibre soit une mesure positive est donc une 

condition n~cessaire pour la validit6 du principe restreint.  

4. Sur un thgor~me de A. Beurling. Les th~or~mes 2 et 3 ont  ~t~ ~nonc~s par  

A. BEURLING [3] dans le cas particulier oh le noyau  K est la fonction (d~finie sur 

x L a  fonc t ion  K(x) ~ t an t  d u  t ype  posit if ,  elle a d m e t  u n  m a x i m u m  h l 'or igine;  la quan t i t 6  

- - K " ( 0 )  eat donc  posi t ive  ou  nulle.  
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R 1) qui est  la t ransform6e de Four ie r  de la fonct ion ~(x) = (1-FIxl)-~(0 < ~ < 1). 

Rappelons  s ce sujet  un  probl~me d 'Analyse  ha rmonique  pos6 par  cot au teur  : 

A une classe tr~s g6n6rale de fonct ions f(x) d6finie sur R 1, on associe, au m o y en  

d 'une  (~ t rans format ion  harmonique ,  ~) un  spectre qui est un  ensemble ferm6~ ; le 

probl~me de la reprdsentation spectrale est le suivant  : f(x) d6cr ivant  un espaee de 

Banach  !8, muni  d 'une  norme ][f].], et  E 6rant  un  ensemble form6 donn6, tou te  

fonct ion f de !8, don t  lc spectre appar t i en t  s E peut-elle ~tre approch6e au t an t  qu 'on  

veu t  au sens de la norme par  une fonct ion dont  la t ransform6e de Four ie r  est une 

mesure port6e par  E ? Le probl~me est 6tudi6 et  r6solu par  l ' a f f i rmat ive  dans le eas 

oh !8 est l 'espace (hilbertien) des fonet ions de carr6 sommable  par  r appor t  ~ la mesure 

de densit6 (1 +[x]) ~ (0 < a < 1), avec la norme ]]f[] = (x)[2(l+lxl)-C'dx 

Si l 'on prend  pour  d6finition du spectre d 'une  fonct ion f (M)  (d6finie sur RP) le 

suppor t  de la d is t r ibut ion T d o n t f  est la t ransform6e de Four ie r  au sens de L. Schwartz  

(dans le cas oh celle-ci existe) on voi t  ais6ment que le th6or6me 2 rdsout par l'affirmative 

le probldme de la representation speetrale des fonctions f (M)  de carr~ sommable par 

rapport ~t la mesure positive de densitd ~ lorsque celle-ci eat la transformde de Fourier 

d'une mesure positive K satisfaisant au principe du maximum. Les fonetions f (M)  

jouent  le r61e des ~:, t ransform6es de Four ier  des dis t r ibut ions T d'~nergie finie pa r  

r appor t  au noyau  K.  

La  not ion de mesure spectrale a 6t6 in t rodui te  par  A. Beurl ing dans le cas du 

noyau  ~ = (1~-Ixl)-% L ' a u t e u r  d6montre  alors l ' identi t6 entre  la mesure spectrale 

et la eapacit& Not re  th6or~me 3 met  en 6vidence un cas tr~s g6n6ral pour  lequel le 

r6sul ta t  est encore vrai.  

Los consid6rations pr6c6dentes m o n t r en t  l ' int6r6t qu'il  y aurai t  s caract6riser los 

noyaux  positifs sat isfaisant  au principe du max imum,  ou tou t  au moins s t rouver  un  

syst~me de conditions suffisantes assez 6tendues.  Les r6sultats  obtenus  d~ns ce sons 

sont peu nombreux .  Nous n 'aborderons  pas ici ce probl~me, qui semble assez d61icat. 

Nous nous bornerons s signaler un 6nonc6 ~quivalent  du principe (th6or~me 4), qui 

aura  l ' avantage  de se presenter  sous une forme plus sym6tr ique et mieux appropri6e 

l ' extension 6ventuelle au cas de mesures posit ives qui ne sont pas n~cessairement 

d'6nergie finie. 

Pour  y parvenir ,  nous allons faire une courte  6rude pr61iminaire. 

1 L a  t r ans fo rm6e  h a r m o n i q u e  d ' u n e  fonc t i on f (x )  telle quef(x)e-a[xL soit  s o m m a b l e  pour  t o u t  a >  0 

es t  la  fonc t ion  U/(a,  t) = ~+~f(x)e- i tx-alx lgx ,  e 'es t -h-di re  la t r ans fo rm6e  de Four ie r  de f(x)e-a[x[, Le 

spec t re  de f est  l'ensembleV~'~des n o m b r e s  r6els a tels  que  lira ~a+~lU/(a , t)]dt > 0 pou r  t o u t  e > 0. 
a --->-----0 da--~ 

10. Acta mathematica, 82. Imprim~ le 16 ]anvier 1950, 
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5. Fonction8 continues surharmoniques par rapport au noyau K. K est toujours 

suppos6 positif et v6rifiant l 'hypoth6se (A). Soient E un compact, RE l'ensemble 

(convexe et ferm6)des mesures positives d'6nergie finie port6es par E. Si f est une 

fonction r6elle continue non ndgative dans R p, il existe une mesure # de RE et une 

seule qui minimise l'int6grale de Gauss: 

/(~) = ll/~ll~-2 l f d l z .  

I1 suffit d'observer que les hypothSses faites sur E e t f  entrainent que I(#) est bernie  

inf~rieurement. 1 

Cette mesure min imisan te /~  ~ / q  poss~de les propri~t~s suivantes, qui sent 

caraet~ristiques : 

lfdl~ pour toute /~e ~E,  (~:,~)~> 
(~) 

II/311'=Ifd/q �9 

Ces relations se r~duisent aux relations (2) pourf ~ I ;/~: est alors la distribution 

eapacitaire de E. Des relations (11) on d6duit ais6ment :~ 

(12) U g / > f  ~ peu prSs partout  sur E a 

(13) U ~ / =  f presque partout-/~l .~ 

Ceci pos6 la fonction f sera dire K-surharmonique (ou s implement  surharmo- 

nique) si on a la relation: 

Ug~ < f quasi-partout dans R p , 

et ceci quel que soit le compact E. 5 

1 La d6monst ra t ion  est alors identique k celle donn6e dans  [7] pour  l 'existence de la dis t r ibut ion 

capacitaire d ' un  compact ,  h laquelle /z! se r6duit  pour  f ~ 1. 
2 Comme dans  [8], p. 92. 

3 Rappelons  que si / t e s t  une mesure posit ive d'~nergie finie, U/t d~signe l 'une quelconque des 

fonctions de la classe ~b(/t) associ~e h/~, comme il a (~t~ montr~  dans  le th~or~me 1. Rappelons  ~galement 

que (, & peu  pros pa r t ou t  ~) signifie (, sauf sur  un  ensemble de capacit~ int~rieure n u l l e . ,  

4 C'est-&-dire , sauf  sur  un  ensemble de mesure  nulle par  r appor t  h / t l .  * 

s Cette d~finition est inspir~e de celle de M. Riesz et O. F r o s t m a n  (cf. n o t a m m e n t  O. FROST- 

MAN [14]). La dSfinition de ces au teurs  suppose au  pr~alable qu 'on  sache effectuer le balayage (en un  sons 

convenable) de la mesure  e M {masse+  1 plac~e au poin t  M), probl~me qu 'on  salt  r~soudre dans  l e c a s  

newtonien et plus gSn~ralement dans  le cas des potentiels  d 'ordre  ~, avec 0 ~ a -< 2 s i p  ~ 2, 0 ~ a ~ p 

s i p - - < 2 .  Une fonction f posit ive et semi-continue inf~rieurement est  dire su rha rmonique  si elle est 

p a r t o u t  au moins  ~gale h son prolongement F ( M )  = l f ( P ) d e j l ( P )  (voir b. ce propos  le chapitre  I,  w 7). I1 
t 

semble malais~ de d~finir e M dans  le cas g~n~ral (A moins  toutefois que le noyau  K ne soit cont inu b. 

l 'origine, e M e s t  alors d'~nergie finie). 
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Pour  une telle fonction f ,  la relation (12) entraine aussit6t  : 

(14) U ~  = f ~ peu pros par tou t  sur E .  

Cette not ion ne pr6sente d ' int6r6t que dans le cas oh le noyau satisfait au principe 

du maximum.  On a alors les r6sultats suivants : 

a. Tout  potentiel continu engendrg par une mesure positive # d'dnergie f in ie  est 

surharmonique. En  effet si on pose r  ~ U~, ~7 n 'est  au.tre que la balay6e/z'  de  # sur E, 

e t o n  a: U ~ ' <  U/* quasi-par tout  d'apr6s le principe du ma x i mu m (l'6galit6 a y a n t  

lieu presque par tou t -# ' ) ,  

b. Toute fonction surharmonique continue non ndgative majorge par le potentiel 

d'une mesure positive d'dnergie f in ie  eat un  potentiel de cette nature. En  effet soit f une 

telle fonction ; p o s o n s / ~  = #~, oh B~ est la boule ferm6e B(O, n). D'apr~s (14) on 

a V~ n = f ~ peu pros par tou t  sur B, .  Or { V~ n} est une suite croissante (quasi-partout) 

d'apr~s le principe du maximum,  ear U~n = U~,~+~ ( =  f )  s peu pros par tou t  sur B n 

pour tou t  k > 0. Pa r  hypoth~se I I#n]l est born6e un i fo rm6ment ,  d o n c / ~  converge 

for tement  vers une certaine mesure/~ et on a : lim U~ n = U~ quasi-partout  (remarque 

finale du w 2). D 'oh f = U~ s peu pros par tout ,  et m6me quasi-partout  puisque f e s t  

continue.  

c. La  borne infdrieure de deux fonctions surharmoniques non ndgatives continues 

est surharmonique. 

Soient en effet f e t  g deux telles fonctions ; h : -  inf (f, g) est continue et non 

n6gative. Si E est un compact  quelconque, la mesure/~E = #h associ6e s h et E est, 

d 'apr6s (13), telle que U~h = h sauf s u r u n  ensemble de mesure nulle par  rappor t  s 

Saul s u r u n  tel ensemble on a done, d'apr~s (14): 

U~h < f = Utq , Ut'h < g = Ut% 

Le principe du max imum entraine que ees in6galit6s ont  lieu quasi-partout.  D!oh : 

U~ ~ _< inf ( U#! i Utt~) < inf (f, g) : h 

quasi-partout ,  ce qui 6tablit  la propri6t6 c. 

Remarque. Si  K vgrifie le principe restreint du max imum,  toute constante positive 

est surharmonique. E n  effet s i f  est la constante  1,/t$ n 'es t  autre  que la mesure capaci- 

taire ~ de E, et le principe restreint  du m a x i m u m  entraine U y < 1 quasi-par~out. 
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6. Autre forme du principe du maximum. 

T h 6 o r i ! m e  4: Pour qu' un noyau positif  K satisfaase au principe du maximum il 

faut  et il suffit qu' on air, pour tout couple de mesures positives 2 et /~ d'gnergie f in ie  : 

(15) inf (K*)I, K./~) = K * r  

o~ ~, eat une mesure positive (n~eessairement d'~nergie finie). 

La  suffisanee de la relation (15) a 6t~ d~montr~e par  H. Cartan ([7]), lorsque le 

noyau  K est semi-continu inf~rieurement. Dans le cas newtonien cette relation (15) 

exprime une propri~t~ bien connue des fonctions surharmoniques ordinaires, elas: 

sique depuis F. Riesz ; cela permet  d'~tablir  que le noyau  newtonien satisfait  au 

principe du maximum.  1 

La  relation (15) fai t  intervenir  seulement des mesures telles que K*/~, c'est-~-dire 

des classes de fonctions loealement sommables d~finies presque part, out ,  ct non les 

fonctions U ~ des classes plus restreintes r 

La  d~monstrat ion du th6or6me 4 r~sultera ais~ment des lemmes suivants  : 

Lemme 1: Si  K est un noyau positi f  vdrifiant soit le principe du maximum soit 

la relation (15) pour tout couple 2 et /~, et si U r et U~ sont deux potentiels continua 

engendrds par des mesurea positives d'Jnergie f inie,  la fonetion continue U = 

inf (U ~, U/~) est un potentiel de cette nature. 

Si en effet K v~rifie le principe du maximum,  les fonetions U ~ et U/~ sont  

surharmoniques (w 5, a), done U est surharmonique (w 5, c) et c'est m~me le potentiel  

d 'une  mesure  positive d'dnergie finie (w 5, b). 

Si K v~rifie la relation (15), la mesure  de densit6 U coi'ncide avec la mesure 

K*v. O n  a done U v ~-- U presque par tout ,  et l'~galit6 a m~me lieu quasi-par tout  

puisque U est continue. 

Lemme 2." Soit K un noyau positif  vgrifiant l'une quelconque des deux hypo- 

theses envisaitdes dans l'gnoncd du lemme 1. Si  ~U ~'~} est une suite de. potentiels 

continua engendrds par des mesures positives a n avec I]~n]l < A < 0% il existe une 

mesure positive ~,~ d'dneryie f in ie  telle que l'on ait." 

lim inf U ~" = U a quas i -par tou t  . 

En  effet or, peut  poser, d'apr~s le lemme 1: 

U~,,, k = i n f ( U  ~n, U ~ n + l , . . ,  U~n+k) . 

| C~. ~I. CARTAN [8] p. 87. 
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Lorsque  k augmen te  ind6finiment,  la suite {U a~+~} est  d6eroissante ; il existe  done 

une mesure posi t ive fl~ d '6nergie finie telle qu 'on  ai t  : 

lim U a~, k =_ U ~  quas i -par tou t  
k 

( remarque finale du  paragraphe  2}. Ces U ~ sont  croissants  (quasi -par tout)  e t  les t{fl~l[ 

sont  born6es un i form6ment  par  A. I1 en r6sulte que fin converge fo r t emen t  vers une  

cer ta ine  mesure  posi t ive ~, et  clue U ~n converge quas i -par tou t  vers U% Mais on a 

d ' au t r e  pa r t  : 

l im inf  U ~ = lim (lim U ~ ,  *) -= U ~ quas i -par tou t  ; 
n /z 

le lemme 2 est done  6tabli.  

Dgmonstration de la suffisance. Supposons que la re la t ion (15) a i t  lieu pour  t o u t  

couple 2 e t  # ; soient  U ~, U~, U v des fonct ions particuli6res de classes q~(~t), r ~(v). 

Posons : 

U ~ inf  ( U  ~, UI*).  

On va  mon t r e r  que la re la t ion U -~ U v, qui a 6v idemment  lieu presque pa r tou t ,  est 

v~rifi~e quasi.partout.  

Ce poin t  a 6t6 6tabli lorsquc U ~ e t  Ug sont  cont inus  ( lemme 1). Dans  le cas 

g6n6ral, il suffit  de eonsid6rer une suite de mesures r~gularisantes h n relies que, si on 

pose 2n = 2*hn, /~n ~ /~*h~ ,  les fonct ions cont inues U ~,~ et  Ug, convergent  quasi- 

pa r t ou t  vers U ~ et  U~. 

Soit  alors U TM ~ inf (U an , Ugh ). I1 est  clair que le potent ie l  cont inu  U TM converge 

quas i -par tou t  vers  U. On a d ' au t r e  pa r t  : I lvnl I < l t2nll, quant i t6  un i fo rm6ment  born6e. 

Le lemme 2 en t ra lne  ators l 'existenee d ' u n e  mesure  posi t ive v telle qu 'on  a i t :  

U v ---- lira inf U v- = U quas i -par tout .  

Ceei 'fait ,  la d6mons t ra t ion  de H.  Car tan  1 s 'appl ique sans modif icat ion : Soient  

2 e t  # deux  mesures posit ives d '6nergie finie, avee  U a < Ug sauf sur un  ensemble de 

(mesure nulle par  r appor t  ~ 2. La  r emarque  pr6e6dente  pe rme t  de poser :  UV=- 

inf  (U ~, Ug) et  on a, d 'aprbs  le th6or6me 1. e : 

I]X--vl] 2 --  }12&l"-C-llvll2--2lUVd2 -= l ivl]~' l l2l t  2 < o 

d ' o h :  llX--vll = 0, ce qui en t ra ine  v ----- 2. On a donc quas i -par tou t  : 

U a -= U v < U g .  

i [7], w v L  
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Ddmons t ra t i on  de la ndcessitd. S o i t  K u n  n o y a u  s a t i s f a i s a n t  a u '  p r i n c i p e  d u  

m a x i m u m .  Si 2 e t / ~  s e n t  d e u x  m e s u r e s  p o s i t i v e s  d ' 6 n e r g i e  f in ie ,  i l  s ' a g i t  d ' ~ t a b l i r  

l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  m e s u r e  p o s i t i v e  v s a t i s f a i s a n t  s (15). 

Ceci  a 6t6 d t a b l i  l o r s q u e  les  p o t e n t i e l s  U ~ e t  Ug s e n t  c o n t i n u s  ( l e m m e  1). D a n s  le 

cas  g6n6ra l  il  su f f i t  d e  c o n s i d 6 r e r  des  m e s u r e s  r6gu la r i s6es  2 .  e t  g .  t e l l e s  que  les  

p 0 t e n t i e l s  c o n t i n u s  U ~ e t  U/~  c o n v e r g e n t  q u a s i - p a r t o u t  v e r s  d e u x  f o n c t i o n s  U ~ e t  U/~ 

des  c lasses  ~() , )  e t  ~b(/~). On  pose  a l o r s  U v" = in f  (Ug"  , Ug ~) ; c e t t e  f o n c t i o n  c o n v e r g e  

q u a s i - p a r t o u t  ve r s  U = in f  (U  v, U g ) ;  le l e m m e  2 m o n t r e  d o n c  l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  

m e s u r e  p o s i t i v e  v d ' 6 n e r g i e  f in ie  t e l l e  q u ' o n  a i r  U = U v q u a s i - p a r t o u t ,  d ' o h  l ' o n  

d 6 d u i t  l a  r e l a t i o n  (15). 

Remarques .  a. On a d ~ m o n t r ~  i n c i d e m m e n t  que  le l e m m e  1 e s t  e n c o r e  v r a i  si  

les p o t e n t ! e l s  cons id~r~s  ne  s e n t  p a s  c o n t i n u s .  I1 e n e s t  d o n c  'de m ~ m e  d u  l e m m e  2, 

e t  on  p e u t  ~ n o n c e r  : 

Soi t  K un  noyau  pos i t i f  sa t i s fa isant  au  pr inc ipe  du  m a x i m u m .  S i  ~ n }  est une  suite 

de mesures  posi t ives  d'dnergie un i fo rmdmen t  bornde, i l  existe une  mesure  posi t ive /x 

d'dnergie f i n i e  telle qu 'on  ai t  : 

l im  in f  U~,* = U~ quasi-partout .  

C'es t ,  d a n s  le cas  n e w t o n i e n ,  un  t h ~ o r 6 m e  b i en  c o n n u  de  M. B r e l o t  e t  H .  C a r t a n .  x 

b.  O n  p e u t  6 t a b l i r  que  si un  n o y a u  pos i t i f  K es t  t e l  que ,  p o u r  r o u t e  m e s u r e  

p o s i t i v e  2 d ' ~ n e r g i e  f in ie ,  on  a la  r e l a t i o n :  

(16) in f  ( K * ~ ;  1) = K . v ,  

oh  v e s t  une  m e s u r e  p o s i t i v e  d ' ~ n e r g i e  f inie ,  K v~r i f ie  ]e p r i n c ] p e  r e s t r e i n t  d u  m a x i -  

m u m  2. 

I n v e r s e m e n t  i l  e s t  f ac i l e  d e  v o i r  que  le p r i n c i p e  r e s t r e i n t ,  j o i n t  a u  p r i n c i p e  d u  

m a x i m u m ,  e n t r a l n e  la  r e l a t i o n  (16)  p o u r  r o u t e  m e s u r e  p o s i t i v e  2 d ' ~ n e r g i e  f in ie .  I1 

su f f i t  d ' u t i l i s e r  le f a i r  que  r o u t e  c o n s t a n t e  p o s i t i v e  e s t  a lo r s  s u r h a r m o n i q u e .  

I ~),~. BRELOT C. R. 207, 1938, p. 836. H. CARTA.W [8], p. 103. 
2 Posons a c e t  effet U = inf (U ~, 1), off U ~ E ~b(),). Il  suffit de montrer que la relation U ~ U v, 

qui a lieu presque partout d'apr~s (16), est vdrifi6e (i peu pros partout. 
C'est 6vident si U jl est continu. Sinon on consid~re les potentiels continus UJln obtenus par rdgulari- 

sation, et on pose Urn = inf'(U2n, 1). On a:  ![Pall ~ I'L)-n!l, quantitd uniformdment bornde. D'autre part, 
pour route mesure positive ~ d'6nergie finie et k support compact la quantitd (rT~, ~) ~ t UV~d~x tend vers 
l Udot (car U~n est uniformdment bornde par la constante l,  qui est a-sommable, et converge vers U 
pesrque partout-~), r n converge done faiblement vers une certaine mesure v, et on a U ~ ~ U ~ peu 
pros partout, puisqu'on a: 1UVd~x = i Uda pour route mesure ~ du type considdr6. 

On achbve alors comme pour la ddmonstration du thdor~me 4 (suffisance). 
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C H A P I T R E  I I I .  

(~) 

avee  

Potentie ls  d ' o r d r e  ~. 

1. Sur la formulr de composition de M. Riesz. 

La  formule  de M. Riesz rappel6e dans l ' in t roduet ion,  peu t  s '6crire : 

r~-.V*rflY p = k~, ~r a+~-v 

\ 2 J  \ 2 /  

Elle est  valable quel que soit le nombre  p de dimensions de l 'espace euclidien 

R P ( p > l ) , p o u r O < ~ < p ,  0 < f l < p ,  0 < a + f l < p .  

On en d6duit  ais6ment,  eomme le fa i t  observer  L. Schwartz  ([18]) l 'expression 

de la t ransform6e de Four i e r  du  n o y au  r a-v : 

(2) i~(r ~-v) = C~r -~  a v e c  Ca = ~ 

(0 < ~ < p ) .  

On peu t  d 'ai l leurs  6tabl i r  d i ree tement  l a  re la t ion (2), e t  en d6duire inversement  

la valeur  du coefficient de M. Riesz. De simples eonsid6rations d 'homog6n6i t6  mon- 

t r en t  en effet  que la t ransform6e de Four ie r  de r a-p est de la forme Car -a.  P o u r  

d6terminer  Ca, il suffi t  d 'observer  que la fonct ion e -n'~ est sa propre  t ransform6e de 

Four ie r  e t  d ' app l i que r  la f o rm u le  de Parseval .  I1 v ient  : 

l e-n~ra~dv= O~ f 'e-~2r-C,d~ 

d 'oh  

Pos~nt  alors ~r  ~ = t, il ~ient : 

d'oh la valeur d6j~ donn~e du coefficient r 
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Pour  en d~duire le coefficient k~, ~, il suffit  de consid~rer la t ransform~e de 

Four ie r  du produi t  de composi t ion ra-P*r~-P; cet te  t ransform~e est un produi t  

ordinai re :  

C~C~ ~ 
~(rC~-P *r fl-p) ~- CaCf f  -<~+~) -~ ~ .  , " ~ ( r  +p-x) 

d 'oh  f ina lement :  
c~o~ 

ks, fl --  Ca+~ ce qui est  bien la valeur  (1) .  

2. Potentiels d'ordre ~ d'dnergie f in ie .  Comme au  ehapi t re  I, nous envisagerons 

non seulement  des mesures, mais des dis t r ibut ions T qui sont  d'~nergie finie pour  

le noyau  r a-p (0 < a < p),  c'est-~-dire don t  la t ransform~e de Four ie r  ~ est de carr~ 

sommable  par  r appor t  s la mesure de densit4 r -~. L'~nergie cor respondante  sera : 

Les fonctions ~) e t  ~ d~finies au  ehapi t re  I (w 2) sont  ici:  

1 ra/2 

~)a est, d 'apr~s (2), la t ransform4e de Four ier  de la fonct ion 

I1 r~sulte done de la formule (9) du chapi t re  I que l 'expression g~n~rale des potentiels  

d 'o rd re  ~ d'~nergie finie e s t :  

U~ H ~ * S  - -  s -~ -~ ~C~ Cp_~/2 U~/~ 

oh F est une fonct ion queleonque de cart6 sommable.  L'~nergie cor respondante  n 'es t  

au t re  que f ISI Zdr" Ces potent ie ls  sont  done des fonctions sommables  sur t ou t  com- 

pact ,  d6finies presque par tou t .  Le th~or~me 1 du  chapi t re  I I  donne d'ai l leurs un 

r6sul tat  plus pr6cis, e t  pe rmet  de d~finir U~ sauf sur un ensemble de capacit~ ext~- 

r ieure (d 'ordre  a) nulle. 

La  dis t r ibut ion La don t  ~a est  la t ransform~e de Fourier  peu t  s 'expr imer ,  ainsi 

que L. Schwartz  l 'a fa i t  observer  ~ ~ l 'aide des parties f i n i e s  d'intdgrales, not ion  

t L. SCHWARTZ [18]. La formule (2) est valable quel que soit le nombre r~el ~ pourvu que ae t  p--~ 
soient diff6rents d'un entier n~gatif pair, mais h condition de remplacer 6ventuellement les fonctions r ~-p 
ot r -~  par ~os ,, psoudo fonc~ions, I~-~ ,  I~-~. Pour~ > ~, ~ + ~ - ~  (~ on~ior > 0) on d6si~no p~r F-~ 

la disVribution d~finie par r~a(V ) = l lTr-C~dv, partie finie de l'int~grale fq*r-adv. Pour la d~finition et les 
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in t rodui te  par J. Hadamard .  La  formule (8) du  chapitre I donne alors l 'expression 

g6n6rale des distr ibutions T d'6nergie finie par rappor t  au noyau  r ~-p. Observons 
/T 6galement que ces d i s t r i b u t i o n s  son t  caractgrisges  p a r  le f a i r  que  (~ /2  est  de carrd 

s o m m a b l e .  Cette remarque,  souvent  utilis~e dans le cas d 'une  mesure, 1 est une 

cons6quence de l 'expression (3) d 'oh l 'on tire, compte tenu de (2) et du th6or~me de 

Plancherel  : 
C~ 

I[TI l~ - -  ( ~ , ~ ) 2  f IUT/~12dv " 

Enf in  le noyau  r ~-p est une dis t r ibut ion inversible par rappor t  au produi t  de 

composition, c'est-s qu' i l  existe une dis tr ibut ion D a telle que Do,*r  ~-p ~ E. Dans 

le cas newtonien (~ ---- 2, p > 3), ce rSsultat n 'est  autre  qu 'une ~16gante formulat ion 

du  th~or~me de Poisson donn4e par L. Schwartz : 

(4) A * r  2-p : - -  ( p - -  2)Spe , 

oh sp est la surface de la sphere-unit6 et A -----I Ae la (( distr ibution-Laplacien )). 

D~ prend 6galement une forme tr~s simple dans le cas des potentiels poly- 

harmoniques (~ ~ 2k, p > 2/cq-1, ]c entier > 0) 2. La  transform6e de Fourier  de D~k 

est r2k/C2k, d 'oh D:~ ----- A~/(--4z~)~C~ oh A~ est le Laplacien it6r~ /c fois. Tenan t  

compte de la valour de C,~ donn6e par (2), et  de celle de s e ~ 2~n::/F(p/2), il vient  

faci lement 
(-~)~ 

(5) D~ - A~, 
a} 

a v e e  

a k ---- 2~-'(k -- 1 ) !(p -- 2)(p -- 4 ) . . .  (p-- 2k)sp 

d 'oh  la g6n6ralisation de (4): 

(5 b's) A ~ * r ~ - p  -~ ( - -  l )} a}s  . 

Bien en tendu cette relation peut  s '6tablir sans faire usage de la t ransformat ion  
de Fourier.  

propri6tes de ces parties finies d'int6grales, voir J. HADAMARD, Le probl6me de Cauchy et los 6quations 
aux d6riv~es partielles lin6aires hyperboliques (Paris, 1932, p. 184--217). 

Dans l e c a s  qui nous occupe h pr6sent ( 0 ~  cr  p), on a done:  L = C~+p 1 �9 

I M. RIESZ [17], O. FROSTMAN [13], H. CARTAN [7]. 

Dans l ecas  g6n6ral, a =~= 2k, on a: D a C r - (a+p)  Cette distribution (ainsi que La) poss~de Cl-kp 
des propri4t6s analogues ~ cellos de la distribution (~ d6riv~e d'ordre fractionnaire. * Co dernier point de 
vuo est d~velopp6, au langago pros, par M. R~:~sz [17]. 
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3. Etude du cas newtonicn ; extension d'un thgor~me de G. C. Evans. 
Le cas newtonien correspond s ~ - -  2; nous supposerons donc le nombre de 

dimensions p au moins ~gal s 3. Le cas du potentiel  logari thmique dans le plan sera 

~tudi~ au w 5. 

Si U T est un potentiel  newtonien d'~nergie finie, la d~riv~e partielle ~ U T, 

d6finie pour l ' ins tant  comme une distribution, est une fonction de carrd sommable. En 

effet, si on d~signe d 'une  faqon g~n~rale par  ~(A) la transform~e de Fourier  d 'une  

distr ibution A, on a, en vertu des relations rappel~es au d~but du w 2 : 

= 2i x  (v = = 
\~xj / r ' 

oh ~ est une fonction de carr~ sommable~ ; le r~sultat  est d o n c  une consequence 

immediate  du th~or~me de Plancherel  (car IxSrl < 1) ; ce thdor~me donne de plus : 

I ~ u T ~  ~x~ ~ d~ : 4r,'C~ Jr 2 1~12dT, 

Ajou tan t  les relations analogues pour j ---- 1, 2, . . . ,  p, et t enan t  compte de ce 

que l'~nergie de T e s t  l]~]2dv, il vient  : 

1 ~2.1~ L f~U r ~d~ [[Tl[ ~ 

+* 

Ddsignons par  grad U Tle vecteur  dont  les composantes sont  les fonctions de 
�9 

carr~ sommable U T ; le coefficient C~ est donn6 par  (2), et peut  d'ailleurs se d6duire 

tr~s facilement de (4). I1 vient  f inalement  : 

I 1 [grad uTl~dv, (6) I I TI I ~ = ( p _  2 ) ~  

oh s v e s t  l 'aire de la sphere unit~. 

Les d~riv~es partielles 9~UT (au sens des distributions) de la fonction U T ~tant  ~x~ 
des fonctions sommables sur tou t  compact,  il en r~sulte faci lement que U Tes t  
presque par tou t  ~gale h une fonction F absolument  continue en xj sur presque toute  

parall~le ~ Ox i e t  dont  la d~riv~e partielle (au sens ordinaire) ~F/~x1 est presque 

0 
1 ~ U  T peut  6ire consid6r6 comme le produit  de composition de U/' par la distribution ~/~x/, qui 

~xi 
a pour transform6e de Fourier 2izex/ (cf. le chapitre de pr61iminaires). 
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T partout  dgale ~ - - U  (j ~ 1, 2 . . . .  p). D'autre part  le procddd de rdgularisation du 

chapitre I I  (w 2) permet de ddfinir une fonction U presque partout dgale ~ U T, donc 

F, et dont la restriction au compldmentaire d 'un ouvert de capacitd aussi faible 

qu'on veut ' est continue. La projection de cet ouver t  sur un des hyperplans de 

coordonndes est de capacitd 1, et par suite de mesure (p-- 1)-dimensionnelle arbitraire- 

ment petite. U est donc continue sur presque toute parall~le h Ox~ (j ~ 1, 2 . . . . .  p) 

donc dgale ~ F sur presque routes ces droites. 

Ddsignant alors par U T u n e  fonction telle que U, c'est-~-dire l 'une quelconque 

des fonctions de la classe r associde s T (chap. II,  w 2), on voit qu'on peut dnoncer, 

en se reportant s la ddfinition des fonctions de la classe (BL) rappel~e dans rintro- 

duction : 

T h ~ o r ~ m e :  Tout potentiel newtonien d'gnergie f inie U Test  Une fonction de la 

classe (BL) daws tout respace. LYnergie Correspondante est : 

i ' 1 Ig rad uTlsdT " 
IITll~ -- (p~2)sp 

Le produit scalaire de deux distributions T1, T 2 d'dnergie finie s'exprime ~ l'aide 

du produit scalaire des vecteurs gradients: 

1 (grad U T' • grad Ue')d~. (T1, T~) ~ (p-~2)% 

Comme nous l'avons rappeld dans l 'introduction, ces rdsultats ont dtd donnds 

par G. C. EVANS [12] dans le cas des mesures positives d'dnergie finie dans R 3 ; les 

potentiels correspondants sont alors des fonctions positives ddfinies partout,  et le 

coefficient (p--2)sp est dgal ~ 4~. 

Th~ori~me: Rgciproquement toute fonction de la classe (BL) daws tout respace 

est, ~ une constante additive pros, un potentiel newtonien dYnergie finie, 

Soit en effet F une relic fonction; considdrons la distribution T -~ --A F/(p--2)sp. 
p 

Si on pose f j  : ~F/~xj, on a AF -~ _ , ~ - - f j ;  la transformde de Fourier de AF est 
P j = l  (?Xj 

donc 2iu_,~xj~(f j ) ;  comme ~(fj) est de carrd sommable (thdor~me de Plancherel), 
j=l 

l'expression prdcddente est de carrd sommable par rapport ~ la mesure de densitd 1/r~; 

la relation (3) montre que T e s t  d'dnergie finie. 

1 La Capacit~ extdrieure de la projection d 'un ensemble A est inf6rieure ou dgale ~ la eapaeit6 
extdrieure de A (cf. M. BRELOT '[5]). 
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On a d ' au t r e  par t ,  d 'apr6s (4):  

m U T = AF.  

La  fonct ion F est" done 6gale h la d is t r ibut ion  U T augmentde  d 'une  dis t r ibut ion,  

donc d 'une  fonct ion ha rmonique  don t  les d6rivdes du premier  ordre  sont  de carr6 

sommable  ; or on sait  qu 'une  telle fonct ion se r6duit  h une constante ,  d 'oh  le rdsul ta t  1. 

Remarque: Les fonct ions F de la classe (BL) qui sont  des potent ie ls  d 'dnergie 

finie sont  caract6ris6es par  le fai t  que leur valeur  moyenne  sur les boules de centre  O 

et  de r ayon  R t end  vers 0 lorsque R t en d  vers -~c~. 

1 fBR.Fd v (7) lim - -  = 0 ,  
R-->~ VR 

oh v Rest  le vo lume de la boule B R de centre  O e t  de rayon  R. 

E n  effet,  si h R ddsigne la mesure const i tu6e par  la masse + 1 r6part ie  uniform6- 

men t  dans la boule BR, on a, pour  une  d is t r ibut ion  T d'6nergie finie : 

I IBRUTdv= fUTdhR Sp. UT*hR (T ,h , ) .  
v R 

L'in6galit6 de Sehwarz (ehapi t re  I, re la t ion (i0)) donne alors : 

VR BR 

Or un caleul 616mentaire donne  pour  l '~nergie de hR: 

2p 
I lhRlI ~ = ( p + 2 ) R  p-~ 

donc ]lhRJ [ t end  vers 0 avee l/R, et il e n e s t  de mfime de la moyenne  de U T sur 

B(O, R). 
Inve r semen t  rou te  fonet ion F de la classe (BL) 6rant  de la forme ~ ~ uTq-c,  

oh U Test un potent ie l  d '6nergie finie e t  C une constante ,  il est  6vident  que la con- 

di t ion (7) en t ra ine  C -~ 0. 

4. Interprdtation des potentiels newtoniens d'dnergie finie comme potentiels magndti- 
ques. 

1 Ce r~su l t a t  es t  d ' a i l l eurs  u n e  cons6quence  ~vidente  de  la th~orie  des  d i s t r i bu t ions  : si en  effe t  H 
a des  d~riv~es d u  p remie r  ordre qu i  son t  de carr6 s o m m a b l e ,  elle a d m e t  u n e  t r ans fo rm~e  de  Four i e r ;  elle 

se r6du i t  donc  ~ u n  p o l y n S m e  h a r m o n i q u e  [181 e t  p a r  c o n s 6 q u e n t  ~ une  cons t an t e .  
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Nous appellerons distribution magnitique route distribution qui est somme de 

dgriv~es du premier ordre de mesures de Radon:  

j=l xj 

Le support d'une telle distribution n'est pas n~cessairement la r~union des sup- 

ports des mesures ~j (il peut 8tre contenu dans cette r~union). Lorsque Tes t  ~ support 

compact, |e potentiel newtonien u T - ~  r~-P,T est bien d~fini; nous l'appellerons 

potentiel magn~tique. 
Si les mesures/~j sent el|es-mSmes ~ support compact, on peut 4crire : 

p 

j= l  ~Xj j=l  

f Px . - - t .  J p U T ( M ) =  (p--2) ~ ,  ~-p~d/~j( ) 
j= l  

oh xl, x~ . . . .  , xp sent les coordonndes de M, tl, t2,. �9 tp celles de P. U Tes t  donc une 

fonction (localement sommable) dgfinie presque partout ~. 

Lorsque les mesures/~j sent des fonctions de densit~ Aj, on peut 4crire : 

f p (xj--tj)Aj(t ')d ~ . (s) ( p . 2 )  -ff  p 
j = l  

Le vecteur I de coordonn~es Aj est le vecteur intensitd d'aimantation. La distri- 

bution correspondante est : 

--> v 

(9) T = --div I -~ - - ~ , - - A j .  

Dans le cas classique (th~orie 41dmentaire du magn4tisme dans l'espaee ordinaire 

Ra), on consid~re un domaine born~, ~o limit~ par un nombre fini de surfaces rSguliSres 

S ; le vecteur I e s t  nul sur le compl~mentaire C~o ; ses composantes admettent  dans o) 

1 U n c *  double eouehe , sur unc  surface est u n  exemple simple de dis t r ibut ion magn~ticlue. 

2 On peut  m~me pr~ciscr davantage  : les quant i t6s  [xj--t j l /MP t' 6tang major~es pa r  M P  l-p, les 

int6grales correspondantes  sen t  major6es par  le petent ie l  d 'ordre  a = 1 : ( p - - 2 ) U ~ ,  oh vj est la mesure  

(~ var ia t ion gotale de #j. * Cetge r emarquc  mont re  que U T cst d~finie saul sur un  ensemble de capacit6 

d 'ordre  1 (c'est-i~.dire correspondant  aux potentiels  d 'ordre  a = 1) hullo, les points  de cet ensemble 

exceptionnel 6rant ceux oh les potent iels  d 'ordre 1 engendr6s par  los var ia t ions  posit ives et n~gatives 

d 'une  des mesures  ~u i song tous deux infinis (en supposan t  les /~j r~elles). 
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des d6riv6es partielles du premier ordre qui sont continues sur la fermeture D. La 

formule de Green montre aIors que le potentiel magn6tique (8) est identique h la 

somme de deux potentiels, engendr6s Fun par une distribution r6guli6re de densit6 

--div I dans o~, l 'autre par une simple couche port6e par S, don t  la densit6 super- 

ficielle est la composante normale de I. Ce r6sultat est en accord avec la relation (9), 

dans laquellc il faut entendre la divergence au sens des distributions ~. 

L'int6grale (8) peut encore avoir un sens pour presque tout  point M lorsque I 

n'est pas ~ support compact. Nous allons voir qu'il e n e s t  ainsi lorsque les compo- 

santes de I sont de carr6 sommable. Nous emploierons encore le terme (~ potentiel 

magn6tique ,. 

Th6or6me :  Toute distribution d'dnergie f in ie  (par rapport au noyau newtonien) 

est une distribution magndtique, ddfinie par le vecteur intensitd d'aimantation : 

- - - - - ~  1 u T  
(10) I -- grad , 

(p--2)Sp 

dont les composantes sont de carrd sommable. 

En effet la relation (4) permet d'6crire : 

1 
T ~ --  LJU T 

(p--2)sv 

_ --1 div {grad U T) . 
(p--2)sv 

Le vecteur grad U T est de carr6 sommable (w 3); il e n e s t  donc de m6me du 

vecteur I d6fini par (10), et on a T = --div I ;  c'est la d6finition d'une distribution 

magn6tique, dont I e s t  le vecteur intensit6 d'aimantation. 

Th6or~me:  Toute distribution magndtique engendr~e par un vecteur intensitg 

d'aimantation I de carrd sommable eat d'dnergie f in ie:  

(11) fITIl~< (i)--2)% 1II2d~ 

l'dgalitd ayant lieu dans le seul ca~ o~ - Ies t  un  vecteur gradient. 

1 La couche superficielle provient  de la discontinuit6 du vecteur  I h la frontibre. 
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Soit en effet T ~ --div I = - - ~ Y ' - - A  une telle distribution (les composantes 
j=l ~xj 

Aj de I sont de car% sommable). Elle admet pour transform~e de Fourier la fonction 
p 

: 2 i ~ , ' x j ~ ( A j ) ;  on a donc en vertu de (3): 
j t 

~ l j _ l  r , 

ce qui s'~crit, en utilisant l'identit~ de Lagrange 1, et en rempla~ant le coefficient 

4~2C2 par sa valeur d~js catcul~e (p--2)s~ : 

p 
1 5,~ [xj~(A~)_x~(Aj) lUdv 

d'oh l'in~galit6 (11), en appliquant le th6orgme de Plancherel. L'~galit~ aura lieu 

seulement si les fonctions x j~(A~) - -x~(Aj )  sont nulles presque partout, c'est-h-dire 

si l'on a, au sens des distributions : ~xj A ~ = ~x~--AJ ce qui exprime que I e s t  un vecteur 

gradient ([18]). 

Remarques: a). Les th~or~mes p%c6dents montrent  qu'il y a identit~ entre la 

classe des potentiels magn~tiques engendr4s par un vecteur I de car% sommable, et 

celle des potentiels newtoniens d'4nergie finie. D'.autre part route distribution 

d'~nergie finie est limite forte de combinaisons lin~aires de mesures positives d'~nergie 

finie (chapitre I, th~or~me 5). L'introduetion des distributions magn~tiques d'~nergie 

finie r~sout donc le probl~me de completion de l'espace constitu~ par les combinaisons 

lin~aires de mesures positives d~ finie consid~r~ par H. Cartan, et que l 'auteur 

a d~montr5 par un exemple n'~tre pas complet (voir l'introduction). La representation 

l'aide du potentiel magnStique nous donne de plus une interpretation physique 

simple des ~tres introduits par completion. 

b). Induction magndtique. Nous appellerons ainsi les vecteurs : 

B = H~- (p-- 2)spI 

oh I e s t  le vecteur intensit~ d'aimantation, et H = --grad U T le champ magndtique 

produit par la distribution magn~tiquc d'~nergie finie T ~ --div ~. 

1 L ' iden t i t6  de L a g r a n g e  s ' app l ique  pou r  des  n o m b r e s  al,  a 2 , . . . a p ,  
h o m b r e s  bp  b= . . . .  bp rdels : IZajbj l  ~ ~- Z ta}bk- -akb j l  2 ~ (Xla j l2) (Zb~) .  

j j ,k j j 

complexes  e t  des  
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Ce vec teur  est de carr6 sommable  et vdrifie div B : 0~; on a en effet  : 

div B = div H + ( p - - 2 ) s  v div I 
avec : 

div H = --div (grad U T) ~- --A U T -~ (p--2)spT , 

d'oh le r6sultat, qui exprime unfait bien connu dans la th6orie 616mentaire du 

magn6tisme dans l'espace ordinaire, et qu'on traduit en disant que le flux de l'induc- 

tion magn~tique est conservatif. 

c). I1 est bien 6vident  que le vec teur - I  n 'es t  pas unique.  I1 r6sulte de la ddfinition 

qu 'on  peut  lui a jouter  t ou t  vec teur  d en t  la divergence est nulle (au sens des distri- 

butions).  La  remarque  pr6c~dente mont re  que, parmi  les vecteurs  intensit6 d ' a iman-  

t a t ion  qui engendren t  un potent ie l  donn6 U T (d'6nergie finie), il en existe un et un 

seul qui est tel  que l ' induct ion magn~t ique soit nul le :  c 'est  lc vec teur  
1 

grad U T. ~ 
(p--2)sp 

I 

5. Potentiel logarithmique daws le plan. 

Le thdor4me de Poisson sous la forme donnde par  L. Schwartz  se t r adu i t  par  

la re la t ion : 
1 

A l o g -  = - - 2 h e .  
r 

La  t ransform6e de Four ie r  du noyau  K = - - log r est  done une dis t r ibut ion 

telle que : 
2nr~ ~ = 1 .  

Ce n 'es t  donc pas une mesure,  car 1/r 2 n 'es t  pas sommable  au voisinage de l 'origine a. 

Le  noyau  - - log  r n ' es t  pas ~ p rop remen t  parler  du type  positif.  

J Cette propri6t6 peu t  s ' expr imer  sans  faire usago'du langage de~ dis t r ibut ions  de la faqon su ivante  : 

I B  grad q~dT = 0 pour  toute  fonction q~ k suppor t  compac t  ind6finiment d6rivable (ou m~me seulement  

dou6e de d6riv6es du premier  ordre continues).  
Contra i rement  au eas d ' u n  pot~ntiel  61eetrique off une  seule dis t r ibut ion de masses  engendre un  

potent iel  donn6, il existc une infinit6 de r6part i t ions de magn6t isme d o m m n t  naissance ~ un  mdme 

potent ie l ;  l 'exemple elassiquc rappel6 plus h a u t  mon t re  d'ail leurs l '6quivalence d 'une  dis t r ibut ion 

magn6t ique  r6guli~re avec unc mesure  simple. La th6orie des dis t r ibut ions permet  cependant  d '6ncncer 

u n  th6orbme d'unicit6 en considdrant  non  pas  le veeteur  a iman ta t ion  I,  mais  la d is t r ibut ion  magn6t ique  
---> 

-- div I .  
3 On d6termine ais6ment la dis t r ibut ion ~ = ~(log (l /r))  dans  R p e n  observant  que, lorsque ct 

tend vers 0, la fonction K a = (r-a--1)/a converge vers log ( I / r )  au sens des dis t r ibut ions sph6riques.  
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Nous  dirons encore d 'une  dis t r ibut ion T qu'elle est d'~nergie finie si sa transo 

fortune de Four ie r  est une fonct ion ~: pour  laquelle l ' int4grale d%nergie 

( 1 2 )  []T][ ~ = ~ . ( r  

a un sensk ~ est done de la forme : 

est  done  la limi~e, au  sens  des  d i s t r ibu t ions  sph~r lques ,  de ~a  ~ ~ (Ka)  : (F(r  -~ )  --e)/~. Or ~(r  - ~ )  es t  
donn~ pa r  la fo rmule  (2); u n  calcul  ~l~mentaire  condu i t  alors a u . r ~ s u l t a t  s u i v a n t  : 

= ~ log : + ap8 , 

off ~ es t  ta m a s s e  + i plac~e h l 'origine,  I ~  p e s t  la d i s t r ibu t ion  d~finie par :  

t--~O [ J CB(O,t) r~ 

Sp ~ 2xeP/2/F(p/2) est  l 'a ire de la sph~re-uni t~  (pour  p ~ 1, on pose  Sp = 2) enf in  ap es t  le n o m b r e  r~el 

1 1 
l o g n  2 F ( ~  ) 2 . F ' ( 1 ) ; o n  adonc ,  e n d 6 s i g n a n t p a r C l a c o n s t a n t e d ' E u l e r : a l = C + l o g 2 n ,  a , =  

C + l o g ~ ,  et  d ' u n e  mani~re  g6ngra le :  a2m = C + l o g n - -  1 + ~ + . . - - t - ~ _ _ ~ _  l a2m+l = C + l o g  2~ 

(,  1 )  
- ~+~+...+ 

1 do" repr~sente  iei l%l~ment  d ' a i re  du  p l an  rappor t~  k d e u x  axes  r ec tangu la i r e s  Ox, Oy, et  on  a 

pos6 : r ~ = x ~ + y  ~. 
P l us  g6n~ra lement ,  on  p e u t  env i sage r  le po ten t ic l  l oga r i t hmique  d a n s  R p (p >_ l )  et  appeler  d is t r i -  

b u t i o n s  d%nergie finie les d i s t r ibu t ions  T d o n t  la t r ans fo rm~e  de Fourier~:  = ~(T)  sa t i s fa i t  ~ :  

1 ~,l~:l ~ 
IITII' = s ~ p  dv < c~ ; 

l ' espace  de ees d i s t r ibu t ions ,  norm~es  pa r  I]TII, es t  comple t .  
Obse rvons  q u ' e n  v e r t u  de la no t e  pr~c~dente,  si T e s t  h s u p p o r t  compac t ,  e t  de m a s s e  to tMe nul le  

(T(1) = 0), on a : i~[log ( 1 / r ) . T . T ]  = [ ~t~/spr p, car  ~: cs t  a lors  une  fonc t ion  ind~f in imen t  d~rivable  nul le  

l 'origine,  &off il r~sul te  que  le p r o d u i t  ~:e es t  nul ,  et  que  le p rodu i t  ~: I~ :-~ es t  ~gal k la fonc t ion  ( loca lement  

sommab l e )  ~/r p. 
P o u r  que  l '6nergie d ' u n e  telle d i s t r ibu t ion  soit  finie, il f a u t  e t  il suf f i t  que  la d i s t r i bu t i on  

l o g ( 1 / r ) * T . T  soit  une  fonc t ion  con t inue ,  e t  on a a lo r s :  

1 ~ 
[ITll ~ = Sp. l o g - - * T * T  = Sp.  U T * T ,  

r 

o~ U T ~ log (1/r)*T es t  le po ten t ie l  l oga r i t hmique  de T ; c ' e s t  une  d i s t r ibu t ion  b ien  d&ermin~e ,  e a r  T 

es t  ~ s u p p o r t  compac t .  
R e m a r q u o n s  encore  que  r -p/2 est ,  d ' ap r~s  (2), i den t ique  k sa  t r ans fo rmSe  de  Four ier .  I I e n  r~sul te  

11. Ac~a mathematics, 82. Imprim~ le 20 janvier 1950. 
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(13) ~: : [/2ztr~ 

oh ~ est de carr4 sommable ; l'6nergie correspondante est I[~J2da. L'espace ~ des 

distributions d'6nergie finie, norm6es par la racine carr6e de l'6nergie, est donc complet 

(m~me d6monstration qu'au chapitre I, dont le lemme 1 s'applique encore). 

Si T est s support compact, la ddfinition (12) entraine que la fonction analytique 

est nulle s l'origine; la masse totale T(1) est done nulle. Le potentiel correspondant 

U T : --log r* T,  qui est bien d6termin6, est une fonction harmonique hors du support 

et s'annule par continuitd gt'l'infini. 1 

Dans le cas g6n6ral, il y a quelque difficult6 ~ d6finir U T ~ l'aide de la trans- 

formation de Fourier, car le produit ~/2~r ~ = ~ / V ~ r  (d'apr6s (13)) n'est pas n6ces- 

sairement sommable au voisinage de l'origine. Nous pouvons cependant adapter les 

rdsultats des paragraphes prdd6dents de la faqon suivante : 

Toute distribution de la forme T = --div I ,  oft I e s t  un vecteur don( les composantes 

sont de carr4 sommable, est d'gnergie f in ie  : 

<_ e~ II-[I ~d. (14) l lT[I ~ 

l'dgalitd ayant lieu dans le seul cas oft I e s t  un  vecteur gradient. Inversement route distri- 

bution dYnergie f in ie  est de la forme 

1 AG = --div grad 0) ,  T-- 2~ 

oft G est une fonction de la classe (BL) dans tout le plan, et on a:  

(15) I[T]I 2 = Igrad G[~da. 

La premiere partie se d6montre par la m6thode du w 4 (application de l'identit6 

q u e  si T e s t  u n e  d i s t r i b u t i o n  d u  t y p e  c o n s i d 6 r 6 ,  (~ s u p p o r t  c o m p a c t ,  e t  T ( I )  = 0),  o n  p e u t  6c r i r e ,  d ' a p r 6 s  

le t h 6 o r ~ m e  d o  P l a n c b e r e l :  

= - -  p 2  ] d ' r  . 
8p 

C e t t e  r e l a t i o n  a 6 t4  d o n n 4 e  p a r  M. R i E s z  [17]  d a n s  le c a s  o~1 T e s t  u n e  m e s u r e .  

1 E n  e f f e t  si  T e s t  u n e  d i s t r i b u t i o n  q u e l c o n q u e  ~ s u p p o r t  c o m p a c t ,  le d 4 v e l o p p e m e n t  d e  l a  f o n c t i o n  

h a r m o n i q u e  UT(M) a u  v o i s i n a g e  d e  l ' i n f i n i  e s t ,  e n  d 6 s i g n a n t  p a r  r e t  0 les  c o o r d o n n 4 e s  p o l a i r e s  d e  M :  

1 o~ a n  cos  nO+fi n s in  nO 
UT(M) = a 0 l o g - +  X~ 

r n = 1 u r n  

a v e e  a 0 = T(1) ,  a n = T(rn cos  nO), fin = T( rn s in  nO). D a n s  le c a s  c o n s i d 6 r 4  , a o e s t  n u l .  
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de Lagrange ~ l'int4grale d'4nergie). Pour 4tablir la seconde, il suffit d'observer que, 

d'apr~s (13), ~ peut s%erire : 

~ - ~ ] / - 2 ~ r ~ - ~ / ~ ( x X ~ r  +yY~r ) .  

Les fonctions 92 = x~/r et !8 ---- y~ / r  sont de earr~ sommable et v4rifient 92y : !~x ; 

le r4sultat s'en d4duit aussit6t. 

Lorsque T est s support compact, le potentiel U T e s t  presque partout ~gal 

une fonction de la classe (BL) ; l'~nonc~ precedent est valable en faisant G ~ U T, 

1 ---- grad uT/2xe. En particulier la relation (15) donne alors : 

(16) IITll ~ = [grad uTI~d~ 

et le potentiel U f peut gtre repr6sent~ eomme potentiel magn~tique. 

Ces distributions d'4nergie finie ~ support compact sont denses dans l'espaee ~[~ : 

Soit en effet T6  ~ ; elle est de la forme T ~ --div (grad G/2~), oh G est de la classe 

(BL) dans tout  le plan. Posons I = grad O/2~, et d~signons par I,~ la restriction de I 

au eerele C n C(O, n), de centre 0 et de rayon n. La distribution T~ = --div I nest  

support compact, et converge fortement vers T, ear on a : T - - T  n = --div I + d i v  I n 

--div (I--I~), d'oh, d'apr~s (14): 

IIT--TnlV ~ < 2~ II I,~1%1~ = 2~ ]II~d~ 
~R~-C n 

expression qui tend vers 0 avec 1/nL 
La vari~t~ lin~aire ~ des distributions d'~nergie finie dont le support appartient 

un ensemble ferm~ E est complete (la d~monstration du th~or~me 2 du ehapitre I 

s'4tend sans difficult4). On peut eneore d4finir la projection T' sur 2 ~  d'une �9 

tion que|eonque T de ~ :  elle est caraetSris~e par (T, S ) =  (T', S) pour toute 

$6  ~ .  Mais les potentiels U T et U f '  ne coincident plus n~cessairement dans 

l 'int4rieur/~ de E (en supposant que le support de T et l'ensemble ferm4 E sont des 

compacts, de fagon que ees potentiels soient bien d~finis). On a seulement : u T ~  U T'--}- 

cte dans E ~. 

x Cette  d~mons t ra t ion  est  valable  pour  les potent ie ls  newtoniens  dans  R p avec p >_ 3, mais  le 
r~sultat  ava i t  alsrs  ~t4 4tabli a u t r e m e n t  dans  un  cas plus g~n~ral (chap. I ,  th6or~me 5). 

2 Le produi t  scalaire (T, S) de deux  dis t r ibut ions  de ~ est  d~fini pa r :  (T, S) = ~ ~:~r--2da. Si T et  S 
sont  & suppor t  compact ,  on a (T, S) ~ - -8p .  log r*T*S. Si ~v est  tree fonct ion ind~finiment  d~rivable k 

suppor t  compac t  dans  E et  de moyenne  nulle (I~0da = 0), c 'es t  une d is t r ibut ion  de ~E.  La  relat ion (T,~0) = 

(T ' ,~ )  s '~crit  : U~'(~) = UT'(~), d'ofi u T ~  uT'+cte dans  E.  
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De m6me il ne saurait ~tre question d'~tendre sans convention suppl6mentaire 

la notion de distribution d'~quilibre d 'un compact quelconque E, puisque les distri- 

bu t ions  de ~ sont de masse totale nulle. C'est pourquoi il sera utile de modifier 

quelque peu la d~finition de l'~nergie de faqon qu'elle s'applique s des distributions 

de masse totale non nulle ; par contre nous renoncerons ,~ envisager l'ensemble des 

distributions du plan. 

Distributions portdes par. un compact du cercle-unitd. Soient # une mesure positive 

de masse tota|e m port~e par le cercle-unit~, et 2, la distribution homog~ne de la 

masse-unit~ sur la circonf~rence-unitd. La mesure/t--m20 est de masse totale nulle; 

avec la d~finition (12) son 6nergie est :  
v v i IIl~-m2(,l]~=--Sp.logr*(!t--m2o)*(~--m2o) : UI~ m'~,(d~_md2o ) 

J 

Les deux derni~res int6grales sont nulles, car il est bien eonnu que le potentiel U ~~ est 

nul sur le cercle-unit~. La relation pr6c6dente montre done que la quantit6 1 Ul~d~ est 

nulle dens le seul cas off /~ est de la forme m2o; dens tous les  autres cas elle est 

positive (< ~ ) ;  nous l'appellerons encore dnergie de la mesure/~. 

On sait qu'on peut d~velopper une th6orie du potentiel logarithmique des mesures 

positives port6es par le cercle-unit6 ~ partir de cette notion; on est conduit ainsi ~ 

attribuer une capacit~ infinie ~ la circonf~rence-unit~ ; d 'autre part les distributions 

qui ont pour support le cercle-unit~ font intervenir des fonctions d6finies au voisinage 

de ce cercle. Nous envisagerons done seulement les distributions dont le support 

appartient ~ un compact E o f ixe int6rieur au cercle-unit~; l'6nergie d'une telle 

distribution est la quantit~ : 

Sp. UT*T : I}T--T(1)~0112 

expression qui est nulle seulement pour T = 0, car T n e  peut 6tre de la forme a2o. 

On pourra encore la noter I[TIt 2, les deux d~finitions coincidant lorsque T est de 
masse totale nulle. 

Avec cette d~finition l'espace des distributions d'6nergie finie port6es par E o, 
et norm6es par la racine carr6e de l'6nergie, est complet et les r6sultats du chapitre I 
s'6tendent ais6ment. 

La distribution d'dquilibre d'un compact, E de diam6tre inf6rieur ~ 2 est une 
mesure positive 1. La capacit6 de Wiener de E est l'inverse de la borne inf6rieure de 

1 La m~thode  de H. CARTA~r [8] s ' appl ique  k la recherche de la mesure  posi t ive  po r t i a  pax E qui 
minimise  l ' intSgrale I( U lx -  2)dft. Cette mesure  y v~rifie I( UY-- l)d/~ = 0 pour  tou tes  les mesures  posi t ives  
/~ d '~nergie finie port~es par  E.  Ceci ent ra lne  qua ~, coincide avec la d is t r ibut ion d '$quil ibre (cf. chap.  I I ,  w 3 ). 
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l ' int6gralc d'6nergie I Uz d/~ pour toutes  les mesures positives f~ d'6nergie finie port6es 

par E. D'oh la d6finition des capacit6s int6rieure et ext6rieure d 'un  ensemble quel- 

conque de diam6tre inf6rieur ~ 2. 

Remarques. a. Lorsque le noyau  --log r reste positif, c'est-h-dire lorsqu'on se 

borne ~ un compact  fixe E o de diam~tre infdrieur 5 l'unitg, on peut  adapter  la th6orie 

du balayage et  de la capacit6 de H. Cartan ([8], [9]). En particulier si les E n sont des 

sous-ensembles de E0, on a, entre  les capacit6s (de Wiener) ext6rieures, la relation : 

 e(UEn) _< .1 

On peut  alors appliquer au potentiel  logari thmique d 'une  distr ibution T d'6nergie 

finie port@ par E0 la construct ion du chapitre I I  (w 2) ce qui permet  de d6terminer U T 

quasi-partout .  ~ 

b. On peut  6tendre les r6sultats pr6e6dents au cas d 'un  compact  fixe E 0 quel- 

conque, h condition de remplacer le noyau  log (l/r) par log (a/r) oh a est sup~rieur au 

diam6tre de E 0. Si ~ d6signe la capacit6 de Wiener correspondante (int6rieure ou 

ext6rieure) d 'un  ensemble E de diam6tre inf6rieur/~ a, la capaeit6 logari thmique de E 

est par d6finition a e-~/~ : il est bien connu qu'elle est ind6pendante  de a. 

On peut  donc a t t r ibuer  une capacit6 logari thmique ext6rieure finie /~ tou t  

ensemble born6 du plan, ce qui est impossible avec la capacit6 de Wiener. Nous 

utiliserons cependant  cette derni6re notion ;3 pour d6montrer  qu 'un  ensemble du 

plan est de capacit6 logari thmique nulle, il suffit  de v6rifier que son intersection 

avec tou t  compact  de diam6tre inf6rieur ~ 1 est de capacit6 de Wiener nulle. 

6. Extension du thdor~me de G. C. Evans au cas polyharmonique. 

Pour  ne pas alourdir outre mesure l'expos6, nous nous bornerons ici '~ l '6tude 

des potentiels d 'ordre ~ = 2k, avec 0 < 2k < p (potentiels polyharmoniques d 'ordre k). 

G6n6ral~sant la d6finition de O. Nikodym nous dirons qu 'une fonction F est de la 

classe (BL)  d'ordre k dans un domaine o4 si :  

a. presque toute  parall61e ~ Oxj d6coupe sur w des segments ouverts  sur lesquels 

F et chacune de ses d6riv6es partielles des k--1  premiers ordres sont absolument  

continues (j ~- l, 2 . . . .  p). 

1 Cette relation est  6videmment  fausse si le diam~tre de E 0 est  voisin de 2. 

On utilisera encore le lemme : si U Tes t  continu,  l 'ensemble des points  de E a pour  lesquels on a : 

U 7' > ~ > 0 est de capacit6 ~ ]]TJ]Z/a ~. 
a Elle s ' in t rodui t  plus na ture l lement  darts diverses quest ions : pa r  exemple dans  le lemme rappel6 

la note pr6c6dente, et  aussi dans  les critbres d 'effi lement (cf. chap. IV). 
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b .  Les d6riv6es partielles d 'ordre k, d6finies presque, par tou t  dan '  w, sont de 

cart6 Sommable dans ce domaine. 

T h 6 o r 6 m e  : Un potential polyharmonique d'ordre k d'dnergie f inie  est une fonction 

U de la classe (BL) d'ordre k dans R p tout entier. L'dnergie correspondante est : 

1 
[]Tll ~ ~ t iAhUl2d~  p o u r k  2h 

ilTII2 = ~ll~dAhUl~d~ pour  k = 2 h + l  
a k d 

olt A h est le Laplacien itdr4 h fois, et a k le coefficient positif donnd par (5) 

a k ---- 2k- l (k"  1 ) ! (p - -2 ) (p - -4 ) . . .  (p '2 lc ) s  v 

R~ciproquement toute fonction de la classe ( B L  ) d' ordre k est un potentiel polyharmonique 

d'ordre k d'~nergie finie, augmentg d'un po!yn6me d'ordre k - -1 .  

Soit en effet U T -  -- U T ---- H~k,S  - -  s . . . .  = ],/C~kCp_kU k un tel potentiel.  Une d6riv6e 

partielle (au sens des distributions) d 'ordre k de U T a pour transform6e de Fourier  

( 
. , , v  

oh ~ est de carr6 sommable, et a l ~ - a 2 ~  �9 �9 �9 + a v  =- k. Elle est donc de  Carr6 sommable 

(th6or8me de Plancherel). On en d6duit  de proche en proche que U T et chacune de  Ses 

d~riV6es par t ie l les  au Sens des distr ibutions sont presque par tout  6gales s des fonc- 

tions absolume~t continues en xj sur presque toute  parall8le ~ Oxj. I1 en r~sulte qu 'une 

fonction U d6finie quasi-partout  par  le proc6d6 de r6gularisation du chapitre I I  est 

de la Classe (BL)d 'ordre  It. La  d6monstrat ion est route semblable k celle esquiss6e 

pour le cas newtonien;  il suffit de s 'appuyer  sur le fair qu 'un  ensemble de capacit6 

nulle pour u n  noyau  polyharmonique d 'ordre quelconque est de mesure p - -1  dimen- 

sionnelle nulle (puisqu'il est de capacit6 nulle Pour le noyau  newtonien). 

Un calcul simple donne l 'expression de l'6nergie I]TI]2 = liSI2d~, avec S = 

Pour  k = 2h, on a : A h = (---4Zt*)hC2h, d'oh, d'apr6s (5) et la relation Cv_a = Ca: 

I ITI l~h-  (4~r@hC~ h [ / l h u T l 2 d v  ~--- - -  ILIhUTIudv. 
ak  

Pour  k = 2hA-l, on a de m6me : 

ilTi 2 _ 1 I 14h+~ = C4h+u(C~,h~*) 2 I D,h+IuTI ~dT. 
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En  passant  aux transform6es de Fourier,  on a, d'apr6s ~)~a+~ = ~(D~a+~) = r~h+~/C~+~ : 

] ]T I l~h§  IIr2h+~uTl~d~. 
(J4h+2 J 

I1 suffit alors d'6crire: }(~/~xj*Ah*U) -~ (--4s~)h(2isxj)r:hlI e t  

th6or~me de Plancherel qui donne:  

d 'appliquer le 

I]T]l]h+~ = 1 _ i lgra d AhU~ 12dr (4z~2)2h+lC4h+ 2 ]grad Ah uTI ~d~ -~ "ak ,J 

Rdciproquement  soient F une fonction de la classe (BL) d'ordre k dans R p, et T 

la distr ibution D2k,F = (--1)k~lkF/ak. On p e u t  6crire 

~k 

A~F = ~ A~,~,~ .... ~ ~x ~,~x ~ .  . . ~ x ~ f ~ , ~  .... ~l, ' 
P 

avee ~ - ~ a ~ - . . . ~ - ~ p  ~ k;  A ~ , ~  .... a~ est un coefficient positif, et f~,r .... as la 

d6riv6e ~ F  : ~ , qui est de earr6 sommable. Le t h 6 o r g m e d e  Planeherel  
~x~ ' !~x~ .  . . ~xs~ 

montre  que la transform6e 

( . 1 ) k  

ah 

est de carr6 sommable par rapport  s la mesure de densit6 1/r~; T est d o n c  par  

d6finition d'dnergie ~ finie, et' U p e s t  de la classe (BL) d 'ordre /c. 

L a  fonction F - - U  T a son Laplacien it6r6 d ~ nul, Elle est d o n c  presque par tou t  

6gale ~ une fonction polyharmonique d 'ordre ]c, qui se r6duit  d'ailleurs ~ un polyn6me 

d'ordre ]c--1, car ses d6riv6es partielles d 'ordre ]c sont de carr6 sommable dans t ou t  

l 'espace. 

Remarque. Pour  ~ r6el quelconque on peut  appeler distr ibutions d'6nergie finie 

celles dont  la transform6e de Fourier  ~: v6rifie f]~[~r -~ d r  < c~. Pour  ~ ~ p, la d~finition 

des potentiels correspondants pr6sente des difficult6s analogues ~ celles qui ont  6t6 

rencontr6es dans le eas du potentiel  logari thmique dans le plan. 

D 'au t re  part ,  si a n 'est  pas de la forme ~ ~ 2k (k entier positif) les th6or6mes du 

type  de G. C. Evans  font intervenir des d6riv6es d 'ordre fractionnaire qui entra~nent 

de nouvelles complications. C'est pourquoi nous ne trai ter0ns pas ee cas g6n6ral, 

bien qulil ne pr6sente pas de S6rieuses diffieult6s. Les (~ pseudo-fonctions ~i y jouent  

un rSle essentiel. 
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C H A P I T R E  IV. 

Propri6t6s des fonctions de la classe (BL). Applications.  

1. Nous avons donn6 dans l ' introduction la d6finition des fonctions de la classe 

(BL) dans un domaine co. Parmi les r6sultats de O. NIKODYM [16] nous utiliserons les 

suivants : 

Une fonction de la classe (BL) dans co est de carr6 sommable sur tout  compact 

de co, et m6me sur toute boule ferm6e de ~.i  

Une fonction de la classe (BL) dans un domaine dont la fronti6re comprend une 

portion born6e de surface r6guli6re S d'6quation Xp =-f(x 1, x2, . . .  X p J  admet des 

valeurs-limite sur S le  long de presque tout  segment parallgle ~ l 'axe Oxp. 2 La fonction 

limite ainsi d6finie est de carr6 sommable sur S. 

Enfin l'espace des fonctions de la classe (BL) dans un dor~aine born6 est 

complet pour la norme (ilgradFI2dv)'/2-~ (D(F)) 1/2. 

Nous avons vu au chapitre I I I  qu'une fonction de la classe (BL) dans tout  

l'espace RP(p > 2) est presque par tout  6gale g u n  potentiel newtonien d'6nergie finie, 

h une constante additive pr6s. 3 Soit plus g6n6ralement F une fonction de la classe 

(BL) dans un domaine quelconque co, et soit B une boule dont l 'adh6rence est contenue 

dans 0). I1 est facile de construire une fonction G de la classe (BL) dans R p tout  entier 

qui coincide avec F dans B e t  qui soit g support compact : il suffit de prendre G ~ Ff, 

o h f e s t  une fonction eontinfiment diff6rentiable, 6gale ~ 1 sur B, nulle hors d'une boule 

B' relic que B c B' c B' c oJ ; les d6riv6es partielles ~G/~xj ~ F~f/~xj-~f~F/~xj sont 

de cart6 sommable, car F est de carr6 sommable dans B' en vertu d 'un r6sultat de 

0.  Nikodym rappel6 ci-dessus. 

F coincide donc presque partout dans B avec le potentiel newtonien d'une distribution 

d'dnergie finie d support compact. Cette interpr6tation nous conduira g de nouvelles 

propri6t~s des fonctions de la classe (BL). Pour cela nous rappellerons quelques 

d6finitions et 6tablirons quelques lemmes. 

1 Ainsi une fonction de la classe (BL) dans  une boule ouverte  est  de carr6 sommable  dans  cette 

boule ; mais  le r6sul tat  n 'es t  pas  toujours  vrai pour  un domaine quelconque, ainsi que l ' au teur  le d6montre  

[16] par  un  contre-exemple trbs simple (cas d ' un  domaine plan s implement  connexe). 

Dans  le cas d 'une  boule, on d6finit ainsi p fonctions-limite (correspondant  h chacune des directions 

d ' axe ) ;  l ' au teur  d6montre  qu'elles sont  6gales presque pa r tou t  sur  S. 

a Pour  p ~ 2, ce r6su | ta t  a e~t~ d6montr6 seulement  dans  le cas ofl la fonction est ha rmonique  hors  
d ' un  compact ,  
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2. Un  ensemble E de R p est di t  effild 1 en un point  0 s'il existe  une mesure 

posit ive ~ don t  le po ten t ie l  U~ ~ vdrifie : 

U~(O) < ] 

U/~(M) ~ 1 pour  M q= O, M E  E N  V(O), oh V(O) est un  voisinage de 0.  

Le point  O est di t  irr~gulier (d 'une fa~on plus prdeise : ex tdr ieurement  irrdgulier) 

pour  E si E est  effild en 0.  3 Les points  int~rieurs de E sont  rdguliers, les points  

extdrieurs  irrdguliers. 

M. BRELOT [5] a donnd un  crit~re d 'e f f i lement  analogue au erit~re de Wiener :  P o u r  

que E soit eflild en O, il f au t  e t  il suffit  que la sdrie de Wiener  ~ c ~ s  ~ soit convergente ;  

c k ddsigne iei la capacitd extdrieure de rensemble  E N E(s k < h(OM) < s~+~), oh s est  

un  nombre  supdrieur s 1, et  h(r) la (~ fonct ion ha rmonique  fondamenta le  ,~ (r 2~ pour  

p > 2, log ( l / r)  pour  p ~ 2). On peu t  d'ail teurs,  dans l 'dnoncd prdcddent ,  remplacer  

les (~ intersph~res ~) E(s k < h(OM) < s k+') par  les boules ouver tes  E(s k < h(OM)). 

Nous  utiliserons ~galement une forme intdgrale du crit~re, donnde par  O. Kellog 

et  F.  Vasilesco dans le cas d ' u n  ensemble f e rmO : P o u r  que E soit effild en 0,  il f au t  

e t  il suffit  qu 'on  air : 

f ~(r)rl-Pdr < cx~ (1)  o 

oh ~(r)  est la capaeitd extdrieure de E N B(O, r). ~ 

Une ~onction F est  dire  ad m e t t r e  une pseudo-limite ou limite f ine ~ l finie en O si 

I 'ensemble E(IF(M)--I  I > ~) est effild en O pour  t o u t  a > 0. 

La  raretd mdtr ique au voisinage de O d 'un  ensemble E effild en ce point  est  mise 

en dvidence, d 'une  facon d'ail leurs trSs imparfai te ,  par  le lemme su ivant :  ~ 

1 ]VI. BRELOT [5], 

S Dans  t ou t  ce chapitre,  il est seulement  quest ion de potentiel  newtonien  ( logari thmique si p ~ 2). 

On sai t  que le potent ie l  d'une mesure positive est alors une  fonction d~finie partout, semi-continue 

infdrieurement.  
s H.  CARTAN [9]. 

a O. KELLOG and F. VASILESCO, A contr ibut ion  to the theory  of the  capaci ty (Amer. Jour. of Math. 
51, p. 515--526, 1929). 

5 Cette forme est  encore valable pour  p ~ 2, ~ ddsignant  la capacitd de Wiener,  et non  la capacitd 

logari thmique.  

6 M. BRELOT [6], H. CARTAN [9]. 

V Pour  p ~ 3, ce lemme revient  ~ dire que la fonction caractdrist ique de E admet  en O une sorte de 

* presque-l imite ~ nulle. On sait dgalement que l ' intersection de E avec la sphbre S(O, r) a pour  mesure  

(p--1)-dimensionnel le  o(rP-1). La not ion de limite correspondante  a dtd considdrde avan t  la not ion plus  

forte de pseudo-limite par  M. BRELOT (sur le problbme de Dirichlet, C. R. 196, p. 737--739, 1933), dans  

une ~tude prdcisant un  thdorbme de G. BOUL1GAND (Sur le problbme de Dirichlet, Ann.  de la Soc. polonaise 
de Math.. 4, 1925, p. 92). 
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Lemme 1: Soit E un ensemble mesUrable effild en O, re(r ) la  mesure (p-dimen- 

sionnelle) de E N B(O, r) ; on a : 

m(r) : o(r p) pour p ~ 3 
(~) 

m(r) : o(r q) quel que soit q > 0, p o u r p - ~  2 .  

E n  effet  la capaci td extdr ieure  ~(r)  de E N B(O, r) est  une fonet ion croissante  de r. 

Il~rdsulte alors a i sdment  de (1) qu ' on  a, pour  p >  3:  ~(r)  ~ o(rP-:). 1 Or ent re  la 

mesure  m e t  la capaci td extdr ieure  (ou m~me intdrieure) ~ d ' un  ensemble  mesurab le  

quelconque,  on a la r e l a t ion :  mP-~< Ap~ p, oh Ap est  une const~nte,  ~ d'oO le 

r~sultat .  

Pou r  p : 2, la re la t ion  (1) en t ra ine  ~(r)  ~- o(1/log l/r) ; d ' a u t r e  par t ,  la mesure  

m e t  la capaci td  de Wiener  (extdrieure ou intdrieure) ~ d ' u n  ensemble  mesurab le  et  

de d iamStre  infdrieur s 2 sont  lides pa r  m < ~e-: '~ ; pour  r assez pe t i t  on a donc :  
2 logl 

m(r) < zee-~ -~ ~r ~/~' d 'oh  le rdsul ta t .  

Lemme 2." Si  (G,~} est une suite d!ouverts ddcroissants dont la capacitd tend vers O, 

tous lea points de l'espace R p, saul  ceux d'un ensemble de capacitd extdrieure nulle, sont 

irrdguliers pour Gn h partir d'une certaine valeur de n. 

Soit en effet  U~n le potent ie l  capac i ta i re  de G~ ; la suite ( U ~ ) e s t  ddcroissante,  et  

comme/~,~ converge  v a g u e m e n t  vers  0, on a : l im U ~  ~- 0 quas i -par tou t ,  ~ c 'es t-h-dire  

s~uf sur un ensemble  E de capaci td extdr ieure  nulle. En  tou t  po in t  M du compld- 

men ta i r e  CE, on ~ donc U~,~(M) < 1 pou r  n assez gr~nd, et  comme  d ' a u t r e  p a r t  

Ioo 
1 I1 suff i t  de poser  r 2 P = u, if(r) = f ( u ~ ;  l ' i n tdgra le  f (u )du  est  convergente ,  d ' apr~s  (1),  e t  

c o m m e f ( u )  es t  m o n o t o n e  on en d6dui t  l im uf(u) ~ 0 (d6mons t r a t ion  facile pa r  l ' absurde) ,  d'ofi le rdsu l ta t .  
U-~OO 

]?our p = 2, on pose log 1,/r ~ u. 
b p-2 pour  p ~ 3, oO bp est  le vo lume  de la  bou[e-unitd) se re t rouvo  La  va leu r  exac t e  de Ap(Ap  

f ac i l emen t  en a p p l i q u a n t  le thdor~me : p a r m i  les c o m p a c t s  de mesure  m, la boule  es t  celui d o n t  la capac i td  

es t  m i n i m u m  (pour les indgal i tds  conce rnan t  la capaci td  e t  diffdrentes  mesures ,  voi r  n o t a m m e n t  le 

mdmoire  rdcent  : G. POLYA et  G. SZEO6, I n e q u a l i t i e s  for the c a p a c i t y  of a condenser ,  Araer. Jour.  of  Math .  
67, p. 1--32,  1945). 

Voici une  d d m o n s t r a t i o n  d ldmenta i re  de l 'exis ter ice  du  coeff icient  Ap (qui donne  s eu l emen t  une  

ma jo ra t i on )  : Soi t  e un  c o m p a c t  de E de mesure  supdr ieure  h r n - - a  (a ~ 0) ; il es t  dv iden t  que  le potentiel- 
mesure de e (po ten t ie l  engendr~ pa r  la mesure /~  don t  la densi td  es t  la fone t ion  ea rac td r i s t i que  de ~e), es t  

majord  pa r  la  va l eu r  en 0 du p o t e n t i e | - m e s u r e  de la boule  de cent re  0 e t  de vo lume  rn- -~ ,  c 'est-&-dire 

p a r  pbl~R~/2 , off R es t  le r a y o n  de ce t te  boule  ; Soi t  alors y la d i s t r i b u t i o n  eapac i t a i r e  de e ; on a IU~dlz 
i U # d y ,  d'ofl m - ~  ~ pbpR2~/2,  off ~ es t  la  capaci t~  in tdr ieure  de E ; i l  suff i t  de t en i r  c o m p t e  de ce que 

m--~x ~ bpR p, puis  de faire t endre  ~ vers  0 ;  il v i e n t  m p-2~_ Ip/2)PbP-2~ p. 
Des 6onsid~rat ions  ana logues  s ' a p p l i q u e n t  au  cas du p lan ,  pour  des ensembles  de d iamSt re  inf~rieur  

2. La  l i m i t a t i o n  exac t e  : m ~ ~e -2 '~  fair  i n t e r v e n i r  la capac i td  l o g a r i t h m i q u e  e -1.'~. 

3 I~. CARTAN [8], p. 99. 
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U ~  - -  1 pa r tou t  sur G n, il en r~sulte que G~ est effil~ en M, e 'est-h-dire que M est 

irr~gulier pour  G~. 

Ce r6sul ta t  est encore vrai  dans le cas du plan en supposant  que la capacit~ de 

Gall co, oh ~o est un  ouver t  quelconque de diam~tre inf~rieur ~ 1, t en d  vers 0.1 

Lemme 3. Pour qu' une fonction f ,  ddfinie quasi-partout dans un  ouvert ~2, admette 

une pseudo-limite f in ie  I en  un  point 0 de ~2, il fa~zt et il suffi t  qu'il existe un ouvert ~o 

effild en 0 et tel que la restriction de f d QflCo~ admette en 0 la limite l. ~ 

La condit ion exprim~e est ev idemment  suffisante. Supposons inversement  que 

la fonct ion donn~e f adme t t e  la pseudo-l imite  1 en O. L 'ensemble  des points  oh f n 'es t  

pas d6finie est de eapaeit~ ext~rieure nulle; il est done contenu dans un  ouver t  co 0 

effil~ en O. 

Pa r  hypoth~se l 'ensemble E [ [ f ( M ) - - I  I > e~ > 0] est  effil~ en O;  il est done 

contenu  dans un  ouver t  G~ effil~ en O.  Si s est  un  hombre  sup6rieur s ~, et  h(r) 

la reac t ion  harmonique  fondamenta le ,  nous d6signerons par  B~ la boule ouver te  

E(h(OM)  > s ~) et  par  e(~ n) la capaeit~ de l ' ouver t  G~ fl B~. On supposera  k assez grand 

pour  que B~ soit contenue dans ~2. 

Puisque G~ est effil~ en Oi la s6rie de Wiener  ~s~e(~ ~) est eonvergen te ;  on 
k 

peut  done t rouver  un hombre  k(n)assez  grand pour  avoir  : 

co  

~c = k , n )  
o o  

Posons alors w~ --  G~fl B~t~). Si la s6rie ,~'e~ est convergente,  l ' ouver t  ~o ~ U ~ e s t  
n = 0  

effil6 en O (la s6rie de Wiener  relat ive h w ~tant  convergente) .  Mais dans Co~fi B~(n) 

on a :  I f (M)- - l t  < e~, ce qui d~montre  le r6sultat .  

3. T h ~ o r ~ m e  1 : Toute fonction de la classe (BL) dans un  domaine ~o est presque 

partout dgale ~ une reaction qui poss~de une pseudo-limite f in ie  en tous lea points de (o, 

sauf  ceux d 'un ensemble exceptionnel de capaeitd extdrieure nulle. 

II suffit  6v idemment  de consid6rer la res t r ic t ion de la fonct ion donn~e F 

l ' int6rieur d 'une  boule ouver te  B. den t  on supposera  le diam~tre inf~rieur h I 'unit4 

afin que la d~monstra t ion soit valable dans le cas du plan. D'apr~s la r emarque  fai te  

R~ppelons qu 'un  ensemble du plan est de capacit~ logari thmique ext6rieure nulle s'il est r~union 

d6nombrable d 'ensembles de  diam~tre inf~rieur h 1 e~ de capacit~ (do Wiener) ext~rieure nulle 

(chap. 3, w 5). 
2 C'est M. H. Cartan qui a bien voulu me signaler que la notion de pseudo-limite entraine la 

propri6t6 de l'~nonc6 qui est done plus fine seulement en apparence, 
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au paragraphe l, F peut ~tre identifi6e presque partout dans B avec le potentiel U v 

d'une distribution d'~nergie fjnie dont le support est un compact de diam~tre inf~rieur 

/~l. 

Revenons alors ~ la construction du chapitre I I  (w 2), qui s'applique au cas du 

potentiel logarithmique dans le plan (cf. chap. III ,  w 5). On a vu qu'il existe une suite 

de fonctions continues U~ convergeant quasi-partout dans B vers U T, la convergence 

6rant uniforme sur le complSmentaire d 'un ouvert E~ de capacit6 aussi petite qu'on 

veut. 

Or en vertu du ]emme 2, tout  point M de B, ~ l'exception des points d'un ensemble 

de capacit6 ext~rieure mdle, est irr~gulier pour l 'ouvert E k h partir d'une certaine 

valeur k 0 (d6pendant de M). Puisque la fonction limite U Tes t  continue sur le com- 

pldmentaire CE~, il existe un ouvert effild en M tel que la restriction de U T a u  

compl~mentaire de cet ouvert admette une limite finie en M. 

D'apr~s le lemme 3, cette propri6t6 est 6quivalente/~ l'existence d'une pseudo- 

limite finie au point M. Le th6orbme 1 est donc 6tabli. 

Remarque. Soit F une fonction de la classe (BL) ou, ce qui revient au m6me 

un potentiel U T d'6nergie finie. II est int6ressant d'observer que le th6or6me 1 permet 

d 'attr ibuer h F une valeur finie en tout  point d 'un ensemble bien ddterrnind dont le 

compldmentaire est de capacit6 extdrieure nulle. 

En cffet si une fonction particuli6re de la classe ~P(T) (chap. lI ,  w 2) admet la 

pseudo-limite m e n  un point M, il en est de m6me de toute fonction de la classe ~(T), 

puisque deux fonctions quelconques de cette classe ne diff6rent que sur un ensemble 

de capacit6 ext6rieure nulle. 

Nous allons maintenant 6tudier les limites par mddiation spatiale d'une fonction F 

de la classe (BL). Remarquons d'abord que si F est born@, sa valeur moyenne F~(M) 

sur la boule B(M, r) converge quasi-partout vers une limite.finic. Cela r6sulte de ce 

que F est presque partout 6gale/~ une fonction ayant  quasi-partout une pseudo-limite 

finie et le lemme 1 permet de conclure facilement, compte tenu de ce que F est bornde. 

Dans le cas gdn6ral la conclusion est moins immddiate. Nous pourrons cependant 

l'6tendre au cas de l'espace /~ deux dimensions, qui se distingue des autres : 

Th6o r6me  2. Soit F une fonction de la classe (BL) dans un domaine-pl~n ; sa 

valeur moyenne F~(M) sur le cercle de centre M e t  de rayon r tend vers une limite finie 

quand r tend vers O, saul pour les points M d' un ensemble de capacitd extdrieure nulle. 

Nous considdrons toujours la restriction de F s un cercle de diam6tre inf6rieur/~ 

l'unit6, Soit U ~- U T un potcntiel d'6nergie finie, presque partout 6gal h F dans un 
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tel  cercle;  soit E'(M) un ouver t  effil6 en M, tel  que U soit cont inu en M sur le 

compl6menta i re  CE'(M). D6signons respec t ivement  par  F~(M) et  U,.(M) les moyennes  

de F et  U sur le cercle C~ ~ C(M, r) ; pour  r assez pet i t  ces quant i t6s  sont  6gales. 

Posons enfin : A r -= C,,.ClCE'(M); B,. ~ C,.NE'(M). On a :  

U ~ ( M )  . . . . .  U d a  = - -  d ,~+ U d ~ ,  
7~r2 Cr ~ r 2  

oh 2 et # sont les dis t r ibut ions-mesures  des ensembles A~ et  By. 

B~ 6 tant  effil6 en M, on d6duit  du lemme I e t  de la eontinuit6 en M de la f0nct ion 

U sur A~ : 

1 l l i m -  Udl  ~- U(M) .  
7gr 2 

D'au t re  par t ,  l ' in6galit6 de Schwarz pe rme t  d'6crire : 

1 if !<~llTllll~ll ~r 2[ Ud# l _ x r  2 

oh I lT[l ~ est l '6nergie de la dis t r ibut ion qui engendre  le potent ie l  U. P o u r  r assez pe t i t  

la masse to ta le  re(r) de la mesure/~ est, d 'apr~s le lemme 1 infdrieure s ~r q, le nombre  

q > 0 6tant  choisi a rb i t ra i rement .  Soit ~ le r ayon  du cercle de surface m(r)~-ztrq(p2--rq). 

Le potent ie l -mesure  U/* est ~v idemmen t  major6 par  la valeur  du potent ie l -mesure  

de ce cercle en son centre,  c 'est-h-dire, comme le mont re  un  calcul 616mentaire : 

U~ _< ~ ( log ~ +  1 ) 

d 'oh la borne sup6rieure : 

1 1 ~ 2  1 \ 
7~0 z -~ ) 

I1 suffit  de prendre  q > 2 pour  voir  que le r appor t  II#l I/~ r~ t end  vers 0 avee r ;  

par  eons6quent  la valeur  moyenne  Fr = U~(M) t end  vers U(M) lorsque r t end  

vers 0, sauf peut-~tre lorsque M appar t i en t  ~ l 'ensemble exeept ionnel  (de eapacit6 

ext6rieure nulle) des points  oh U n ' a d m e t  pas une pseudo-l imite  finie. 

Remarque. La  d6monst ra t ion  pr6c6dente ne peu t  s '6tendre aux espaces s plus 

de deux  dimensions, car la majora t ion  pour  m(r) donn6e au lemme 1 ne permet  plus 

de conelure que le r appor t  It/~ll/r p t end  vers 0. 

Nous pouvons  d 'a i l leurs  me t t r e  en 6vidence la diffdrence entre  les deux  cas en 
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construisant  dans R 3 un exemple  de potent ie l  d'~nergie finie U qui adme t  la pseudo- 

l imite 0 en un point  M, et  tel que l 'on a i r :  

(3) l i r a -  U d v ~ -~ oo , 
r~:=!) r3 Br 

oh B r est la boule B ( M ,  r). 

A cet effet,  observons d ' abord  que le potent ie l  engendr~ par  la mesure/~ con- 

stitu~e par  une masse ~-m et  une masse - - m  r~parties uni form~ment  sur deux 

sphSres concentr iques  de rayons  respectifs ~ et  2Q est nul  ~ l 'ext~rieur  de la grande 

sphSre, positif ent re  les deux,  et  v au t  m/2~ ~ l ' int~rieur de la plus peti te.  L'~nergie 

cor respondante  est : ]J~ull 2 -~ m2/2e. 

Consid6rons les intersph~res E(s '~< 1/r <_ s "+1) centr6s en M (oh s est  un  

nombre  sup6rieur ~ 1). Pour  n suff isamment  grand,  on peu t  placer  dans chacun de 

ces intersph~res un couple de spheres concentr iques  de rayons  respectifs en ~ �88 

2~n, pourvu  que l 'on ai t  s < 4. Sur chacun de ces couples, on place la d i s t r ibu t ion / ,n  
_ _  1 n dSfinie comme ci-dessus, avec m~ --  ~ . 

La  dis t r ibut ion 4, ob tenue  en superposant  les/~n, est d '6nergie f inie;  en effet, 

o n  a :  

n = l  n : i  l / V 2  n=l  

L'ensemble  r~union des boules de r ayon  2 ~  est effil~ en 0 ;  en effet  la capacit~ 

c n d 'une  telle boule est 2e~, et  la s~rie de Wiener  ~_./sncn -~ 2~.,~(s/4) ~ est conver-  

genre pour  s < 4. 

I1 reste s mon t r e r  que l 'on peut  choisir s < 4 de fa~on que (3) soit v~rifi~e. Or si 

on prend  r -  1/s k, il v i e n t :  

1 U~dT > 8.~k ,~ m n 4 s 2yr_sk ~ 
ra B, n~k en 3 _ 48 48 ~ 

Il suffira donc de choisir s eompris entre  ~/48 et  4 (par exemple  s ~ 3,9) pour  

obteni r  l 'exemple cherch~. 

4. Fonctions de la classe (BL)  continues dans une boule. 

Lemme 4. Une fonction F ( M )  de la classe (BL)  dans une boule peut ~tre prolongde 

par une fonction de la classe (BL)  dans R p tout entier. 

Soit F ( M )  une fonct ion de la elasse (BL)  dans la boule-unit~ Bo de R p. On d~finit 

F h l 'ext~rieur de B 0 en la pro longeant  ~ l 'aide de la t rans format ion  de Kelv in ;  
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a u t r e m e n t  di t  on pose F(P)  -- OM~-~F(M) (p > 2) si P est l ' inverse  de M dans  

l ' invers ion de centre  O et  de puissance 1. 

F ainsi prolong6e est  presque p a r t o u t  6gale s une fonct ion  de la classe (BL) 

dans  R ~. Nous  o m e t t r o n s  les d6tails de la d6mons t r a t ion  qui se d6dui t  a isdment  des 

r~sul ta ts  de O. N i k o d y m  rappel6s au w 1. 

T h ~ o r ~ m e  3. Une fonction F de la classe (BL) continue dans une boule ouverte B 

admet une limite ~ la fronti~re le long de tout rayon, sauf pour des rayons exceptionnels 

ddcoupant sur la fronti~re un ensemble de capacitd extdrieure nulle. F, prolongde par ces 

limites radiales, admet une pseudo-limite finie quasi-partout sur la boule fermde B. 

Soit en effet  F(M)  cont inue et  de la classe (BL) dans  la bouleuni t6  B o de centre  O, 

de front i4re S o. On peu t  prolonger  F pa r  une fonct ion de la classe (BL) dans t o u t  

l ' espace  ( lemme 4). Dans  une boule ouver te  ~o centr6e sur So, F coincide avec  un 

potent ie l  d '6nergie finie; pa r  m6dia t ions  spat ia les  on peu t  d6 te rminer  une suite de 

fonct ions  F n convergean t  quas i -par tou t ,  dans  ~o, vers  une fonet ion U(M) qui y 

poss~de quas i -pa r tou t  une pseudo- l imi te  finie (th6or~me 1). 

U est  cont inue  dans  to, abs t r ac t ion  fai te  d ' un  ouve r t  G k de capaci t6 aussi  faible 

qu ' on  veu t  (dans le cas du p lan  on peu t  supposer  le d iam~tre  de to inf6rieur s l 'unit6) ; 

il en r6sulte ais6ment  qu'el le a d m e t  la l imite  finie U(m) sur  S o le long de t ou t  r ayon  

Ore, saul  pour  un ensemble  de points  m de So de capaci t6  ext6rieure nulle. ~ I I e n  

est  de m~me de F ,  qui est  ideht ique s U dans  B0, en ve r tu  de la continuit6.  Prolongee 

pa r  ces valeurs- l imite ,  F coincide q u a s i T a r t o u t  sur  la f e rmetu re  B0 avec  U et  a d m e t  

donc une pseudo- l imi te  finie quas i -pa r tou t  sur  Bo, puisque U poss~de cet te  propri6t6 

quas i -pa r tou t  dans  to. 

Applications. Disons d 'une  homdomorph ie  ent re  la boule-unit6 ouver te  B 0 et  

un  domaine  o~ qu'el le  est  de la classe (BL) si les coordonn~es d ' u n  point  P de ~o sont  

des fonct ions  des coordonn6es d ' u n  point  M de B o qui sont  de la classe (BL) dans  cet te  

boule. Le th6or~me 3 m on t r e  que dans  une telle hom6omorph ie  l ' image  de t ou t  r a y o n  

Om de B 0 est  un arc de J o r d a n  abou t i s san t  en un point  p(m) bien d6termin6 de la 
, 

fronti~re (o, sauf pour  un  ensemble  de points  m de la sphere-uni t6  S o qui est  de 

capaci t6 ext6r ieure  nulle. 

1 Soient en effet O et R le centre et le rayon  deB 0. La trace e sur  S des rayons  sur  lesquels U n 'es t  

pas  continue appar t ien t  ~ la project ion (de centre O) de l 'ouver t  G k qui, pour  ]c assez grand,  est situ6 dans  

l ' intersph~re E(R(1--*:) ~ O M  ~ R(1-k e)), car F est suppos6e continue dans  l ' int6rieur de B 0. S i m  et m'  

sont  les projections de deux points  M et M '  de Gk, le r appor t  m m ' / M M '  est borne. I1 r6sulte alors d ' u n  

th6or~rne connu de M. BRELOT [5] sur  les t rans format ions  continues rninorant  les distances que la 

capacit6 ext6rieure de I a projection de G k tend vers 0 avec 1/k ; e est donc de capacit6 ext6rieure nulle. 



176  J a c q u e s  D e n y .  

La  reprdsenta t ion conforme sur le cerele-unit6 d ' un  domaine  plan s implement  

connexe et  born6 est, comme il est bien connu,  un exemple  d 'une  telle hom6omorphie .  

L 'exis tence  de limites radiales quas i -par tout  a 6t6 6tablie pa r  A. BEURLING [2]. 1 Ce 

r6sul tat  a 6t6 re t rouv6 par  J .  DUFaESNOY I l l ]  poursu ivan t  des t r a v a u x  de M lie 

Fer rand.  2 

Le  th6or~me 1, compl6t6 par  le lemme 3, donne un r6sul ta t  plus pr6cis que 

l 'existence des limites radiales quas i -par tout  ;3 il me t  en 6vidence une sorte de con- 

tinuitd de la correspondance entre les points-fronti~re m e t  p(m) eux m~mes : p(m) est 

une fonct ion cont inue de m e n  tou t  point  m 0 non except ionnel ,  abs t rac t ion  fai te  d ' un  

ensemble effil6 en ms. 

Observons 6galement  qu 'en  ver tu  du th6or6me 2, l 'aff ixe de p(m) est la l imite 

vers laquelle t end  la valeur  moyenne  de f (z)  sur un cercle de centre  m o lo r sque  le 

r ayon  de ce cercle t end  vers 0, f (z)  6tant  la fonct ion qui r6alise la repr6senta t ion 

conforme du cerele C o sur co, prolong6e & l 'ext6r ieur  de Co en lui a t t r i b u a n t  la m6me 

valeur  en deux points  inverses. 

Ces propri6t6s sont  poss6d6es ~gaiement  pa r  les repr6sentat ions  quasi-conformes 

du plan, c 'est-~-dire les hom6omorphies  cont inf iment  diff6rentiables don t  la t rans-  

fo rmat ion  lin6aire t angen te  adme t  pour  indicatr ice une ellipse d 'excentr ic i t6  born~e. 

Dans  l 'espace R p (p > 2) on peu t  appeler  hom6omorphie  quasi-conforme tou te  

hom~omorphie  cont inf iment  diffdrentiable dont  la t r ans fo rmat ion  lin6aire t angen te  a 

pour  (( indicatr ice ~ une ellipsoide don t  les ellipses principales sont d 'excentr ic i t6  born6e. 

Si P ~ F ( M )  est une hom6omorphie  quasi-conforme entre  la boule B 0 et  un domaine  

born6 w, il est  ais6 de voir  que les coordonn6es de P sont  des fonct ions de la classe (BL)  

dans B0, car  les d6riv6es partielles sont  de puissance p-i~me sommable,  donc a fo r t i o r i  

de carr6 sommable.  4 

1 Ces au teurs  considbrent 6galement des fonctions ha rmoniques  de )a  classe (BL) dans  le cercie- 

unit6. Signalons que c 'est  p o u r  obteni r  ce r6sul ta t  que A. Beurl ing a in t rodui t  la not ion de capacit6 

ext6rioure. 

2 j .  FERKAND, E tude  de la repr6sentat ion conforme au voisinage de la fronti~re (Ann. E. N. S., 59, 

1942, p. 43--106).  

a La propri6t6 exprim6e pa r  le lemme 3 entralne en part iculier  l 'existence d 'une  * limlto angulaire 

de la fonction ~" = f(z) qui r6alise la repr6senta t ion conforme, lorsque z tend vers le point-fronti6ro non  

exceptionnel m 0. Signalons 6galement sans  d6monst ra t ion  qu'elle entralne qu ' une  fonction ha rmon ique  

U(M) de la classe (BL) et born6e dans  une boule B de R 3 admet  on tou t  point-fronti6re m 0 non  exceptionnel  

une  ~ limite conique * (U(M) tend vers U(m,) lorsque M tend vers m o en res tan t  dans  un  c6ne de r6volut ion 

d 'axe  Omo, de som m et  m et d 'angle au  somme t  inf6rieur /~ ~z). On sait  que si on suppose  settlement U 

ha rmonique  et born6e dans  B on peu t  aff i rmer l 'exlstence d 'une  limite conique p resque -pa r tou t  (reals 

non  quas i -par tout )  sur  la fronti6re. 

4 0 b s e r v o n s  d'ail leurs que l 'existence d 'une  repr6senta t ion quasi-eonforme de B 0 sur  u n  domaine  

hom6omorphe  donn6 n ' es t  pas  6vidente d~s que le nombre  de dimensions surpasse  deux. 



L e s  p o t e n t i e l s  d ' 6 n e r g i e  f in ie .  177 

5. Potentiels de Green d'gnergie finie. Fonctions de la clasae (BL) dana un  domaine. 

Soit ~o un domaine queleon~lue de R p (p > 2), dont le eompl~mentaire est de 

capacit6 positive. Pour  p = 2, on supposera de plus m born6 (par homoth~tie, son 

diam6tre peut 6tre choisi inf6rieur s l'unit6). Si/~ est une mesure positive dana o~, le 

potentiel de /~ par rapport  s la fonetion de Green G(M, P) = UeM(P) - Ue'M(P) est 

par d6finition : ~ 

U~(M) ~ fG(M,  P ) d z ( P  ) . 

L'6nergie de/2 par rapport  s la fonetion do Green est : 

Lorsque / ,  est h, support compact dana co, le potentiel de Green s'6crit : 

(4) U~(M) = U~(M)--  U~ ' (M) ,  

oh #' est la balayde de/~ sur le compldmentaire Co~ ou, ee qui revient au m6me dans te 
$ 

eas newtonien consider6, sur la fronti6re o~. Par  d6finition on a done : 

I1 ,t1:, = tv" d  = = 

oh [I/~]] ~ d~signe l'6nergie par rapport  au noyau newtonien. Or l'iat6grale I UtCd/~ est 

Iinie, puisque le support  de/~ est ~ distance positive de *. Done pour qu'une telle 

mesure soit d'~nergie finie par rapport  ~ la fonZtion de Green, il faut et il suffit 

qu'elle soit d'~nergie finie par rapport  au noyau newtonien. La relation f U #  d / t~  I I#'ll ~ 

permet d'ailleurs d'~crire 

(5) I1~11~ = II~*ll~-II~'ll ~ =  II~-~, ' l l* .  

Lemme 5. L'dnergie par rapport ~ la fonction de Green d'une mesure t~ fi support 

compact dans co a pour expression : 

(6) II~ll~ = 1 f (p--2)sp Igrad U~l~dv 

(pour p = 2, on a pos6: (p--2)s n = 2n).  

1 eM es t  la ba lay6e  sur  ~o de  eM, m a s s e  + 1  plac~e au  p o i n t  M de m. O n  p e u t  d~finir ce t te  m e s u r e  
d a n s  le cas  d ' u n  d o m a i n e  n o n  born6  de R ~ (Cf. M. BRELOT, Sur  le rSle d u  p o i n t  k l ' inf ini  dana  la th6or ie  

des  fonc t ions  h a r m o n i q u e s ,  Ann, E: N.  S., 61, 1944, p.  301- -332) ,  cas  que  n o u s  n ' e n v i s a g e r o n s  p a s  p o u r  

6vi ter  les diff icul t6s s ignal6es  au  chap i t r e  pr6c6dent .  

L a  th6orie  d u  po ten t ie l  p a r  r a p p o r t  ~ la fonc t ion  de Green  es t  d6velopp~e a y s t 6 m a t i q u e m e n t  pa r  

O. FROSTMAS [14], d a n s  le cas  p l u s  g6n6ral  d u  n o y a u  d ' o rd re  c~(0 ~ c ~  < 2). 

12. Actz* mathematiea, 82. Imprim~ le 20 ]anviet 1950. 
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La relation (5) montre en effet que J]/~ll~ n'est autre qUe l'~nergie (par rapport 

au potentiel newtonien) cle la mesure/~--#' ,  d~finie dans R p. Le potentiel U ~ '  est 

'de la classe' (BL) dans R p, et on peut ~crire, (chap. III ,  relation (6)) : 

1 I - - ~  I]1~11~ ] l /~ - - / t ' l ] ' - -  (p--2)sp Igrad Ul'-~'l~dv "~' 

Or U~-~' est nul quasi-partout sur le compl~mentaire Cco, et vaut  U~ dans co, d'apr~s 

(4), d'oh le r~sultat. 

Distributions d'6nergie finie par rapport d la fonction de Green. Consid4rons 

l'espaee des mesures/~ qui sont des combinaisons lin~aires (& coefficients complexes) 

de quatre .mesures positives d'~nergie finie h support dans co, norm~es par I I/~] I~- Si 

{/~n} est une suite de Cauchy pour cette norme, /~, tend (au sens des distributions) vers une 

distribution T dans co. 

Soit en effet ~ une fonction indSfiniment d~rivable nUlle hors d 'un compact de co; 

elle est de la forme ~ = U~, avec yJ =- Aq~/(p 2)s r (car U~--~  est harmonique 

dans co, born~e et quasi-partout nulle s la frontibre, done identiquement nulle). On 

a donc : 

I~ .+~(~) -~ . (~)1  --  l SU~(d/~n+k-d/~.)l <--IIv, ll., I1~. ,~-~. I1 . ,  �9 

Les nombres/~.(~) convergent done umtormement  par rapport aux tonctions 

d'un ensemble born~ de fonctions ind~finiment d~rivables h support dans co, car les 

quantit~s I[~ll~ sont alors born~es uniform~ment. 

Les distributions ainsi obtenues sont dites d'dnergie finie par rapport ~ la fonction 

de Green; l'~nergie correspondante est :  

l iTI ]~ = lim [ [ / ~n ] l~  �9 

L'espace de ces distributions, norm~es par ]]T]I~, est ~videmmentcomplet. 

Potentiels de Green d'dnergie finie, Lorsque T e s t  une distribution d'~nergie finie 

(par rapport au noyau newtonien) h support compact dans co, elle est d'~nergie finie 

par rapport h la fonction de Green (avec la  d~finition pr~c~dente)et  on a :  

(7) l l T l l ~  = I ITI I~-- I IT ' I I  ' 
* 

oh T' est la balay~e de T sur co. En effet s~ {/~,} est une suite de combinaisons lin~aires 

1 Cette relation est valable dans lecas  du plan, car les hypotheses faites alors en t r a~en t  que/~--p '  
est de masse totale nulle. 



Les  p o t e n t i e l s  d ' 6ne rg i e  f inie.  179  

de mesures positives port6es par un Compact fixe de ~ e t  tendant fortement (par 

rapport  au noyau newtonien), vers T,/~'n tend fortement vers T' ,  done {/t~} est une 

suite de Cauchy pour la norme [I/~n[]~ ] #n--/~n[[ d 'oh  le r6sultat. 
Le potentiel de T U T _  uT, . . . . .  Green U~ ~ est alors bien d6fini, et c'est une fonction 

�9 T ' ' 1 de la classe (BL) dans r On peut 6galement donner un sens a U~ dans lecas  genera 

d'une distribution T dans o~, d6finie par une suite de Cauchy {~n} pour la norme 

]l#~l]w. En effet les f0nctions U~ n convergent au sens des distributions dans to vers 

une distribution bien d&ermin6e U, car les nombres I U~'~d~ convergent uniform6- 

ment pour tout  ensemble born6 de fonetions ~ ind6finiment d6rivables ~ support  

compact dans o~, d'apr~s : 

- Iu n d l <-II lt  

Pour j -  1,2 . . . . . .  p, les distributions ~U~/~xjconvergent vers ~U/~xj ([18]), Mais 

d'autre part, les U~ ~ forment une suite de Cauchy pour ! a norme (D(U/~))x/z (lemme 5)~ 

done les fonctions ~Uo~/~xj convergent en moyenne quadratique dans w (done au 

sens des distr ibutionsdans to) vers les d6riv6es Partielles ~F/~xj dlune fonction F de 

la classe (BL) dans co (d'apr~s le th6or~me de O. Nikodym rappel6 au w 1). Ceci 

entralne U = F+ete  dans ~o. La distribution U est done identique k une fonction 

U T de la classe (BL) dans o), qu'on appellera potentiel de Green de.la dis.tribution T. 

Le th6or~me 1 permet d'ailleurs de d6finir U T g u n  ensemble de capacit6 ext6rieure 

nulle pr~s. On a d 'autre par t :  

1 i - - ~  . . . . . .  T I~ -- (p 2)s~ ]gradUT]~d~" 

Le potentiel U T et la distribution T sont li6s par la relation: O) 

(s) A U o = -- ( p "  2)soT 

qui se d6montre imm6diatement par passage s la limite (rappeions qu'ii s'agit d e  

distributions dan~ o)). I1 en r6sulte que T e s t  de la forme T = , d i v  I,  oh i est un 

vecteur de cart6 sommable dans to. La r6ciproque est &ablie par le lemme suivant : 

Lemme 6. Si  I eat un vecteur de carrd sommable dana o~, la distribution T 
__). 

--div I,  ddfinie dane l' ouvert ~o, 1 eet d' gnergie finie par rapport ~ l~ fonction de Green, 

et on a : 

x I1 fau t  bien dist inguer ici - -  div I e n t a n t  que dis t r ibut ion dana tou t  l 'espace, et en ran t  que 

dis t r ibut ion dana r ; cette derni~re n ' es t  pas,  en g6n6ral, la restriction/~ to d 'une  dis t r ibut ion d6finie dans  

t ou t  l 'espace. 
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(9) [ITtI~ < (p---~)% 

Soit en effet I .  la restriction de I ~ un compact  E~ de o, ; posons T ,  ~ - -d iv  I ,  ; 

T~ est d'6nergie finie pour le noyau  newtonien (chapitre I I I , w  4) ; U~ ~ est done un 

potentiel  de Green d'6nergie finie, et  on a, d'apr6s (7) et le chapitre I I I ,  ( l l ) :  

[IT~[I~ = I[T~II'--[]T'.II '<]lT, II~ <_ (p--2)% ~lI,,t'dv 
d'oh : 

---> 

2 }LT.+k~T,~I ]oJ < (P-- 2)% f ]I'*+k--I"l'd~ 

ce qui montre  que (T ,}  est une suite de Cauchy pour la norme IITn][,, lorsque le 

compact  E~ tend  en croissant vers to. T ---- - -d iv  I est bien une dis tr ibut ion d'6nergie 

finie, par  rappor t  k la fonction de Green, puisque e'est la l imite (au sens des distri- 

but ions dans w) des T~ --~ - -d iv  I , ,  distr ibutions d'6nergie finie fo rmant  une suite 

de Cauehy. 

Cette remarque va  nous eonduire k une d6composition canonique des fonetions 

de la  classe (BL) dans un domaine : 

T h 6 o r 6 m e  4. Toute fonction F de la classe (BL) dans un domaine eo peut s'gcrire 

sous la forme 

(lO) F = Uo~+H, 

or U~ est un potentiel d'dnergie finie par rapport h la fonction de Green de r et H une 

fonction harmonique dont le gradient est de carrd sommable dan8 to. 
- 0 .  ~* 

En  effet le vecteur  I ~-- grad F/(p 2)sp est par  d4finition de carr4 sommable 

dans to. La  distr ibution T = - -d iv  I e s t  done d'4nergie finie par  rappor t  ~ la fonet ion 
J 

de Green (lemme 6). La  fonetion H ~ F - -  U T e s t  de la classe (BL) dans to ; mont rons  

qu'elle est harmonique  dans ce domaine ; on a en effet : AH -~ A F - - A  /sTT~,, d 'oh 

AH --- O, en vertu de (8) et  de la relation T --~ - -d iv  I -~ --AF/(p--2)%. Un th6or6me 

de L. SCHWARTZ [18] conduit  alors au r6sultat.  1 L'unici t4 de la d6composition (10) 

r6sultera du th4or6me 5. 

6. Varidt4s lindaires dan8 l' espace des fonctions de la elasse (BL ) dans un domaine. 

D4signons par  ( ! ~ )  l 'espace des fonetions F de la classe (BL) dans un domaine 

* Toute  dis t r ibut ion ha rmonique  ( ~ H  = 0) est uno fonetion ha rmonique  au sens ordinaire. 



Les po ten t ie l s  d '6nergie  finie. 181 

r norm~es par (D(F)) ~/~. C'est un espace hilbertien (th~or~me de O. Nikodym). Le 

produit scalaire de deux fonetions F et G est d~fini par : 

D(F, G) = I grad ~'. grad Gdw.  

L'espaee (~)  des fonetions harmoniques uniformes de la classe (BL) dans ~o est 

eomplet, comme il est bien connu, et eonstitue done une vari~t~ lin~aire ferm~e 

de (H~). 

L'espaee (U) des potentiels de Green U~ d'$nergie f.inie, norm~s par (D(UT)) ~'~ = 

((P-- 2)sp)~/~llTt tr eonstitue ~galement, d'apr~s le paragraphe precedent, une vari~t~ 

lin~aire ferrule de (H ~). (1I) est d'ailleurs isomorphe s l'espace ~(~) des distributions 

dans r d'4nergie finie par rapport  s la fonction de Green, norm~es par tlTII~. 

)/ous dirons qu'une distribution N de ~(~) est normale si le potentiel de Green 

U~ est nul hors d 'un compact de co. ~ Nous pouvons ~noneer : 

Lemme 7. Les distributions normales eont denies dans ~(o~). 

Soit en effet {~o~} une suite de domaines croissants vers r avee D~ c ~o ; d~signons 

par ~ la vari~t~ lin~aire ferm~e constitute par les distributions de ~eo) dont  le 

support appartient ~ C~%. Soit enfin T u n e  distribution queleonque de ~ ) ,  T~ sa 

projection sur ~ .  

T n peut  ~tre appel~e balay~e de T sur Co)~ au sens de la fonction de Green. On 

a facilement : U~ = U~" quasi-partout sur Co)~, done T - - T  n est une distribution 

normale. Or t tT~I {~ tend vers 0, car les ~ ,  sont d~croissantes, et  |eur intersection se 

r~duit ~ la distribution nu|le. T e s t  done limite forte des distributions normales T T n. 

T h ~ o r ~ m e  5. (U) et (,~ ) constituent deux vari~tds lingaires orthogonales complg- 
mentaires de (H~). 

T Soieflt en effet H E  (~3) et U~E (U). D'apr~s le th~or~me 4, tout  revient h 

montrer la nullit~ du produit sealaire 

D(u , HI - grad 
r 

Or le lemme 7 exprime que les potentiels engendr~s par les distributions normales 

sont denses dans (U);  on peut done supposer clue T e s t  normale, ce qui entratne 

d'aflleurs U~ -- U T. Soient E le support  de cette fonction, et D u n  domaine r~gulier 

I Of. G. CHOQUET et J .  DENY : Sur une propri6t6 de moyenne caraet~ristique des fonctions har- 
monique8 et polyharmoniques (Bull. ~oc, Math. de France, 52, 1944, p. 118--140). 



182  J a c q u e s  D e n y .  

(limit~ par exemple par un nombre fini de surfaces h eourbure bernie), eel que 

E c D c D c o9. H coincide dans D avee le potentiel UP d'une mesure d'~nergie 

finie port~e par D. ~ On peut done $crire, d'apr~s le ehapitre I I I  (w 3) : 

D(U T, H) = U T. g r a d / 1 d r  = (p--2)s~ IUTd~ ~-- O . 

Les potentiels de Green " . . . .  d energm from jouent done le r61e de fonctions(( antiharmoni- 

ques ~ pour la norme D(F).  

Sur un thdor~me de L. Ahlfors. Soit F une fonction particuli~re de l'espace 

( ~ )  ; elle est,  d'apr~s le th~or~me 4, de la forme F U ~ H . T  D~signons par ~ la 

vari~t~ lin~aire (~videmment non ferrule) des fonctions G E ( ~ )  telles que F - - G  

'soient nulles hers d'un compact' de w. 

Cherehons |'expression g~n~rale de eette fonetion G: Comme G F E ( ~ ) o n  a, 

d'apr~s (10) : G - - F  N U w ~ K ,  avee KE (~), et N a pour support un compact de co 

frontmre (cela r~suIte par exemple de (8)). U~ est done nulle au polnts r~guliers de la ~ "' 

w, et bernie sur cette fronti~re, ce qui entralne que la fonction harmonique K est 

identiquement nul|e dans w, et par Suite que N e s t  normale. L'expression eherch~e 

est ~ done : . . . . . . . . .  
G ~ F-I-U N, oh N est normale.  

�9 Les distributions normales ~tant denses clans ~[9 (~) (lemme 7), la vari~t~ lin~aire 

ferm~e ~ engendr~e par ~ est ~videmment constitute par les fonctions G de la forme 

G ~- H-t-U~, oh S est une distribution queleonque de ![9 (~ et on peut ~crire, d'apr~s 

le th~or~me 5: 
. . . . .  D(G) -~ D(H) q- (p--  2)srl ISI 12 . 

Le minimum de eette expression est obtenu pour S : 0; on peut done ~noncer : 

Soient F e ( !~ ) ,  et ~ la vari~t~ lin~aire pr~c~demment d~finie ~ partir de F. 

II  existe une fonction harmonique H et une seule (dune  constante additive pros) dans w 
qui est telle que : 

inf D( G- - H)  = O . 

T (c'est:~-dire la Projection de F C:est la fonction H de la dgcomposition F ~-- Vo~q-n 

su r (~)),  et on a de plus: 

1 Representat ion potentielle des fonctions harmoniques de C. de la Yall~e-Pouissin. Pour  p ~ 2, 

o n  a seulement H ~- U p ~-Cte, ~ce qui est sans importance puisqu'on consid~re seulemen~ grad H. 
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D(H) -~ inf  D ( G ) .  
GE~ 

Ces r ~ s u l t a t s  o n t  ~t~ donn~s  p a r  L .  AHLFOaS [ I ]  d a n s  le eas  des  f o n e t i o n s  de  l a  

c lasse  ( B L )  e o n t i n f i m e n t  d i f f ~ r e n t i a b l e s  d a n s  u n  d o m a i n e - p l a n .  A j o u t o n s  que  si (Gn} 

e s t  une  s u i t e  de  f o n c t i o n s  de  ~ p o u r  l e sque l l e s  on  a l i m  D(Gn) ~ inf  D(G) ,  G~ t e n d  
n GE~ 

f o r t e m e n t  v e r s  H .  
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