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H e r r n  Prof .  Fr iedr ieh  Riesz  z u m  70. G e b u r t s t a g e  h o e h a e h t u n g s v o l l  zugeeignet .  

J a r n i k  2 ha t  folgenden Satz  bewiesen:  

Sind P l , . . . ,  Pk Pr imzahlen ,  e 1 . . . . .  e k n ich tnega t ive  ganze Zahlen,  L i ~-- 

L~(x) = L i ( x l , . . . ,  Xn)( i  ~ 1, . . . ,  k) Funk t ionen ,  so dass L i fiir pi-adische ganze 

Zahlen xl . . . . .  x~ eine pi-adische ganze Zahl  ist und  aus 

Li(x  ) ~ L i (y  ) (mod p~*) 
s te ts  

L i ( x - - y )  --: 0 (mod p~i) 

fo lg t ,  ha t  ein konvexe r  K 6 r p e r  R i m  n-dimensionalen  Eukl id ischen  R a u m  R~ den 

Mi t t e lpunk t  0 ~ (0 . . . .  ,0 )  und  das Volumen  

V ( ~ )  > 2n~0~ ~ ek �9 ' '  /)k, 

so en tha l t  ~ einen G i t t e r p u n k t  3 x =~ 0 mi t  

Li (x  ) ~ 0 (mod p~) (i ~ 1, . . . ,  k). 

Wie aueh J a r n i k  b e m e r k t  hat ,  en t s t and  sein Satz  als Vera l lgemeinerung eines 

Satzes yon  Mahler  4, der  sich auf  den Spezialfall bezieht ,  wo ~ ein Para l le lo top  

1 Diese Arbe i t  ( insbesondere  Satz  2) bi ldete  e inen  Teil  e ines  Vor t r ags  von  mi r  geha l t en  a m  26. 
Apri l  1948 im S emi na r  von  Prof .  T.  Nagel l  an  der  Un ive r s i t~ t  in Uppsa la .  (Satz 1 e n t s t a n d  ers t  in- 

zwischen,  n a c h d e m  mi r  J a r n i k s  Satz  b e k a n n t  wurde . )  
V. J a rn ik ,  Sur  u n  th~or~me de M. Mahler ,  ~asop i s  pro P~s tov~nf  Mat .  a Fys . ,  68 (1939), 8 .59  

- - 6 0 .  
3 E i nen  P u n k t  x ~ (xl, . . . ,  Xn) m i t  ganzen  r a t iona len  x i n e n n e n  wir e inen  G i t t e rpunk t .  

4 K .  Mahler,  ~ b e r  D i ophan t i s che  A p p r o x i m a t i o n e n  im  Gebiete  der  p -ad i schen  Zahlen ,  J ah re sbe r .  

d, d e u t s c h e n  M a t h e m a t i k e r v e r e i n i g u n g  44 (1934), S. 250--255,  
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und L i eine homogene Linearform mit ganzen pi-adisehen Koeffizienten ist. Jarniks 

Satz l~sst sieh so verallgemeinernS: 

Satz 1. Sind  m~ . . . .  , m k nat~rliehe Zahlen, L i = Li(x ) ~ Li(x 1 . . . . .  x~) (i 

l . . . . .  lc) Funktionen,  die fi~r ganze rationale x~ . . . . .  x~ ganz rational sind, zieht 

dabei 

(1) L & )  ~ Li(y ) (rood mi) 
jedesmal 

(2) L i ( x - - y  ) =~ 0 (mod mi) 

nach sich, so enth~It jeder ]convexe K6rper ~ in R ,  mit  dem Mittelpun]ct 0 und 

(3) V(~t') ~ 2am1. . .m~ 

einen Gitterpun]ct x ~: 0 mit  

(4) Li(x ) ~ 0 (mod mi) (i = l . . . . .  k) . 

Setzt man fiir die m i eine Primzahl p und fiir die L i homogene Linearformen 

mit ganzen rationalen Koeffizienten ein, so entsteht ein Sloezialfall des Satzes, der 

mehrere wichtige Anwendungen zul~sst, worauf wir an einer anderen Stelle eingehen. 

Hier beschr~nken wir uns bezfiglich dieses Spezialfalles darauf, dass wit ihn in eine 

merkwfirdige andere Form bringen, die ein endlich-pro]ektivgeometrisches Analogon 

des Fundamentalsatzes yon Minkowski genannt werden kann. 

Denken wir eine Primzahl p festgehalten. Indem wir die ganzen rationalen 

Zahlen als Elemente des Primk6rpers K(p)  yon der Charakteristik p auffassen, so 

wird jedem Gitterpunkt x =  (x~, . . . ,  x~) mit nicht lauter durch p teilbaren x~, . . . ,  x~ 

ein Punkt  eines (n--1)-dimensionalen (endlichen) projektiven gaumes-Pn-1 fiber 

K(p)  eindeutig zugeordnet 6. Obige SpeziMisierung yon Satz 1 liefert uns den folgenden : 

Satz  2. Ist  1I~ ein r-dimensionaler linearer Unterraum des (n--1)-dimensionalen 

projelctiven Raumes Pn-!  4~ber K(p),  ~ ein lconvexer KSrper in R~ mit  dem Mittel- 

punlct 0 und 

M a n  s i e h t  so ein,  d a s s  u n s e r  S a t z  e ine  V e r M l g e m e i n e r u n g  des  S a t z e s  y o n  J a r n i k  is t .  D e f i n i e r t  

m a n  in  d i e s e m  d ie  L i n u r  f i i r  g a n z e  r a t i o n a l e  ( s t a t t  ffir p i - a d i s c h e )  Z a h l e n  Xl, . . . ,  x n u n d  e r s e t z t  d ie  

W e r t e  v o n  L i j e  d u r e h  e i n e n  g a n z e n  r a t i o n a l e n  N ~ h e r u n g s w e r b  rood  p~i,  so k o m m t  m a n  e b e n  z u m  Spe-  

z i a l f a l l  m i ~ p e j ( i  ~ 1 . . . .  , k )  y o n  S a t z  1. (Diese  S p e z i a l i s i e r u n g  b e d e u t e t  i i b r i g e n s  k e i n e  w e s e n t l i c h e  

E i n s e h r ~ n k u n g  v o n  S a t z  l ,  d e n  w i r  e b e n s o g u t  n u r  f i i r  m i = p~i  h ~ t t e n  a u s s p r e c h e n  d i i r fen . )  M a n  k a n n  

d e s h a l b  s agen ,  d a s s  J a r n i k s  S a t z  n i c h t  v o m  W e s e n  n a e h  ~p-~disch(~ ist .  

6 B e k a n n t l i c h  d e f i n i e r t  m a n  P n  a ls  d ie  M e n g e  d e r  ~>Punkte(( ~ = (~1, �9 �9 ", ~n+l),  w o b e i  d ie  ~i n i c h t  

l a u t e r  v e r s c h w i n d e n d e  E l e m e n t e  v o n  K ( p )  s ind ,  d ie  n u r  b i s  a u f  e i n e n  g e m e i n s a m e n  F a k t o r  i n  B e t r a c h t  

k o m m e n .  L i n e a r e  U n t e r r ~ u m e  u n d  i h r e  D i m e n s i o n  s i n d  d a n n  w ie  ( ib l ieh  zu  de f i n i e r en .  
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(5) V ( ~ )  >= 2np n~r-t (r = 0 . . . .  , n - - 1 ) ,  

enthdlt ~ ke inen  Gitterpunlct (~- O) mi t  lauter durch p teilbaren Koordinaten ,  so gibt 

es e inen Gi t terpunkt  in  .~, dem ein Punlct  v o n  H r zugeordnet ist. 

Beweis yon  Satz 17. Die Menge der Gi t t e rpunk te  bezeichnen wit  mit  ~ und 

nennen das nati ir l iche Punk tg i t t e r .  Im  aligemeinen vers tehen wir un te r  einem 

Punk tg i t t e r  das durch  eine n ich tausgear te te  und  0 fes thal tende Affinit~t erzeugte 

Bild yon  ~ .  Der  Fundamen ta l s a t z  yon  Minkowski lau te t  (in aff in invar ianter  Form)  

so : Gilt 

(6) V(~) >= 2'~V(~3), 

wobei ~ einen konvexen  KSrper  mit  dem Mit te lpunkt  0 und 2~ ein Grundparal lelo-  

top  eines Punk tg i t t e r s  ~J~ bezeichnet,  so enthi~lt ~ einen P u n k t  ~ 0 yon  ~J~. Unser  

Beweis yon  Satz 1 wird einfach darin bestehen,  dass wir diesen Satz auf den eben 

formul ier ten  Fundamenta l sa t z  zuriickftihren ~. 

Bezeichne je tz t  ~J~ die Menge derjenigen Gi t t e rpunk te  x, ftir die 

(7) L~(x) ~ 0 (mod mi) (i ~ 1 . . . .  ,/c) 

gilt. Aus der Annahme  folgt, dass T~ einen Un te rmodu l  yon  ~ bildet, wobei die 

P u n k t e  von ~ wie Vektoren  zu addieren sind. Auch geh6ren die P u n k t e  x von  

mit  Iestem Li (x  ) mod m i (i = 1 . . . .  , It), s tets  in eine feste Nebenklasse von ~ ,  

also ist der Index  von ~J~ endlich und h6chstens m I . . .  mk. Hieraus folgt, dass TR 

ein Punk tg i t t e r  ist. Selbst der gesagte Index  ist bekannt l ich  gleich dem Volumen 

eines Grundparal le lo tops  ~3 von  ~ ,  und so haben wir bekommen,  dass je tz t  wegen 

(3) noch mehr  (6) gilt. Hiernach  enthi~lt ~ einen Gi t t e rpunk t  x(=P 0) in ~0~. Da 

hierffir auch (7) gilt, so haben wir den Beweis yon  Satz 1 beendet% 

Beweis yon  Satz 2. Die P u n k t e  x v o n  ~I  r lassen sich durch Kongruenzen  

(8) Li (x  ) - -  0 (mod p) (i = 1, . . . ,  n - - l - - r )  

charakterisieren,  wobei die Li (x  ) = L i (x  1 . . . . .  Xn) homogene Linear formen mi t  gan- 

zen ra t ionalen Koeff iz ienten sind. Das bedeute t ,  dass ein Gi t t e rpunk t  x =  (x~, . . . ,  x~) 

mi t  nicht  lauter  durch  p te i lbaren x~ . . . .  , x .  dann  und nur  dann  eine L6sung yon  

(8) ist, wenn der zugeordnete  P u n k t  y o n  P n - 1  in It r geh6rt .  Die Anwendung yon  

7 0 b i g e r  Beweis ist leichter als der Originalbeweis des weniger allgemeinen Satzes von Jarn ik .  

s Umgekehr t  s t i m m t  der Fall k - - 0  von Satz 1 mit  dem Fundamen ta l sa t z  von Minkowski tiberein. 

9 0 b i g e r  Beweis zeigt, dass Satz 1 im Grunde die Anwendung  des Fundamenta l sa tzes  von Min- 

kowski auf das als die L6sungsmenge yon (4) definierte Punktg i t t e r  ist. 
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Satz 1 mit  k : n - - r - - l , m  1 . . . . .  m k ~ p ergibt  also eben die Richt igkei t  

von Satz 2. 

Bemerkungen.  Als einfaches Beispiel ftir Satz 2 be t rach ten  wir den Fal l  

n ~- 2, r --~ 0. Dann  ist ~ ein konvexer  Bereich in der Ebene  R2, ferner  handel t  es 

sich um die P u n k t e  1I 0 der (endlichen) pro jekt iven  Gerade P1. Verwendet  man  fiir 

diese inhomogene Koord ina ten ,  so gewinnt  man  folgendes: 

Bezeichne ~ einen konvexen Bereich in der Ebene mit  dem Mittelpunlct 0 und 

dem Inhal t  4 p, so dass ~ ausser 0 keinen Gitterpunkt (x, y) mit  plx, y enthitlt. Durch- 

lduft (x, y) alle Gitterpunkte ~ 0 yon ~,  so representiert y alle Restklassen rood p. 
x 

W/~hlt man  ftir ~ insbesondere das Quadra t  Ix], ]y[ ~ VP, so k o m m t  man zu einem 

wenig beach te ten  Satz von  Thue  1~ dem aber  zuerst  Scholz 11 diese Formul ie rung  gab, 

der auch einen zweiten/~hnlich leichten Fall  be t r ach te t  hat .  Von diesen Beispielen 

ausgehend bin ich allm/~hlich zum Satz 2 gekommen,  dabei ha t  mir  auch ein Ge- 

dankenaus tausch  mi t  Her rn  T. Szele geholfen. E inen  Tell der oben in Aussicht 

gestel l ten Anwendungen werde ich aus Thues  Satz gewinnen. 

10 A. Thue ,  E t  pa r  a n t y d n i n g e r  til en  t a l theore t i sk  me thode ,  Chr is t ian ia  Videnskabs -Se l skabs  
Forhand l inger ,  1902. No. 7, S. 3 - -21 .  

11 A. Scholz, E i n f i i h rung  in die Zahlen theor ie ,  Ber l in  1939, insb. S. 45 - -46 .  


