
PERIODISCttE ZYKLISCttE DIFFERENZENMATRIZEN. 
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T. S Z E L E  
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w 1. Einleitung. 

Sei G eine beliebige addi t ive Abelsche Gruppe  und  

(1) g o ,  a I . . . .  , a m _  1 

eine Folge yon  m ( ~  2) E lemen ten  aus G. Die Folge 

(2) al--ao,  % - - a  I . . . . .  ao--am_ 1 

nennen wir die zyklische Dif ferenzenfolge yon (1). Durch Wiederholung dieses Ver- 

fahrens erh/~lt man  eine m-spMtige unendliche Matr ix  M m m i t  der ersten Zeile (1), 

in der jede weitere Zeile die zyklische Differenzenfolge der unmi t te lba r  voran-  

gehenden Zeile ist. Diese Matr ix  nennen  wir die zur Anfangszeile (1) geh/)rende 

zylclische Di f ferenzenmatr ix  1. Die Matr ix  M m wird periodisch genannt ,  falls ihre 

(kq-1)-te Zeile ftir eine nati ir l iche Zahl k mi t  der ersten Zeile (1) i ibereinst immt.  

Wir  geben einige Beispiele ftir periodische zyklisehe Differenzenmatr izen an:  

1 ~ Die Null-Matrix Mm(0) mi t  der Anfangszeile 0, 0 . . . .  ,0 .  

2 ~ Die zyklisehe Differenzenmatr izen M*r(a , b) mit  6r Spal ten und  mi t  der 

Anfangszeile 

(3) a, b, b - -a ,  - -a ,  - -b ,  a - - b  . . . . .  a - - b  , 

die man  naeh der Bildungsregel 

(4) a 0 = a, a I = b, a k = ak_l--ak_ 2 (It = 2, 3 . . . .  , 6 r - - l )  

erh~tlt. Hier  sind a, b beliebige E lemente  aus G. 0 f f enba r  en t s t eh t  die Zeile (3) 

1 Matrizen yon solcher Bauar t  spielen eine wichtige t~olle in einer gemeinsamen Un te r suchung  

yon L. R6dei und yon mir  tiber das Problem der Darstel lung der Res tk lassenfunkt ionen  dureh P o l l  

nome. Siehe: 15. R:~DEI und T. SZELE, Algebraisch-zahlentheoretische Be t rach tungen  tiber Ringe I I .  - -  

Aeta mathemat iea ,  82 (1950), S. 210--241. 
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durch r-maliges Nebeneinandersetzen der Folge der ersten 6 Elemente. Die zur 

Anfangszeile (3) geh(~rende zyklische Differenzenmatrix M'r (a, b) ist periodiseh, 

denn ihre vierte Zeile stimmt mit (3) tiberein (es ist sogar jede Zeile yon M*r(a, b) 
eine zyklische Permutation yon (3)). 

3 ~ Betrachten wir eine Matrix Mm, deren Anfangszeile (1) aus lauter Elementen 

a i yon endlicher Ordnung in G besteht. Dann liegen s~tmtliche Elemente von M m 

in der endlichen Untergruppe {a0, a 1 . . . . .  am_l}, erzeugt yon den eingeklammerten 

Elementen. Da sich aus den Elementen einer endlichen Gruppe fiberhaupt nur 

endlich viele verschiedene m-gliedrige Folgen bilden lassen, muss die Matrix M~ 

eine Zeile haben, die mit einer vorigen iibereinstimmt. Ist die erste solche Zeile die 

l-re und stimmt diese mit der k-ten (k < l) fiberein, so lassen wir im Falle k > 1 

die ersten k--1 Zeilen yon M~ weg. So erhalten wir eine periodische Matrix mit 

lauter Elementen endlicher Ordnung. Eine solche periodische zyklische Differenzeu- 

matrix bezeichnen wir mit M~. 

4 ~ Alle Summen 
(5) M*~(a, b)+MG~ 

sind offenbar auch i)eriodisehe zyklische Differenzenmatrizen. 

In der vorliegenden Arbeit beweisen wir, dass mit den in den Beispielen 1 ~ ~ 

angegebenen schon aUe mSglichen periodischen zyklischen Differenzenmatrizen er- 

sch6pft sind, die sieh aus Elementen der Gruppe G bilden lassen. Obwohl dies als 

ein rein gruppentheoretischer Satz anzusehen ist, k(~nnen wir doch seine Riehtigkeit 

nur auf algebraischem Wege, insbesondere mit Hilfe des kr/fftigen Apparates der 

Differenzenrechnung zeigen. In w 2 mfissen wir n~mlich zuerst alle Typen von 

periodischen zyklischen Differenzenmatrizen im K(~rper A der algebraisehen Zahlen 

bestimmen, um auf diesem Grunde in w 3 den allgemeinen Fall erledigen zu kt~nnen. 

In w 4 weise ich auf eine sch(~ne gruppenalgebraische Anwendung des obigen Re- 

sultates'hin, die ich einer freundlichen mfindliehen Mitteilung vom Herrn Professor 

G. Haj6s verdanken kann. 

w 2. Die periodischen Matrizen M m im KSrper  A. 

In diesem w sollen alle Elemente der betrachteten zyklischen Differenzen- 

matrizen algebraische Zahlen sein. Die Null-Matrix lassen wir in diesem w ausser 

Betracht. 

Wir ordnen der zyklischen Differenzenmatrix M,~ mit der Anfangszeile (1) 

eine Funktion f(x) zu, die wir nur fiir die ganzen rationalen Werte yon x und zwar 
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durch 

(6) f ( i )  = a i 

(7) f ( x - ~ m )  = f ( x )  

(i --~ 0, 1 . . . . .  m- - l ) ;  

( x  = o ,  ~ 1  . . . .  ) 
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(a i ~ A ) ,  

definieren. Dann ist die (k~-l)-te Zeile der Matrix M m 

Akf(0), Akf(l), . . . ,  d k f ( m - - 1 )  

mit Af(x)  = f ( x ~ - l ) - - f ( x ) .  Ist die Matrix M~ periodisch, so gibt es eine natfirliche 

Zahl k, ftir die A~f(x) --~ f (x ) ,  d h. 

+> , +  +(< o o, . . . .  > 

gilt. Die Bestimmung aller periodischen Matrizen M~ im K6rper A kommt also 

auf die Angabe sEmtlicher gemcinsamer L6sungen f(x) der Differenzengleichungen 

(7), (8) hinaus. 

Nun gelten die folgenden Lemmas: 

L e m m a  12. Alle  L6sungen  f ( x )  einer Di f ferenzengle ichung 

(9) f ( x  ~- n) + b l f ( x  + n - - 1 )  + . . . ~-bnf(x)  = 0 (b~ c A )  

lassen sich in der Form 

(10) f ( x )  = clfl~-~ . . . +c , f l~  

angeben, wobei die c i beliebige algebraische Zah len  s ind  und  die fll die Wurze ln  der 

entsprechenden charah.'teristischen Gleichung 

(11) z~ ~ - b l z "  ~ - . . . ~b,~ ~ 0 

bezeichnen, vorausgezetzt, dass j e  zwei  fli, flj(i ~ : j )  verschieden sind.  

L e m m a  2. Zwe i  D~ferenzengle ichungen yon der F o r m  (9) besitzen eine (nicht 

ident isch verschwindende)  gemeinsame LSsung  f ( x )  nur  dann,  wenn  die entsprechen- 

den charakterist ischen Gleichungen gemeinsame Wurze ln  haben, und  alle gemeinsamen  

LSsungen  f ( x )  lassen sich in  der F o r m  

(12 )  f ( x )  - c 1 ~  + .  . . + c ~  

angeben, wobei fll . . . .  , fls die gemeinsamen  Wurze ln  der beiden charakteris t ischen 

2 Dies ist ein wohlbekannter  Satz in der Differenzenrechnung,  Siehe: N. E. N(SRLUND, Vorle- 

sungen tiber Differenzenrechnung (Grundlehren der Math.  Wiss. 13), Berlin (1924), S. 296. - -  Den 

sehr  kurzen Beweis dieses Satzes fiihre ich hier nu t  vol ls tandigkei tshalber  aus. 
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(lleichungen bezeichnen, vorausgezetzt, dass keine yon diesen mehrfache Wurzeln besitzt. 

Nach fl~+h= fl~flx ist es klar,  dass (10) i m m e r  eine L0sung yon  (9) ist. Sei 

anderersei ts  g(x) eine beliebige L0sung yon  (9). D a n n  lassen sieh c~, . . . ,  c n in (10) 

de ra r t  bes t immen ,  dass 

(13) f ( i )  = g ( i )  ( i  = o ,  1 . . . . .  n - l )  

gelten;  dies folgt daraus,  dass die D e t e r m i n a n t e  des Gle ichungssys tems (13) fiir 

die U n b e k a n n t e n  c a, . . . ,  c,,, als die Vande rmondesche  D e t e r m i n a n t e  yon ill, - �9  fin, 

naeh  Vorausse tzung  nicht  verschwindet .  Nach  (13) muss  dann  f(x) in jeder ganzen 

~ationalen Stelle x mi t  g(x) i ibere ins t immen,  da  auf  Grund  von  (9) eine L6sung 

f (x)  durch  ihre Wer te  an n naehe inander  folgenden ganzzahl igen Stellen x ein- 

deut ig  b e s t i m m t  ist. 

Die Rich t igke i t  v o m  L e m m a  2 folgt  e infach daraus ,  dass zwei F u n k t i o n e n  

f(x) yon  der F o r m  (10) ffir alle ganzen W e r t e  yon  x nur  dann  mi t e inande r  fiberein- 

s t immen ,  wenn sie (formal) identisch sind. W~tre n/imlich diese B e h a u p t u n g  fa]sch, 

so g~lten die unendl ich  vielen Gleichungen 

(14) ' x , z . ClOr 2f-Ct~X t = 0 (X ~ -  O, ~ 1 ,  . . )  

f ! 

mit  c~. . .  c t ~ 0 und  lauter  vone i aande r  verschiedenen a~ . . . .  , .%, was offensicht-  

lich ein Widersp rueh  ist, es folgt ja  aus (14) (schon ftir die Wer te  x = 0, 1, . . . ,  t - - l )  
t t 

nach  V a n d e r m o n d e  c I . . . . .  c t ~ O. 

Zu unseren Differenzengleiehungen (7), (8) gehoren die charakter i s t i schen 

Gleiehungen 

(15) x ~ - I  = 0 ,  

(16) (x - -1 )k - -1  = 0 .  

Keine  yon  diesen ha t  mehr fache  Wurze ln  und  so folgt  aus L e m m a  2, dass (7) und  

(8) n u t  dann  eine gemeinsame  LOsung f (x)  haben  k0nnen,  falls (15) und (16) ge- 

m e i n s a m e  Wurze ln  besitzen.  In  der komplexen  Zahlebene  liegen aber  die Wurze ln  

yon  (15) und  (16) auf  dem Einhei tskre is  u m  den Mi t t e !punk t  0 bzw. 1, woraus  m a n  

sieht,  dass (15) und  (16) nur  die beiden p r imi t iven  seehsten Einhei t swurze ln  als 

gemeinsame  LOsung besi tzen kOnnen a. D~nn  gilt  in (15) m = 6r und  nach  L e m m a  2 

sind alle gemeinsamen  LOsungen vori (7) und  (8) yon  der  F o r m  

(17) f(x) ~ ~ mi t  2 = c191q-c292 ~ / - - 9 i - ~ 1  = 0 (i = 1, 2). 

a Dies ist der einzige Punk t  in unserem Beweisgang, der nieht  rein algebraiseh ist. Aueh dieser 
Schluss liesse sich gewiss durch einen rein algebraisehen ersetzen; allerdings is~ aber der obige der 

denkbar  einfachste und  ktirzeste. 
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Mithin geniigt unsere Funk t ion  f(x),  die wir der periodischen zyklischen Differenzen- 

ma t r ix  M~  zugeordnet  ha.ben, der Differenzengleichung 

f (x~- 2 ) - - f ( x §  1) §  -- O, 

woraaus nach (6) und  (4) folgt, daass M m eine Matr ix  yore  Ty p  M*~(a, b) ist. Als 

Resul ta t  haben wir also bekommen,  dass mit den Typen unter 1 ~ und 2 ~ alle pe- 

riodischen zyt~lischen Differenzenmatrizen im K6rper A der algebraischen Zahlen 

ersch6p.ft sind. 

w 3. Die periodischen Matrizen M m in einer bel iebi~en 
Abelschen Gruppe G. 

Sei M~ eine yon  der Null-Matr ix verschiedene periodische zyldische Differenzen- 

ma t r ix  mit  der •nfangszeile (1), deren Elemente  zu einer beliebigen addi t iven 

Abelschen Gruppe G gehOren. Wir  zeigen, dass dann M m eine Matr ix  yore  T y p  

un te r  3 ~ oder 4 ~ ist (wobei un te r  4 ~ auch der T y p  2 ~ als Spezialfall mi ten tha l t en  ist). 

0 f f enba r  liegen alle E lemente  von M m in der Unte rgruppe  {ao . . . .  , a~_l} 

von G, erzeugt  yon  den E lemen ten  a 0 . . . . .  az_  1. Nach dem Fundamenta l sa t z  der 

Abelschen Gruppen mit  endlich vielen Erzeugenden  4 ist die Gruppe {a 0 . . . . .  am-1} 

eine direkte Summe yon  endlich vielen zyklischen Gruppen,  d. h. es gilt die direkte 

Zerlegung 

{a0, . . . ,  am_l} = U ~ - E ,  

wobei E eine endliche Gruppe und  U eine direkte  Summe yon  h ( ~  0) unendl ichen 

zyklischen Gruppen  ist. Dementsprechend  zerspal te t  sich M,~ in eine Summe 

M ~ - ~ ; ~ ,  wobe i  auch M:~ und  ~-ffm periodische zyklische Differenzenmatr izen 

sind, und  M m e i n e  Matr ix  gebildet in E d. h. eine Matr ix  vom T y p  un te r  3 ~ ist. 

Nach  (5) miissen wir nur  noch zeigen, dass die periodische zyklische Differenzen- 

mat r ix  M:,~ gebildet in der Gruppe U entweder  die Null-Maatrix M~(0), oder eine 

Matr ix  M*~(a, b) ist. 

Sei u I . . . .  , u he ine  Basis der Gruppe U. Dann  l~tsst sich jedes E lemen t  von 

U eindeutig in der F o r m  

(18) nlu 1 + .  �9 �9 -~nhu h 

mit  ganzen r,~tionalen Zahleu n i darstellen, W~hlen wir eine algebraische Zahl ~, 

die einc Wurzel  einer irreduziblen Gleichung im rat ionalen Z~hlk(~rper vom Grade 

a Siehe: B.  L. VA~r DER WAERDE~N', Moderne  Algebra  I I .  (Grund lehren  der  Math .  Wiss .  34), Ber l in  

(1940), S. 114. 
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h i s t .  Ordnet  man  dann  dem Element  (18) yon  U die algebraische Zahl 

n t @ n 2 ~ + . . .  +ngx t~-1 zu, so ist diese Abbildung offensichflich ein Isomorphismus  

der Gruppe U in die addi t ive  Gruppe des K6rpers  A. Durch  diesen Isomorphismus  

wird unsere Matr ix  M ~  in eine periodische zyklische Dif ferenzenmatr ix  gebildet im 

K0rper  A tiberffihrt,  woriiber wir n a c h w  2 schon wissen, dass sie vom T y p  1 ~ oder  

2 ~ sein muss. Dasselbe gilt dann auf Grund des Isomorphismus auch fiir die Matr ix  

M~.  Dami t  haben wir vollst~tndig bewiesen den folgenden 

S a t z  1. Jede periodische zyklische Differenzenmatrix gebildet in einer beliebigen 

additiven Abelschen Gruppe ist vom Typ  1 ~ 2 ~ 3 ~ oder 4 ~ 

w 4. Gruppenalgebraische Fassung des Resultates. 

Sei F ein beliebiger k o m m u t a t i v e r  Ring mit  Einselement  und  mit  der Charak- 

terist ik 0 (d. h. jedes E lement  ~: 0 yon  F i s t  yon  unendl ieher  Ordnung in der 
addi t iven Gruppe yon F).  Das Einselement  yon  F bezeiehnen wir mit  1. Seien ferner  

C ~ C 1 . . . . .  C '~-1 alle E lemente  einer (mult ipl ikat iv gesehriebenen) zyklisehen 

Gruppe  m-ter  Ordnung;  insbesondere bezeiehne C o das Einselement  dieser Gruppe.  

Dann  bilden alle formalen Summen 

coC~ + c , C  + . �9 �9 § m-1 (c i ~ F ) ,  

m i t  denen man  naeh den gewt~hnlichen Regeln zu rechnen hat ,  einen k o m m u t a t i v e n  

Ring Fro(C), den man die Gruppenalgebra (oder den Gruppenring) yon  der be- 

t r ach te ten  zyklischen Gruppe beziiglich des Ringes F nennt .  S t a t t  der  E lemente  

1. C ~ yon F,~(C) schreiben wit einfach C i. 

Sei nun  M m eine zyklische Dif ferenzenmatr ix  mit  E lementen  aus F. Aus jeder  

Zeile b 0 . . . . .  bin_ 1 yon  M m konst ru ieren  wir das E lement  

b o C  m-1  ~ _ b l C m - z _ ~ _ .  . . - ~ - b m _ l C  ~ 

yon  Fr,~(C ). In  dieser Weise erhfilt man  aus der Anfangszeile (1) yon  M m 

(19) Z : a o C m - l  ~ - . . . - ~ a m _ l C  ~ 

und  aus der (k-~l ) - ten  Zeile yon 2~I m mit  Riicksicht  auf (2): 

(C--1)~Z . 

Die Matrix M m i s t  dann und  nur  dann  periodiseh, falls ftir eine natiirl iehe Zahl k 

die Gleichung (C--1)~Z = Z oder 

(2o) [ ( c - ~ ? - l ] z  = o 
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gilt. Die Anfangszcilen s~imtlicher periodischer zyklischer Differenzenmatrizen im 

Ring F sind also nach (19) dutch diejenigen Elemente Z der Gruppenalgebra F~(C) 

bestimmt, die eines der Elemente (C--1)k--I (k ~ 1, 2, 3 , . . . )  annullieren. An- 

dererseits wissen wit nach Satz l, d~ss irn Ring F eine periodische zyklische Dif- 

ferenzenmatrix entweder die Null-Matrix, oder eine Matrix M6*r(a, b) sein muss, 

und dass die Matrix M~.(a, b) eine dreizeilige Periode besitzt. Daraus folgt der 

folgende 

Satz  2. Bezeichnet F,n(C ) die Gruppenalgebra yon der zyklischen Gruppe (C} m-ter 

Ordnung ~ber dem ]commutativen Ring F m i t  Einselement und mit der Charat~teristik 

Null, so ist das Element (C--1)k--1 yon F~(C) dann und nur dann ein Nullteiler 

in F~(C), falls m durch 6 und k durch 3 teilbar ist. 


