UBER DIE VARIATIONSABLEITUNG VON FUNDAMENTAL-
INVARIANTEN BELIEBIG HOHER ORDNUNG.

VonN

H. A. BUCHDAHL
in HOBART (AUSTRALIEN).

§ 1. Es sei K eine Fundamentalinvariante, in welcher die Ableitungen der
Komponenten des metrischen Tensors ¢, bis zur (s + 2)-ten Ordnung vorkommen,
wobei s irgendeine positive ganze Zahl oder Null ist. Dann ist die Variations-
ableitung P** von K durch die Gleichung

§[Rde=0[KV—gde=[Pdg.,V—gds (1.1)

definiert, wobei vorausgesetzt wird, dass alle Variationen der g., und ihrer Ab-
leitungen an der Grenze des betrachteten Integrationsgebietes verschwinden. P#”
ist selbstverstiindlich ein kontravarianter symmetrischer Fundamentaltensor, der
die Eigenschaft besitzt, dass seine Divergenz identisch verschwindet. (EppingToN,
1930, § 61.)

Indem wir die Schreibweise von Schouten (ScmouTew, 1924, 8. 25, 31) fiir
den symmetrischen oder den alternierenden Teil eines Tensors verwenden, wollen
wir nun zeigen, dass sich die Variationsableitung P#* in einer einfachen Form
darstellen lisst, die einerseits ihren Tensorcharakter klar erkennen ldsst, und die
sich andererseits zu ihrer Berechnung eignet, wenn K explizit gegeben ist. Das

zu beweisende Ergebnis lisst sich dann in die folgende Gestalt bringen

Py =} Xuvoe ,, — LB, XMe00 4 Lo K 4 (Teln) — Two), + 69, (1.2)

Qoo

Dabei sind die Tensoren X©vo¢ T<f7 ¢4 agufgebaut aus dem Kriimmungstensor
B,vs, und seinen kovarianten Ableitungen, und den Tensoren
K
_Egl"'”.).:_“*'__ (I.3)

OB(XI.,.U‘;%...:U

und ihren kovarianten Ableitungen.
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Steht ein unterer Index hinter einem Komma, so bedeutet er gewihnliche
Differentiation; steht er hinter einem Semikolon, so bedeutet er kovariante Dif-
ferentiation. Die Symmetrieeigenschaften des Kriimmungstensors sind auf der
rechten Seite von (I.3) unbeachtet zu lassen; die Reihenfolge seiner Indizes ist
die von Eddington benutzte (Eppineron, 1930, S. 72). Definieren wir

s~j+4
10y ... 05 0y...0; 401 ... 0} N
F I=FE 7+ 2 (_—I)TE J+r;0j+r.-~0j+ly (1‘4)
r=1
so konnen wir etwas ausfiihrlicher schreiben:
Xuvep — X\'M)(ve), l
mit (1.5)
Xuroe — 4FUL[WIQI; l
und
~1 j+4
v 1 V01 Oj @0 L. 014 f3 v
Taﬂ/—éz ZF ! it St Bal..‘;...a,-___1~a,-+l.uoj+‘, (16)
J=0 =1
8§—1
gy ... T; L4
t#v:_%z 2 J+4'“Bal...;.‘.aj+4-- (17)

=0

Es lisst sich sodann durch direkte Rechnung nachweisen, dass die Divergenz
von P** tatsiichlich identisch verschwindet (§ 6). In §§ 7 und 8 betrachten wir
einige spezielle Ergebnisse.

Die Dimensionszahl des betrachteten Raumes ist durchwegs als » ange-

nomimen.

§ 2. Schreiben wir der Einfachheit halber y fiir ¥'—g, so haben wir
§J=0[Kydv=[(¢g** Kdgu, + dK)ydu. (2.1)

(Sollte es vorkommen, dass uns statt K eine Tensordichte & gegeben ist, die

M

mit Hilfe der numerischen Tensordichten & """ und ¢, . uy Von Levi-Civita ge-

bildet ist, (VesLeN, 1927, S. 235), so bringen wir sie erst auf die Form Ky, was
unter Zuhilfenahme der Identititen

M -
&t » Jusvy Fpavy - - - g/‘n"u = géy,. SV ] ( )
J' 2.2

...
& Hn

M1
&y v, =0 "

o Yy vy,

immer moglich ist, wobei man dann 6‘:]"”’:" als eine Determinante der gewdhin-
oy

lichen Kroneckerschen Symbole d’:,‘ betrachtet).
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Jede Invariante K ist nun einfach eine Funktion einer gewissen Anzahl von
Invarianten, die formal allein ein Produkt von Komponenten des kontravarianten
metrischen Tensors, des Krimmungstensors, und dessen kovarianten Ableitungen
sind. Wir schreiben

Kp=TC (2.3)
fur die p-te dieser Invarianten. Wir haben dabei die Indizes der Tensoren I' und
C unterdriickt. I" ist einfach ein Produkt kontravarianter Komponenten des
metrischen Tensors, wihrend C ein Produkt von m; Komponenten der 7ten
(t=o,1,. ..., s) kovarianten Ableitungen des kovarianten Kriimmungstensors ist.

Wir sagen Ky sei von der Ordnung s + 2 und vom Grade
$
M(p)zz mi. (2.4)

=0

I ist offensichtlich M, ter Stufe, wobei

My =6 + 4)m; (2.4,)
=0

ist. Unterdriickt man nun in K der Reihe nach jeden einzelnen der darin vor-

kommenden m; Faktoren B/‘llj'-~3~-~/‘£+4lj (=1, 2,..., m), und ersetzt jedesmal
die so freigewordenen Indizes in der richtigen Reihenfolge durch o,, ..., 0/44,

so erhilt man m; Tensoren (¢-+ 4)ter Stufe, deren Summe wir mit Ej;  “t*
bezeichnen. Man hat also

or...0; 0K
L S '
E{P) OB(TX‘..;...O:Y' (2 5)
wobei irgendwelche Symmetrieeigenschaften der B.,...;...o; ausser acht zu lassen
sind. Weiterhin schreiben wir
wv 0T
Moy = Cd i (2.51)
Da nun K von der Form
K=F(Ky, Ko, ..., Ky, ...) (2.6)
ist, haben wir sofort
6K:1]'uvdgyv + Zde...“j+4dBo,,. SRR (27)
j=0 ’
wobei
OF
uy — s‘ Ly e 2.
Y ‘17' M) 0Ky (2.7,)
und

5~ 642127 Acta mathematica. 85
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) < . OF 0K
ul...aj____ \} O1... 05 —
.E Zp‘ E(]i) P K(p) P Bal ] (2' 72)

ist. Nun kann man sich K einfach als das Produkt von M, Faktoren B! ;!
geschrieben denken, nimlich so, dass jedem oberen Index genau ein gleicher
unterer Index entspricht. Wir bezeichnen die Summe der 1 M, Tensoren die
man erhilt, indem man der Reihe nach jeden oberen Index durch u ersetzt und
gleichzeitis den ihm entsprechenden unteren Index heraufzieht und durch v

ersetzt, mit 7“*. Nun ist aber dg#* = — g#?¢"¢ dg,,; daher folgt sofort
/i g 99 ¢ g
g =— it (2.9

Wir haben also, wegen (2.7,), (2.7,),

s jt4

wr — 1 G1.. . Of MO 41 - G5 p g v

= 22 ZE ’ B"L--¥»~~”i—1'“i+1~-~”j+4' (2.9)
§=0 i=1

Wir betonen ausdriicklich noch einmal, dass die rechte Seite von (2.9) an sich

schon in p und » symmetrisch ist,
7l = o, (2.9))

da dabei jeder Index von K zweimal ersetzt wird, einmal durch u, das andere
mal durch », sodass die Doppelsumme einfach 7#* + 7** ist. (Die Bedeutung
der 7* versteht sich von selbst.) Wir erhalten daher aus (2.1)

0= [} " K + ) dgus + DE™ 98B, ., lyde.  (2.10)
j=0

§ 3. Wir beweisen jetzt zunichst die folgende Beziehung:
Sind die Tensoren A”--%¢ und B, . . kontravariant {(k + 1)-ter Stufe, bzw.

kovariant %-ter Stufe, dann ist
§I=[yAn- 09 By.  g:0d
:f;,[_ A%-ooke, 3 Boy...0 + (D(p‘si'v) + Detur) — D‘”")f);sdg,w]d't, (3.1)

vorausgesetzt, dass alle Variationen der g., und ihrer Ableitungen an der Grenze

des betrachteten Integrationsgebietes verschwinden. Hierbei ist

k
1 Gy...0; _{MOj4y...Op& »
D‘uev__ng § it k Bo’;...di -0y ces O (311)
=1

~1 %41



Uber die Variationsableitung von Fundamentalinvarianten beliebig hoher Ordnung. 67
Wir haben

k
N f}/Aal U’C@a 01. Z 0; 0, ¢ .Aa,-_lsa,:_,_l...ak)d'r

=1

= _fj/[(Ad""d/fe,g + {Ql,l} Aal..Aakg)aBalm%

k
+Z Adl"'ngBul.,.al-_lsaH_l.‘.Jka {UiQ, 5}

i=1

k
+ M {0‘1 0, 8} Aal erB"l-- g'k] d'[

.O'Z‘_IEU;+1...

i=

—

=——fy6de, (3.2)

da der integrierte Teil laut Voraussetzung verschwindet. Nun ist d L ein Tensor
(Skalar). Wir deuten daher alle Glieder, welche Christoffelsche Dreizeigersymbole
als Faktoren enthalten, durch Punkte an, da solche Glieder allein keinen Tensor
bilden konnen. Fiir das erste Glied in (3.2) erhalten wir daher

fyA”"""kQ,ng=f7(A"1“"’k9;9 + ‘.-)dz. (3-3)

Die erste Summe in (3.2) ergibt
k

fz YAgl'“GkgBulu.al-_lsai_,_l...o'kd\(gsl [Ui(’, l])d'[
in1

13
L O 3
zfy[%ZAdl o’hQBUl-.-Gi_.l'o‘i_’_l‘..ﬂk6(gail,g + ggl,ai—goip,l) + '”]dT,

=1

wihrend andererseits sowohl das zweite Glied als auch die zweite Summe in
(3.2) offensichtlich durch Punkte ersetzt werden kénnen. Durch partielle Integra-
tion und Umordnen von Indizes erhilt man sodann (3.1) ohne weiteres.

§ 4. Wendet man jetzt (3.1) wiederholt auf (2.10) an, so ergibt sich sofort

8T = [[}0* K + n** + 85)8gus + Frr70dByrall ydr, (4 1)
mit
Spr = (Tlwlel”) 4 Telwr) — vy (4.1,)

T+87 ist durch (1.6) definiert, wihrend F#“*°¢ ein Spezialfall von (1.4) ist, (mit
j=4). Nun ist
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§J = [y Feroed Byyspds
= f?'FMaQ [§(69uv,00 + 0900, un — 0Guo,ve — Gro.uo)
+ {uv, et dleo, ]l + [oo, o] d {ur, a}
—{ua, e} dlov, a] —[ev, 0] §{uo, o}]ds
=1 [y X[ gur, 00 + (00,0} (O Guarr + Ogvau — Ogurd) + - 1d7.  (4.2)
Hierbei ist X#”?¢ durch (1.5) definiert, wiihrend die Bedeutung der Punkte in

& 3 angegeben ist. Wenden wir jetst partielle Integration an, und ersetzen weiterhin
gewohnliche durch kovariante Ableitungen, so lisst sich (4.2) in die Form

8" =1 [ y[Xevo¢ 50— ({oe, v} ,o + {00, 9}, o) Xneoe
—(lee,ut,o + {oo,u}, ) Xree + - 1dgunde (4.3)
bringen. Infolge (1.35) ist es selbstverstindlich, dass
Xlsloo = Xuvlod = o (4-4)
ist; weiterhin ldsst sich die Symmetrieeigenschaftb
Xeulrod =0 (4-44

unschwer nachweisen. Multipliziert man jetzt (4.4,) mit {co, »},., so erhilt man

2{ag,v} . Xroet = — {go, v}, . Xreve
= (B, — {oe,7} o) Xueoe £ -
:BJQET XMEGQ_{GQ, v},EXMQ(’E +: (4 5)
somit
(00,9}, Xroet = | B, X#eoe 4. (4.5,

Wenden wir jetzt (4.5) und (4.5,) auf (4.3) an, so erhalten wir
8 =14 [y(Xeroe oy + B, X750 dg,, dz. (4.6)
Laut (4.1) und {4.6) nimmt die Variationsableitung von K jetzt die Gestalt
Pur — % X(pvag;gg + %B(‘.‘Jadg Xw)aog + Swer 4 nuv + %gqu (47)
an. _

" § 5. Um endlich (4.7) in (1.2) umzuformen, spalten wir das erste Glied
von S#”, nimlich T®l1¢)"); ¢ von den anderen beiden ab. Da offenbar, infolge
von (I.4),

FUI.UG-H'I;0j+1:~F10.1”.0j+Eﬁ~”dj (51)

ist, haben wir
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s—1 j+4
Y | \l 01 O QOG- T g JpO1ee 01 MO0 4y -5y v
TI“ e g [(E J F Y )Ba‘l ..;‘“di__1~0'1'+1...dj+4
Jj=1 =0
”71“~‘71§—1M‘7i+1"'”j+5 v
+f Bo'lu.;...a[_1-01-+1,..aj+5]
s j+4
.1 0‘1...61'_1#0'1‘_{_1,..({7-_{_4 »
_gz ZE Bdl...;...0i~]~Oi+1...dj+4
j=0 i=1
4 8—1
1 Gi. . Of RO 101 » 1 R Ny ) 13
22F B"1~--“i—1'0i+1~--<’l 2 F B"l"';‘-~"j+4-‘ (5.2)
i=1 j=0

Unter Anwendung der Symmetrieeigenschaften von By.,, lisst sich unschwer
nachweisen, dass sich die zweite Summe in (5. 2) einfach als $ B?, o0 X#eoe gchreiben
Lisst. Beriicksichtigt man noch (2.9) und (1.7), so erhilt man schliesslich aus (5.2)

Tuerie=—n** — B, Xueoe + ger, (5.3)
Setzt man diese Beziehung in (4.7) ein, so ergibt sich (1.2), was zu beweisen war.

§ 6. Wir wollen jetzt durch direkte Rechnung nachweisen, dass die Diver-
genz der rechten Seite von (1.2) identisch verschwindet. Zu diesem Zweck be-

weisen wir zuniichst die Gleichungen

X’”ag;()w :B[‘frwg Xlaag;l + %Bu X"“"(’—%(Bl

caop;d Sagy

X’“’“’Q);z (6. I)
und

ey =— K+ §XOPOB o b — TFCB, . (6.2)
(6.1) kann man beweisen, indem man die drei Ausdriicke X¢*7¢,,,,, Xt*90
X#v9¢,,,, addiert, und dabei im Auge behilt, dass sich infolge der 1dentitit von
Ricci der zweite und dritte Ausdruck, unter Hinzufiigung gewisser Zusatzglieder,
durch den ersten ersetzen lassen. Andererseits kann man aber die Summe der
drei Ausdriicke in der Form (X#»o¢ + Xuove 4 Xroev), ., schreiben, welche wegen
(4.4) und (4.4,) identisch verschwindet, worauf (6.1) sofort folgt. Was (6.2) be-
trifft, so haben wir infolge von (5.1)

&—1
— Op... 054 01 ... 05 w
tv‘u;"__‘%Z[(El I+ _—-I;‘ ]+4)B01...;...(7j+4'
i=o
O1... 0145 Lo 01...0514¢
+ F J Bul.,<;...o'j+5.+2_qﬂvF J Bal...;.‘.aj+4['ve]]
®
— 201, T [ 2
*‘”%ZE 1 J+4Bat,,.;”4o:7'+4. + %F‘a""d‘Bal‘”g‘;.
j=o
s—17-+4
1 Y01 ... O3 4t u o
Tz I I+ BUIA..;.‘.ut-_laa,~+1,.‘aj+4Bui~s~7
Jj=01i=1

was in der Tat der rechten Seite von (6.2) entspricht.
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Bilden wir nun die Divergenz von (1.2) und machen von (6.1) Gebrauch,
so erhalten wir
pPer, = %B!faag Xlwg; i (B.Zaog Xﬂw@); 1t 3 K;’.L
+ (TE(M) — Tluv) 6);” + t(l“');v_ (6.3)
Nun ist aber
(Te(/tv) — T(M)e);” = T[EIvIM];” + Te7 (o) + 2 T[EIWI/A};[MJ
= (3 B[fmg Xulaoo t[”‘});s + Ter% () + 2 T{elvm};[”},

(wegen (5.3) und (2.9,)). Also wird (6.3) jetzt zu

Pﬂv;m:"—‘:&l’Xwa()Bﬂfaao;e + %K;’-L + e+ T4 ) + ZT[EIVIM]i[”]’

was sich wegen (6.2) auf

P = §X00(B g 2B ) + (000 2 TUI 1) oy — T9e B

Eaop; . gpra;e

reduziert. Wenden wir die Bianchische 1dentitit auf den ersten, und die Riccische

auf den zweiten Klammerausdruck an, so ergibt sich

Pev,=§ X400 B g T ET (B + B+ Be ) —TPB, .

£V
Das erste Glied verschwindet, da

XEAU?B;-lai(e;g) = X*leo)o Bu — ——%XA‘”(’BL“

~olesp -Ule;g:o

ist, wihrend die iibrigen Glieder infolge der Symmetrieeigenschaften von By.q,

verschwinden. Also ist P#”,, =0, was zu beweisen war.

§ 7. Betrachten wir nun eine relative Fundamentalinvariante Ky, die da-
durch entsteht, dass man in einer im Weylschen Sinne eichinvarianten relativen
Fundamentalinvariante die Koeffizienten der linearen Fundamentalform gleich
Null setzt, so folgt aus einer bekannten Gleichung (WEevr, 1919, 34, S. 247,
Glg. 74), dass die verjiingte Variationsableitung P (=P,) von K die Gestalt
einer Divergenz haben muss. Behalten wir nun im Auge dass By,., die entartete
Form des entsprechenden Weylschen Krimmungstensors ist, so erkennt man
leicht, dass sich Ky mit A ? multipliziert, (g = My — 2 M), wenn wir die
gu» mit einem konstanten Faktor A® versehen. Da sich y gleichzeitig mit 4"
multipliziert, K, sich aber laut Voraussetzung iiberhaupt nicht dndert, muss die
Tdentitit

F(l_q(” Ky, ... A7) Ky, .. ) = Z“"F(K(l), ceo Ky, ) (7. I)
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bestehen, woraus folgt, dass
oK
Ky—=nK .2
Zpl a0 Koo 55~ (7.2)

ist, wenn wir nach A, (welches wir jetzt als einen variablen Parameter ansehen),
differenzieren, und sodann A =1 setzen.
Multiplizieren wir aber (1.2) mit gu., so ist es in der Tat méglich, P in

die Form

0K
P=%(7LK'—ZQ(p)K(p)5—K-(;))+“' (7.3)
p

zu bringen, wo die durch Punkte angedeuteten Glieder schon die Gestalt einer
Divergenz haben. Da wir natiirlich voraussetzen, dass K selbst keine Divergenz
ist (im anderen Falle wiirde ja P#” identisch verschwinden), so sehen wir, dass
P nur eine Divergenz sein kann, wenn das in (7.3) ausgeschriebene Glied ver-
schwindet, also gerade die Bedingung (7.2) erfiillt ist.

Umgekehrt erkennen wir also, dass der aus der Variationsableitung einer
Fundamentalinvariante K entspringende Skalar P nur dann die Form einer
Divergenz besitzt, wenn Ky die entartete Form einer im Weylschen Sinne eich-

invarianten skalaren Dichte ist.

§ 8. (a) Ist K eine Funktion der B,,,, und g., allein, ist also durchwegs
s =0, so bleiben in (1.2) nur die ersten drei Glieder bestehen, wovon jetzt das
zweite auch schon ohne die u und » einschliessenden Klammern symmetrisch ist.

Auch erkennt man unschwer, dass einfach

%X‘twag = Zﬂvo() —— aK
i OGuv, a0

(8.1)
ist. Also ist in diesem Falle (s. Bucrpanr, 1948)
Per = 71 5y — 3B, 277 + g K. (8.2)
(b) Schliesslich betrachten wir noch ein Beispiel einer einfachen Invariante
hoherer Ordnung, und zwar die quadratische Invariante

K=0G, G-, (s =1), (8.3)

{(Wir schreiben der Einfachheit halber das Semikolon manchmal oben an.) Wir

haben sofort
El“vo(’]':Ff“'agl——:Zg/‘vng G+, (84)
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Setzt man fiir einen beliebigen Tensor A

gaﬂA;aﬁ = D A,
so folgt
Fluvdg —_ Zg‘ul'gGQ D Ga (8 5)
Xuvoe = — 8 glelr gilel [ @, |
und |
T”ﬁ”/: Gay;ﬂ,
4 | (8.6)

= — Gie @i, )
Einsetzen in (1.2) ergibt jetzt sofort

Pr=(0G)# + G OG@ =366 — g (PG —1 G, G5, (8.7)

(O% G bedeutet hierbei [J([J @)). Es ist zu beachten, dass auch die Variations-
ableitung der Invariante — G [J @, (s = 2), durch (8.7) dargestellt wird, wie man
durch partielle Integration, auf das Integral — f y G [0 G dt angewendet, leicht
beweist.

(c) Fiir den Fall der eben betrachteten Invariante G,. G* ist M =10 und
M = 2, also q =6, sodass laut (7.2) P eine Divergenz sein muss, wenn # = 6 ist.
In der Tat ist daon

P=00(G*—1006G). (8.8)
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