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w 1. Es sei K eine Fundamentalinvariante,  in welcher die Ableitungen der 

Komponenten des metrischen Tensors g ~  bis zur (s + 2)-ten Ordnang vorkommen, 

wobei s irgendeine positive ganze Zahl oder lqull ist. Dann ist die Variations- 

ableitung P ' "  yon K dutch die Gleichung 

~ f ~d.~=O f KV-----~d~= f P~Og~V---~d~ (1.i) 

definiert, wobei vorausgesetzt wird, dass alle Variationen der g~, und ihrer Ab- 

leitungen an der Grenze des betraehteten Integrationsgebietes verschwinden. P~" 

ist selbstversti~ndlich ein kontravarianter symmetrischer Fundamentaltensor, der 

die Eigensehaft besitzt, dass seine Divergenz identisch verschwindet. (EDmNaTO~, 

193o, w 6i.) 
Indem wir die Schreibwelse yon Sehouten (ScHoUTE~, I924, S. 25, 3 I) fiir 

den symmetrischen oder den alternierenden Tell eines Tensors verwenden, wollen 

wir nun zeigen, dass sich die Variationsableitung ~ in einer einfachen Form 

darstellen l~sst, die einerseits ihren Tensorcharakter klar erkennen l~isst, und die 

sich andererseits zu ihrer Berechnung eignet, wenn K explizit gegeben ist. Das 

zu beweisende Ergebnis l~isst sich dann in die folgende Gestalt bringen 

;.~ - ~ B ( ~  + ~g, K + (T ~(~'') -- r~')~);~ + t(~') (~. 2) 

Dabei sind die Tensoren X~or T"flT, tv~ aufgebaut aus dem Kriimmungstensor 

B,,~o e und seinen kovarianten Ableitungen, und den Tensoren 

O K  
E ~  . . . .  'J = (~. 3) 

0 B ...... ~; o, .... [/ 

und ihren kovarianten Ableitungen. 
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Steht ein unterer Index hinter einem Komma, so bedeutet er gewShnliche 

Differentiation; steht er hinter einem Semikolon, so bedeutet er kovariante Dif- 

ferentiation. Die Symmetrieeigenschaften des Kriimmungstensors sind auf der 

rechten Seite yon (1.3) unbeachtet zu lassen; die Reihenfolge seiner Indizes ist 

die von Eddington benutzte (EDDI~TGTON, I930 , S. 72). Definieren wir 

s - - j + ~  

. . . . . .  ~ E . . . . .  ~  Y, ~ ~~ . . . .  "~+" (~,4) = ( - )  E ' ;5+~ . . .~+~ ,  
r ~ l  

so kSnnen wir etwas ausfiihrlicher sehreiben: 

mit 

und 
~ - 1  j + r  

r~ =-t E E .. . . . . .  ' - ' ~ 1 7 6  ~  ' �9 " ;  " ' "  (~i - -1  " a i + l  " ' "  a j + ~ ,  
j = 0  i = l  

(~.5) 

( 1 . 6 )  

s--1 

. . . .  ; . "  ~.i+,'" ( ' .  7) 
j=o 

Es l~sst sich sodann dutch direkte Rechnung nachweisen, dass die Divergenz 

yon P:'" tatsiichlich identisch verschwindet (w 6). In w167 7 und 8 betrachten wir 

einige speziellc Ergebnisse. 

Die Dimensionszahl des betrachteten Raumes ist durchwegs als n ange- 

nommen. 

w 2. Schreiben wir der Einfaehheit halber 7 ffir WL2g, so haben wir 

dz =d  f Kydz=  f (~g"Kdg,, + ~K)7dv. (2.,) 

(Sollte es vorkommen, dass uns start K eine Tensordichte ,~ gegeben ist, die 

mit Hilfe der numerischen Tensordichten fl ..... "" und e~ .... ~,~ yon Levi-Civit~ ge- 

bildet ist, (VEBLES, I927, S. 25), so bringen wit sie erst auf die Form KT, was 

unter  Zuhilfenahme der Identit~tten 

__ if-,.., t,n ] ~Pi �9 �9 �9 P ? t  ~ r l  . �9 �9 v a - -  ~ ' t  - �9 �9 v ~ t  

(2 .2)  

immer mSglich ist, wobei man dann ~ .... t,,, als eine Determinante der gew6hn- 
r  � 9  ~'7~ 

lichen Kroneekersehen Symbole d~ betrachtet). 
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Jede  Invar ian te  K ist  nun einfach eine Funkt ion  einer gewissen Anzahl  yon 

Invar ianten,  die formal  ullein ein Produk t  yon Komponen ten  des kon t ravar ian ten  

metr ischen Tensors, des Kri immungstensors ,  und dessen kovari~nten Ablei tungen 

sin& Wir  schreiben 
K(p) = F C (2.3) 

fiir die p-te dieser Invar ianten.  Wi r  haben dabei die Indizes der Tensoren F und 

C unterdriickt.  F i s t  e infaeh ein P roduk t  kont ravar ian ter  Komponenten  des 

metrischen Tensors, wiihrend C ein Produkt  yon mi Komponen ten  der /-ten 

(i = o, I . . . .  , s) kovarinnten Ablei tungen des kovarianten Kri immungstensors  ist. 

Wi r  sagen K(p) sei yon der Ordnu~g s + 2 und yore Grade 

M(p) = 2 mi. (2.4) 
/ = 0  

F i s t  offensiehtlich 2~r(p)-ter Stufe, wobei 

- _~ 
M(p) - -  (i + 4) mi (2.4J) 

i = 0  

ist. Unterdri ickt  man  nun in K(p) der Reihe nach jeden einzelnen der darin vor- 

kommenden mi Fa~ktoren B~qlj . . . ; . . .~i+,l j  (j  = I, 2, . . . ,  m~), und ersetzt jedesmM 

die so f re igewordenen Indizes in der r icht igen Reihenfolge dutch  a~ . . . .  , ai+4, 

so erhiilt man mi Tensoren ( i+4) - t e r  Stufe,  deren Summe wir mi t  EI~) ' a ; + *  

bezeichnen. Man hat  ulso 

.E(v?) .  . . o j  - -  0 K , (2.5) 
O B ~ . . . ; . . . ~  

wobei irgendwelehe Symmetr leeigensehaf ten der B,:I...;.. . ,i  ausser aeht  zu lassen 

sin& Wei terh in  sehreiben wir 

o r  (2 .5 , )  
n c;; = c o g~,, 

De nun K yon der Form 

K = F(K( ,~ ,  K(~), . . . ,  K(,,), ...) (2 .6 )  

ist, haben wir sofort  

d K = ~ . " ' d g ~ ,  + ~_]~ ""J+~dB~l.. ; 0./+4 , (2.7) 
j=0 

wobei 
O F  

~ "  ---- ~ 7'i;;' 0 K ~  (z. 71) 
P 

und 
5 - 6421~7 A v t a  m a t h e ' m a t i e a .  85  
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_,~ ,. 0 F  0 K  (2.7~) 
p . . ' ; ' -  

is~. Nun kann  man  sieh K~v ) einfaeh als das Produk t  von M(v) Faktoren  B: . . . . .  

gesehrieben denken, nitmlieh so, dass jedem oberen Index genau ein gleieher 

unterer  Index  entspricht.  Wi r  bezeichnen die Summe der �89 M(p)Tensoren die 

man erh[flt, indem man der Reihe nach ]eden oberen Index  durch tt ersetzt  und  

gleiehzeitig den ihm entsprechenden un~eren Index heraufzieht~ und durch v 

ersetzt, mit  ~(p)~"~. Nun ist aber 6g."~'~--g~ag~e6g~e; daher  folgt  sofort  

~](p) - -  ~ , p ) .  

Wir  haben also, wegen (2.71), (2.72), 

~ j+4 
~ . , ,  _ ~ _ _  �89 ~_j E o . . . .  ~ i - , , o i + ~ . . . 9 + , B ~  . . . .  ;...,._~:,i+~...~,j+,. (2.9) 

j = 0  i = 1  

Wir  betonen ausdrfieklieh noeh einmal, dass die reehte Seite yon (2.9') an sieh 

sehon in ~ und ~ symmetr isch isk, 

~b,] = o, (~. 9~) 

da dabei jeder Index yon K(p) zweimal ersetzt wird, einmal durch it, das andere 

real durch ~, sodass die Doppelsumme einfach ~ " +  ~ "  ist. (Die Bedeutung 

der V'" versteht  sich yon selbst.) Wi r  erhalten daher  aus (2. I) 

j = O  

2 .  I 0 )  

w 3. W i r  beweisen jetzt  zungchs~ die folgende Beziehung: 

Sind die Tensoren A . . . . . .  ke und Bo .... % kont ravar ian t  (k + I)-ter Stufe, bzw. 

kovar iant  k-ter Stale,  dann ist 

= f z [ - -  .... k+ (D I~'l~l') + D~('~)-- D~")~);E~g~,,]d~, (3. I) 

vorausgesetzt,  dass alle Variat ionen der g ~  und ihrer  Ablei tungen an der Grenze 

des bet rachte ten Integra t ionsgebie tes  verschwinden, t t ierbei  ist 

k 

Di t~ ,  = 1 Z A a  . . . .  a i - I / ' a i + l " ( r k E  n 
~  o'/--1 " o'i4-1 . . .  O" k " ( 3 "  I 1 )  

i=l  
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Wir  haben 
k 

I - -  f z As .... ~-  d(B~ .... ok,o - - ~  {a~Q, e} Bo~...~._I ~i+1...o k) d r  
i ~ l  

---- - -  f 7 [( As .... "ke, e + {e Z, Z} A ~, . . . .  he) ~ Be,...,k 

k 

+ ~ A s . . . .  ~ke B ~ . . .  ai_ 1 ~ai+l . . .  g t ~ {11 i ~, ~} 
i ~ l  

k 

+ ~_j {aiq, ~} A'~'" '"ke B,~. . .~r d~ 
i ~ l  

= - - f y ~ L d r ,  (3,2) 

da der integr ier te  Teil laut  Voraussetzung verschwindet.  Nun  ist ~L  ein Tensor  

(Skalar). Wi t  deuten  daher  alle Glieder, welche Christoffelsche Dreizeigersymbole 

als Faktoren  enthal ten,  durch Punk te  an, da solche Glieder aUein keinen Tensor  

bilden kSnnen. Fiir das erste Glied in (3.2) erhal ten wir daher  

f r A ~ .... ~,e e dr = f r(A",...~,o;e +. . . )d , .  (3.3) 

Die erste Summe in (3.2) ergibt  

k 

t = l  

k 

Z d (go i a, q ge ~, ('i - -  g~  e, = f r [ I Z  A ' ' " k e B .  .... , ,- ," o~+1... ~k + z) + . . . ] d r ,  
i = 1  

w~hrend anderersei ts  sowohl das zweite Glied als auch die zweite Summe in 

(3.2) offensichtlich durch Punk te  ersetzt  werden kSnnen. Du tch  partielle Integra-  

t ion und Umordnen  yon Indizes erhiilt man  sodann (3. I) ohne weiteres. 

w 4. Wende t  man  jetzt  (3. I) wiederhol t  auf  (2. Io) an, so ergib~ sich sofor~ 

mit  
~ J  : f [([ g~* K + ~/,~" + S ~') ~g , .  + F , ' ~ .  ~ ~B, , . e ]  7 d . ,  

S t .  = (T(~I~I.) + T ' ( ~ " ) -  T("')~);~. 

(4, I) 

(4' I,) 

T ~ r  ist (lurch (I.6) definiert,  wEhrend F~ '~  ein Spezialfall von (I.4) ist, (mit 

J = 4 ) .  Nun  ist 
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J '  ---= f 7 F""go dB,,.g o dv  

= f r F , - ~ o  [~ ( d ~ , o . o  + dg~o , . .  - -  ~g~o, .o - -  dg .o . .o )  

- -  { . o ,  .}  a [e~,  . ]  - -  [or ,  ~1 ,~ { . ~ , - } ]  d .  

=Ifrx.' ,[ag..,go + { .e , . l (aa.o, .  + dy .~  + . I d a ,  (4.2) 

Hierbei  ist X~"go dureh (I.5) definier~, wi~hrend die Bedeu tung  der P u n k t e  in 

w 3 angegeben ist. Wenden  wir jetzt  partielle In teg ra t ion  an, und ersetzen weiterhin 

gewShnliehe durch kovar iante  Ablei tungen,  so lfisst sich (4.2) in die Form 

r J '  -~ �89 f 7 [X:"~176  ,o - -  ({0e, ~} ,o + {0 a, "}, ~ ) X " ~ o  

- ( l e ~ , ~ } , o +  {o~,~.} ,~)x "~g,~ + . . ] ~ g . . d ~  (4-3)  

bringen. Infolge (I.5) ist es selbstverstiindlich, dass 

X~"'] so =_ X~" [oe]= o (4.4) 

ist; weiterhin liisst sieh die Symmetr iee igenschaf t  

X~/~ o.ot = o (4.4~) 

unsehwer  nachweisen.  Multipl iziert  man je tz t  (4.4~) mit  {aQ,~,}.~, so erhi~lt man 

2 {~e ,  ~},~ X "~~ = - {~e ,  ~},~ X "~g~ 

--- (Bge~." - -  {a~,  ~}, .o) X " ~ 0  + - '- 

= Bae~." X ' ~ g e - -  {gO, v},~ X 'o  "~ + - . ,  (4.5) 
somi~ 

{aO,~} ~ X~ge~ = ~ B" X "~~176 + ' " .  (4.5,) , . e g  o 

Wenden wir je tz t  (4-5) und (4-S,) auf (4.3) an, so erhMten wir 

d J '  = 1 f 7 (X ' "  r so + B(.~ go X') ~ ~e) d g,~ d ~. (4.6) 

Lau t  (4. I) und (4.6) n immt  die Var ia t ionsable i tung yon K je tz t  die Gesta l t  

P~" = �89 X " ' ~  ; ,o + ~ B(~" X")"~  + S t "  + ~I~" + �89 g~" K (4.7) 8 . a g o  
fl, n .  

w 5. Um endlich (4.7) in (I.2) umzuformen,  spal ten wir das erste Glied 

yon S~', ni~mlich T(,I~I,); e, yon den anderen beiden ab. Da  offenbar, infolge 

v o n  ( I .  4 ) ,  

Fga'"aJ+l; 0" j+ l  : - -  ~ , o ) , . . . g j  + . E g X . . , g j  ( 5 .  I )  

ist, haben wir 
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,-1 j+4 
T ~ " ; ,  ---- ~ E ~ [( E ~ ' ' ' ' ~ i - ' " " i + ' ' ' ' " j + '  - F~'" '~ ' - ' t '~ '+'  ""~J+')Boi ..;. . . . . .  r ~+, 

j=l i~o 
_1_ . ~ , a  . . . .  a i _  1 ~t tri + l . .  . o j +  5 Bo. .... ; . . . .  i - l "  oi+l.. ."j+J 

s j + ~  
,v 

E E ~  .... v+, 
j=o i~1 

4 s - - I  
,!~ $, 

1 Z fal"'ai-ll2ai+l .... 'Ba t " 'a i - l ' a i+ , ' "a ' - - -~  Z Fa'" 'aJ+'#Ba .... ;...aj+,. �9 (5.2) 
i=1 j=o 

Unter  Anwendung  der Symmet r iee igensehaf ten  yon Bt ,~  e liisst sieh unsehwer  

naehweisen,  dass sieh die zweite Summe in (5.2) einfach als ~ B" J(~-ae sehreiben ~f . a f f ~  -zi- 

1Esst. Beriicksichtig~ man noch (2.9) und  (I. 7), so erhiflt man  schliesslich aus (5.2) 

T ~ ' "  =- - -  V ~" - -  B" X ~ Q  + t~'.  (5 3) ;~  . a a  O 

Se~z~ man diese Beziehung in (4. 7) ein, so ergibt  sieh (I. 2), was zu beweisen war. 

w 6. Wi r  wollen jetz~ dureh  di rekte  Rechnung  naehweisen,  dnss die Diver- 

genz der rech ten  Seite yon (I.Z) ident iseh versehwindet .  Zu diesem Zweck be- 

weisen wir zuniiehst die Gleiehungen 

X, ,~o;o ,"  = B~.,~o X~,~e;z + �89 XZ,~e__ 1 z (6. I) 
und  

= . ~ - - T ~  ~"B~o . (6.2) 

(6.1) kann  man beweisen, indem man die drei Ausdriieke X" 'ae;o~,  , Xu 'oe ;o ,o  , 

X " ~  addier  L u n d  dabei im Auge behiilt, duss sich infolge der  Ident i t i i t  yon 

Ricci der  zweite und dr i t te  Ausdruck,  un te r  Hinzuf i igung  gewisser Zusatzglieder,  

durch  den ers ten ersetzen lassen. Andererse i ts  kann  man aber die Summe der 

drei Ausdri icke in der Fo rm (X~,~o + X~-,o + X~,e,) ;ea , schreiben,  welche wegen 

(4-4) urtd (4.4~) ident isch verschwindet ,  worauf  (6. I) sofor t  folgt. Was  (6.2) be- 

trifft ,  so haben wir infolge yon (5. I) 

" ' "  a P" t ' ~ ; ,  = - -  { ~ [(E ~' ~ - -  F a''' '~J+') Ba,...;... ~+,. 
j = o  

+ Fo'"'~J+SB~ .... ; . 9 + 5 "  + 2 F ~'" B~,.. ;...~j+~[~,I] 

~ 1 F  ~ .... ~, B~. . . , ,  ;.~ = - -  } E a .... aj+~Ba,...;.., y+~.o + 
j=o 

s - - 1  j + 4  

~ ~ F ~ .... ~  ..... ;... r162 ~j+, B"i ~'~" , 
j = 0  i ~ l  

was in der Ta t  der rechten  Seite yon (6.2) entspr icht .  
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Bilden wir nun  die Divergenz yon (I.2) und  machen yon (6. I) Gebrauch,  

P ~ ' ; ,  = ~ X ~ Q  B~. ~(~; ~) + 1 T ~ ,  (B~. ~,~ 

Das erste Glied versehwindet,  da 

1 3 , z - 2 a ~ O l : t u  - -  ~ ~ _ ~ ,  . - 7 _  O .age;() 

ist, w~hrend die iibrigen Glieder infolge der Symmetr iee igenschaf ten  yon B~,.~ o 

verschwinden. Also ist p z , ; , - - o ,  was zu beweisen war. 

w 7. Bet rachten  wir nun  eine relative Fundamenta l invar ian te  K 7 ,  die da- 

durch entsteht ,  dass man in einer im Weylschen Sinne eichinvarianten relat iven 

Fundamenta l invar ian te  die Koeffizienten der l inearen Fundamen ta l fo rm gleich 

Null setzt, so folgt  aus einer bekannten Gleichung (W~Y~, I919, 34, S. 247, 

Glg. 74), dass die verji ingte Var ia t ionsable i tung P ( :  P,') yon K die Gestalt  

einer Divergenz haben muss. Behal ten wir nun im A u g e d a s s  B , ,~  e die entar te te  

Form des entspreehenden Weylschen Kri immungstensors  ist, so erkennt  man  

leicht, dass sich K(p) mi t  ~-q(p) multipliziert ,  (q(v)= M ( p ) -  2 M(v)), wenn wir die 

gt~, mit  einem konstanten  Fak to r  ~ versehen. Da sich 7 gleichzeitig mit  2n 

multipliziert,  K~ sieh aber laut  Voraussetzung i iberhaupt nicht  ~indert, muss die 

Iden t i t~ t  

.~(~--q(l) K(,) ,  . . . ,  ~,-q(~) K(p) . . . .  ) -~ Z -"  F ( K ( , )  . . . .  , K(,), . . . )  (7. I) 

so erhal ten wir 

P ~ ;  , : ~ B~.~o e X ~ e  ; ~ - -  ~ (B~,~ e X~"ae);  ;, + ~ K ;  ~. 

+ ( T ~ ( ,  ") - -  r < , ' ) ~ ) ;  ~. + 1<, ');  . .  ( 6 . 3 )  
Nun ist aber 

(T~(~ ") --  T(~')~); ~, = T[~l'l~J;,~ + T ~';[~,] + 2 TE~l,l~.. [~,] 

= (i B[.~, e X "]"~'~ + tE~'J) �9 + q~"" 

(wegen (5.3) und (2.9~)). Also wird (6.3) je tzt  zu 

was sich wegen (6.2) auf  

reduziert.  Wenden  wir die Bianchische Iden t i tg t  auf den ersten, und die Riceische 

auf  den zweiten Klammerausdruck an, so ergibt sich 
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bestehen, woraus folgt, dass 

OK - - n K  (7.2) q(v) If(v) 0 K(p) 
P 

ist, wenn wir nach g, (welches wir jetzt als eineri variablen Parameter  ansehen), 

differenzieren, und sodann $-----I setzen. 

Multiplizieren wir aber (I.2) mit g~,, so ist es in der Tat m5glich, P in 

die Form 

P :  �89 ( n K - -  ~_aq(v) K(v) Off-L)+"" (7.3) 
P 

zu bringen, wo die durch Punkte  angedeuteten Glieder schon die Gestalt einer 

Divergenz haben. Da wir natiirlich vorausseizen, dass K selbst keine Divergenz 

ist (ira anderen Falle wiirde ja P~" identisch verschwinden), so sehen wir, dass 

P nur eine Divergenz sein kann, wenn das in (7.3)ausgeschriebene Glied ver- 

schwindet, also gerade die Bedingung (7.2) erfiillt" ist. 

Umgekehrt erkennen wir also, dass der aus der Variationsablei~ung einer 

Fundamentalinvariante K en~springende Skalar _P nur dann die Form einer 

Divergenz besitzt, wenn K y  die entartete Form einer im Weylschen Sinne eich- 

invarianten skalaren Dichte ist. 

w 8. (a) Ist K eine Funktion der B~,,~(, und g~, allein, ist also durehwegs 

s = o ,  so bleiben in (I.2) nur die ersten drei Glieder bestehen, wovon jetzt das 

zweite auch schon ohne die tt und v einschliessenden Klammern symmetrisch ist. 

Auch erkennt man unschwer, dass einfach 

OK 
O g ~ ,  a e 

ist. Also ist in diesem Falle (s. BUOnDArlL, 1948 ) 

(8. i) 

t .~,~ K .  ( 8 . 2 )  P~" = Z'*~,~ --  ~ B : ~ e  Z'~*e + ~v 

(b) Schliesslich betrachten wit noch ein Beispiel einer einfaehen Invariante 

h5herer Ordnung, und zwar die quadratische Invariante 

K = G;~ G;~, (s = I), (8.3) 

(Wir schreiben der Einfachheit halber das Semikolon manchmal oben an.) Wir  

haben sofort 
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Setzt  man  fiir einen beliebigen Tensor  A 

g ~  A ;~ff ~ [] A ,  

so folgt  

= - 2 g  g Q ~ G ,  (8.5) 
X ~ ' ~  = - -  8 g[~[" g~ [] G, 

und 

T '~ ;~ ' /=4G~r ; f l '  )- (8.6) 

tff " = - -  G ; ~' G ; ". 

Einsetzen in (I .2) ergibt  jetz~ sofor t  

~ P~'" ~- ([5] G) ;~'~ + G f f ' [ ] G - - � 8 9  (8.7) 

(E]~G bedeute t  hierbei  [ ]  ( [ ]  G)). Es ist  zu beachten,  dass auch die Variations- 

able i tung der Invar ian te  - - G  []  G, (s : 2), durch (8.7) dargestell~ wird, wie man 

durch  part iel le In tegra t ion ,  auf  das In tegra l  - -  f7 G [] G d v  angewendet ,  le icht  

beweist .  

(c) Fiir den Fall der eben be t r ach te t en  Invar i an te  G;~ G ;~ ist M :  lo  und  

M ~ z, also q = 6, sodass laut  (7.2) P eine Divergenz  sein muss, wenn n = 6 ist. 

In  der  Ta t  ist dann 
P = [ ]  (G ~ - -  ~o [ ]  G). (8.8) 
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