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f s i n  (z = x + i y ,  = a + i fl 
(*.*) Si (z, tt) = .! it* t d t  o < a < 2, fl t tbeschriinkt) 

o 

insbesondere im Komplexen gewidmet. Er wurde yon WAT,T~F~R (A 23) l bei Unter- 

suchung der Gibbsschen Erscheiuung fiir Fouriersche Reihen eingeffihrt, finder 

sich auch bei B5H~R (A 5) 2 und gestattet, den gewShnlichen Integralsinus 

z 

= f s i n  t d (1.2) Si(z) j t t=si(,~,i) 
0 

und das Fresnelsehe Integral  8 

f 

----f sin t 
(*.3) S(z) = siu ( : ) d t  = � 8 9  = �89 S i ( : ,  �89 

0 0 

zusammenfassend und verallgemeinernd zu betrachten. Fiir /t = o wird Si(z, o) 

die elementare Funktion 

( I . 4 )  S i  (z, o)  = , - c o s  z .  

Der gewShnliche [ntegralsinus wurde erstmals yon MxscnrRosi  (A *6) im Jahre  

I8o 9 angegeben. Zusammen mit dem Integralkosinus 4 

oo 

= - l ~ ~  (*-5) ei(z) J t t 

Nummer in dem nach A, B, C gegliederten Litera, turverzeichnis am Schluss der Arbeit. 

2 BOHMER gab Si (z, re), ebenso wie es hier geschieht, als gemeinsamen Ursprung yon Si(z) 
uud ,S (z) an uud sSellte den Zusammenhang mit  den unvollst~ndigen Gammafunktionen her. Ausser 
einem Hiuweis auf die Verallgemeinerung der Cornnschen Spirale untersuchte er Si(z, le)jedoch 
nicht niiber. 

8 Die Bezeichuungsweise des Fresnelscheu Inlegrals s t immt  mit  der yon ~]ELSEN (A 18 b) 
iiberein. Daneben finden sich noch andere Definitionen in der Literatur vor, so z.B. bei JAHlqKE 
und EMD~ (C 6) 

, ( : )  s (~) = ~ s~ (z, �89 s (~) = V - ~  s i  u ' ,  �89 . 

4 In der Literatur oft nicht folgerichtig mit  Ci(z) bezeichnet, 
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und dem Exponen~ialintegral 
oO 

e--t 
E i / - - z  ) = --f-tdt 

Z 

gewann er bald dadurch Bedeutung, dass es gelang, zablreiche Integrale auf ihn 

zuriickzufiihren. Zum Beispiel stellte BIERE~S DE HAAN 45O davon zusammen. 1 

Die Fresnelschen Integrale S(z) und 

Z" 2 

f cos t d 
(I.7) C(z) = c o s ( t " ) d t  = � 8 9  7- t 

o o 

gehen auf einen yon FRESNEL behandelten Fall der Beugung des Lichtes zuriick. 

In letzter Zeit treten diese beiden Funktionen Si(z) und S(z) bei zahlreichen 

physikalischen Problemen aufd Sie beanspruchen somit erneut st~rkeres In- 

teresse. 

Si(z) und S(z) sind wiederholt yon verschiedenen Gesichtspunkten aus be- 

trachtet  worden; die wertvollsten Resultate finder man bei NI~.LS~N (A 18b) 

zusammengestellt. 

Ein genaues Bild yore Verhalten dieser Funktionen bei komplexem Argu- 

ment z = x § i y  gewinnt man jedoch daraus nicht. Auch existieren keine Ta- 

feln fiir komplexe Werte z. 

Diese Liicken werden im folgenden zusammenfassend ausgeffillt mit Hilfe 

des allgemeinen In~egralsinus Si(z, #), also einer Funktion zweier  Variabler, yon 

denen wir die erste z =  x + i y  = re i~ komplex nehmen, die zweite tt = a + i~  

auf reelle a einschr:,inken. 

Die Arbeit beginnt mit einer ErSrteruug der wichtigsten Eigenschaften dieser 

Funktion Und der Verwandtschaft zu anderen Transzendenten. Untersuchungen 

fiber das Nullstellenverhalten bilden den Hauptpunkt.  ReliefdarStellungen and 

Zahlentafeln vervollst~tndigen die gewonnenen Einsichten. 

i Nouvelles tables d'int6grales d4finies. Leyden I867. 

Hierauf einzugehen, verbietet der Umfang der Arbeit. Es handelt  sich dabei z.B. um Be- 
rechnung yon Antennen fiir elektromagnetische Wellen, Frequenzuntersuchungen an elektrisehen 
and mechanischen SchwiDguDgsgebilden, Fragen der Regel- und Fernsehiechnik, Probleme der 
Lichtbeugung und -streuung, Linienfiihrung im Strassen- nnd Bahnbau usw. Die AufzRhlung 
dieser Stichworte und ein Hinweis auf Teil B des Literaturverzeichnisses mtissen geniigen. 
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2. G r u n d l e g e n d e  E igenscha f t en .  

2.i. Zur Existenz des Definitionsintegrals. 

Die Besehr{inkung von ?t auf  reelle W er t e  a wirkt  zwar vereinfaehend,  is t  

aber  keineswegs notwendig,  da (1.i) auch fiir  komplexe 

u = a + i f l =  ~e i~ 

existiert ,  wie wir  kurz  erSr tern  wollen. Den H a u p t w e r t  yon Si(z, p) definieren 

wir dadurch,  dass wir den H a u p t w e r t  des Logar i thmus  nehmen  und ,,~ dureh  

( 2 . I )  - - ~ <  a ~ - ~ , ' T  

einsehr~nken.  

Damig l i e ~  im vierdimensionalen xyaf l-I)ef ini t ionsbereich eine in beiden 

VerEnderl iehen z und p analyt isehe Funk t ion  vor, die dami t  auch als Funkt ion  

z w e i e r  Ver~nder l ieher  analy t i sehen Charak te r  h a t3  Wil l  man  /~ beliebige end- 

l iehe Wer t e  zuerteilen,  muss man z --- o und z = oo aussehliessen. Gem~iss (I .I)  

wollen wir u m g e k e h r t  ver fahren  und p beschr~inken: 

I. Fiir  a ~ 2 exis t ier t  das Defini t ionsintegral  ( i . I )  an seiner un te ren  Grenze.  

2. Damig der  al lgemeine In tegra ls inus  fiir  ein reelles A r g u m e n t  z -- x - ~  oo 

e inem endlichen Grenzwer~ zustreb~, muss a ~ o sein. 

W i t  sehreiben 

(2.2) lim Si (z, t:) = A (it) (o < a -~ 2). 
Z~ o0 

Damit sind die bei (I.I) angegebenen Schranken o < a ~ 2 gerechtfertigt. 

Wo es giinstig erscheint, wird auch der ,,allgemeine Integralkosinns" 

z 

= f e o s t  
(2.3) Ci (z,/~) j - - t . ~ - d t  ( o < a <  I) 

0 

mit  in die Be t r ach tungen  einbezogen werden.  W i t  schreiben 

(2.4) lim Ci (z, t:) = B (tt) ( O < a <  i). 

Vgl. HARTOGS, F., Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer unabhiingiger Ver- 
~nderlicher, insbesondere fiber die Darstellung derselben durch Reihen~ welche nach Potenzen t i n  er 
Ver$&nderlichen fortschreiten. Math, Ann. 63 (]9o6), i ~ 8 8 .  
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Die yon HOLDER bewiesene Tatsaehe, dass der Integrallogarithmus keiner alge- 

braischen Funktionalgleichung geniigt t, iibertr~igt sich auch auf den al]gemeinen In- 

tegralsinusfl 

2.2. Taylorsche  Entwicklung.  

Von jetzt an nehmen wir durehweg # = a reell. Aufsehluss fiber den funk- 

tionentheoretischen Charakter des allgemeinen Integralsinns erhalten wir am ein- 

fachsten aus dessen Taylorscher Entwicklung. Integriert  man die Taylorentwick- 

lung des Integranden gliedweise, so erhiilt man 

( -  I ) ~ - ~  
(2.S) Si(z, c~) = z-~(2n~i~-~=l')  6) = i ~.. (~) (o < ,~ < 2) 

n= 1 

and insbesondere ffir a = I die bekannten Entwieklungen ffir den gewShnlichen 

Integralsinus 

(2.5') Si(z) = (2n + i)I (2n + I) 
1;=0 

und fiir den hyperbolischen Integralsinus 

(~.5") 
0o .~2n+l 

-- i S i ( i y )  ~ Sih(y) = ~ (2n + I)l (2n + I) 
~ 0  

Die Taylorsche Entwicklung fiir den allgemeinen Integralkosinus lautet ent- 

spreehend 
oo 

(2.6) C i (g ,  Of) = 2'--an~__~ 0 ( - -  | ) nz2n+l  
(2 ,  + i)! (2 .  + i - 6 )  (o < ~ < i). 

Der Fakter  z -~ vor dem in z ganzen transzendenten Anteil der Taylorentwick- 

lung (2.5) bedingg eine multiplikative Verzweigung im Nullpunkt: Fiir rationale 

Werte  a ist der allgemeine Integralsinus eine endlich vieldeutige, ffir irrationale 

Werte eine unendlich vieldeutige Funktion. Speziell wird fiir a = I der gewShn- 

liche Integralsinus ganz transzendent; also eindeutig. 

In  a ist Si(z, a) meromorph, wie ausser der Taylorreihe aueh andere Dar- 

stellungen ausweisen. 

! H6LDER, O., Ober eine Funktion, welche keiner Mgebraisehen Funktior, algleichung genfigt. 
Naehr. Ges. Wiss. GSttingen I887, 622--676. 

Vgl. at~ch NIELSiE~ (A I8 b), 8~--8 4. 
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Fiir die Darstellung (2.5) ergibt sich wegen 

[_a,,+p• < a_,,+~ < I  
[ [ I an I 

die Restabschiitzung 

(Izl=<z,,, ~_->~, p =  ~, 2 , , . . )  

io 1' ( ;I ) 
(2.7) iR, . l=<l ,~, , l_la~+,  I ~ ,__> l  .=>,~ , .  

wobei auf Grund der Stirlingschen Formel 

(2 n)  �89 e 2n 

2 n - - c t  
(2.8) an 

gesetzt werden kann. 

(2.9) 

Da, wie man aus (2.5) erkennt, die ,,Umlaufrelation" 

s i  (~ ~'~, ~) = ~-'o~.~ si  (~, ,) (p = ~, 2 , . . . )  

gilt und da ferner der Integrand in (1.I) reell ist, geniigt es auf Grund des 

Sehwarzsehen Spiegelungsprinzips, den allgemeinen Integralsinus im I. Quadranten 

der z-Ebene zu un~ersuehen, wenn man seinen gesamten Funktionsverlauf kennen- 

lernen will. Dies soil im folgenden gesehehen. 

2.3. Yerwandtschaf t  mi t  anderen Funkt ionen.  

Am einfachsten, aber bedeutsamsien ist die Verwandtschaft des allgemeinen 

Integralsinus mit den unvollstdnd'igen Gammafunktionen ~ 

(2.~o) P (~, ~) = f ~ - ~  t ~-~ d t (~(~i, > o) 
0 

und 

(2.i I) Q( , ,  z )  = f e - ' t  "-~ d t = r(~) --  P( , ,  z), 

wobei die Gammafunktion durch 

oo 

(2.x2) F(~) = fe -*r ' - 'd t  
0 

definier~ is~. Setzt man t = • iT und zerlegt die Exponentialfunktion im Inte- 

granden in ihren Real- und Imagingrteil, so folgen aus 

Da sich ein Vorschlag SCHL/)~HL(;FIS (t859), die beiden Argumen|e  in umgekehrter Reihen- 
folge zu schreiben, nicht eiabfirgerte, wiewohl ihn NIELSEn (A 18 b) und B6BMER (A 5) aufgriffen, 
wollen wir an der fiblichen Bezeichnungsweise festhalten. 



und  

die Bez i ehungen  

(2.13 a) 

(2. I3 b) 

(2. ~4 ~) 

und  

(2.~4 b) 

mi t  

H i e r b e i  b e d e u t e n  

(z.Is) 

und  

(2 .~* 

wobei  

Uber den al lgemeineg lntegrals inus  Si(z, a). 

+ i i a - - 1 )  ~ 

e -  3 P ( , - - a ,  •  

123 

( o < a <  I) 

(a > O) 

2 Si (z, a) = K 1 P ( I  - - a ,  i z )  + K~P(I  - - a ;  - - i z )  

2 i  Ci(z, a) = K I P ( I  - -  a ,  i z ) -  K ~ P ( I  - -  a ,  - -  i z )  

2 si (e, a) = - - K ,  Q(I - -  a ,  i z ) - - K ~ Q ( I  - -  a ,  - -  i z )  

(0 < a < 2), 

( 0 < ~ <  I), 

(,~ > o) 

2 i el(z,  a) = - -  K ~ Q ( I  - - a ,  iz)  + K ~ Q ( I  - - a ,  - - i z )  (a > O) 

- - i tx  - 

si (z, a) = - -  ( s i n  t d t  = Si(z ,  a ) - -  A(ct) 

z 

c i ( z , a )  = - -  ( c ~  j to = (;i (~, ~ ) -  B (~) 

(o < a < 2) 

(0 < a < I), 

die r ech t s  f o rmu l i e r t e  K o m p l e m e n t a r i t i i t  im K o m p l e x e n  noch des  Be- 

weises  bedar f .  

Speziel l  wird  fi ir  a = x 

ci (z) + i si (z) = li (e +~-~) = E i ( + i z), 
sowie  

(2.~4 ~') 

u n d  

(2.14 b') 

2 i si (z) = li (e'") - -  li (e - i :)  

2 ei (z) = li (e ~) + li (e-i~). 

I n  der  Ta~ gil t  f a r  den  In t eg ra lLoga r i thmus  

(2117} li (e-:) -~ E i  ( - -  z) = - -  Q (z, o) = lira {P(v, z) - -  F(v)}. 
' v ~ 0  
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Die  unvollsti~ndigen Gammafunk t ionen  P(v, z) bezw. Q(v, z) sind vieldeutig in z 

und meromorph bzw. ganz t ranszendent  in v. ~ Dies s teht  im E i n k l a n g  Init dem 

Charakter  des allgemeinen Integrals inus.  

Der  Vollsb'~ndigkeit wegen erwithnen wir schliesslich die bekannte  Beziehung 

(A i8 b) zwischen der Krampschen Transzendenten  

(2 . , s )  

z 

L(~)  = �89 f e - " d t  = �89 VV~[t - +(~)] = �89189 ~'), 
0 

wobei @(z) das Gausssche Fehler integral  

gralen : 

2.19 a) 2 i S (z) = i Si (z ~, �89 = cl a (c~ z) - -  c,,L (ca z) 

und 

(2. I 9 b) 2 C (z) = Ci (z 2, �89 = c. L (cl z) + c, L (c, z) 

mit  

bedeutet ,  und den Fresnelschen Inte- 

$ - -  - - 2 ~  

e l  = e t u n d  c2 = e 

Fi ihr t  man in der WltITTnKERsehen W~..m-FunMion ~ 

2 .20  a) 

b z w .  

(2.20 b) W 

oo 

W o , - . ( i z )=e  ' ( i z )  , +  e - t d t  
2 '  2 

o 

, - ~ ( - - i z )  = e V ( - - i z )  - 3  I - - ~ -  z e ' t d t  
2" 2 

o 

die Subs t i tu t ionen 

bzw. 

t T 
l + 7 - = -  

t Z  g 

t T 
I 

iz  z 

Die Kenntnis  dieser Funkt ionen  fiir komplexes Argument  is t  j i ingeren Datums:  Unter- 
suchuugen iiber die komplexen Nullstel len yon P( r ,  z) and  Q(v, z) durch GRONWALL (Ann. Ec. 
Norm. 32, 1916), WALTHER (Math. Z. 23,  1925) , RASCH (Math. Z. 29, 1928), u .a . ;  Abhandlungen  
fiber F(z)  yon LENSE (Sitz.-Ber. Bayr. Akad. Wiss. 1928), GINZEL(Acta math.  56, I931 ) und MEIss- 
~151~ (Diss. Dresden I939). 

Den Hinweis darauf  verdanke ich Herrn Prof. Dr. C. Schmieden, Darmstadt .  
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aus, so ergibt sieh 

und 

W 
i z  a_ 1 -  ~ f e - i ' ~  "J--_ ~ ,-~(iz) = e 5 z'Ji d~ 

2 ' 2 ' l 'c t  
z 

W 

o o  

iz a a f  ii . I - - - -  e 
. 

2 '  2 
z 

Rein imagin~res z = i y ist dabei auszusehliessen, integriert  wird fiber die 

reelle Achse. 

Nun geht d ~ in der oberen ttalbebene und e -i~ in der unteren im Unend- 

lichen gegen null; man kann also die Integrationswege beider Integrale in den- 

selben Weg, der sich asymptotisch der reellen Achse anschmiegt, deformieren und 

beide Integrale zu einem zusammenfassen. So wird 

- -  I - ~ 4  . . . .  , 
(2.2,) . s i ( e , a ) =  e ' W , l _ ~ , ( i z ) + e  2 ' W ,~ ' - ' ~ ( - - i z  

2 ' 2  ~' ~- 

eine Darstellung, die fiir komplexe, nicht aber rein imagin~re z gilt. 

Da 

2.4. Asymptot isches Verhaiten. 

sin z 
Z a 

im Unendlichen wegen der dort vorhandenen wesentlichen Singularit~it ftir alle 

Richtungen mit Ausnahme abszissenparalleler gegen unendlich geht, so kon- 

vergiert das Integral  
oo  

f sin t dt 
0 

nur dann, wenn ein Integrationsweg gew~thlt wird, der asymptotisch parallel zur 

x-Achse verl~uft. Die Komplementarit~ten (2.i5) und (2.I6) existieren somit 

im Komplexen dann und nur dann, wenn man ins Unendliche asymptotisch 

x-parallel integriert. 

Ffir den Grenzwert A(a) benutzt man die aug (2.I2)durch einfache Sub- 

stitutionen (A 18 a, 15o) folgende Formel 
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oo 

( 2 . 2 2 )  fsin bXxn dx 
0 

Mit 

b n -  1 

r(,) ,..~ 
2 s i n -  

2 

~rg 

/ I  (8) r ( I - -  8) g i n  71~ R 

ergibt  sieh fiir b = I die Beziehung 

(2.23) 

An den Grenzen wird 

( o < a <  2). 

lim A (a) = I lind lim A (a) = c~. 

N i t  a = 2 - - e  erg ib t  sieh 

9 
und daraus 

~ ( I  - ~) 

(2.24) lim e A(2 - -~)  = I, 

eine fiir kleine e brauehbare  Nitherungsformel .  

A(a) ha t  somit  an der oberen Grenze seines Defini t i0nsbereichs eiaen Pol  

I .  Ordnung.  

Fiir B (a) wird en tspreehend 

(~.25) 

Aus 

folgt  

und  

Fe rne r  wird 

r ( ~  - ~ ) .  B ( ~ )  = c o s  (~ - -  ~ ) 2  

A ( u )  = ~;g ( i  - -  ~)  ~ 

lira B (a)  = o 
a ~ 0  

(2.26) l i m ~ B ( I  - -  ~) = I, 
~ 0  



Uber den allgemeinen Integralsinus Si (z, a). 1 2 7  

1 
A (o~) 

1 0 -  

5 -  

/ 
/ 

/ 
/ 

J 
J 

I ! 

B ((x) A ((x) 

I 1 I C 
g 5  1,o ~s 2,0 C~. 

Abb. I. 

f sin t d Grenzwerte A(a)= Si (0% a ) =  j t,~ t 

0 

oO 

B(e~)=Ci(oo, ec)= f c ~  t d j t-~-t. 
0 

d.h.  auch B(a) besitzt an der oberen Grenze seines Definitionsbereiehs einen 

Pol  I. Ordnung. 

Abb. I zeigt A(a) und B(a), Abb. 2 die Kurven Si(x ,  a) zur Abszisse x und 

dem Parameter a, Abb. 3 die Fl~che Si (x ,  a) fiber der xa-Grundebene.  

Durch partielle Integration des allgemeinen Integralsinns erh~ilt man 

(2.27) Si (z, a) = A (a) + si (z, a) ~ A (a) 

_ _~[cosz2(- i ) -~(~+ ,)...(~+2.-,)~,,,, 
n ~ O  

und speziell f f i r  a = I 

(2 ~,~ ~ ,~  . . . .  ~2 ~I[c~ ~ ~ ~-,~,,~2~),~,, + sin ~ ~ ,~ ,),, 1~2,,_~,, 1 ')'1 
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Abb. 2. Kurven Si (x, a) in Abhii.ngigkeit von x nlit Parameter ~z. 

Dies ist ffir reelles z = x eine asymptotische Entwicklung. Dass sie aueh fiir be- 

liebige komplexe Werte z mit Ausnahme rein imaginiirer z = iy gilt, weisen wir 

am bequemsten mit Hilfe der Whittakerschen Wk, m-Funktion I nach. Deren asymp- 

totische Entwicklung lautet (A 25) 

Wk, m(z)~e-Z/2zk [ 1+ ~ {m~--(k--~)~} {m~'--(k--~)2} . . .  {m~--(k--n + �89 
und ist ffir beliebige komplexe z mit Ausnahme rein imagin~rer z = iy  giiltig. 

Setzt man 

i z  __ a [  ~ (--I)na(o~ + ,?.2,I)... 'C~ + ~ - - I ) ]  
w _  ~ , - ~ ( i ~ ) ~  ~ ~ ( i ~ )  '-' 1 + ~:-, ; ,  

und 

l~" a 1 -a ( - - i z )~eh( - - i z )  -~  I + Z  O~(g+ I ) . . . ( C / +  ~ - - I  
- ~' - ~  ~-1  (~ ~ 

in (2.21) ein, so ergibt sieh die Entwicklung (2.27), deren Existenz damit fiir 

beliebige komplexe Argumente mit Ausnahme rein imaginiirer erwiesen ist. 

Vgl. S. T24. 
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Abb. 3. Fl~iche Si(x, a) fiber der xcr Grundebene. 
)f 

Entsprechend erh~lt man fiir den allgemeinen Integralkosinus 

(2 .28)  c i  (~, . )  ~ B (~) - -  ~-o [cos 2 , 2  ( - -  I)n--1O/ (0f -1- g 2I)n-'" "1 (C~ -~ 2~I~-- 2) -{- 
?t~l 

+ sinz,l=o ~ ( -  I)n+l ff (ff ~- I)r " "Z'n  (ff ~_ 2.'~ ~ _ , ) ]  

als asymptotische Entwicklung mit demselben Gfiltigkeitsbereich. Fiir das Rest- 

glied gilt auf Grund der Herleitung yon den l'~. m-Funktionen 

(2.2 9 a) IRn l  = 0 ( .~ '-"-l) ,  ( [ a rc  .-~l ~ ~Tg - -  ~ < 717). 

9- 642127 Ac~ mathemat/ca. 85 
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Piir a > I kSnnen wir mit Hilfe der Q-Funktion zu einer schiirferen Abschiitzung 

gelangen. Wenn man deren asymptotisehe Entwicklung (A I8 b, S. 37)in (2.I4a) 

einsetzt, erhi~lt man wiederum (2.27) mit demselben Giiltigkeitsbereich, wie er 

sich mit Hi[fe der Wk,~-Funk~ion ergab, und einem Restglied 

(2.29b) iR~I < -  C(a "- n) = O(z_~_,~). 

Der Entwieklung (2.27) , die fiir rein imagini~res Argument nieht gilt, wollen wir 

jetzt  noeh eine solehe fiir den hyperbolisehen Integralsinus an die Seite stellen. 1 

Es sei z = i y  rein imagin~r. Dann ist 

Si (i y) = i Si h (y) ~ [" sin (x + i y) x + dx=---I,2 
0 

wobei das Integral I fiber die reelle Achse zu erstrecken ist. Der Realteil yon 

I hat den Wert  z / 2  und hebt sich gegen den ersten Summanden fort. Also gilt 

oo oo 

/" cos  x f u x 
- - S i h ( y )  = sin h Y d x ~ + T s  d x - -  cos h y j x~ + y,~ d x .  

O I) 

Durch partielle Integration erh~ilt man 

(2.30) _ i S i ( i y l ~ S i h ( y  ) e o s h y ~ ( 2 n ) !  s i n h y ~ _ ( 2 n +  I)! 
y 2 - 7 ; -  + - -  y 2 n + l  " 

Y ,,=o Y n=0 

Dies stimmt mit (2.27') bis auf den Summanden ~/2  iiberein. Fiir allgemeine a 

kann man entsprechend verfahren; hierbei entfiillt fiir z = i y  in (2.27) der 

Summand A (a). 

Zusammenfassend l~sst sich das asymptotische Verhalten des allgemeinen 

Integralsinus, wie es sich aus den bisherigen Untersuchungen ergibt, folgender- 

massen kennzeichnen: 

I) Liings der reellen Achse und litngs aller zu ihr asymptotisch parallelen 

Kurven gilt 
lim Si (z, a) = A(a). 

2) In der gesamten iibrigen rechten t talbebene strebt l~ngs aller Strahlen, 

die einen noch so kleinen festen Winkel mit der reellen Achse einsehliessen, 

i Nach einer f reundl ichen Mit te i lung yon Herrn  Prof. Dr. C. S C I t M I E D E ~ ,  Darmstad t .  



l~ber den Mlgemeinen Integralsinus Si (z, 6). 131 

s i ( ~ , ~ )  A ( 6 )  oo~ ~ - -  - -  --->- CXD 

2 a 

3) Speziell wird auf  der re in  imagin~ren Aehse z = i y  

cos h y 
i ~-2 Si (i y, 6) - -~j,;  .... 

4) Hie raus  lgsst sich auf Grund  der Umlaufre la t ion  das Verhal ten  der Funk-  

tion in den anderen Bl~ttern der Riemanschen  Fl~che ohne weiteres erschliessen. 

( 2 . 3 I  a)  

bz~w. 

(2. 3 1 b) 

2.5. Eine weitere Reihenentwicklung. 

Die durch part iel le  In t eg ra t ion  und Rekurs ion  gewinnbaren  Beziehungen 

( o ) 
s i  (~, ~) = - , . ~ - o  c o s  .~ + s i n  ~ - -  6 (6 + ~) ~i (~, ~ + 2) 

z 

- sin z - -  - - - -  cos z - -  - - 2 )  I - - - 6  2 - - a  ( I - - ~ ) ( 2 - - a )  Si (%, 6 

sind nur  ffir die Komplemen t funk t ion  si(z, a) yon Wer t .  1 Ffir den al lgemeinen 

In tegra ls inus  selbs~ i ibersehrei ten sie den Paramete rbe re ich  o < a < 2. So kommt  

den Re ihenen twiek lungen  besondere Bedeu tung  zu. W i r  wollen uns deshalb eine 

NI5glichkeit versch~ffen, Funk t ionswer te  in Gebie ten  zu bereehnen,  die ~,eder mi t  

der T~ylorre ihe  noeh mit  der asympto t i sehen  En twick lung  giinstig zu erfassen 

sin& ~ 

Aus der  Nielsenschen En twiek lung  ffir die Q-Funkt ion  (A I8 b, S. 84) 

(2.33) Q ( ~ , z + h ) = Q ( ~ , , z ) - e  -~ ( - I )  n ~ ! z n + l - ,  

ergibt  sich mi t  Riicksicht auf  (2.I 4 u) folgende Reihe,  die wir , ,P-Reihe"  nennen  

wollen: 

1 AllS dem a l lgemeinen  In t eg ra l s inus  liisst s ich der  a l lgemeine  ]n teg ra lkos inus  wegen 

(2.32) Ci(z, a) = z - a  sin z + a Si(z, e~ + I )  ( O  < ~ < I) 

ohne  wei teres  berechnen .  

Um eine prak t i sche  Vors te l lung zu vermi t te ln ,  sei angemerk t ,  dass  es sich dabei  e twa  um 
Wer te  5 < [z[ < I5 handel t .  Der Bereich h~ngt  veto P a r a m e t e r  ab und  vergrSsser t  sich mi t  dem 
Genauigke i t sanspruch ,  den man  an die F u n k t i o n s w e r t e  s tel l t .  
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(2.34) 

E. Kreyszig. 

S i ( z +  h , a ) = S i ( z , a ) + z  ~ e ' ~ e  " i  n + a - - I  P ( n +  I , - - i h )  
2 t n=O ~ Zn 

+ 

uud speziel[ fiir den gewShnlichen Integralsinus 

--~P(r~ + ~ 
(2.35)  S i ( z + h ) =  S i (z )+  �89 e i ~ e  

2,n+l 
It- ~ 0  

h 

P (n + I, h )=  f e  -~ t" dr, 
o 

P ( i ,  h) = I - e - ~ .  

+ e -  

+ 

Hierbei ist 

Mso 

~ ~P( .+~ , ih) ]  
2 z e ~ . _  

2 ,n+ l  J ?I~0 

Fiir die weiteren Koeffizienten erm5glicht die Funktionalbeziehung 

P ( n +  I , h ) = n P ( n , h ) - - e  -hh"  

eine einfache Berechnung. Zur Anwendung yon (2.34) geht man yon Werten aus, 

die mit der Taylorschen oder der asymptotischen Entwicklung einfach zu be- 

rechnen sind und unter Umsti~nden sogar reell gew~ihlt werden kSnnen. Mit der 

P-Reihe ist man dann imstande, ein Gebiet mit einem Wertenetz, das nur ge- 

ringer Kontrollrechnungen an den Rs bedarf, zu iiberziehen. Die Koef- 

fizienten h~ngen, wie man erkennt, nut  yore Schritt h und nicht vom Argument 

ab. Sie werden fiir das gew~inschte h ein fiir allemal festgelegt (vgl. Tafel 5). 

3- Nul l s te l l en  und W e i e r s t r a s s s c h e s  Produkt .  

3.I. Allgemeines Yerhal ten der Nullstellen yon Si(z ,  a). 

Die Funktion z ~ Si (z, a) ist im Sinne der Theorie der ganzen transzendenten 

Funktionen fiir alle a < 2 von der Ordnung 0 = I und zwar speziell yore Nor. 

maltypus a = I. 1 Der allgemeine Integralsinus selbst hat  ulso ein maximales 

Wachstum (fiir z = i y) wie eine Exponentialfunktion eL 

Vgl. wegen der Definition dieser Begriffe etwa L. BIEI]ERBACH, Lehrbuch der Funktionen- 
theorie II. LeipZig 1931 S. ~34 g- 
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Er besitzt, wie sich zeigen wird, unendiich viele Nullstellen z0, die wegen 

des analyt ischen Charakters  der Funkt ion  eine abz:,ihlbare Menge mit  dem Grenz- 

punkt  oo bilden. Auf Grund des Schwarzschen Prinzips liegen sie spiegelbildlich 

zur x-Achse und ftir a = I noch obenclrein spiegelbildlieh zur y-Achse. In jedem 

endlichen Interval l  wird man daher  n u t  ]eweils eine endliche Zahl yon ihnen 

antreffen. 

W i r  zerlegen das Defini t ionsintegral  in eine Summe yon Abschn i t t s in tegra len  

D und E zwischen Vielfaehen yon z auf  der reellen Achse und in einen 

Rest  r: 

z (2m+l), 'z (2m +2),~ 

(3.i , ? s i n t  P(~'( [ '  s i n t  f s i n t d t  ) 
J V' d t = ~ =  o. . t ~ d t +  . t ~ + 
0 2 m ~  ( 2 m + l ) ~  

wobei p(z) durch die Beziehung 

best immt ist. 

es gil t  

(3.2) 

+ sin t v (=) 
~ j -  d t ~ ~ { n,~ (z) + E~ (z)} + r (z), 

m = 0  (2p+2)z 

(2p + 2)~ < })lz < (2p + 4 ) z  

Dabei haben die Dm positives, die ]/m negatives Vorzeichen, und 

IDmI IE,,I I'Dm+ I IE, + I q : x, 2 , . . . ) "  

Wir beschr~inken in diesem Abschni t t  fiber die Nullstel len die Ver~inder- 

liche z auf endliche Werte,  dami t  die Schranke a > o voriibergehend entfal len 

kann.  Dami t  t reten hier Funkt ionen  in die Be t rach tung  ein, die sich wegen 

(2.31) und  

(3.3a) Si(x, --  I) = - - x c o s x  + s i n x  

b z w .  

(3.3b) Ci(x, --  I) = x s i n x  + c o s x - -  I 

dureh eine endliche Anzahl elementarer  Funkt ionen darstellen lassen, wenn a < o  

ganzzahlig und dem Betrage nach beschrii~nkt ist. 

Da Si (o, a ) =  o ist, so ergeben sich aus (3.z) drei Fiille (vgl. Abb. 2): 

I. F a l l  a ~ O .  

Ffir a < o schwingt  der allgemeine Integrals inus  bei positiv reellem wach- 

senden z = x mit  zunehmender  Ampli tude durch positive und negative Werte,  
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ha t  also unendl ich  viele Nul ls te l len  z o = x o  und zwar jeweils  eine zwischen auf- 

e inander fo lgenden  Viel fachen von z .  

2. Fall a > O .  

Fiir  a > o schwing t  tier a l |gemeine  In teg ra l s inus  bei posi t iv  reellem wach- 

senden z = x mi t  a b n e h m e n d e r  Ampl i t ude  durch posi t ive Wer t e ,  kann  also, ab- 

gesehen  yon z0 = o, ke ine  reel len Nul ls te l len  besitzen. E r  muss d~her  in diesem 

Fal le  als eine bis auf  den F a k t o r  z -= ganze t r anszeuden te  Funk t ion ,  die fiicht 

yon der F o r m  einer  E x p o n e n t i a l f u n k t i o n  ist, komplexe  Nulls te l len haben.  

3. Fa l l  a = O. 

Fiir  a = o liegen die Nul ls te l len  yon Si (z, o) = I--COS z bei 2 ~ z (~ = I, 2, . . . )  

und  sind Doppelnul ls te l len.  Sie 15sen sich auf  und  bewegen  sich stet ig,  wenn 

a yon null  aus s te t ig  ws oder  fiillt. 
Die  e rs ten  beiden Fs seien ns  un te r such t :  

I. F a l l  a < O .  

Fiir ~ < o ergeben sieh jeweils 2 reelle Nullstellen aus einer Doppelnullstelle 

bei x = 2 u z ( a  = o) und sind aus Kon t inu i t~ t sg r i inden  die einzigen. 

Fi ir  a < o exis t ieren somi~ nu r  reelle Nulls tel len,  je eine zwischen zwei 

benachba r t en  Viel fachen yon z .  S t reb t  a - ~ -  0% so n~ihern sie sich, wie le icht  

beweisbar ,  unbeg renz t  den Zahlen ~ ~ (~  = 1, 2 . . . .  ) (vgl. Abb. 4 und 5). 

a) Und  zwar  kehren  die bei der  Te i lung  der Doppelnul ls te l len  auf  der  re- 

ellen Aehse nach  r e  c h t  s wandernden  e infachen Nulls te l len bei e inem bes t immten  

W e r t  yon a = - - I ,  2 um uud s t reben  bei wei terhin m o n o t o n  fa l l endem a dann  

m o n o t o n  dem geradzah l igen  Vie l fachen  yon zc zu, aus dem sie he rvo rgegangen  

sind. 

b) H i n g e g e n  sind die bei der Te i lung  nach  l i n k s  nach  e inem ungerad-  

zahl igen Vie l fachen yon z wandernden  Nul ls te l len m o n o t o n e  F u n k t i o n e n  yon a. 

Dieses  Verha l ten  ist durch  die B e t r a c h t u n g  des Def in i t ions in tegra ls  erkls  

wenn m a n  den Ges t a l t wande l  des I n t e g r a n d e n  bei va r iab lem a beachtet .  

i )br igens  bes teh t  fiir a > o hierzu folgendes  Ana logon  (s. Abb. 6 ) :  

a) Die reellen Max ima  besitzen,  als Funk t ion  yon a be t rach te t ,  e inen Mi- 

n imalwer t ,  der  durch  
(2 ~ +  1),~ 

f sin t ln  ('n o, I, .) ~ t ~ - -  t d t = o  = . .  
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t i v e m  ~ in A b h i i n g i g k e i t  yon  ~ ( E r g e b n i s s e  in- 

s t r u m e n t e l l e r  I n t e g r a t i o n ) .  
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Abb.  6. E x t r e m a  S i ( n  r:, cr yon S i (x ,  :r in  Ab- 
hLingigkeit  yon  a ffir n ~ I,  2, 3, 4- 

b e s t i m m t  ist, bei a o = 0,8. F~illt oder  wiichst a yon a o aus monoton ,  so wachsen 

die Max ima  monoton .  

b) Dagegen  sind die Min ima  mono ton  wachsende  Funk t ionen  yon a ( >  o). 

2. F a l l  O ~ e ~ 2 .  

Dieser  Fal l  e rscheint  als der  wicht igste .  Bei dem ers ten  ~ or ien t ie renden Uber-  

blick ha t t en  wir  gesehen:  Fiir  a >  o kann,  wie gezeigt ,  ke ine  Nulls te l le  reell  

sein, v ie lmehr  miissen alle im K o m p l e x e n  liegen. U n t e r  ihnen  kSnnen keine 

mehr f achen  sein, da  der  I n t e g r a n d  nur  reelle Nulls tel len besitzt .  Sie kSnnen 

auch n icht  rein imagin~ir sein, wie man  aus der  Tay lo ren twick lung  ersehen kann.  

t~brigens gi l t  dies of fenbar  auch fiir nega t ive  W e r t e  yon a. N iemal s  kann  also 

eine Nul ls te l le  des a l lgemeinen  In teg ra l s inus  auf  der  imagin~ren  Achse liegen. 
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Bei tier AuflSsung d e r  Doppelnu!ls te l len ents tehen jeweils 2 einfache,  die 

sich mi~ wachsendem a ( ~  o) yon tier reellen Achse for tbewegen,  und zwar stets  

konjugie r t  komplex zueinander.  Um ihren Weg verfolgen zu kSnnen,  zeigen wir: 

a) Sie en t fe rnen  sich bei wuchsendem ~ ( ~  o) rechtwinkl ig  yon tier reel len 

Achse. 

b) S ie  kSnnen sich hie fiber eine der Linien x = 2 n z  (n = I, 2 , . . . )  hin- 

wegbewegen.  

c) I h r  Re~lteil  f~llt  bei wachsendem a monoton.  

d) Sie n~ihern sich schliesslich ffir a -+ 2 den Lin ien  

x = ( 2  n -  I ) .  ( .  = ~, 2 , . . . )  

~symptotisch,  w~thrend ihr  Imagin~irteil hierbei  fiber alle Grenzen w~chst. 

e) Deshalb bleiben gewisse, noch n~her  zu bezeichnende ordinatenparallel 'e  

S~reifen stets nullstellenfrei .  

f) Die Nullstel len haben fiir ein festes a ( o ~ a < 2 )  einen Imagini ir tei l  y, der  

etw~ logar i thmisch  mi t  dem Reulteil  x w~ichst. Sie liegen also in der xy-Ebene  

n~herungsweise auf  e iner  logar i tbmiscben Kurve.  

Im  einzelnen sei zu diesen Punkten  ausgefi ihrt :  

u) Die Abwanderung  der Nullstel len ins Komplexe  bei yon null  wachsendem 

a erfolgt,  wie man  beweisen kann,  auf Kurven,  die in den P u n k t e n  x = 2 ~ ,  

y ~ o ordinatenpar~l lele  Tangenten  haben.  

b) Es exis t ier t  kein W e r t  a, fiir den der Realtei l  einer komplexen l~ullstelle 

z o = x  o + i y  o den Wer t  

Xo = 2 ~ z  (~ = o ,  I ,  2 , . , . )  

annehmen kunn. Das bedeutet ,  derar t ige  Linien  x = 2 n ~ sind fiir komp]exe bTull- 

stellen uni iberschrei tbar .  Zum Beweis nehmen wir an, es exist iere eine Nullstelle 

mi t  x o = 2 n ~. Ffir diese mfisste 

2 n ~ q - i b '  o 

-t~-. ! o 
2 n ~  

sein, d~ der  Funk t ionswer t  S i ( 2 ~ ,  ~) stets reell ist. 5 l i t  

t = 2 ~  + i z  
wird 
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Yo 

(3.4) W =  - - ~  , (2n~+i~) ,~  
o 

Nun ist aber 

.~'o 

0 

- - ~ T < a r c I < o  

und de sha lb  (3.4) nieht  m5glich. Also kann fiir 

x 0 = 2nJ~ werden, was zu zeigen war. 

( ~ > 0 ;  2 > a > O )  

keinen Wef t  a ( 2 > a > o )  

c) Die fiir a = o bei x = 2 n z  gelegene Nullstelle en t fe rn t  sich mit  wach- 

sendem a > o yon der Linie x = 2 n ~r nach der Seite kleinerer Abszissenwerte x. 

Um dies einzusehen, geniigt  es zu beweisen, dass 

fiir h inreiehend Heine  Wer te  u erfiillt ist, wenn nur  a I < a~ vorausgesetzt  wird. 

Dabei bedeutet  zm,p eine einfache Nullstelle des allgemeinen In tegra ls inus  Si (z, a~), 

die der Doppe!nullstelle bei x = 2p  z , ,entsprungen"  ist. Nun  gilt auf Grund  

der asymptot isehen En twick lung  

Si  (z~,p, ~m) - -  - % '  -A (~ , . )  ~,~,, ~os~.~,~,+ o[~;i~ ] = o  ( o < ~ , , < ~ ) .  

A(a) w~chst mono ton  mit  a. Also muss fiir beliebige a 1 < u.~ die Beziehung 

(3.5) , Z -2  ~)l (Zl-[p' COS ~'l,p -~ 0 [Z~,~)])< ~(Z~-p" COS Z2, I, ~- O [  2, p]) 

erfiillt sein. Mit. 

ist 

[ ~ ,J~(~;. cos ~,, + o [~;~]) = , . -~ + o x;~ y2, ~ , - ~  , 
~' ' x~, J 

also fiir h inreichend kleine a, ~ und  y~ wegen (3.5) 

"' > x"~ (o < al < a~) Xl. p 2, p 

und dami~ dann auch, wie behauptet ,  

Xl, p ~ X2, p. 

d) Um zu untersuchen,  wie sich die Nullstellen u n d e r  Grenze des Defini- 

t ionsbereichs,  also fiir a - +  2 verhal~en, wird die asymptot ische  Entwick lung  in 
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erster  Ni~herung benutz t  und  dann gezeigt,  dass sich an dem auf diese Weise 

gewonnenen  Ergebnis  nichts  iindert, wenn man beliebig viele weitere Glieder  der 

En twick lung  zusiitzlich beri icksiehtigt .  Da A (a) fiir c~ = s einen Pol  besitzt, muss 

fiir die Nullstel len in ers ter  Ni iherung 

lim ~Jl (z~ -~ cos Zo) = oo 
e ~ 0  

(3.6) 

und 

(3.7) 

gelten. 

besehr~inkt bleiben, 

beschr~nktem ]x[ 

(3.8) 

lira ~ (z~ -2 cos z0) = o 
~-~0 

Da wei terhin  die Kre i s funk t ionen  fiir endliche W er t e  des Argumentes  

ist (3.6) n u t  zu erfiillen, wenn y-+  c~ geht. Nun  ist  bei 

l i r a  a r c  (z 2-~) = ~. 
~ 0  
y ~  oO 

Also muss, da sin h y  ausser  y = o keine weitere Nullstelle besitzt, wegen (3.7) 

lim (sin x0) = o 
E ~ 0  

und gleichzeit ig wegen (3.6) und (3.8) 

sgn ~ (cos z) < o 

sein. Diese Bedingungen  sind d~nn und n u r  dann erfiillt, wenn 

lim Yo (2 - -  e) = c ~  
e ~ 0  

und 

l i m x  0 ( 2 - e )  = ( 2 ,  + I)J~ 
~ 0  

(It = O~ I ,  . . .) 

ist. Alle folgenden Glieder  der usymptot ischen Entwick lung  werden wegen der 

hSheren Potenz  yon z im Nenne r  beim Grenzi ibergang a -+ z yon n iedr igerer  Ord- 

nung  unendlich a.ls das erste Glied, das wir bisher allein berf icksichtigt  haben.  

Folglich i~ndert sich nichts an dem Ergebnis,  das wir so aussprechen kSnnen: 

Fiir a - +  z wandern  die Nullstel len des Mlgemeinen In tegra ls inus  ins Un- 

endliche. Sie niihern sich dabei den Ordinatenpara l le len  x = (2 n - -  I) ~ (n = I, 2 . . . .  ) 

yon reehts  her  asymptot isch.  

e) Somit  gil t  
( 2 " -  I ) 7 ~ <  ~}~(Cn) "~ 2 n 7 ~ ,  ( ,  = I, 2, . . . ) ,  

wobei cn die Nullstel len bedeuten,  die im ersten Quudran ten  der z-Ebene liegen. 



140 E. Kreyszig. 

In  den offenen ~ In te rva l len  yon der Brei te  ~ zwischen einem geraden  Vielfachen 

yon ~ links und einem ungeraden  rechts  befindet sich also keine komplexe Null- 

stelle des a l lgemeinen Integrals inus .  

Aus a) bis d) fo lgt  ferner ,  dass der a l lgemeine In tegra ls inus  fiir a > o  genau  

2 n Nul ls te l len Zo mit  

(z0) _-< 2 ~ ~ ( .  = i ,  2 ,  . . . )  

besitzt. I t ie rbe i  ist z o = o wiederum n ich t  mitgez~hl~. 

f) )~uf Grund  der  asymptot i schen  En twick lung  gil t  fi ir  die Nulls te l len 

A ( . )  - z - ~  e o s  z + 0 (z  - ~  = o ,  

und  hieraus fo lg t  mit  z = r e  ~ s  

r a 
e y 
- -  + 0 ( e - ~ ,  r - ~ - i ) .  

A (~) 

In  ers ter  Ns  ist  also 

( 3 . 9 )  c o s  ~ = A (~) ~ .  

Dami~ kann  man das Kor rek turg l ied  fiir die 2. Ni~herung absehiitzen: 

V i a z  - J  s i n z  = i a A ( a ) z  ~ - 1  I - -  A~(a)z~ ;  

es verschwindet  fiir grosse z und  a ~ I. Man kann  sich deshalb ffir ~ ~ I auf  

die erste Ni iherung beschr~nken.  

Fiir  a ~ I muss das 2. Glied der asymptot i schen  Entwick lung  mitberiick- 

s icht igt  werden;  das dr i t te  Glied der  En twick lung  verschwindet  mi~ wachsendem 

z fiir alle a, wie man zeigen kann-. 

Hieraus  folgt  
y ~ ~ i n  ( x  ~ + y~)  - i n  2 A (a ) ,  

d .h .  eine n~herungsweise  logar i thmische  Abh~ingigkeit zwischen x und y. 

Das Gesamtbild,  das sich aus allen den angegebenen  S~itzen fiber die Null- 

stellen ergibt ,  ist in Abbi ldung 4 dargestel l t .  

Under Benutzung  dieser Ergebnisse  stellen wir fiir o ( ~  ( 2  fest:  

Die Reihe der  Reziproka  der Nullstellenbetr~ige 

2 1 

1 W e n n  m a n  d i e  G r e n z f ~ l l e  g : 2 u n d  a : o e i n b e g r e i f t .  
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is~ eine 1VIinoran~e der harmonischen Reihe, da die Nullstel lenintervalle wie die 

nattirlichen Zahlen aufeinanderfolgen und das Verh~ltnis Imagin~rteil:  Realteil 

der Nulls~ellen monoton gegen null fgllt. Also konvergiert 

l__,V 
n = l  n ~ l  

Dagegen ist 

2 
divergent; der Grenzexponent der Nullstellen ist damit; also Divergenzexponent': 

0 ' = 0  = I. 

3.~. Weierstrasssches Produkt. 

Mit der so gewonnenen Erkenntnis fiber die Verteilung der l~ullstellen kSnnen 

wir den allgemeinen Integralsinus in der Form eines unendlichen Produktes dar- 

stellen. Seiu ganzer trauszendenter Anteil 

g (z) = z ~ Si (z, a) 

hat  I. eine Doppelnullstelle fiir z = o und 2. abz:,ihlbar unendlich viele Null- 

stellen z = a,~ und die hierzu kon~ugiert komplexen ~ .  Das Weierstrasssche un- 

endliche Produkt lautet also 

(3"  I O) g (,~) = , ~  t~h (z) I - -  e I - -  ~ (in 
?1--- -  ~ 

= .2 ~,2 

Dabei is~ der Exponent der konvergenzerzeugenden Faktoren linear, weil naeh 

der Nullstellenverteilung die grSsste ganze Zahl 1), fiir welehe 

5:1 1" 
n=llanl 

noch divergiert, p = I fiir alle Werte yon a (o < a < 2) ist. Das Polynom h (z) 

kann, da der allgemeine Integralsinus yon der Ordnung Q = I ist, allenfalls die 

Gestalt 

' V g l .  S. I 3  2 A n m .  I.  
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h ( z )  = c z  + d 

hubert. Dass es sich sogar auf eine Kons tun te  reduzier t ,  mi t  underen Wor ten ,  

dass der  al lgemeine In tegra ls inus  also eine kanonische (primitive) Funk t ion  ist, 

w011en wir durch  einen Vergleich mi t  

)( 2 2 

, , = ~  , , = ~  (2~) ~) 
feststellen. Da f(iy) und g(iy) ~sympto~isoh gleieh stark anwaehsen, genfigt es 
offenbar zu zeigen, dass 

,,.,.) fi (i~ ~,i)(~ +~i) ~ ~ (i+ ~:)..) 
n=l ?I=] 

ist. Di~s trifft zu, wenn 

+ Y~ 

von  einem beliebigen Wer te  % ab fiir alIe fo lgenden n erfii l i t  ist. Da  die Null- 

stellen des al lgemeinen In tegra ls inus  und damit  auch der Funk t ion  g(z), n~ihe- 

rungsweise auf  logar i thmischen  Linien  liegen, ist 

Dami t  gilt  (3.12). Also ist h(z) konsfan t  in z. W e g e n  

lira g(z)_  I 
i z l ~ o  Z 2  2 - -  a 

und 

wird 

~( )(.') Z2 _ _ ~  
l i r a  I - -  I = I 

e h ( z )  = __ I _ _ .  

2 - -  C~ 

Dami t  haben wir fiir den al lgemeinen In tegra ls inus  die Dars te l lung  gewonnen:  

(If ~)l--" i 

Sie l iefert ,  wie es sein muss, fiir reelles Argumen t  z = x reelle Funk t ionswer te  

und schliesst sich an der un te ren  Grenze des a-Bereiehs an die bekannte  Pro-  

duktdars te l lung  yon I - -  cos z an: 
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lim S i ( z , a )  = I - - c o s z  = - -  I 
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3.3. Ye rg l e i ehende  B e m e r k u n g e n  zu den Nul lste l len und dem W e i e r s t r a s s s c h e n  
P r o d u k t  des a i lgemeinen  I n t e g r a l k o s i n u s  Ci (z, a). 

Fiir den ul lgemeinen In tegrMkosinus  Ci (z, a ) e r g e b e n  sieh Gemeins~mkei ten  

und Unterschiede im Nul ls te l lenverhMten gegeniiber  Si(z, a). Dureh  en tsprechende  

Beweisf i ihrung finden wir: 

Fiir  Mle a <  I i s t  C i ( o , a ) = o .  

Fiir  a -+ - -  oo s t reben die Nulls te l len yon Ci (z, a) den Zahlen 

X = (27Z + I)7g 

zu. Fiir  a = o l iegen sie bei 

(~ ~ O~ I~ . . . )  

X = 9 '7[ :  (91 = I ,  2 , . . . ) .  

Die Nulls tel len mi t  ungeradem n sind monotone  Funk t ionen  yon a ( < o ) ;  wir 

wollen sie wiederum kurz als die , , l inken" Nullstel len bezeichnen. Die anderen,  

die , , rechten" ,  kehren  in den P u n k t e n  x = 2 n ~ urn, wenn sich a monoton  durch 

null  bewegt.  Fiir  einen noch n~her  zu bes t immenden  W e r t  a = to(~) vereinigen 

sieh je  eine , , l inke" und eine , , reehte"  Nulls tel le  yon Ci (z, a) bei 

(3.I4) x = (4n + 3) ~ (7, = Or I , . . . )  
2 

zu einer  Doppelnul ls te l le  und w~ndern dann fiir wachsendes a _--> to(n) ins Kom- 

plexe aus. (3.I4) fo lgt  unmi t te lba r  aus dem Bau des In tegranden .  Du tch  die 

folgende t lbe r l egung  gewinnen wir to(n): J ed e r  reelle Funk t ionswer t  a(x)yon 

Ci(z ,  a) liegt, x ~  -z- vorausgesetzt ,  zwisehen zwei Ex t r em a  (~[i(x) Maximum, 
2 

Mii(x) Minimum); Mlenfalls kann  er mit  e inem der beiden zusammenfal len.  Fiir  

a (x )  = o i s ~  

i i  (x) >_-- o => i n  (x) 

zu fordern.  Bezeichnet  man die Ex t remn in der  Reihenfo]ge ihres zugehSrigen 

m-Werfes mi t  1 , 2 , . . . , n , . . . ,  so gi l t  

Um M,(,,) = li,. Mn(,,) = R(~) (o < ~ < ,), 
?b--~ oo  n ~ o o  
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d.h.  der Unl;erschied zweier aufeinanderfolgender Extrema 

wachsendem n unter jede noch so niedrige Schranke. Wegen 

B (~) _>-- ~ (d > o 
wird 

(3.~s) lim co (~) = o .  

7 t ~  oO 

sinkt bei beliebig 

(a ~-~ ~ > O) 

0,30857 < o~(i) < 0,30858 

3 z/2 

~/,~ 

c o s t d t  (o < a < I ) 

erfiillt isl;, so verl~sst bei weiter wachsendem a ~ ~0(1) die letzte Nullstelle bei 

3--~ die reelle Achse. Wo die zuvor abgewanderte Nullstelle lag, hal; sich in- 
2 

zwischen ein Werl; C i ( 7 z ,  w(1)) ~ o ,  i35, also von erheblieher Gr5sse, eingesl;ellt. 

Dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip gemiiss bewegen sich die beiden ein- 

fachen Nullstellen, die bei der Aufl5sung einer jeden Doppelnullstelle entstehen, 

konjugierl; komplex zu einander. Die Grenzlage 

(3.I6) lim x0(ff ) = (2 .  "4- I)Tg lind lim Yo(a) = -4- co  
a ~ J  W ~ I  

fiir eine Nullstelle 

to (~) = x0 (-) + i yo (-) 

ergibt sich wiederum mil; Hilfe der asympl;otischen Entwicklung: Es existieren 

also ordinat;enparallele Streifen yon der Breitte 3~ und der Lage 
2 

r 

(3 . I7 )  ( 4 m  - -  I ) 2  < S m <  (2 ,7  -~- I )~ ,  ( , I  : I ,  2 , . . . ) ,  

die frei yon komplexen Nu!lstellen sind; ausserdem bleibt auch das Intervall 

o . . .  z sl;el;s nullstellenfrei. 

die Gleichung 

Da Ci(z, a) im Endlichen keinen H~ufungspunkt der Nullstellen haben kann, ist 

also die Zahl derjenigen Nullstellen endlich, fiir die w ( n ) >  o sein muss. ~o(n) 

f~illl; monol;on mit n, wie aus dem vorhergehenden folgl;. So erfolgt die Null- 

stellenabwanderung ins Komplexe bei Ci (z, a) einzeln nacheinander in der Reihen- 

folge fallender Ordnungszahlen n. Wenn schliesslich durch a = w(I) mit 
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Zusammenfassend vergle ichen wir die Nulls te l len der beiden F u n k t i o n en  

S i (z ,  a) und Ci(z ,  a). 

l) Fi ir  alle a ( <  I) ist S i ( o , a )  = C i ( o , a )  = o .  

2) Fiir a--> - -  c~ und  a - +  2 bzw. a ~ 1 ergeben sich Grenzlagen gemein- 

samen Charakters .  

a) Fiir a - - > -  oo (Iz[ beschri~nkt!) sind es jeweils die Nulls tel len des 

In tegranden .  

b) An der anderen Grenze des Exis tenzbere ichs  der Funk t ionen  (a = 2 

bzw. a = I) fal len die Nullstel len zusammen. 

3) Fiir  a = o haben  beide F u n k t i o n en  bei x = 2 n z gemeinsame Nullstel len.  

Fiir a < o k5nnen  sie keine gemeinsamen Nulls te l len besitzen. Ex is t i e r t en  der- 

ar t ige Nullstel len,  miisste.n sie notwendigerweise  reel l  sein. Dies hiesse, das 

In  tegral  

e i t  
~ d t ~  P(--ix, I --a) ( a d o )  

o 

miisste reelle oder  abet  P(~, z) fiir ~ ~ I rein imagin~re Nullstel len besitzen. Dies 

t r i f f t  aber  bekannt l ich  n icht  zu. 

4) Die Nulls tel len des I n t e g r a n d e n  beider  Funk t ionen  t r ennen  einander .  

Also fo lg t  mi t  2 a) und 3), dass auch die Nulls te l len der Funk t ionen  selbst ein- 

ander  t rennen.  

5) Bei beiden Funk t ionen  er fo lg t  die Abwanderung  der Nulls tel len ins Kom- 

plexe yon reellen Doppelnul ls te l len  aus, die sicb dabei in je 2 zue inander  kon- 

jug ier t  komplexe auflSsen. Die Ar t  des Abwanderns  ist bei beiden F u n k t i o n en  

verschieden.  Bei Si (z, a) verlassen alle Nullstel len,  wenn a yon o aus w~ichst, 

gemeinsam die reelle Achse, bei Ci (z ,  a) nache inander ,  die gr6ssere immer  yon 

der  n~ichst k le ineren gefo lg t .  

6) Beide Funk t ionen  besi tzen 2 Ar ten  yon reel len Nulls te l len,  die sich durch  

ihr  Verha l ten  unterscheiden,  wenn man  sie als Funk t ionen  yon a ( ~  o) be t rach te t :  

a) Die bei der  AuflSsung der g en an n t en  Doppelnul ls te l len nach  links 

gehenden  durchwandern ,  wenn a die Wer t e  o . . .  - -  oo nache inander  annimm~, 

mono ton  ein abgeschlossenes In te rva l l  der  Brei te  ~.  

b) Die anderen,  nach rechts  gehenden,  kehren  bei einem gewissen W er t e  

um und  wenden sich wieder  unbeschr:,inkt ihrem Ursprungsor te  zu, wenn 
10 - 6 4 2 1 2 7  Acta maShematica. 8 5  



146 E. Kreyszig. 

a -~ -7'oo geht ;  ihr Weginterval l  ist fiir - -  oo < a < o kleiner oder hSch- 

stens gleich - .  
2 

7) Beide Funkt.ionen besitzen ordinabenpar~llele S~reifen, die frei yon kom- 

plexen Nullstellen sin& (Vgl. Abb. 4). 

Wegen 

lira z ~-1 Ci (z, a) = I 
lz{~o I - - a  

laute t  das Weierst, rasssche Produkt  fiir den allgemeinen Integralkosinus 

(, z 

Dabei bedeuten b~ und b,~ diejenigen beiden Nullst, ellen, die sich fiir a = co(n) 

bei x = (4n I )~ ,  (n ~ i, 2, . .), vereinigen. 

3-4. Numer i sche  B e r e c h n n n g  der  Nul ls te l len .  

Die numerische Berechnung der Nullstellen erfolgt  mit  Hilfe der asympto- 

t ischen Entwicklung.1 

Die Werte,  die man als L5sung der Gleichung (3-9) gewinnt ,  k5nnen mit  

Hilfe des Newtonschen N~iherungsverfahrens unter  fortwi~hrender Hinzunahme 

je eines weiteren Gliedes der asymptot ischen Entwicklung verbessert werden. Auf  

diesem Wege  wurden z.B.  die Werte  der Tafel 3 berechnet,  die in Abb. 7 gra- 

phisch dargestel l t  sin& 

Um zu den fiir die Newton-Niiherungen notwendigen Ausgangswer~en zu 

gelangen, uuterscheiden wir 3 F~lle: 

I )  2 ~ I ,  

2) a ~  I 

und 
3) I ~ tl' ~ O.  

(3.9) ist gleichbedeutend mit  

t Von  h ie r  ab  besch r i inken  w i r  u n s  wiede r  a u f  den E x i s t e n z b e r e i e h  o < cc < 2 von ( I . I ) .  
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i ', 
\ 

t )  

i 

,5) 

I 11> 5) 

J,(=,o), 
20 

Abb. 7. Lage der Nulls te l len zo = xo + i y o  yon Si(z, a) in Abh~ingigkeit yon a. 

xo 

und 
sin x sin h y y 

(3.9 b) arctg cos x cos h y - a arctg x-" 

1. Fal l .  

Zu grossen Wer ten  ~ gehSren auf  Grund  der vorangehenden Untersuchungen 

grosse Wer te  y. Also ist  die N~herung 

e y 
s i n h y =  c o s h y = - -  

2 

sinnvoll, womit  (3.9 a) in 
~y/a 

(3.~9 a) r [2 A (~)]'/~ 

iibergeht. Mit  z = r e  ~ kSnnen wir (3.9 b) in der Gesta l t  

(3.19 b) = ~ ( 2 . ~ - x )  (x) 

schreiben, x ist jeweils auf  (2 ~ --  I) z < x < 2 ~ z eingeschr~nkt.  Berechnet  man 

fiir dieses Interval l  einige, vielleicht 4 oder auch 5 geeignete Wer te  ~(X) und  die 

dazugeh5rigen y und r und iiberdies noch einige r ( y )  nach (3.I9a),  so finder man  

durch In terpola t ion  rasch die gesuchten Werte  y und  x, die beiden Gleichungen 

geniigen. 
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Beispielsweise e rg ib t  sich fiir den noeh verhi t l tnismSssig kleinen, also un- 

gi inst igen W e r t  a = 1,25 aus  (3.19) z 1 = 5,53 + 3,8o i. 

2. Fal l .  

I m  Fal le  a = I kSnnen wir  (3.9) 

(3-9') cos z - 

in Real- und Imagin~irtei l  zerlegen: 

(3.20 a) 

und  

(3.20 b) 

: / g E  

2 

~rgX 
cos x cos h y -- - -  

2 

~ y  
- - s i n x s i n h y  = - - .  

2 

(3.20 a) hat ,  darges te l l t  a l s  K u r v e  y(x),  n u t  in den offenen In t e rva l l en  

sowie fiir o < x < -  reelle Zweige,  also 5beral l  dort ,  wo e o s x >  o und  dahe r  
2 

aueh  eosh y > o wird. E n t s p r e e h e n d  besi tz t  (3.2o b) reelle Zweige,  wenn sin x < o ,  

also 
( 2 . - -  I ) ~ < x <  2 n ~  ( .  = I, 2 . . . .  ) 

ist. In  beiden F~llen g i l t  

l im y (x) = c~ 
X ~  g~ 

an  den In t e rva l l g r enzen  x = .q~. 

In  der Mitre  eines jeden  In te rva l l e s  fiir (3.2ob) bzw. e twas  l inks davon fiir 

(3.2oa) l iegt  jeweils  ein Minimum.  H ie r aus  folgt :  

I. D e r  Real te i l  x o d e r  Wurze ln  yon (3.9') kann  n u r  die Wer t e  

7/7 
( 4 - -  ~ ) ~ < X o < 2 . ~  ( .  = ~ ,2 ,  . .)  

a n n e h m e n .  E r  l iegt  also s tets  in ge r inger  E n t f e r n u n g  yon 2 n z ,  und  zwar  

jeweils  l inks davon im Abs t ande  # = ~(n), wie dies aueh auf  G r n n d  der  vorher-  

gehenden  U n t e r s u e h u n g e n  (Absehn. 3.I) zu e rwar t en  ist. 

2. Die zu diesen W e r t e n  x = 2 n z r - - ~  gehSrenden  W e r t e  Yo sind gross;  

also k a n n  wieder  n&herungsweise 
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e y 
c o s h y =  s i n h y =  

2 

gesetzt  und (3.2oa) und (3.2ob) wegen 

sin ~ = ~ und  
in 

(3.2Ia)  e y = f r ( 2 n - - ~ )  a . h .  

und  

(3.2I b) ~ e  y = : , r y  also 

COS ~ ~= I 

y = In (2 n ~r "2) 

In (2 n ~r ~) 

iibergefiihrt werden. Die gemachten  Vernachl~ssigungen sind sinnvoll, was wir 

durch ein numerisches Beispiel bestiitigen wollen. Der ungiinstigste Fall  ist wieder 

die kleinste Nullstelle (n = I). Aus (3.21) erhalten wir ~ = 5,8o + 2,98 i mi t  ge- 

r ingem Un~erschied geffeniiber dem genauen Wer t  z(I,o) = 5,92 + 2,90 i. 

3. Fal l .  

Wi r  wissen, dass x fiir kleine a nur  um den geringen Wer t  ~ kleiner als 

2n~r (n = I, 2 , . . . )  ist. Wie  im Fall  2 setzen wir deshalb wieder 

s i n x ~  - - ~  und  c o s x ~  I 

und erhalten damit  (3.9 a) in der Form 

[cos  h -~ y + ~ sin h ~ y ] +  

Da fiir kleine a auch y klein gegeniiber x bleibt, ergibt  sich hieraus 

(3.22 a) y = Ar cos h [A (a)(2 n ~)~]. 

Entsprechend wird mit  

aus (3-9 b) 

oder 

also 

(3.22 b) 

o[(:)q 
Ct 

2 n z r - -  ~ 

2 ~ I T .  

v( ) X ~ H.:rg -}- n g " r , ' ~ - - { ~  -~ 2 n T g , - - - -  
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Das Formelpaar  (3.22 a) und (3.22 b) ges ta t te t  die Berechnung der Nullstel len bei 

Wer t en  o < a < I. Im  ungfinst igsten Falle, a = I, wird z 1 = 6,12 + 3,0o i gegen- 

fiber dem bereits genannten  genauen Wer~ z(t ,o) = 5,92 + 2,90 i. Das Ergebnis 

ist n icht  wesentl ich schlechter als das im 2. Falle mi t  Formel  (3.21)erzielte.  

Ffir kleinere a verbessern sich die Wer te  erheblich. Z.B.  erh~lt  man ffir a = o ,2 5  

mi t  Formel  (3.22) z 1 = 6,24 + I , I9  i; der genaue Wer t  betr~igt z(o,25) = 6 , 2 6  + 

+ 1,17 i. 

Die gewonnenen Gleiehungen vereinigen wir zum Schluss noch paarweise, 

um Darstel lungen zu erhal ten 

a) fiir die Kurve,  auf  der alle Nullstellen bei e i n - u n d  demselben festen 

a liegen, und  

b) f i i r  den Weg ein und derselben Nullstelle bei ver~nderlichem a. 

Fa l l  1 a .  

Aus (3. i9a)  folgt,  fiir 2 > a >  1 brauchbar,  

(3.I9 a') x = [C1 e c~y - -  y~]~ 

mi t  
2 2 

C I =  {2A(a)}-~  und c s = - .  

Fiir Wer te  yon a nahe bei I bleibt C1 geniigend gross, so dass man das zweite 

Glied rechter  H a n d  gegenfiber dem ersten vernachl~issigen kann.  Dami t  geh t  ffir 

a = I (3.I9a ' )  in (3.21 a') fiber. 

Fa l l  1 b 

widersetz~ sich einer brauchbaren Umformung,  da weitere Vernachl~.ssigungen 

nicht  sinnvoll erscheinen. Im  Gebiet sehr grosser a kann (3.I9 b) in der Form 

(3.19b') y : x t g ( n ~  - x )  ( 2 > a >  1,9 etwa) 

gesehrieben, die gewiinsehte Darstel lung liefern. 

Fa l l  2 a. 

Aus (3.21 a) and (3.2I b) folgt  

(3.2I a') y ~ In (~ x) (a := !). 
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Fa l l  3 a. 

Mit  x = 2 n z folgt  aus (3,22 a) 

(3.22 a') y = Ar cos h {A(a)x ~} (o < a < t). 

Dies ist wiederum eine Kurve  logari thmiseher  Natur ;  sie geht  wegen 

fiir a = I in (3.2I a') fiber, 

Fa l l  3 b.  

Mi~ (3.22 b): 

und 

7g 
A ( I )  = - 

2 

cc ~-  2 n J r ( 2 ~ z ~ - - x )  

A ( g )  ~->- x -{- -g ( 0 <  g < I)  
2 

wird aus (3.22 a), da 2 n ~  gross gegenfiber a ist, 
2 n ~ v  

(3.22.b') 

mi t  a = 2 n m  

[ a(a__ ]~, (a-x)] 
v=Arcosh /)] f 

4. B e m e r k u n g e n  z u  d e n  Z a h l e n t a f e l n  u n d  R e l i e f d a r s t e l l u n g e n .  

Die Bereehnungsgrundlagen ftir die folgenden Zahlentafeln des allgemeinen 

Integra ls inus  stehen im 2. Absehni t t  und ffir die Nu| ls tel len im Abschni t t  3-3- 

Vor den Tafeln befindet sieh eine l~bersieht tiber die jeweils beriieksichtigten 

Argument-  und Parameterwer te  und fiber die Stellenzahl. 

Die Genauigkei t  aller Tafelwerte  betriigt + I Einhei t  der letzten angegebenen 

Ziffer. Zur Berechnung wurde fiir 

o ~ x =< 6 die Taylorreihe 
und 

6 < x < 2o die asymptot ische Entwicklung 

fiir alle angegebenen Wer te  y (o < y < 5) benfitzt. Die P-Reihe brauchte der ge- 

r ingen Stellenzahl wegen nicht  herangezogen zu werden, wurde aber zur Kon- 

trolie i m  K0mplexen verwendet. Die Wer te  ffir reelles Argument  z ~ x wurden 

mit  t t i l fe  der Simpsonschen Regel iiberprfift. Ausserdem ergab sich an der 

,,Nah~stelle" x-----5 im ReeIlen und im Komplexen eine Kontrol lmSgligkei t .  
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Die Besehr~tnkung auf den ersten Quadranten geniigt auf Grund der Unter- 

suchungen im 2. Absehnitt. Es wurde 

a = o , 2  5u (u = I, 2, . . ., 7) 

gewithlt. Damit geben die Tafeln und die naeh ihnen gezeiehneten Reliefs fiir 

]Si(z,a)] iiber der xy-Grundebene samt den dazugehSrigen Grundrissen hin- 

reiehend Aufsehluss iiber des Verhalten des allgemeinen Integralsinus als Funk- 

tion z w ei e r Veri~nderlieher. Die ersten 3 komplexen Nullstellen sind gesondert 

angegeben. 

Der Grenzfail Si(z, o ) ~  I -  cos z ist ebenfalls d~rgestelit, aber nicht tabel- 

liert. Die Grundrisse zu den Reliefdarstellungen kSnnen im wesentlichen uls 

konforme Abbildung der In w-Ebene auf die z-Ebene aufgefasst werden, in der 

die Kurven 
e m (lnw) = /~ ~_ eonst 

und 

ffir 

dargestellt sind. 

Abb. 8). 

Die Punkte 

Folgende 

(In w) = ~0 -~ const 

S i ( z , a ) = w ~ - R e  ifp 

Einzelhei~en seien erw~hnt (vgl. die schematische 

w = o  (Singulurit~ten der Funktion H ~ - l n w ) ,  z ~-o  (multi- 

plikutive Verzweigung) und w' = o (reelle Nullstellen des Integranden) heben sich 

durch Unterbrechung tier Konformitiit  besonders hervor. 

Entlang der negativ reellen Achse verl~uft definitionsgem~ss der ,,ttaupt- 

verzweigungssehnitt", dessert beiden Ufern gemSss Umlaufrelation eine Winkel- 

differenz 2 a z zukommt. 

Weitere Verzweigungsschnitte beseitigen die durch In w bedingte additive 

Mehrdeutigkeit. Zwei Arten solcher Sehnitte sind notwendig und aus Abb. 8 

ersichtlich. Aus der Art  der Mehrdeutigkeit folgk dass die Linien R = kons~. 

diese u ohne Wert~nderung stetig durchsetzen. Der Winkel- 

untersehied an den beideu Ufern eines jeden solchen Schnittes betr~gt 

Mit wenigen Worten kSnnen wir die Werteverteilung des allgemeinen Integral- , 

sinus anschaulich so kennzeichnen: Ein in Abszissenrichtung liegendes ,,Null- 
eY 

stellental" mit exponentiell gem~ss - - - - -  ansteigenden ,,W~nden" enthiilt zwei 
21zl" 
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I r 

__L_2_ 

',,i ,//J 

, ' , \ ' , . ~ / / / /  y -  
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Abb. 8. Zur konformen Abbi ldun g  z = z ( In  w) durch die Funkt ion  w = S i (z ,  a) (schematisch) .  
Die  Zahlen an den Lin ien  . . . . .  I S i (z ,  e~)l = const  kennze i chnen  led ig l i ch  die  ZusammeE-  

g e h S r i g k e i t  mehrerer  Z w e i g e  ein und derse lben HShenl in ie ,  haben  also n ichts  mi t  dem dazu- 
gehSrenden Wer l e  I Si (z, a) ] zu tun.  

,,Nullstellenpfade" zu beiden Sei~en der x-Achse, die die Symmetriegerade des 

ganzen Tales bilde~. Das Tal ,,verbreitert" sich l'ogarithmisch, and zwar desto 

starker, je grSsser a ist. Die 5~ullstellenpfade sind logarithmischer ~atur; sie 

begleiten die reelle Achse in st~indig und zuletzt iiber alle Grenzen wachsendem 

Abstande. Die reellen Extrema erweisen sich als Sattelpunkte. 
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Seite  

155 Tafe l  I : 

157 Ta fe l  2 : Rea l te i l  

z = x + i y  
v=o(~)5 
Dez ima len .  

164 Tafe l  3: 

165 Tafe l  4:  

166 Ta fe l  5: 

[~bersieht fiber die Tafeln. 

F u n k t i o n s w e r t e  yon  S i ( z , a ) ,  ffir reel les  A r g u m e n t  z = x =  

= O(O,2) 4(O,5)20  u n d  a = 0 : 2 5  (0,25)1,75 a u f  3 Dez ima len - t  

und  Imagin i s  ~ yon  Si(z,  a) bei k o m p l e x e m  

in den g a n z z a h l i g e n  G i t t e r p u n k t e n  x = o ( I )  20 und  

fi~r a = 0,25 (0.25) 1,75; 3 g e l t e n d e  Ziffern bzw. 2 

Die  e r s ten  3 k o m p l e x e n  Nul l s t e l l en  z = x + i y yon  Si (z, a ) =  o 

fi ir  a - ~  0,25 (0,25) 1,75; 2 Dez ima len .  

A ( a ) =  S i (c% a) fi ir  a = 0,05 (0 ,05)2 ,00  und  fi ir  a = : I , 9 9 ;  1,995; 

1,999- B (a) --= Ci (oo, a) f i i r  a = 0,05 (0,05) I ,oo  mi t  5 Dez ima len  

bzw. 6 g e l t e n d e n  Ziffern.  

H i l f s w e r t e  P ( n +  I ;  h) zu r  P - R e i h e  fiir n = o ( ~ )  1o n n d  h =  + I ;  

- - t ;  + i ;  - - i  mi t  8 Dez ima len .  

1 Ff~r Si(x; 0,25) ist eine yon W. Schulz bereehnete ausfi~hrlichere TMel mit 5 Dezimalen 
im Institut ftir Praktisehe Mathematik der T. H. Darmstadt vorhandeD. 
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T.fel, 1. 

Si (x, . )  Si (~, a) 
F 

x e = 0 , 2 5  ~z=0,5 :r ~ = 1  x cr ~=0 ,5  e = 0 , 7 5  or 

0,0 

0,2 

0,4 
0,6 
0,8 

1,0 

1,2 

1,4 
1,6 
1,8 

2,0  

2,2 

2,4 
2,6 
2,8 

3,0 
3,2 

3,4 
3,6 
3,8 

4,0  

4,5 
5,0 

0 , 0 0 0  

o,o34 
o,114 
0,227 
0,368 

0,528 
0,702 
0,882 
I,O62 
1,236 

1,399 
1,54o 
1,66I 

1,756 
1,823 

1,859 
1,866 
1,842 
1,79t 
1,715 

1,617 
1,3o9 
0,974 

0,000 

0 , 0 6 0  

o, I67 
0,302 
0,456 

0,621 
0,788 
0,96I 
1,124 
1,278 

1,411 
1,53 o 
1;629 
1,704 
1,756 

1,784 
1,789 
1,772 
1,735 
1,68o 

1,61o 

1,395 
1,168 

0 , 0 0 0  

0,097 
0,252 
o,413 
o,581 

0,75 ~ 
o,916 
1,o74 
1 ,221  

1,354 

1,471 
1,57o 
1,65o 
1,71o 
1,751 

1,772 
1,776 
1,763 
1,736 
1,696 

1,647 
1,494 
1,34 ~ 

0 , 0 0 0  

0 , 2 0 0  

0,397 
0,588 
o,772 

o,946 
I,IO8 
1,256 
1,389 
1,5o6 

1,6o5 
1,688 

1,753 
1,8oo 
1,832 

1,849 
1,851 
1,842 
1,822 

1,793 

1,758 
1,654 
1,55o 

5,5 
6,0 

6,5 
7,0 

7,5 

8,0 

8,5 
[ 9 ' ~  
1 9,5 

IO,O 

10,5 
II ,0  
11,5 
12,0 
12,5 

I3,O 
13,5 
14,o 
14,5 
15,0 

15,5 
16,o 

I 16,5 
I7,O 

] 1 7 , 5  
i I 18,o 

18,5 
I9,O 

i! 19,5 
il 20.o 

0,693 
0,53 ~ 
0 , 5 2 0  

0,658 
0,906 

1 , 2 0 I  

1,47 o 
1,65o 
1,699 
1,61o 

1,4o7 
I,I42 
o,88o 
o,686 
0,6o3 

o,651 
o,815 
I,O53 
1,3o6 
1,512 

1,623 
1,613 
1,486 
1,274 
1,o32 

o,817 
o,682 
0,658 
o,75o 
0,934 

0,982 
0,877 
0,870 
0,956 
1,1o 7 

1,283 

1,443 
1,547 
1,576 
L525 

1 ,412  

1,265 
I,I23 
I,OI7 

0,973 

o,998 
1,o84 
1,2o8 

1,338 
1,443 

1,5oo 

1,494 
1,431 
1,327 
1 ,208  

I,IO3 
I,O38 
1,026 
1,070 
1,I57 

1,218 
1,151 
1,148 
1,2Ol 
1,295 

1,399 
1,493 
1,554 
1,57 ~ 
1,542 

1,478 
1,398 
1,32o 
1,31o 
1,239 

1,253 
1;297 
1,362 
1,429 
1,482 

1,5II i 
i 1'5~ 

1,477 
1,425 
1,367 

1,316 
i 1'284 

1,279 
1,299 
1,341 

1,469 
1,425 
1 ,422  

1,455 
1,511 

1,574 
1,63o 
1,665 
1,675 
1,658 

1,623 
1,578 
1,536 
1,5o5 
1,492 

1,499 
1,523 
1,556 
1,591 
1,618 

1,633 
1,631 
1,616 
1,59o 
1,562 

1,537 
1,521 
1,519 
1,529 
1,548 



156 E. K r e y s z i g .  

Tafel ~ (ForLs.). 

si  (., .) s i  (.,, 

x *r 1,25 ~=1,5  ~=1,75 x ==1,25 ~ -  1,5 ~=1,75 

0,0 

0,2 

0,4 
0,6 
0,8 

I,O 

1,2 

1,4 
1,6 
1,8 

2,0 

2,2 

2,4 
2,6 
2,8 

3, ~ 
3,2 
3,4 
3,6 
3,8 

4,0 

4,5 
5,0 

0,000 

o,398 
o,666 
o,894 
i,o96 

1,275 
1,433 
1,572 
1,692 
1,794 

1,879 
1,947 
2,000 

2,038 
2,063 

2,076 
2,o78 
2,o71 
2,056 
2,035 

2,010 

1,936 
1,867 

0,000 

0,892 

1,258 

1,531 
1,751 

1,935 
2,090 

2,220 

2,329 
2,418 

2,49I 
2,547 
2,590 
2,621 
2,64o 

2,649 
2,651 
2,646 
2,635 
2,621 

2,603 
2,551 
2,504 

0,000 

2,673 
3,I72 
3,497 
3,739 

3,928 
4,o79 
4,201 

4,299 
4,378 

4,439 
4,487 
4,522 
4,546 
4,561 

4,567 
4,569 
4,566 
4,558 
4,547 

4,533 
4,498 
4,467 

5,5 
6,0 
6,5 
7,0 

7,5 

8,0 
8,5 
9,0 
9,5 

I0,0 

10,5 

I 1,0 

II, 5 

I2,0 

12,5 

13,o 
13,5 
14,o 
14,5 
15,0 

15,5 
16,o 
16,5 
17,o 
17,5 

18,0 

18,5 
19,o 
19,5 
20,0 

1,8I 5 

1,787 
1,785 
1,8o5 
1,838 

1,876 
1,9o8 
1,929 
1,934 
1,925 

1,9o6 
1,881 
1,858 
1,855 
1,834 

1,838 
1,85o 
1,868 
1,885 
1,899 

1,9o7 
1,9o6 
1,898 
1,882 
1,872 

1,86o 
1,852 
1,851 
1,856 
1,865, 

2,47o 
2,452 
2,451 
2,463 
2,483 

2,5o6 
2,525 
2,536 
2,540 
2,535 

2,524 
2,510 

2,498 
2,496 
2,485 

2,487 
2,493 
2,502 
2,511 

2,518 

2,522 

2,522 
2,518 
2,512 

2,505 

2,499 
2,495 
2,495 
2,497 
2,5Ol 

4,445 
4,433 
4,432 
4,439 
4,452 

4,465 
4,476 
4,483 
4,485 
4,482 

4,476 
4,469 
4,461 
4,46o 
4,454 

4,455 
4,459 
4,464 
4,468 
4,472 

4,474 
4,474 
4,472 
4,468 
4,465 

4,462 
4,461 
4,461 
4,462 
4,464 
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x=o (I) 2o 

Tafel 2. 

S i ( x + i y ,  a) 

y = o  (I) 5 ~=o , 25  (0,25) 1,75 
u = 0 , 2 5  

y = O  y = l  y = 2  y = 3  y = 4  y = 5  
X X 

4 

5 

6 

7 
8 

9 

10 

I I  

12 

13 

14 

15 

i6 

17 
, 8  

x9 

20 

0 0,00 0,00 

I o,53 o,oo 

2 1,4o o,oo 

3 1,86 o,oo 

1,62 o,oo 

o,97 o, oo 

0,53 O,O0 
0,,66 o,oo 

1,20 0 ,00  

1,65 o,oo 

1,61 o,oo 

I , I4  o,oo 

0,69 o,oo 

0,65 0,o0 

1,o5 o,oo 

1,51 0,00- 

1,6I  0 ,00 

1,27 O,O0 

0,82 O,O0 

o,66 o,oo 

0,93 o,oo 

--0,57 o,24 

-0,36 0,99 

1,64 0,87 

2,48 0 , I 0  

1,85 -o,64 

o, 85 -o, 75 

0,19 - 0 , 2 0  

o,42 0,48 

1,26 0,69 

1,94 o,27 

1,86 -0,36 

I , I  3 -o,64 

0,44 -o,34 
0,39 0,26 
1,02 0 ,60  

1,73 0,39 

1,87 -o,17 

1,34 -o,56 

o,64 -o,43 
0,40 0,09 

0,83 0 , 5 I  

-2,41 1,00 

- 0 , 2 0  2,95 

2,65 2,49 
3,91 o, i6 

2,73 -2,ox 

0,32 -2 ,27 

- 1 , I 8  -o,55 

-0,55 1,52 
1,52 2 , I I  

3,14 o,79 

2,88 -1,15 

1,o8 -1,99 

-0,59 - I , o I  

-0,65 0,84 
0,90 1,86 

2,60 1,17 

2,92 -0,55 

1,55 -1,72 
-0,09 - I , 3  o 

-0,59 0,28 

0,43 1,57 

o -6,09 2,52 

i -1,49 7,72 
2 5,52 6,27 

,3 8,37 o,oi  

4 5, ~ -5,65 

5 -1,31 -6,08 

6 -5,o6 - i , 27  

7 - 3 , I 9  4,30 

8 2,35 5,78 
9 6,5I 2,o8 

1o 5,7 ~ -3,27 

I I  0,86 -5,47 

12 -3,53 -2,69 

13 -3,57 2,39 
14 o,6o 5,14 

15 5,11 3,I 7 

16 5,89 -1,59 

17 2,36 -4,77 

18 -2 , I9  -3,55 

19 -3,61 o,84 

2o -0,70 4,36 

-18,6 7,7 ~ 

- 4,52 19,8 

13,3 15,6 
2o, i - 0,88 

lO,7 -15, 4 

- 6,00 -16,o 

- i 5 ,  5 - 2,85 ' 
--IO, I 11,3 

4,84 15,5 
15,7 5,28 

13,2 - 9,15 

0,09 -14,8 

- I  1,6 - 7,04 

- I I , 5  6,72 

- 0,05 14,o 

12,o 8,44 

14,o - 4,51 

4,25 -I3,O 

- 7,99 - 9,54 
- I I ,  7 2,38 

- 3,68 11,9 

-48,2 20,0 

-11,8 5 0 , 8  

33,9 39,2 
50,6 - 4,i2 

25,I -41,7 

-19,2 -4*,9 

-43,6 - 6,25 
-28,1 32,9 

12,2 41,4 

4o,8 13,2 

33,2 -25,4 

- 2,51 -39,9 

-33,6 -18, 4 
-32,6 x8,8 

- 1,44 37,9 

31,o 22, 4 

35,7 -12,7 

9,09 -35,4 
-23,9 -25,6 

-33,5 7, *o 

-11,5 32,5 
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S i ( x  + iy, a) 
~ = 0 ,  5 T a f e l  2 ( F o r t s . ) .  

y = 0  y = l  y = 2  y = 3  y = 4  y = 5  
x x 

o 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 
8 

9 

IO 

I I  

12 

13 

14 

15 

16 

17 
18 

19  

20 

0 , 0 0  0 , 0 0  

0,62 0;00 

1 , 4 1  o ,oo  

1 ,78  o ,oo  

1 , 6 I  0 , 0 0  

I , I  7 0 , 0 0  

0 , 8 8  0 , 0 0  

0 , 9 6  0 ,00  

1 ,28 0 , 0 0  

1 ,55 0 ,0o  

1 ,53 o , o o  

1 ,27 o , o o  

1,o2 o ,oo  

I,OO o , o o  

1,21 o, o o  

1 ,44 o ,oo  

1 ,49  o , o o  

1,33 o ,oo  

I , IO  o , o o  

1,o3 o, o o  

1 ,16  o ,oo  

- o , 5 I  o ,51  

0,57 0 , 9 6  

1 ,66  o ,71  

2 ,10  o , 0 6  

1 ,76  - 0 , 4 6  

1,o 7 - 0 , 5 0  

0 , 6 6  - o , 1 2  

o ,81  o , 3 o  

1 ,32 o ,41  

1 ,72  0 ,15  

1 ,66  - 0 , 2 1  

1 ,26 - 0 , 3 5  

0 ,88  - 0 , I 8  

0 ,86  0 , I  4 

1 ,20  0 ,31 

1 ,55 0 , 1 9  

1,62 - 0 , 0 9  

1 ,36  - 0 , 2 7  

1 ,02 --0,21 

0 , 9 0  0,04 

I , I I  0 , 24  

- 1 , 7 7  1 ,77 

0 , 5 2  2 ,72  

2 ,65  1 ,84  

3 ,30  - o , o 4  

2 ,28  - 1 , 4 6  

0 ,65  - 1 , 4 7  

- o , 2 2  - o , 2 8  

o , 2 6  o ,97  

1,52 1 ,24 

2 ,41 o ,43  

2,21 - 0 , 6 7  

1 ,2o - I , o 9  

0,32 -0,52 

o ,33  0 , 4 6  

1 ,15 o ,96  

2 , o i  0 ,58  

2 , I  4 - 0 , 2 9  

1 ,48 - 0 , 8 5  

0 ,65  - o , 6 2  

0 ,41  o, I 5  

o ,93  0 ,75  

o 

i 
i 2 

6 

7 

I 8 
9 

IO 

1I 

ii2 
13 

14 

15 

, i 6  

17 
18 

19 

i 2o 

- '4 ,55  4 ,55  

0,56 6 ,62  

5 ,37  4 , I  o 

6 ,40  - 0 , 7 0  

3 ,46  - 4 , 1 2  

- o , 9 5  - 3 , 7 3  

- -2 ,68 - o , 4 8  

- I , I 8  2 ,78  

2 ,17  3 ,35  

4 ,39  1,o2 

3,71 --1,95 

0 , 9 7  - -2 ,97 

- - I , 29  - -1 ,34 

- - I , I 7  1 ,35 

1,05 2 ,45  

3 ,32  1 ,54 

3 ,60  --0, 8 6  

1 ,79  --2,36 

- -0 ,40 --1,68 

- - I ,00  0 ,46  

O,44 2,O8 

- - I I , 0  I I , 0  

1,35 15,5 

I2 ,  3 9 , o i  

14 ,o  - 3,Ol 

6 ,00  - i i , i  

- 4, 61 - 9 ,55  

- 9 , 2 1  - o,58~ 

- 4 , 74  7 ,80  

4 ,20  8,81 

9 ,78  2 ,32  

7 ,59  - 5 ,55  ~ 

o , 1 6  - 7 ,99  

- 5 ,74  - 3 ,33  

5 , I 2  3 ,87  

1 ,o2 7,20 

6 ,97  3 , 9 9  

7 ,52  - 2 ,53  

2 ,50  - 6 ,44  

- 3 ,34  - 4 ,43  
- 4 , 8 i  1,41 

- o ,81  5,7 ~ 

- 2 6 ,  5 26;5  

3 , 6 6  3 7 , I  

3o, I 2o ,2  

32 ,8  - 9 ,94  

11 ,4  - 2 9 , 4  

- 1 5 , 6  - 2 3 , 8  

- 2 6 ,  3 o , I  4 

- I 3 , 6  21, 5 

lO,3 23 ,0  

24 ,3  5 ,1o  

17,5  - 1 5 , 6  

- 2 ,56  - 2 1 , 3  

- 1 7 ,  9 - 8 ,24  

- 1 5 ,  3 i i , o  

1 ,28 19,4  

17 ,o  lO,3 

z8 ,o  - 7,34 

4 ,14  - I 7 , 5  

- 1 1 ,  5 - I I ,  7 

- 1 5 , o  4 ,23  

- 3 ,94  15,6  



U b e r  d e n  a l l g e m e i n e n  I n t e g r a l s i n u s  S i  (z, a ) .  1 5 9  

Si (x + i y, a) 

~ = o , 7 5  Tafe l  2 (Forts.).  
I 

y = 0  y = l  y = 2  y = 3  y = 4  y = 5  
X X 

0 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 
8 

9 

10  

I 1  

I 2  

13 

14 

15 

16 

17 
18 

19 

zo 

0 , 0 0  0 , 0 0  

0,75 o,oo 

1,47 o,oo 

1,77 o,oo 

1,65 o,oo 

1,34 o,oo 

1,15 0,00 

1,20 0,00 

1,4o o,oo 

1,55 o,oo 

1,54 o,oo 

1,4o o,oo 

1,31 o,oo 

1,25 0,00 

1,36 o,oo 

1,48 o,oo 

1,5I o,oo 

1,43 o,oo 

1,32 o,oo 

1 , 2 8  0 , 0 0  

1,34 o,oo 

-0,33 0,79 

o,81 0,93 

1,71 0,57 

2,Ol 0,03 

1,74 -0,33 

1,27 -o,33 

I,OI -0,07 

-0 ,94 2,27 

1,13 2,4o 

2,63 1,33 

2,88 -o,15 

2 , 0 3  - - I , 0 6  

0,94 -0,95 

o,45 -o,14 

o -2,13 5,15 

I 2,1o 5,22 

2 4,98 2,51 

3 4,96 -0 ,99 

4 2,57 -2,95 

5 -o,  Io  -2 ,35 

6 - - I , I 0  --0, I I  

- 4,68 11,3 

4,63 11,2 

IO,6 4,56 

9,69 - 3,65 

3,38 - 7,78 

- 3,12 - 5,60 

- 5,08 0,36 

1 , 1 2  0 , 1 9  

1,43 0,24 

1 , 6 5  o , o 9  

1,55 - o , I 2  

1,39 -o,19 

1,19 -0 ,09 

1,18 0,07 

1,36 o,16 

1,54 o, Io  

1,57 --0,04 

1,44 --0,14 

1,27 --0, I0  

1,23 0,02 

1,32 0, I I  

o,8o o,61 

1,57 o,73 
2 , 0 6  o . 2 3  

1,92 -0 ,39 

1,35 -o ,59 

0 , 8 8  --o,27 

o,9I o,25 

1,34 o,5o 

1;77 o,29 

1,83 -o , I  5 

1,49 -0,42 

1,o 9 -0,30 

0,98 0,08 

1,24 0,36 

7 
8 

9 

IO 

I I  

12  

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

2 0  

0,03 1,78 

2,04 1,93 

3,21 0,49 

2,70 - I , I 5  

1 , 1 6  - 1 , 6 1  

o, o o  -0,66 
0, I5 0,75 

1,34 1,37 

2,46 0,74 

2,54 -o,47 
1,61 - I , I  7 

o,56 -o,79 

o,32 0,25 

I,O3 0,99 

- 1,73 5,00 

3,55 4,96 

6,35 0,94 

4,67 - 3,32 

o,51 - 4,29 

- 2,43 - 1 , 5 4  

- 1 , 8 2  2,21  

1,46 3,7o 

4,37 1,87 

4,44 - 1,4o 
1,86 - 3+I8 

- 0 , 9 2  - 2 , 0 5  

- 1 , 4 8  o , 7 8  

o,52 2,72 

-11,8 28,5 

II,O 24, 5 

24,1 8,36 

20, 5 - I I , I  

4,27 -19 ,9  

-11,  5 -13,o  

-15,2 2 , 4 8  

- 5,63 13,7 
8,06 12,6 

14,6 1,53 

9,51 - 9,75 

- 1 , 6 5  - I I ,  3 

- 9,04 - 3,53 

- 6,89 6 , 3 7  

2,08 9,9o 

9,63 4,65 

9,43 - 4,14 
2,31 - 8,62! 

- 5,05 - 5 , 2 7  

- 6,25 2,4 I~ 

- 0,69 7,43 



160  E. K r e y s z i g .  

~'.= I (GewShnlieher  In tegra l s inus)  

Si (x + i y, ~) 

Tafel 2 (Foris.). 

0 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 
8 

9 

IO 

I I  

I2 

13 

1 4  

15 

16 

17 
18 

19 

2 0  

y = O  

0,00 0,00 

0,95 o,oo 
1,61 o,oo 

1,85 0,00 

1,76 o,oo 

1,55 o,oo 

1,42 0 ,00  

1,45 o,oo 

1,57 O,OO 

1,67 O, OO 

1,66 o,oo 

1,58 o,oo 

1,51 o,oo 

1,50 0,00 

1,56 O,OO 

1,62 0,00 

1,63 o,oo 

1,59 o,oo 

1,54 o, oo 

1,52 o,oo 

1,55 O, OO 

y = l  

o,oo 1,o6 

I,IO 0,88 

1,83 o,46 
2,03 o,oI 

1,8I -0,23 

1,50 --0,22 

1,33 -0.04 
1,4I 0,12 

1,59 0,14 

1,72 0,05 

1,7o -0,07 

1,57 -o,  I I  

1,46 -o,o 5 

1,46 o,o4 

1,55 o,o8 

1,65 0,05 

1 , 6 6  -0,02 

1,6o -o ,o  7 

1,51 -0,05 

1,49 o,61 

1,54 0,05 

i y = 2  

O,OO 2,50 

1,68 2,04 

2,65 o,93 

2,6.5 -o,  I9 

1,97 -0,76 

1,25 -o,61 

0,98 -0,06 

1,23 o,39 

1,69 0,43 
1,96 o, i2 

1,86-- -o,23 

1,54 -o,32 

1,3o -0,14 

1,32 o,I 4 

1,55 0,26 

1,77 o,14 

1,79 -o,o8 
1,62 -o,21 

1,43 -o, I4 

1,38 o,o4 

1,5o o,17 

o 

i 

2 

3 

4 

5 

6 

7 
8 

9 

io  

i i  

i2 

13 

14 

15 

16 

17 
18 

19 

20 

y = 3  

3 

o,oo 4,97 

3,04 3,91 

4,55 1,4o 

3,99 - r , o4  
2,15 -2,08 

0,47 -1,43 

0,02 0,05 

0,82 I , I  3 

2,02 I , I i  

2,63 0,22 

2,27 -0,68 

1,41 -0,87 
0,82 -0,32 

0,94 o,42 

1,57 o,7o 

2,13 0,36 

2,14 -0,25 

1,67 -0,58 

1,16 -o,37 

1,o6 o,13 

1,41 0,47 

y = ~  

o,oo 9,82 

6,14 7,40 

8,75 1,76 

6,75 -3,50 
2,1o -5,29 

-1,74 -3,16 

-2,37 0,67 

-o ,o i  3,17 

3,07 2,78 

4,40 o,31 

3,26 - I , 9 7  

0,94 --2,29 

-o,51 -0,70 

0,04 1.24 

1,71 1,89 

3,12 0,87 

3,06 --0,77 

1,74 --1,57 
0,42 --0,94 

0,22 0,43 

1,21 1,30 

y = 5  

0,00 20, I 

13,2 14,5 
I8,2 1,61 

12,4 - 9,92 
I,O 3 -12,9 

- 7,66 - 6,73 

- -  8,17 2,90 

- 1,52 8,56 

6,22 6,77 

9,04 0,09 

5,55 - 5,56 

- 0,58 - 5,91 

- 4,08 - 1,43 
- 2,48 3,62 

2,27 5,02 

5,86 2,07 

5,43 -2,29 

1,78 - 4,23 

- 1,67 - 2,37 

- 2,00 1,33 

0,77 3,54 



Uber den allgemeinen Integralsinus Si (z, ~). 161 

Si (x + i y, a) 
a t=  1,25 Tafe l  2 (Forts.).  

y=O y = l  [ y=2  y=3 y=4 y=5  

0 

I 

2 

3 

4 

5 

6 

7 
8 

9 

IO 

I I  

I2  

13 

14 

15 

16 

17 
18 

19 

20 

OtO0 0,00 

1,28 O,OO 

1,88 O,OO 

2,08 O,OO 

2,OI O,OO 

1,87 O,OO 

1,79 O,OO 

1,81 O,OO 

1,88 0,00 

1,93 O,OO 

1,93 O,OO 

1,88 O,OO 

1,86 o,oo 

1,84 o,oo 

1,87 o,oo 

1,9o o,oo 

1,9I o,oo 

1,88 o,oo 

1,86 o,oo 

1,85 0,00 

1,87 0,00 

0,53 1,29 

1,52 o,82 

2,09 0,37 
2,2I O,OO 

2,0 4 -o ,17 

1,83 - o , I  4 

1,73 -o,o3 

1,77 o,o7 
1,89 0,08 

1,96 o,o 3 

1,95 -o ,o4 

1,88 -0 ,06 

1,82 .0 ,03  

1,82 0,02 

1,87 0,04 

1,91 0,03 

1,92 - o , o i  

1,89 -o .o  3 

1,85 --0,02 

1,84 O,OI 

1,86 O,03 

1,O3 

2,24 

2,79 

2,64 

2,I2 

1,64 

1,5o 

1,68 

1,95 
2,IO 

2,03 

1,86 

1,73 

1,75 

1,87 

1,98 

1,98 

1,9o 

1,8o 

1,78 

1,84 

II 

2,50 

1,67 

o,63 

--0,20 

.0,51 4 

--0,39 5 

-0,02 6 

0,24 7 

0,25 8 

0,06 9 

- o , I 4  !l lO 

--0,18 I I  

--0,07 12 

0,07 13 

o, I3 14 

I 0,07 15 

-0 ,04 I 16 

-0,IO 17 

=0,0 7 18 

0,02 I9  

0,08 20 

o 1,78 4,31 

I 3,68 2,75 

2 4,24 0,66 

3 3,48 -0 ,96  

2 , I I  -1 ,44 

1,o8 -o ,86 

0, 91 o, I I 

1,48 o,71 

2,18 0,63 

2,48 0,09 

2,25 --0,40 

1,77 --0,47 

1,47 --0, I5 

1,55 0,23 

1,89 o,36 

2,16 o,17 

2 , i6  -o ,13 

1,91 -0,28 

1,67 - o , I  7 

1,63 o,o7 

1,81 0,22 

3,13 7,56 

6,59 4,43 
6,84 o, I2 

4,95 -3 ,00 

1,7 ~ -3,51 

-0 ,48 - I , 7 3  

-o ,49 0,68 

1,I3 1,97 

2,89 1,53 

3,51 0,05 

2,73 -1,15 

1,45 - I , 2 2  

0,75 -0,3 ~ 

1,o7 0,70 

2,00 0,97 

2,68 o,4o 

2,60 -o ,4 I  

1,92 -o ,77 

1,3 o -0 ,43 

1,24 0,23 

1,73 o,61 

5,38 14,1 

12,7 7,4 ~ 

13,2 - 1,76 

7,52 - 7,98 
o ,o i  ~ 8,12 

- 4,49 - 3,23 

- 3,73 2,57 

0,69 5,23 

4,96 3,57 

6,05 - 0,37 

3,77 - 3,25 

0,44 - 3,08 

- 1 , 1 6  - o,51 

-- 0,08 2,03 

2,41 2,54 

4,IO o,9o 

3,71 - 1,25 

1,86 - 2,07 

0,26 - I ,o6 

o,21 0 , 7 2  

1,58 1,68 

11 - 642127 ,teta ma2."tematiea. 85 



162  E. K r e y s z i g .  

~ = I ,  5 

s i  (z + i v, ~) 
Tafel 2 (Forts.). 

4 

5 

6 

7 
8 

9 

IO 

I I  

I2 

13 

14 

15 

I6 

17 
18 

I9 

20 

I y=O 
x ~ 3 

0 0,00 0,00 

I 1,94 o,oo 

2 2,49 o,oo 

3 2,65 o,oo 
2,60 o,oo 

2,50 0,00 

2,45 o,oo 

2,46 O,OO 

2,51 O,OO 

2,5 4 o,oo 

2,54 o,oo 

2,5I O,OO 

2,50 O,OO 

2,49 O,00 
2,50 O,OO 

2,52 0,00 

2,52 O,OO 

2,51 O,OO 

2,50 0,00 

2,50 0,00 

2,50 0,00 

y = l  

3 

1,46 1,46 

2,25 o,76 
2,68 o,29 

2,7 5 o,oo 

2,62 --O,12 

2,47 --O, O9 

2,41 -0,02 

2,45 0,O4 

2,52 0,05 
2,56 0,02 

2,55 --O, O2 

2,51 --O,O 3 
2,48 -O,O1 

2,48 O,OI 

2,50 0,02 

2,53 0,0I 

2,53 -o,o1 

2,51 --0,02 

2,49 -0 ,0I  

2,49 0,00 

2,50 O,OI 

y = 2  

2,30 2,30 

3,o2 1,32 

3,26 o,4I 

3,05 -o,  I9 

2,65 -0,38 

2,34 -0,25 

~f 
2,27 -0 ,0I  

2,40 o,I 5 

2,57 o,14 
2,64 0,03 

2,59 -o,o8 

2,49 - o , i o  

2,43 -o,o3 

2,44 o,o4 

2,50 0,07 

2,56 o,o3 

2,56 -0,02 

2,52 -0,05 

2,47 -0,03 
2,46 0,0I 

2,49 O,O4 

y = 3  
x 

o 3,4 ~ 3,4 ~ 

I 4,34 1,8o 

2 4,32 o, I9 

3 3,54 -o,82 
4 2,56 -0,98 

5 1,94 -o,51 

6 1,91 o , I I  

7 2,30 0,44 

8 2,73 0,35 
9 2,86 0,03 

IO 2,70 -0,23 

I I  2,44 -0,25 
12 2,28 -0,07 

13 2,34 0,I3 
14 2,52 o,19 

15 2,65 0,08 

16 2,64 -o,o 7 

17 2,52 -o,14 
18 2,41 -0,08 

19 2,39 o,o4 

20 2,48 o , I I  

y = 4  

3 

5,22 5,22 

6,72 2,28 

6,2I -o,71 

4,22 -2,39 
2,05 -2,27 

o,88 -o,9o 

I,lO 0,58 

2,18 1,21 

3,21 0,80 

3,43 -o ,~  

2,93 -0,67 

2,24 -0,64 
1,90 --0,12 

2 , I I  0,39 

2,59 0,49 

2,92 O,18 

2,85 -0,22 

2,51 -o,38 
2,22 -0,20 

2,2I 0,12 

2,45 0,29 

y = 5  

8,62 8,62 

11,3 2,80 

9,7 ~ -3,06 

5,05 -5,96 
0,38 -4,92 

- 1 , 7 3  - 1 , 3 6  

- 0,64 2,o2 

2,19 3,14 

4,55 1,79 
4,82 -o,45 

3,38 -1,87 

1,6o -1,59 
0,88 -o,14 

1,57 1,13 

2,87 1,27 

3,65 0,38 

3,38 -0,67 
2,44 - I ,OI  

1,7o -0,47 

1,73 0,38 

2,41 0,80 



O b e r  d e n  a l l g e m e i n e n  I n t e g r a l s i n u s  S i  (z, a) .  1 6 3  

Si (x + i y, a) 
r  5 Tafe l  2 (Forts.). 

y = O  y = l  y = 2  y = 3  y = 4  y = 5  
X X 

0 , 0 0  0 , 0 0  

: 3,93 o,oo 

2 4,44 o,oo 

3 4,57 o,oo 
4 4,53 o,oo 

5 4,47 o,oo 

6 4,43 o,oo 

7 4,44 o,oo 
8 4,47 o,oo 

9 4,48 o,oo 

IO 4,48 o,oo 

I I 4,47 o,oo 
12 4,46 o,oo 

13 4,46 o,oo 
14 4,46 o,oo 

15 4,47 o,oo 

16 4,47 o,oo 

I7  4,47 o,oo 
18 4,46 o,oo 

19 4,46 o,oo 

2o 4,46 o,oo 

3,77 1,56 

4,3 o o,69 
4,61 o,23 

4,64 -o ,o i  

4,55 -o ,o8  

4,45 -0 ,06  

4,41 -o ,o i  

4,43 0,03 

4,47 0,o3 
4,49 o,oi  

4,49 -o ,o i  

4,47 -o ,o2 

4,45 - o , o i  

4,45 o,o1 
4,46 o,oi  

4,48 o,oi  

4,48 o,oo 

4,47 - o , o i  
4,46 - o , o i  

4,46 o,oo 

4,4 6 o ,oi  

4,76 1,97 

5,06 1,00 

5,08 0,25 

4,85 -o ,17  

4,55 -0 ,27  

4,35 -o ,16  

4,32 o,oo 

4,4 ~ o,o9 
4,51 o,o8 

4,54 o,o2 

4,51 -0 ,04  

4,45 -0 ,06  
4,43 -0 ,02  

4,43 0,02 

4,46 0,04 

4,49 0,02 

4,49 - o , o i  

4,47 -o ,o2  

4,45 -0 ,02 
4,45 o,oi  

4,46 0,02 

o 5,90 2,44 

I 6,15 1,o6 

2 5,81 -0 ,09  

3 5,11 -0 ,67  

4 4,43 -0 ,66  

5 4,o7 -0 ,29  

6 4,1o o , io  

7 4,36 o,27 
8 4,62 o, I9 

9 4,67 o,oi  

1o 4,57 -o ,13 

t i  4,42 -o , I  4 

12 4,35 -o ,o3 

13 4,37 0,07 
14 4,48 o, io  

15 4,54 0,04 

16 4,53 -o ,o4  

17 4,47 -0 ,07  
18 4,42 -o ,o4  
19 4,41 0,02 

2o 4,45 o,o5 

7,63 2,92 

7,89 0,84 

6,93 -I ,O4 

5,33 -1,81 

3,95 -1 ,43 

3,37 -o ,44  

3,65 0,45 

4,34 0,73 
4,93 0,40 

4,99 -o ,o7 

4,67 -0 ,39  

4,3 ~ -0 ,34  
4,I4  -0 ,05 
4,25 0,22 

4,52 0,25 

4,68 0,08 

4,63 --0,12 

4,46 -o ,19  

4,32 -0 ,09  
4,33 0,06 

4,44 o,14 

lO,7 4,42 

I I,O 0 , 1 2  

8,69 -3 ,22  

5,29 -4,21 
2,55 -2 ,86  

1,73 -0 ,42  

2,75 1,48 
4,51 I f l6  

5,79 o,81 

5,73 -0 ,38  

4,85 -1 ,o7  

3,91 -o,81 
3,61 -o ,o I  

4,02 0,62 

4,7 ~ 0,64 

5,05 o,15 

4,88 --0,36 

4,41 -0 ,49  
4,07 -o ,2o  
4,11 0 , 2 0  

4,43 0,38 



164 E. Kreyszig. 

Tafel 3. 

Si  (z,  a) = o 

] x y 

0,00 

0,25 

0,50 

0,75 

1,00 

1,25 
1,50 

r;75 

0~00 

0,25 

0,50 

0,75 

1,00 

1,25 

1,50 

1,75 

0,00 

0,25 
0,50 

0,75 

I,OO 

1,25 
1,5o 

1,75 

1. Nulls tel le  

6,28 

6,26 

6,20 

6,o9 

5,92 

5,67 
5,32 

4,85 

2. Nulls tel le  

12,57 

12,55 
12,51 

12,44 

12,34 

12,20 
12,01 

11,76 

3. Nul ls te l le  

18,85 

18,84 
18,81 

18,76 

18,69 

18,59 

18,45 
18,26 

0,00 

I , I7  

1,74 
2,3 ~ 

2,9o 

3,55 

4,35 
5,52 

0,00 

1,39 
2,16 

2,9 ~ 

3,67 

4,48 
5,41 
6,66 

0,00 

1,50 

2,37 
3,2I 

4,08 

4,99 
6,Ol 

7,35 

(o < a < 2). 



O b e r  d e n  a l l g e m e i n e n  I n t e g r a l s i n u s  Si (z, ct). 165 

r.feZ ~. 

A (,~) u n a  B (,~) 

A (~) B (~) ~ A (~) 

0,05 
0, I0 

0,15 
0,20 

0,25 

0,30 
0,35 
o,4o 

0,45 
0,50 

0,55 
0,60 

0,65 
0,70 

0,75 
0,80 

0,85 
0,90 

0,95 

1,00 

1,o28 27 

1,o55 48 
1,o81 74 
1,IO7 23 

1,I32 80 
1,156 58 
1,18o 73 
1,2o4 79 

1,228 91 

1,253 32 
1,278 2o 
1,3o 3 81 

1,33 ~ 36 
1,358 14 
1,387 44 
1,418 8o 

1,452 12 
1,488 29 
1,527 62 

Zt/2 

0,080 92 
o,167 16 
o,259 69 
0,359 76 

0,469 22 
0,589 3 ~ 
0,723 54 
0,875 32 

1,o49 59 
1,253 32 
1;496 57 
1,794 51 

2,17o 94 
2,665 48 

3,349 62 
4,366 17 

6,o48 39 
9,396 39 

19,41o o 

O<3 

1,o5 
I,IO 

1,15 
1,2o 

1,25 
1,3o 

1,35 
1,4o 

1,45 
1,5o 

1,55 
1,60 

1,65 
1,7o 

1,75 
1,8o 

1,85 
1,90 

I 1,95 

II 1,99 
1,995 
1,999 

ii (z,oo 

1,617 
1,67o 
1,731 
1,799 

1,875 
1,964 
2,067 
2,I88 

2,332 
2,506 
2,720 
2,99o 

3,339 
3,8o7 
4,466 

5,457 

7,115 
lO,44o 
2o,431 

lOO,425 
200,424 

I 000,42 

73 
i2 

24 
08 

76 
21 

39 
27 

54 

65 
96 
91 

87 
96 
16 
66 

62 

4 
6 
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Tafel 5. 

Z u r  P - R e i h e  (h = + r, + i )  

~r P ( n + I ;  + I )  P ( n + I ; - - I )  n ~ [ P ( n + I ;  +i)]  ~ [ P ( n + I ;  +i ) ]  

O- 

I 

2 

3 
4 
5 

6 

7 
8 

9 
I 0  

o,632I 2056 

0,2642 4112 
o,16o6 2794 
o,1139 2894 
0,0878 3632 
o,o713 o218 

0,0599 
o,o5t6 
0,0453 
0,0404 
o,o364 

3363 
5595 
6817 
3408 
6134 

-1,7182 8183 

1 , 0 0 0 0  0 0 0 0  

-o,7182 8183 
0,5634 3634 

-o,4645 3646 
o,3955 9955 

-o,3446 8454 
0,3054 9004 

-o,2743 6153 
0,2490 28o3 

-o,228o o152 

0 

I 

2 

3 
4 

5 

6 

7 
8 

9 
I 0  

0,4596 9769 

-o,3817 7329 
-o,2232 4428 

o,1717 3816 
o,1466 5o33 

-o, Io82 1935 

-o, Io9o 1378 
0,0783 7455 
0,0866 941o 

-o,o612 24o8 
-o,o719 3852 

o,8414 7098 

o ,3ol i  6868 

-o,2391 3363 
-o,177o 9857 

o, I33o 7669 
0 , 1 2 5 0  8 I I 2  

-0,0909 8427 
-0,0965 8755 

0,0687 7055 
0,0786 326I 

-o,o55I 4492 

~R [P ( n +  I ; --i)] = ~ [P ( n +  t ; +i)]  

[1, (n + r ; - i ) ]  = - 3 FP (n + x ; + i)]. 
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