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In dieser Note soll keine Charakterisierung der algebraischen bzw. ratio- 

nalen Funkfionen schlechthin versucht werden, sondern nur der algebraischen 

bzw. rationalen Funktionen in z, die einer Definitionsgleichung mit algebraischen 

Zahlkoeffizienten geniigen, woraus sich in bekannter Weise eine Beziehung mit 

ganzen rationalen Zahlkoeffizienten ergibt. 

Lange ist vergeblieh versueht worden, fiir die Algebraizitiit bzw. Ratio- 

nalitKt einer Funktion eharakteristisehe Bedingungen aus dem Wertevorrat  auf- 

zustellen, und es ist auch seit langem bekannt, dass selbs~ so umfassende Be- 

dingungen wie z.B., dass die Funktion an allen algebraisehen Stellen alge- 

braisehe Funktionswerte annehme, nicht hinreiehend sind. 

Ers~ kiirzlieh gelang K. DSrge 1 die Angabe charakteris~iseher Bedingungen 
fiir algebraische und auch fiir rationale Funktionen dutch den Wertevorrat,  zu- 

sammen mit Eigenschaften einer Potenzreihenentwicklung. 

Hier  soll yon einer einerseits wesentlieh sehwiicheren Bedingung, die sieh nut  

auf den Wertevorra t  bezieht, beziiglieh der einzelnen Funktionswerte weniger als 

bei DSrge verlangt, und yon der Potenzreihe gar keinen Gebraueh maeht, die 

aUerdings andererseits fiber den Wertevorrat  insofern mehr fordert, als sie fiber 

unendlieh viele Funktionswerte aussagt, wi~hrend DSrge mit einer hinreiehend 

grossen Anzahl yon Funktionswerten auskommt, gezeigt werden, dass sie fiir die 

Algebraiziti~t eharakteristiseh ist. Eine gewisse Versch~irfung dieser Bedingung 

wird die rationalen Funktionen kennzeiehnen. 

Aus dem Beweis wird leieht erkennbar sein, dass sich auf analoge Weise 

beliebig viele versehiedene solcher eharakteristiseher Bedingungen angeben lassen. 

1 Die A r b e i t  von K. DSrge so l l  in  den Mathematischen A n n a l e n  Bd I22, H e f t  2 erseheinen. 
Die Resultate der se lben  s ind  yon K. DSrge auf der Tagung der  D. M. V. I949 vorgetragen worden. 
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Wi r  beschriinken uns hier  auf  ein beziiglich der Stellen m5glichst einfaches 

Kri ter ium. Ohne Einschr~nkung der Allgemeinheit  kann angenommen werden, 

dass die zu betrachtende Funk t ion  g(z) an der Stelle z ~ o reguliires Verhal ten 

besitz~. Sollte das niimlich nicht  der Fall sein, so besitzt g(z) sicher an einer 

Stelle z o regul~tres Yerhal ten,  wobei z o eine algebraische Zahl sei. Dann  be- 

t rachte  man  stat~ g(z) die Funkt ion  g(Z--Zo), die sicher gleichzeitig mi~ g(z) 

algebraisch oder rat ional  ist. g(z) darf  dabei selbstverstfindlich mehrdeut ig  sein. 

Nun  laurel:  

Satz I (i. Kri ter ium ffir Algebraizit/it): 

g (z) ist dann und nut  dann algebraiseh in z, wenn 

a) die Funktionswerte yon g(z) au f  einem Blat t  der l~iemannschen Fldche von 

I 
g (z) an den Stellen z = -  f i ir  alle natiirliehen Zahlen v derart, dass diese 

I 
Stellen - in einer festen Umgebu.g yon z----o lieges, algebraische Zahlen 

h6chstens s-ten Grades sind, wobei s e i n e  feste natiirliehe Zahl bedeute, und 

b) lim < I 
.~ ~ log v 

ist, 

d ~  ganzen rationalen, teilerfi'emden Koeffizienten in der irreduziblen Glei- 

ehu~g f i i r  g -v bedeute. 

Durch u  der Forderung  a) en ts teh t  hieraus 

Satz I I  (i. Kr i te r ium fiir Rationaliti i t):  

g (z) ist dann und nur dann rational in z, wenn 

a) die JFunktionswerte yon g (z) au f  ei~em Blat t  der Riemannsehen Fldche yon 
I 

g (z) an allen Stellen z = -; v -~  I, 2, . . . ,  die in einer festen Umgebung yon 

z - ~  o liegen, einem festen algebraischen ZahlkSrper a~gehSren, und 

b) lira < I 
~ log v 

ist. 
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Es ist leicht einzusehen, wie sich die genannten Kriterien auf Kriterien fiir 

algebraische, bzw. rationale Abb~ngigkeit einer Funktion yon einer anderen Funk- 

tion iibertragen lassen. Ferner gelingt es unschwer, die aufgefiihrten S~tze auf 

Funktionen mehrerer Ver~inderlicher auszudehnen. 

Beweise: 

Die No~wendigkeit der angegebenen Bedingungen ist recht einfach zu er- 

kennen. Ist  n~mlich g(z) eine algebraische, bzw. rationale Funktion in z mit 

algebraischen Koeffizienten, die fiir z .=  o endlich ist, so sind die Eigenschaften 

a) yon Satz I bzw. Satz I f  offenbar erfiillt. Um die Notwendigkeit  der Aussage 

b) der beiden S~tze einzusehen, mache man sich klar, dass g (~) eine algebraische 

Zahl yore Grade a ~  < s ist, die als Wurzel einer algebraischen Gleichung mit 

ganzalgebraischen Koeffizienten dargestellt ist. Diese Koeffizienten sind Poly- 

nome in v yon beschr~nktem Grade mit festen ganzalgebraischen Zahlkoeffizienten, 

I . 
entstanden dutch Einsetzen yon z ~ -  m d e r  algebraischen Definitionsgleichung 

fiir g (z): 

tj  Z ~ O  

und Multiplikation derselben mit ~i und dem ganzrationalen t tauptnenner  der 

algebraischen Zahlen a~ (t ~ o, . . . ,  i; ~ = o, . . . ,  k). Analog der so aus (I) her- 

vorgegangenen Gleiehung mit ganzalgebraischen Koeffizienten bride man fiir 

g ( ~ )  durch Ersetzen der algebraischen Koeffizienten durch deren Konjugierte die 

s~mtlichen, beziiglich des KSrpers der rationalen Zahlen, konjugierte Gleichungen. 

Das Produkt  derselben, zusammen mit obiger Gleichung fiir g ( I ) ,  ergibt dann 

(') eine algebraisehe, mSglieherweise reduzible Gleiehung fiir g ~ mit ganzen ratio- 

nalen Koeffizienten, deren HShe als Funktion yon ~ hSchstens wie eine feste 

Potenz yon v w~chst. Dann w~chst aber die HShe der irreduziblen Gleichung fiir 

g ~ mit teileffremden, ganzen ra~ionalen Koeffizienten, wie leieht einzusehen ist 

(siehe z.B. in 1), ebenfalls wie eine feste Potenz yon ~. Es ist also 

I C. L. SIEGEL, Approximation algebraischer Zahlen, Mathematische Zeitschrift I0 (192I), 
173--213, insbesondere Hilfssatz III, S. 176. 
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und daraus folgt, 

lira 
,~ ~ log" r 

t, 

lira -~ o, 

also erst recht das Erfiilltsein yon Bedingung b). 

lqicht ganz so einfach ist der Nachweis, dass die in den S~tzen I und I I  

aufgefiihrten Bedingungen auch hinreichend sin& 

Zuerst soll der Beweis yon Satz I zu Ende gefiihrt werden, d.h.  es soU noch 

gezeigt werden, dass die Bedingungen a) und b) fiir eine bei z = o regul~re ein- 

oder mehrdeutige Funktion auch hinreichend sin& 

Ist  g(z) eine analytische Funktion, die in der Umgebung yon z ~  o keine 

Singularit~t aufweis~, so ist g (z) insbesondere auf dem in Satz I betrachteten Blatt 

der Riemannschen Fl~che vong(z) in Izl<rregul~r.  W ~ h l t m a n % = I  + /~ l ,  
L - - - J  

so ist sogar ~ < ~] fiir alle ~ > ~'0, also g endlieh und naeh den u 
�9 2 

zungen algebraiseh yon h5chstens s-tern Grade. 

Man seize nun ein Polynom 

F, 

mit unbestimmten Koeffizienten c~., an, und bestimme die c~.~ als nicht s~mtlich 

verschwindende, ganze rationale Zahlen so, dass r auf dem in Satz I be- 

traehteten Blatt der Riemannschen Fliiche yon g(z) in der Umgebung des Null- 

I 
punktes fiir alle Werte z ~ - ,  ~ ganzzahlig und gleieh % ~- I, . . . ,  % + n, ver- 

schwindet, wobei fiber l, m, n noch Festsetzungen zu treffen sin& 

Jede Forderung ~ ( ~ ) = o  bedeutet eine lineare homogene Gleichung ffir die 

c~  mit algebraischen Koeffizienten aus einem KSrper hSchstens s-ten Grades, 

und diese zerfgllt, da die c~., ganzrational sein sollen, vermittels der Basisdar- 

stellung der algebraischen Koeffizienten, in hSchstens s lineare homogene Glei- 

chuugen fiir die c~ mit rationalen Koeffizienten. Es kommt darauf an, Z~ihler 

und Nenner dieser rationalen Koeffizienten abzusch~tzen. 
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Sei mit der fiir diesen Zweck einzufiihrenden abkfirzenden Bezeiehnung 

g ( ~ )  ~ f l ~ = ~  bei festem ~, so wird die aus ~b(-~v)~o entstaadene homogene ti- 

neare Gleichung f t i r  die cz~ nach Multiplikation mit v* 

E ~l--)'~"ctC,~lt ~ O. 
,~, t * = 0  

Da fl~ nach Voraussetzung algebraisch vom Grade a ~ s ist, lautet das Minimal- 

polynom fiir /~ mit teilerfremden, ganzen rationalen Koeffizienten 

mit 

x=O,  , , . ,  a 

und damit erhs man durch Induktion nach tt die Darstellung 

fit, = b[t '(do, g + d~,t, fl + . . .  + d,~_l,~,flo-1) 

mit ganzen rationalen 
do,~,, . . . ,  do - l .~ ;  # :>o,  

und es folgt ebenfalls durch Induktion nach /t die Absch~tzung 

Id~..I-< 2 H g  ( ~ = o  . . . .  , ~ - - i ) .  

Wegen der linearen Unabh~ngigkeit yon I, f l , . . . ,  fl~-~ im KSrper der rationalen 

Zahlen zerfitllt die obige Gleichung fiir die rationalen Unbestimmten c~, in die 

a linearen homogenen Gleichungen mit rationalen Koeffizienten 

v Z - a b - j t ' d ~ , , f l ~ c x t , = o  ( •  . . . ,  a - -  I) 
2,~----0 

oder 

2, ~=0 

mit ganzen rationalen Koeffizienten, deren Betr~ge 

IbT-'d=,.r ~ g ~ ~ (~ = o ,  . . . ,  a -  i) 

sind. Damit  haben wir fiir beliebiges r jede der linearen Gleichungen fiir die 

c~  mi~ algebraischen Koeffizienten auf hSchstens s lineare homogene Gleichungen 
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mit  ganzen ratiol~alen Koeffizienten, fiir die absolut  genommen bei Beriicksieh- 

t i gung  yon Voraussetzung b) 

-<  2 m e ~ m* ~ = 0 (~l e s .  ~) 

gilt, zuriickgefiihrt.  
I I 

Die Forderung,  dass ~(z) ffir z --  ,. �9 z -- versehwinde, bedeutet  
~J0 + I ~0 + n 

demnach ffir die c ~  das Bestehen yon hSchstens s . n  l inearen homogenen Glei- 

chungen mit ganzra t ionalen  Koeffizienten, die hSchstens yon der GrSssenordnung 

0((% + n)~e 3mln+~)) sind. Die Anzahl  der Unbes t immten betr~gt (1 + I)(m + I), 

und  fiir diese Anzahl  gelte 

(2) (l + I)(m + i)>-- 2sn .  

Es werde nun  

(3) m = D o g ~ ]  

und 

(4) l :  [2 sn  log-�89 

gesetzt. 

Dann  ist (2) erfiillt, und die ganzrat ionalen Koeffizienten der Gleichungen 

fiir die c~  sind nun  hSchstens yon der Ordnung 

o (e ~'"'o~ ~.+,.,o~ *.) 0 (~(~'+')" ~o~ ~.) 

als Funkt ion  yon n. Ein bekannter  Satz x, der sich mittels des Schubfachschlusses 

leicht zeigen l~sst, besagt, dass das lineare homogene Gleichungssystem in n ich t  

sKmtlich verschwindenden, ganzen rat ionalen cat, fiir die 

gilt, 15sbar is~. 
i 

Nun soll gezeigt werden: Verschwindet  @(z) fiir z -  
V o + l  

I 

Vo + n l  

I 
auf dem auf einem Blat t  der Riemannschen Fl~che, so auch fiir z - -  

vo § ~i + I 

gleichen Blatt ,  wenn nur  n 1 --> n und n hinreichend gross, aber gegen nl lest  ist. 

Der Beweis dieses Hilfssatzes l~sst sich auf  verschiedene Weise  fiihren. Hier  

soll das lVIaximumprinzip herangezogen werden. 

t Siehe z . B . C . L .  SIEGEL, ~ b e r  einige Anwendungen diophant ischer  Approximationen,  Abh. 
Preuss. Akad. Wiss., Berlin, I93O. 
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Sei F ein Kreis  um 

Kreis die Stellen z = - -  

Funk t ion  

2 
den Nul lpunkt  mi t  dem Radius R------~ r. Da dieser 

4 
I I 

. . . .  , z - -  s~mtlich im Inne rn  enth~ilt, ist  die 
~'o + I ro + ~z 

+ (z) 

im Innern  der Kurve F regul~s ~ a c h  dem Maximumprinzip ]iegt daher  dab 

Maximum der Betr~ge der Wer te  dieser Funk t ion  auf  dem betrachteten Blatt 

der Riemannschen Fl~s fiir alle Stellen z mi t  ]zl--< R auf  dem Rande  des 

Kreises F. 

(6) 
I I 

% + ~1  + I ~o-~  I 

Hieraus w e r d e l ~ ( ~  ~ 

Daher  gil t  die Ungleichung 

~ �9 

0"~- ~1 "~- I < 

) ( ' 
" ' "  ~'0 "~- R1 -j- I ~0 -~ 

] z I = R  2' �9 -. Z 
~o W I 

I ) l  abgesch~tzt. 
-1- 7/i q- I 

% -F ~:z 

Da r fest  ist, ergibt sich die rechte Seite yon (g) unter  Beri icksichtigung 

yon (5) und  n--~ n 1 als Funk t ion  yon ~1 yon der Ordnung 

r - h i  

mit  einer yon nz unabh~ngigen Kons tan ten  7z. Daraus folgt  bei Beachtung yon 

(3) und (4), dass die rechte Seite yon (6) die GrSssenordnung 

0 (e (2' + 5) n, zog �89 
besitzt. Schliesslich ist 

z % ! 

( r  0 -}- I )  . . .  (~'0 "F " i )  : (~'0 ~- ~1)  i '  

also, da % fest  ist, < n, - , ,  --73 n, , wobei wieder 72 eine yon ~1 unabh~ngige Kon- 

atante bedeu~e. Damit erhal ten wir 
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I )l d? = O (e(2, + 6) n~ log �89 - n, log m).  
0 + n l - { -  I 

( i ) ist nach Voraussetzung und der Diese Zahl @ _vo + nl + x Bestimmung r  v o n  

algebraisch yon einem Grade a--< s, und ihr Produkt  mit einer nicht verschwin- 

denden, ganzen rationalen Zahl Q, deren GrSsse ebenfal]s aus der Bildung yon 

@ (z) sofort zu entnehmen i~t, ist ganzalgebraisch. Fiir Q finder man wegen ~x -> n 

I Q I = o (~<- + ~)., ~o~ ~.,). 

( I )  ( I )  erhi~lt Fiir die hSehs~ens s Konjugierten @(*) v o + n x +  I yon r v o + n x +  I 

man dutch Einsetzen in die Funktion ~(z) unmittelbar die folgende Abschiitzung 

I(P(~)(vo+ ~1I + I ) 1 = 0 ( e ( 2 ' + 6 ) " ' ~ ~  

( ' ) Damit  ist fiir die Norm yon Q@ vo + nl +' I als Funktion yon n 1 die asympto- 

tische Schranke 

gefunden, also 

+ nx+  I 

(z, IN(Q (  o+ 1+i I ))1<I 
fiir alle hi, die grSsser als ein hinreichend grosses ~o sin& 

Es sei nun n > no, dann gilt (7) fiir a l l e n  1 ~ n. Dann folgt abet aus (7) 

~ 0  
@ % + ~ 1 + I  

durch voLlst~ndige Induktion fiir alle nl = o, I , . . . .  

Die Stelle z = o ist damit H{tufungspunkt yon Nullstellen der in der Um- 

gebung yon z ~ o auf einem festen Blatt  ihrer Riemannschen Fl~che reguli~ren 

analy~ischen Funktion @ (z). Dann muss aber 

(z) - -  o 

sein, uncl dami~ ist der Beweis, dass die Bedingungen a ) u n d  b)hinreichend 

sind, erbracht. 
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Nun fehl t  n o c h  der Nachweis,  dass auch bei Satz I I  dessen Bedingungen 

a) und  b ) h i n r e i c h e n d  sin& In  diesen Bedingungen sind offenbar die Bedin- 

gungen  a) und b) von Satz I en~halten. Also wissen wir nach Satz I bereits, 

dass auch bei Satz I I  zwischen der  zu un te r suchenden  Funkt ion  g ( ~ ) u n d  z eine 

algebraische Abhiingigkei t  besteht .  W i r  sind fer t ig,  wenn wir noch gezeigt haben,  

dass g(z) eine e indeut ige  Funkt ion  von z ist. Dieser  ~at .hweis wird in gewisser 

Analogie zum soeben Bewiesenen wie folgt  geffihrt.  

Da  g(z) eine algebraische F u n k t i o n  yon z ist, gilt, wie wir bewiesen haben,  

an Stelle yon Bedingung b) sogar  die bedeutend  schitrfere Bedingung 

(8) l im < t. 
,~ | log 

Mit g(z) ist aueh g ~ - + - ~ z  bei z = o fiir alle Wer~e ~ reg, uliir uncl endlieh- 

vieldeu~ig. 

Man bilde nun die Funk t ion  

(9 )  = g ? 

mit  unbes t immten  Koeff iz ienten  c;.v, die dann  bei z : o  ebenfalls  reguliir ist. 

Ich verwende im Folgenden die gleichen Buchs taben  fiir  die Bezeichnung yon 

Begriffen, die denjenigen des Beweises yon Satz I analog sind, ohne dass hier  

zwischen diesen Buchs taben  die gleichen Rela t ionen  wie bisher zu gelten brau- 

chert. Es gibt  nun mi t  yon m unabhi ingigem r eine Umgebung  [~[ < r, in der 

die siimtliehen Funkt ionen  g mit  ~ -~ o, I, . . . ,  m reguliir  sind. In  dieser 

Umgebung  ist dann aueh ~(z) reguliir. 

Die Koeffizienten e~.~ sollen nun derar t  gewShlt  werden, dass sie n ieht  si~mt- 

lieh versehwinden,  und  q)(z) auf  dem festen Blatt  seiner Riemannsehen Fliiehe 

fiir z ~ - - ,  v ganzzahlig und gleieh ~0+ I , . . . , v  o + n  mit v0-----I + , ver- 

sehwindet.  Setzt  man z ~ - in r  ein, und denkt  man sieh fiir g den 

Funk t ionswer t  auf  dem festen Blat t  seiner Riemannsehen Fliiehe eingesetzt,  so 

erhglt  man  eine l ineare homogene Gleiehung fiir die ca, mit  Koeffizienten,  die 

I 
Produl~te einer Po tenz  yon - mi t  

7 - 642128 Acta mathemati~a. 86 
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sind. Diese le tz teren Ausdrfieke sind nach Vorausse tzung algebraische Zahlen in 

einem festen ZahlkSrper  yore s-ten Grade. Jede  solehe l ineare Gle iehung zerfi~llt 

durch die Basisdars te l lung der algebraischen Koeff iz ienten,  die alle in diesem 

festen ZahlkSrper  liegen, in hSehstens s l ineare homogene  Gle ichungen  mit  ra- 

t ionalen Koeffizienten,  da wir  uns wieder  fiir ganze ra t ionalen  LSsungen c~.~ in- 

teressieren wollen. Fiir die Zis und den H a u p t n e n n e r  dieser ra t ionalen  Koeffi- 

z ienten e rha l ten  wir wegen (8) die Absch~tzung, dass ihre absoluten Betriige 

gleich 0 (v l((v + I) m) t(m+l)) sind. D i e  ganzra t iona len  Koeff izienten des so aus den 

I I 
Forderungen ,  dass r ( z ) =  o ffir z = - - , . . . ,  z . . . .  verschwinde,  entsprin-  

v0 + I v o + n 

genden homogenen  Gleichungssystems yon hSchstens s ,  n Gleichungen sind ab- 

solut  genommen hSchstens yon der GrSssenordnung 

0((~' 0 + ~g)2/((~ 0 + n + ] ) m ) 2 t ( m + l ) ) .  

Es sei (l + I)(m + I) die k n zah l  der Unbest immten,  

weichung zum Beweis yon Satz [ werde nun  

= [2  s m = [ , , q  

2 s n ,  und  in Ab- 

gesetzt .  Damit  wird die GrSssenordnung der ganzra t ionalen  Koeffizlenten in den 

l inearen Gleichungen als Funkt ion  yon n gleich 

0 (e (~' + 3t + 1)~t log ,), 

und es e rgeben  sich mit tels  des Schubfachschlusses  die n icht  s~mtlich verschwin- 

denden,  ganzen ra t ionalen GrSssen c~,~ mi t  

Nun  wird wie bei Satz I wei terverfahren ,  d .h .  man  zeigt wieder: Ver- 

I I 
schwindet  @ (z) fiir z = - - - - ,  . . . .  ~ = -  auf  einem fe~ten Blat t  der R i e -  

�9 o + ! re+n1 
I 

mannschen  Fl~iche yon g(z), so auch fiir g = auf  dem gleichen Blare, 
~'o + 171 + I 

wenn n 1 --> n und  n h inre iehend  gross ist. Daraus  folgt  nach  dem Maximum- 
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prinzip auch hier die Formel  (6), und  mittels derselben erh~ilt man die gesuchte 

I ( I ) ] .  Mit  d e r g l e i c h e n B e s t i m m u n g  v o n F w i e f r f i h e r  Absch~tzung ~ % + n l +  I 

folgt  

Max r (z) = O (eI, S+3t+ l),~' ~og n, 1" . (4)- '~ ')  : 0 (7,~), ( 1 ) (  i) I z l ~ R  z' -"  z 
~'o q- I % § n 

wobei 73, wie auch die folgenden 74, Ys, - . -  unabh/~ngig yon nl sind. Nach For- 

reel (6) ergibt~ sich dann  

4, ; ' o + n + ~  = 0  \ \ n i l  ] 

( i ) 
Fiir den ganzrat ionalen Nenner  Q yon q~ ~o + nl + 

I t  el  = o (~(~, + ~,+ 1),,, ~ lo,,,,) 

und fiir die Konjug ie r ten  yon ~ % + nx + I 

gi l t  

( l  = 2 . . . .  , 0"; o" --~ s ) .  

Dami t  hat man die Absch~tzung gewonnen:  

oder 

I ))1 = O(e(26'+~ts+~)n~log,,a+ (~ - - l ) ( i s+3 tq -2 )n~ log ,qq . -T r ,  n , - -n ,  l ogn , )  

fiir alle nl mi t  h i > n o ,  also bei u > n  o fiir alle n l ~ n .  Wieder  ist also 

( ' ) 
g' % + n 1 + i  

fiir alle ~x >-- o, und daraus folgt  auch dieses Mal das identische Verschwinden 

yon 4, (z) in z. 

Fi ihr t  man in (9) ffir z = - oin, und benennt  man g(z) mi t  ~ , so ist 
w 
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und aus (9).wird nun 

~ c~ ,w-~v(m~ + ~) -- o; 
Z,/* 

das heisst, ~p(mw) geniigt einer line~ren homogenen Differenzengleichung mit 

Koeffizienten, die eindeutige Funktionen in w sin& Dann muss aber die LSsung 

gJ(mw) ebenfalls eine eindeutige FulJktion yon w sein ~. Damit ist aueh g ~v 

eine eindeutige Funktion yon w und folglieh ebenfalls eine eindeutige Funktion 

yon z, was zu beweisen war. 

Aus dem Bewiesenen geht unter anderem hervor, dass fiir jede algebr~ische, 

aber nicht rationale Funktion g(z)die Funktionswerte g(_I)fiir  alle ~ = ~0 -~ I~ 

% + 2 , . . .  nicht sgmtlieh in endlieh vielen algebraisehen ZahlkSrpern liegen 

kSnnen. Es w//re sieher yon Interesse, zu wissen, in weIehem Umfange a naloge 

ao e e O e,e Aussagen gelten, wenn 

Frage, die mit der Frage nach Kriterien, die sieh auf andere Folgen stfitzen, 

und deren Existenz eingangs erw~hnt worden war, zusammenh~ngt, soll hier 

nicht behandelt werden. Ich mSchte jedoch darauf hinweisen, class das soeben 

angegebene Resultat fiber die Funktionswerte einer algebraischen Funktion an 

den Stellen tier Folge (~) noch wie folgt verscMirft werden kann. 

Bei den SEtzen I und I I  ist bemerkenswert, dass die Forderung b)vie l  

schw~cher ist als dieselbe tats~chlich erfiillt wird; das soll heissen, es wird nur 

gefordert 

lira < I, 
,~r  log 

und es stellt sieh heraus, dass dann zusammen mit Ford, rung a) stets 

eintritt. 

_ _  l o g  H g 

lira 
~o~ log 

< t  

i Siehe z !~. N. E. N6RLtS.XD, Vorb-sungen fiber Differenzenreehnung,  Spr inger  Verlag,  Berlin,  
I924, ~. 282 
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Nun lassen sich analog zu den S~tzen I and ]I  mit der gleiehen Methode 

Kriterien fiir Algebraizit~it und Rationalifiit, die wit wieder nur fiir die spezielle 

Folge (~ ) fo rmul i e r en  wollen, beweisen, die in Bezug auf die HShe v o n g ( I )  

keinen Spielraum lassen, daf f r  aber einen Init v wachsenden Grad s der alge- 

braisehen Zahlen g gest~a~ten. I)iese Kriterien, die die Aussage fiber di~ 

Funktionswerte einer algebraisehen Fnnktion g(z) an den Stellen ( ! )  versch~irfen, 

lauten : 

Satz III (2. Kriterium fiir Algebraizit~i~): 

Die  F u n k t i o n  g (z), (die bei z = o reguldr  sei), i s t  dann und nur  dann  alge- 

braisch, wean  
I 

a) die Funk t ionswer te  yon g(z)  f # r  z = - ,  v = Vo + I, v o + 2 , . . .  bei ganz- 

zahligem, geeignetem Vo a u f  einem fes ten B Ia t t  der R iemannsehen  2-'Idche 

yon g(z)  sffmtlieh algebraische Zah len  kleig~er als s,-ten Grades si~d, wobei 

s, ~-o (v�89 ist, und  

b) lira < t 
,~oo log v 

gilt .  

Satz IV (2. Kriterium fiir Rationalit~t): 

g (z), (das bei z ~ o reguldr sei), ist  dann  und  nur  dann rational,  wenn 

g ( i ) a u f  e inem B l a t t  f i i r  v =  Vo + I, . . . ,  % + co . . . .  bei ganz- a) die Wer te  

zahligem, geei.qnetem r o und  mi t  w = I , . . . ,  n algebraisehe Zahlen eines 

KSrpers  ~ yore Grade s ,  s ind  mi t  sn = o (n�89 und  

b) lira < t 
~ ~r log v 

ist. 

Die Beweise dieser Kriterien sind dem hier durchgefiihrten Beweis yon 

Satz II, der yon dem Erftilltsein der sch~rferen Bedingung b), wie sie in den 

S~tzen I I I  und IV verlangt wird, Gebrauch macht, leicht n'achzubilden. Man 

h~tte Satz I I  auch ohne Benutzung dieser Yerschiirfung, nur unter  Verwendung 
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der Bedingung b) des Satzes I I ,  zusammen mit  der Bedingung a) ganz analog 

zum Beweis yon Satz I zeigen kSnnen. Die S~tze I und I I I ,  bzw. I I  und IV 

stellen nur  die beiden Extremf{~lle solcher Kriterien unter  Zugrundelegung der 

speziellen Folge (~) dar, neben denen sich leicht beliebig viele weitere Kriterien, 

die sich auf die gleiche Folge ~I-~ stiitzen, formulieren lassen. 

v 


