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Introduction. 

J 'ai  montr6 dans un m6moire ant6rieur ~ comment on pouvait d6finir les 

distances anallagmatiques darts l'espace euelidien s 3 dimensions en les consid6rant 

comme les valeurs extr6males de distances particuli~res, de la m6me fa?on, par 

exemple, que la distance euclidienne de deux points est le maximum de la dis- 

tance des deux plans passant respectivement par ces deux points. Je me propose 

ici d'6tendre les d6finitions • l'espace ayant un nombre quelconque de dimensions. 

Les 616ments fondamentaux de l'espace conforme E~ ~ n dimensions sont les 

hypersph~res h n - - p  dimensions (p= l, 2, . . . n), qu'il sera commode de d6signer 

par la notation H,-p. Les H~-I seront plus simplement appel6es << sph~res>~; les 

H o sont les couples de points, ou << bipoints >~, et les //1 sont les <~ cercles >>. 

Tandis que le m6moire cit6 utilisait la g6om6trie pure, le pr6sent travail a natu- 

rellement un caract~re analytique. 

Pour d6finir la distance covariante d'un point ~ une hypersph~re, le point 

de d6part est toujours la distance d'un point g une sphere. Par  contre, nous 

d6finirons les distances invariantes de deux hypersph~res g partir de la distance 

de deu~r spheres, et non de  la distance d'un bipoint g une sphere, comme c'6tait 

le cas pr6c6demment. ~ Il m'a sembl6, en effet, que le produit de deux sph&res 

est un invariant anallagmatique tr0p naturel et trop simple pour ne pas servir 

de base s la m6trique. 

Toute H,_~ 6rant l 'intersection de p spheres, les distances de deux hyper- 

spheres seront des valeurs extr6males de la distance des deux spheres g6n6rales 

1 ~ D6f in i t ions  e t  t h6o remes  de m 6 t r i q u e  a n a l l a g m a t i q u e  ~, Ann .  Ec. Norm. ,  (3), t. LIX,  fasc.  

I, x942, p. 1 - -42 .  
loc. cir., p. 7. 
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passant respec~ivement par ces deux varidt~s, c'est s dire appartenant ~ deux 

familles lin6aires de spheres. Si a e t  fl d~signent respectivement une H~_p et 

une H~-q (p ~ q), appartenant routes deux s une m~me t~n-r (o <--r<--p), on 

obtient ainsi p - - r  distances conformes en g~n~ral. 1 A route //~_p correspond 

une hypersph6re locale s n + 2 - - p  dimensions, ddfinie par l 'intersection des 

sph6res orthogonales ~ la-H~-p. On ddmontre que les locales a' et fl' de a e t  

ont les m~mes distances conformes que a, ~, tandis que les carrds des distances 

conformes de a s deux hypersph6res locales {~, ~' sont, chacune s chacune, com- 

pldmentaires ~ - -  I. 

Un cas particuli~rement important est celui off {7 est un bipoint appartenant, 

avec a, s une m~me H~-p+l; ici, q=n et r -~ /~ - - I ;  il n'y a qu'une distance 

locale. Plus particulibxement, c e s t  le cas de deux bipoints cocycliques. On est 

alors amend ~ chercher les valeurs extr~males des distances d'une H._p a aux 

bipoints d'une H~-q ~, qui appartiennent avec a s une m~me / / . -p+l .  On peut  

dgalement chercher les va|eurs extrdmales des distances conformes de deux hi- 

points cocycliques respectivement situds sur a e t  sur ft. On retrouve ainsi les 

distances eonformes de a, ft. 

Enfin, les couples de bipoints qui fournissent ces distances sont ]es inter- 

sections avec a et fl des cercles orthogonaux s ces deux hypersph6res, qu'on 

peut appeler les  ~ perpendiculaires communes ~) ou (, hauteurs ~, et dont les bipoints 

d'intersection avec a et ~ sont les ,, pieds ~. 

Tous ces rdsultats sont la gdndralisation remarquablement simple de ceux 

obtenus, dans le mdmoire citd, pour les spheres et les eercles de l'espace ordi- 

naire. Cette extension est immddiate en ee qui concerne les distances covariantes, 

et le premier chapitre qui leur est consacrd est court, e t a  plutbt le caract~re 

d'un rappel. Ce sont les deux autres chapitres, consacrds aux distances inva- 

riantes, qui constituent l 'objet essentiel de ce travail. Les notations sont celles 

d'un mdmoire sur les produits d'inversio:ns ~, mais l 'algorithme expos~ au premier 

chapitre et la premi6re formale du chapitre I I  de ce mdmoire sont seuls utilisds, s 

Les deux mdmoires auxquels le lecteur pourra ~tre amend ~ se reporter seront 

d~signds par les abrdviations respectives M.A.  (mesures anallagmatiques) et P. I. 

(produits d'inversions). 

* Une  i n v e r s i o n  dont  le  p61e est  sur  ia  H , ~ - r  p e r m e t  de se placer  dans  u n  espace ~ n - - r  di -  
m e n s i o n s  s eu l ement ,  pour  l eque l  ~ est  une  B r ~ , - r - ( p - r ) .  

2 A c t a  m a t h e m a t i c a ,  t. 8 2 ,  I95o  , p. I - - 7 o .  
8 p. 4--I3. 
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CHAPITRE I. 

D i s t a n c e s  c o v a r i a n t e s .  

I. Distance d'un point ~ une sphOre. Le produit U M  d'une sphbre U et 

d 'un point M est un invariant anal[agmatique et peut ~tre pris pour distance 

conforme [M U], en prdcisant que M e t  U sont unitaires. 

i1 subsiste pourtant une ambigu~td quant au signe du rayon de U. Nous ne 

nous oceupons que de sphbres rdelles ou imaginaires pures, e'est s dire de centre 

rdel et de rayon imaginaire pur; nous convenons alors de prendre ce rayon 

positif ou imaginaire pur positif. Si _R ddsigne ce rayon, sgnR reprdsente le 

signe de R lorsque _Rest  rdel et quelconque, et le signe de _R lorsque /~ est 

imaginaire par quelconque. Dans ces conditions, la distance conforme d'un point 

M de masse h e t  d'une sphbre unitaire U est 

U M  
(~) [ ~  ~;1 = h s g n  R" 

Dans une inversion rdelle par rapport ~ la sphere 

S 
2~ 

de centre 0 et de rayon ~, M devient 1 

dont la masse est 

U devient 

M' = M - -  2 ( 8 M )  S, 

S M .  
h ' = h  + 2 -, 

u'= u -2 (zu )z ,  

toujours unitaire, dont le rayon /~' est lid ~ /~ par la formule 

I I S U  

2 R '  2 R 

Si U = A P  ~ R2 
2 R , il vient done 

Cf. P. L, p. i 3. 
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~ tP+e~--X-62 f f62-2~ ~ UO 
2R'  2 R  2 R ~  ~ 2 R ~  ~ ~ ' 

eL par suite, 

U'M'  U M  t UO~ [ M U ]  ~sgnU__~0 / 
2) [M' U']=~, s~n ~' ~ ~-~ L ~  

U /  h + 2 - -  1 + 2 - -  
ho 

x (sgn ze). 

Pour  une deuxibme sphere unitaire U~, de rayon R~, et le mSme point M, on a donc 

[M'U~] [MU,] X [sgn U, 0 sgn UO] 
(3) [M' U']- [MU] \ ~n  ~ : sgn R l" 

On d6montre ainsi que le rapport des distances co~formes d'un point ~ deux sphOres 

est im,ariant conforme en valeur absolue. Si les deux spheres sont redlles, l'invariance 

est al96brique pourw~ que le pale d'inversion soit simultandment int6rieur ou ext6rieur 

aux deux spheres. 

Si U devient un plan unitaire 

~=~• ;~=~, 
la distance devient 

4) [Mw] = ; • A M. 

2. Distance d'un point ~ une hypersph~re. Soit un point unitaire M e~ une 

H~_~a (2 ~ p ~ n ) ,  ne contenant pas M. a est d6finie par l 'intersection de p 

spheres lin~airement distinctes U1, /_79,... Up, qu'on peut supposer orthonormales. 

La distance conforme [Ma]  est, par dgfinition, la valeur extr~male de la distance 

de M s la sphere la plus g6n6rale qui passe par a. Cette sphere est de la forme 

(5) U Z~ U~, 
i = l  

et est unitaire pourvu que 
P 2 ~ (6) X ,=  i. 

t : 1  

Les extrema, li6s ~ (5), de 

U MT ~= lZi Ui M 

sont les extrema libres de la fonetion des p + I variables 

F ( Z , . . .  Zp, ~ )=  ~ Z~ U~ M -  ~ Z~ - -  ~ �9 
i = l  , 2 i 

ind6pendantes 



(9) 

off les te rmes  

l 'infini, 
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On obt ien t  ainsi (6) et les p 6quations 

(7) U~M=~Z~, i=  ~, z, . . . p;  

la valeur  cor respondante  de F est u avec 

(8) ,~' = ~: ( U, .M-)'~ = ~ [ U, Y/ I  ~ . 
i=I i=i 

Si a est  r~elle, #~ est posi t i f ;  la diff6rentielle seconde qui fourn i t  la na tu re  de 

l ' ex t remum s 'expr ime par  le carr~ symbolique 

( O F d z O F ~ i+  P ' v 
i=l ~ dl~ ~ --/2i=1 i=1 

O~l la derni~re somme est nulle d'apr~s (6); cet te  diff~rentielle est du signe de 

- - # ,  donc la valeur  extr6male p e s t  un max imum en valeur  absolue. Nous  

avons ainsi dtabli que, lorsque a est r~elle, le carrd de la distance [M U] de M 

la sphere gd~drale passant par a a pour maximum la somme des carrds des distances 

de M h p spheres orthogonales quelconques passant par a. 

Parmi  ces p spheres, on peu t  en faire p a s s e r p  ~ I par M. Leur  in tersect ion 

est la / /~-p+l  d~finie par  M et a;  la pi~mo sphere est la sphere or thogonale ,  le 

long de a, ~ cet te  H~-p+l. Nous  solnmes ainsi amen6s s appeler distance [Ma] 

la distance de M ~ la sphere orthogonale ~ l'hypersph~re (a, M) le long de a. Son 

carrd est dgal ~ la somme des carrds de M 5 p spheres orthogonales quelconques pas- 

sant par a. 

P o u r  p = n ,  a est un bipoint  (A, A'), et  l 'on obt ient  ais~ment la formule 1 

M A .  M A '  
[M(A, A')] 

A A '  

au second membre  sont  des distances euclidiennes.  Si A'  va 

= 

est la distance euclidienne des deux points  M, A que Yon peut 6crire [MA]. 

3. a conservant  sa signification, les spheres or thogonales  ~ a fo rmen t  une 

famille lin6aire de rang  n + 2 - - p  et  se coupent  suivant  une /-/p-2 qu 'on peut  

appeler  l 'hypersph~re locale a' de a. La  correspondence entre  a et a' est  r6ci- 

1 Cf. M..A.p. 6. 
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proque, a' est, par exemple, l 'intersection de n + 2 - - p  spheres ~/v+l, Up+2,..,  b'~+2 

formant un syst~me complet orthonormal avec U1, U~,. , .  Up. On a donc 

n+2 
[M~']'= ~: [U~]'-, 

i = p + l  

et, par suite, 
n + 2  

[M,] '  + [Md]'=y.(U,~)'=o. 
i = l  

Nous pouvons ainsi 4noncer le 

Th6or~me. Les carrds des distances d'un point  dt deux hypersph~res focales 

sont opposds. 

~a g4n4ralise un r~sultat 4tabli pour un eercle et son bipoint focal dans 

l'espace ordinaire, a 

4. Les plans contenant a sont les spheres (5) dont le rayon est infini, c'est 

~. dire pour lesquelles 

en d~signant par R~ le rayon de Ui. Ces plans forment une famille lin~aire de 

rang p - -  I, dont la base peut ~tre p -- I plans orthonormaux, qu'on peut prendre 

pour /-72, U ~ , . . . ,  Up. L'hyperplan au nombre minimum de dimensions qui 

contient a est l 'intersection de ces p - -  x plans, que nous appelons ~ .  a est une 

sphere pour cet espace z~,, et la p ~  sphere U~ du syst~me a l e  centre 0 et le 

rayon R de a dans ~ .  La projection orthogonale K de M sur z~ est telle que 

l'on air 
2 

[ M K ]  ~ = M K  = [M U~] ~ + [M U,]" + . - -  + [M Up] ~, 
donc 

- - 2  
[Ma] ~ = [M V,] ~ + M K .  

Dans ~ ,  la droite K O  rencontre Ua, donc a, en deux points diamdtralement 

o.ppos6s B, C, et l'on a 

[M U,]~= (Mi~ • M ~)~ 
B C ~ 

-M-~ M ]  

:ff~2. ~-d2 ~-f f  M C ~. sin s A �9 B H C  
- - 2  
B C  

1 Cf. M, A., p. 5 et 6, 
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(,o) 

C'est l'ex~ension, ~ une 
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I M p ]  = 
B C 2 

hypersphbre queleonque, de la puissance rdduite de 

Bloch pour un point et un cercle de l'espace ordinaire. On peut dire, en parti- 

eulier, que, pour des 616ments rdels, la valeur absolue de la distance de M s a 

est le quotient, par le diam~tre de a, du produit  des deux distances extr6mes de 

M aux points de a. 

CHAP1TRE II. 

Distances invariantes. 

5. Distance de deux spheres. Le produit U V de deux spheres unitaires U, V 

est un invariant  conforme et repr6sente le cosinus de leur angle. I1 est indiqud 

d'annuler la distance eonforme de deux spheres tangentes, c'est h dire s i  

U V= + I, et de la faire rdelle pour deux spheres non sdcantes. Nous ddfinirons 

eerie distance par 

[uv]=V(uv) 

Si R et R' sont les rayons, et d la distance des centres, on a 

(2) [ U V] = V 
+ d'~)'., 
4 R2 R 's I. 

6. Distance de deux hypersp, h~res. Soit deux hypersph~res a e t  fl, ayant re- 

spectivement n - - p  et n - - q  dimensions. Les distances conformes [a fl] sont, par 

ddfinition, les extreme de la distance [U V] de la sphere U la plus g6n6rale 

passant  par a ~ la sphere V l a  plus g~n6rale passant par ft. Ces valeurs sont 

dvidemment des invariants eonformes. Si a et ~ sont sur une mgme sphbre, U 

et V peuvent eoineider; la valeur [UV] correspondante est nulle, mais n'est 

pas foredment un extremum. Ce eas est exeeptionnel, et, lorsqu'il en est ainsi, 

nne inversion par rapport  ~ nn point de la sphbre qui contient a e t  fl rambne 

au mgme problbme darts l'espace s n - - I  dimensions. Plus gdndralement, a et 

peuvent appartenir ~ plusieurs spheres lin6airement distinctes; s i r  est leur 

hombre maximum, eela signifie que a et fl sont situdes sur une mgme H,- r ,  mais 

non sur une H , - r -1 ;  une inversion par rapport ~ un point de cette H,_~ permet 

de raisonner dans l'espaee En-~. Cependant il n'est gubre plus compliqud de 
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traiter directement le cas g6n6ral, ce qui donne la possibilit6 de discuter ce que 

deviennent les distances lorsqu'une variation des hypersph6res fair varier r. 

Nous d6finissons donc a par l 'intersection de p sph6res 

: G, G , . . .  G, G + ~ , . . .  G, 

dont le syst~me peut 4tre suppos6 orthonormal. /3 est de m4me l'interseetion de 

q spheres 
~:  UI ,  U 2 . . . .  Ur ,  V r + l ,  Vr+2,  �9 �9 �9 Vq,  

formant 6galement un syst~me orthonormal. Par  hypoth~se, 

G+I, U,.+~,..., Up, r,+l, G+~ . . . .  G 

sont lin6airement distinetes. Dans eette famille de p + q - - 2  r spheres, eonsid6- 

rbns un syst~me orthonormal form6 par 

G+I, G+~, . . .  G,  G+~, G + ~ , . . .  G+,~-~. 

On a des relations de la forme 

p+q--r 

(3) v~=  2~ a~ U~, 
i = r + l  

avec la condition 

(4) 
ar+l ,  p + l  

ar+2, p + l  

aq,  p + l  

~ r  + i ,  r + 2 , . . .  q ,  

ar+l ,p+2  �9 �9 �9 

a r + 2 ,  v+2  �9 �9 �9 

aq, p+2 . . . .  

qui exprime l'ind6pendance lin6aire des 

tions d'or~honormnlit6 des Vk s'6crivent 

ar+l ,p+q- - r  

ar+2, p+q--r ~ 0 ~  

aq, p+q--r 

G avec Ur+l, Ur+2 , . . .  Up. Les condi- 

p+q--r 

(5) ~, akiah~=6ka 
i = r + l  

~ , h = ~ ' q -  i ,  ~ - q - 2 , . . . q .  

Nous compl6tons enfin le syst~me des spheres U1, U~,... U p + q - r  e n  le syst~me 

orthonormal complet U1, U~ . . . .  Uv+q+~, ~+q--r+l,... U~+U. 
Ceci posd, la sphere unitaire gdn6rale passant par a est 

u=Z ~u,+ Z xjuj, 
i~1 j = r + l  

a v e c  

(6) ~ ~+ ~ ~,~=x 
i ~ l  j ~ r + l  
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La sphbre unitaire g6n6rale passant par $ es~ 

avec 

(7) 
On a alors 

(s) 
off 

(9) 

r q 

v =  ~ , ~  U, + 5` ~,~ v~, 
i = l  k ~ r + l  

~ , ~  + ~, ~ -  ~. 
i = l  k = r + l  

[ U V] ~ = O ~ - ~ , 

r V 

i=1  j = r + l  k = r + l  

Les valeurs e~trdmales de (8), li6es aux relations (6), (7) entre les variables 

~, s ~ ,  son~ les extrem~ libres de ~ 

F (z,, ,~, ~.~., ,~.  o, ~ ) =  e ~ - ,  - o (5` ~,~ + 5` z) - ~) ( 5 ` , ,  + 5,  ~4 - ~). 
j i k 

OF OF OF OF 
L'annulation des d6riv6es ~-~, ~ ,  ~ , 0 ~  donne les p + q 6quations 

(io) / 

(II) I ~j  akjkj_~/ak=O ' 

ioindre ~ (6), (7), (9). 

I ~ Supposons d'abord ~ - -  a~ # o et a~ # o. Le syst~me (io) donne 

~= /~ i=o ;  seuls les ~j et les ~k peuvent diff6rer de z6ro~; compte tenu de (II), 

i-- I~ 2 ,  . . . r ,  

j ' = r +  I . r + 2 , . . . p ,  

k = r +  1, r + 2 , . . . q ,  

(9) donne 

j k 
done, grs s (6) et (7) 

( I 2 )  e~  = O ' = T .  

Les inggalit6s de l'hypo~h~se se r6duisent s 

(~3) e~(e ~ -  ~) # o. 

1 Sauf avis contraire,  les lettres, i, 3", k des signes de sommation prendront les valeurs d6- 
finies par les in~galit~s I ~ i - < r ;  r + I  ~ j - < p ;  r + l - < k ~ q .  

Les ~j ne peuvent 6tre tous nuls, d'kpr~s (6), donc r # o. 
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Les seules dquations ~ satisfaire sont (II) et (6), car (7) enest une consdquence, 

compte tenu de (I2) et de ~=p~=o. Grace ~ (12), l'dlimination des pk entre les 

dquations (I I) fournit p--r dquations lindaires et homog~nes en ~j 

e')~j--~,  ~akja~j,  l y = o ,  j = r  + I, r + 2, . . . p, 
k j ' : l  

ou, en posant 
q 

bz ,=  ~: akjakj', j , j ' = r + ~ , r + 2 , . . . p ,  
k ~ r + l  

04) q~gj - -~b i j ,  gj,=o, j = r +  I , r + 2  . . . .  p. 

Les ~) ne pouvant 6tre tous nuls, Os dolt vdrifier l'dquation 

(~S) ~'(e~) =ddt .  IIe ~ '~Z ' -  b3#' II =o ,  
j , j ' = r + l ,  . . . p 

et ~a suffit, avec l'indgulitd (I3). En gdndral les p - - r  racines de (I5) convien- 

nent. (I4) ddfinit les it 2 uvec un facteur urbitraire que la condition (5), ou 

~ ) - - I ,  permet de prdciser; lu deuxi~me ligne (II) d6termine enfin les ~uk. 

2 ~ . On ne peut avoir 0 ~ - - ~ # o  et ~ = o ;  il vlendrait encore ,~i=l~=o; 

e ne pouvant s'unnuler, on ddduirait encore de(g),  (7), (9), (I I ) la  relation con~ra- 

dictoire 02). 

3 ~ Soit e ~ = a ~  avec e = a , = o .  Si ~ # o ,  (to) et (i i) donnent  I~t=l~k=o, 

qui sont contredits par (7). ~ # o conduit de m~me s une contradiction avec (6). 

Seules sont admissibles les relations Q = a = , = o ;  les syst~mes (IO), (I I)disparais- 

sent, les ;~, ~j,/~,/~k restant assujettis aux seules dquations (6), (7). Les couples 

U, V correspondants sont t ous l e s  couples de spheres orthogonMes. L'extremum 

correspondun~ [U V] ~ = -  I ne pr6sente pas d'intdr~t. 

40. . I1 ne reste plus s discuter que le cas off ~ = a ~ ,  avec 0 ~ * # o .  Le 

s yst~me (IO) se rdduit s 

(I6) /~=02~, i =  I, 2 , . . .  r, 

tandis que (I I) fournit les 2 syst~mes d'dquations 

(Y 
(~7) ~ = - ~ _ , a , : ~ ,  k = r  + ~, r + 2 , . . .  q, 

O# 

( I S )  ).j--~j, bjj,~.,=o, j = r + I , r + 2 , . . . p .  

Le ddterminant des coefficients de (i8) est J ( i ) ,  non nul en gdndral, Si J ( I )  # o, 
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les ;tj song tous nuls, donc 6galement les p~. I1 suffit que les ~ v6rifient 

~ = I ,  et que Q~=a ~ pour que ~ / ~ = 1 .  On a donc a = ~  =+_e, et V = + . U ,  
t i 

d'o5 ~J--I et [U V]=o .  Cette solution, obtenue avec route sphere contenant 

simultan~ment a et /~, n'offre pas d'int6r~t. Si J ( 1 ) = o ,  (18) admet des solutions 

non nulles, eL il y a compatibilit~ avec (6), (7), (15) eL (I7). Ces solutions cor- 

respondent d'ailleurs h, des racines ~*'= I de (I5), car on d~duit des 4 syst~mes 

d'$quations en question et de (9) que ~ = a  ~ et ~2_a  donc ~ ' = a = ~ =  I. Les ra- 

cines ~ = o  et ~ =  I de l'dquaLion L/(~2)=o, lorsqu'elles existent, eL que nous 

avons 6cart6es a priori dans le premier eas de cette discussion, deviennent ad- 

missibles dans le troisi~me et le quatri~me. Les distances conformes correspon- 

denLes [a, fl] = o eL [a, fl] = V--  1 peuvent ainsi 6tre accept6es si elles correspondent 

des racines de (I5). 

7. Les valeurs trouv6es pour les ~, pi, $j, #~ sonL fournies par le syst~me 

des 6quations (6), (7), (IO), (II), o5 les deux hypersph~res a,/~ ]ouent le m6me 

rSle. Cette sym6trie disparait darts la formation de d (~ ) .  En permutant  a e t  

/~, on obtient l:6quation 

( i 9 )  - -  d t. I I :  - -  II = o ,  
k, k~ ~ r + l ,  . . . q 

o~ 
P P 

= X = X 
=r+l ' ~  j ~ r + l  

Oette 6quation (19) est de degr6 q - - r ,  e t a  necessairemenL les m~mes racines 

non nulles que (I5), d'apr~s la discussion. EffeeLivement, la matrice d'616ment 

bff es t  le  p r o d u i t  a 'a  f0rm6 avec la matrice ~ q -  r lignes et 10--r  coionnes 

a r + l , r + l  

a ~ a r + l . r + l "  

aq ,  r + l  

a r + l , r + 2 .  �9 . a r + l , p  

ar+2, r+2 . . .  ar+2, p 

aq ,  r+2  . . .  aq ,  p 

et sa tr.anspos6e a';  la matrice Ilckk, l] es t  le produit aa' .  Les solutions de (I 5 

et  de (19) song les valeurs caract6ristiques de ces deux produits, eL notre r6sultat 

6tablit que ces valeurs caractdristiques sont les m6mes, sauf peut-6Lre la valeur 

zdro, qui appartient I q--1o] fois au produit dont l 'ordre est le plus grand des 

deux nombres p - -  r, q - -  r. En r6sum6, s i p  ~ q, on est conduit d ddfinir 19 - -  r 

distances conformes correspondant aux  rac i ,  es de lYquation 1 (I5). 

x Lee racines Q ~  o e t  0 ~ =  I ne pr~sentent ~videmment pas le m~me int~r~t que les autres, 
d'apres la discussion du paragraphs 6. 
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Observons en passant  que cet te  re la t ion  entre  a a' et a'a n'est  qu 'un  cas 

par t icul ier  du th6or~me plus g6n6ral suivant,  dont  la v6rifieation est ais6e: 

Th~or~me. Les valeurs caraet6ristiques ~ du produit a b' form6 avec deux matrices 

a, b de p lignes et q eblonnes, sont les racines de l'6quation 

P 
(~) = X ( -  i)' s, z,~-' = o, 

i = 0  

S i =  X X A 2 1 2  ; .  .~ i  B ~ , ~  . . . .  ~i 
al, a~ . . . .  at ~ ,  l~ . . . .  fli " ai al a., . a i 

est la somme des produits, chacun g* chacun, des mineurs des deuz matrices, de degr6 

i et de mOmes indices. 

a 1, ~ ,  . . . a~ sont toutes  les eombinaisons des indices des lignes, i s i ;  de m6me 

fll, fl~ . . . .  ~ pour  les indices des eolonnes, de sorte  que le hombre  des termes 

de S/ est C~ Cq. 8/ disparal t  d~s que i surpasse le plus pet i t  des deux hombres  

p, q, d'ofi il r6sulte que les deux 6quations earaet6ris t iques de a5' et a'b ont  les 

m6mes coefficients et les m6mes raeines,  saul la racine z6ro, qui appar t i en t  

] q - - P l  lois  s l '6quat ion de plus hau t  degr6. 

8. ttemarque. Lorsque r = o ,  a est form6e avee les produi ts  des p sphgres 

U~ ( i=  I, 2, . . .p)  par les q spheres Vk (k= I, 2, . . . q), et  e 'e  est une matr iee  earr6 

d 'ordre  p. Si r devient  positif,  les r premigres lignes et eolonnes de e =  I[(Vk U,.)ll 

ont  leurs 616ments nuls, "~ l ' except ion des V/Uf ( i=  J, 2 . . . .  r), 6gaux s I. Les 

r premigres l ignes et eolonnes de a 'a ont  la m6me proprigt6, done r des p valeurs 

earaet6ris t iques initiales dev iennent  6gales s I, et fourn issen t  r distances con 

formes nulles, sans g rand  int6rgt. Ceei explique la r6duet ion ~ p - - r  des p 

distances (p_< q) que l 'on peut  pr6voir en g6n6ral. 

9. Si a est une sphere U, p= I e t  r = o ;  il existe une seule dis tance [a fl], 

qui est la valeur  extr6male des distances de a aux spheres qui passent  par  /~. 

La  m~trice a' es~ la l igne s q 616ments 

~'= II (v~ u)(v~ u) . . .  (v~ u)ll, 
et  

q q 

a ' ~ = X ( v ~  v)~=q + Z[F~ U] ~', 
k = l  k = l  

donc 
q 

[ y # ] ' ~ = q -  ~ + X[v~u]  ~. 
k = l  
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Ainsi, le carrd de la distance d 'une sphere U ~ une H n - q  ~ est la somme des carrds 

des distances de U ~ q spheres orthogonales quelconques passan t  p a r  fl, augment~e 

de q - - I .  

Si p + q > n +  2, les deux familles de sph6res qui passent par a et fl ont 

en commun une famille lin6aire dont la base est form6e de ~v + q - - n - - 2  sph6res 

uu moins, donc r ~ p  + q - - n - - 2  e t  p - - r ~ n +  2 - - ~  C'est ainsi que, si f lest  

un bipoint, q = n ,  et l'on voit qu'un bipoint f l a  au plus 2 distances conformes 

une hypersph6re a; il n'y en a qu'une si a et fl appartiennent ~ une mSme 

/tn-p+l. 
J 

Io. Lorsque p et q surpassent I, a et ~ ont des locales a' et ~'. a' est 

l 'intersection des spheres Up+l, Up+2, . . . U,,+2, et / est l 'intersection de n + 2 - -q  

spheres or~honormales 

( 2 I )  ~7q+1,  Vq+2 . . . .  V p + q - r ,  U p + q - r + 1 , . . .  Un+2,  

en d6signant par Vq+l, V q + 2 , . . .  Vp+q_~, p - - r  spheres formant avec Vr+l, 

Vr+2, . �9 . Vq un syst~me orthonormal duns la famille lin6aire des p + q -  2 r spheres 

(22) Ur+%... Up+ -r. 

Les nouvelles spheres Vs ( s=q+  I , q + 2 , . . . p + q - - r )  sont des combinaisons 

lin6aires des spheres (22), soit 

p+e~--r 
(23) Vs= ~_, ~s~,Ut, s = q +  I , q +  2 , . . . p + q - - r ,  

l=r+l  

de sorte que les coefficients des 6quations (3) et (23) sont les 616ments d'une 

matrlce orthogonale O d'ordre p + q - -  2 r. R6eiproquement, on a 

p+q--r 
(24) Ut= ~, a t tY , ,  l = r  + I, r + z, . . . p + q - - r ,  

t ~ r + l  

et le d6terminant 

(25) 

a q + l , r + l  a q + l , r + 2  �9 �9 �9 

a q + 2 ,  r + l  aq+2, r+~ . . .  

a p + q - r , r + l  a p + q - r , r + 2 .  �9 �9 

a q + l , p  

aq+2, p 
o, 

Up+q-r, p 

car Ur+l, U~+2, . . . Up, Vr+l, Vr+2, . . . Vq sont lin6airement distinctes. I1 r6sulte 

de 1s que les p + q - - 2 r  spheres Up+l, Up+2, . . .  Up+q-r, Vq+l, Vq+2 . . . .  Vp+q-r 

sont aussi lin6airement distinctes, doric les deux families de spheres qui d~finis- 
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sent a' et ~' par leurs intersections n 'ont  en commun que la famille des 

n + 2 + r - - p - - q  spheres (f~+q-~+~, Up+q-~+2, . . . U,+2. a' et fl' sont sur un'e 

m~me H~+q-~-~, mais non sur une m~me Hp+q-~-3. Quand on substitute a' s a 

et fl' s fl, les hombres p, q, r d e v i e n n e n t p ' = n + 2 - - . p ,  q ' = n + 2 - - q ,  r ' = n +  

+ 2 + r - - - p - - q ,  donc, s i p g q ,  on a q ' < p '  et q ' - - r ' = p - - r .  

a' et ~' ont ainsi p - - r  distances conformes, li~es par 

e - 

uux valeurs curactdristiques ~'~ de la. matrice d'~ldments 

p+q--r p+q--r 
e'~.= ~ (V, Ut)(V,.Ut)= ~ a,~a,.z s , s ' = q + I , q + 2  . . . .  p + q - - r ,  

I=p+l l = p + l  

e'est s dire de lu matrice ala~ formic s partir de la matrice a 1 que constituent 

les p - - r  derni~res lignes et les q - - r  derni~res colonnes de 0. I1 s'agit juste- 

ment des rungdes de 0 qui n 'ont pas servi s former lu matrice~a utilis~e pour 

a et/~. 

D~signons par az la matrice form~e par les 1o--r  premieres colonnes et les 

10--r derni~res lignes de O. Les valeurs curact~ristiques ~ qui d~finissent [a#] 

sont les zdros du ddterminant de ta matrice 

e - = II - a~j ae~' II, 
k 

ou, grs aux conditions d'orthogonalitd de 0, 

pTq--r 

]](e ~ - - I )dJ j ,+  Z a*ja,J'[l=e ~ -  I + a2a2; 
s=q-F1 

les valeurs I - - ~  sont donc les valeurs caract~ristiques de la matrice a~a~. On 

volt de m~me que route valeur caract~ristique Q'~ de ala'~ est teUe que x -  0"  

soit valeur caract~ristique de a2a~ et r~ciproquement, a~ 4rant une matrice carrie, 

a.2a~ et a~a2 ont les m~mes valeurs caraet~ristiques, et l 'on a l e  

Th6or~me. Deux hypersph~res ont les m~mes distances eonformes que leurs 

locales. 

II .  Consid~rons a et fl'. Supposons, par exemple, que les spheres 

U1, Us , . .  �9 Up soient lin~airement distinctes des spheres (21) qui ddfinissent /t e. 

Les distances [a fl'] sont telles que a ~ = [a ~']~ + I soient les valeurs caract~ristiques 

du produit a~ a~ form~ avec la matrice aa dont les ~l~ments sont les 
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V~ U~ ( s = q  + ~,q + 2, . . . p + q - - r ;  i =  ~, 2, . . . p), 

5~+q-,.+~ U~ = Up+,,_,.+~ U, . . . . .  g ~ + o .  U ,  : o ( i  = I ,  2 . . . .  p ) .  

Les seuls 616ments de a, qui peuvent  diff6rer de z6ro sont les produits  V, Ui 

dont  l ' indice j = r  + I, r + 2, . . . p ,  et la matrice a~a~, d 'ordre p, a r l ignes et r 

colonnes d'616ments nuls, les ~16ments communs aux p - - r  autres rang6es 6tant  

ceux de a~a2. Outre r valeurs caract6ristiques nulles que l 'on peut  6carter, il 

reste les ~ - - r  valeurs caract6ristiques I -  ~* de a,~a.~, pour lesquelles 

[a, f l ' ] ~ = I - - ~ - -  I = - - e  ~. 

Si les deux systSmes de sphSres qui d6finissent a et ~" ne sont pas disjoints, cer- 

taines des p - -  r distances [a. fl']~ obtenues sont  6galement  nulles et  disparaissent,  

mais correspondent g des valeurs nulles de ~*, 6galement sans int6rSt. Dans tous 

les cas, on peut  donc 6noncer le 

Th6or~me. L e s  carr& des distances conformes d 'une m~me hypers~h&e a 

deux  hypersph&es  fl, fl' locales  l 'une de l 'autre sont, ehacun d chacun, compl~men- 

taires & - - I ,  s a u f  peut-~tre certaines dis tances nulles ou 6gales & - - I .  

Observons que cette somme - - i  est la valeur commune que l 'on trouveraib 

pour le carr6 des distances conformes de deux hypersph~res focales l 'une de 

l 'autre.  

I2. Dis ta~ces  d 'un bipoint  & uue hypersph&e.  Appliquons les g6n6ralit6s qui 

precedent  g u n  bipoint  f l= (B,  B ' )  e t  une sphere a = U unitaire.  Ici p = I e t  q=  n; 

fl est pris hors de a et r = o ,  L'hypersph~re focale fl' de fl est une H._2, d~finie 

par l ' intersection de 2 spheres orthonormales V~, V~, et les 2 points B, B '  sont 

de la forme ~ V 1 + ,u  V~. R~ciproquement,  on peut prendre pour V 1 e t  V 2 les 

spheres 
B + B '  B - - B '  

L g ~ '  v~ V~2BB" 

off B B '  d~signe le produi t  des deux points. Ceci pos~, nous venons de voir que 

c'est s dire que [aft] ~ est Foppos~ de la valeur caract&ist ique e~ de la matr ice  

g I 616ment 

( g Vl) 2 + ( V V2) 2 - ( U.B -~- ~TB')2 - -  (U~B - -  U B ' )  2 _ ( U B ) ( ~ f B ' )  
~ B B '  2 B B '  - "  

20-  642128 Ac'ta mathema$ica. 86 
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[ u (B ,  B' ) ]  ~ = - -  
(UB)(UB') 

B B '  

fl dds ignant  tou jours  le b ipoin t  (B, B'),  p renons  pour  a l 'hypersph~re  gdnd- 

rale ddfinie par  l ' in tersec t ion  de p sphbres o r thonorma les  U~, U ~ , . . .  Up. Les 

dis tances  [aft]" sont  encore opposges aux valeurs  earact@ist iques  du produi t  a 'a  

formd avec ta ma t r i ee  a d 'dldments  (VkU)) ( i=  I, 2 . . . .  p;  k =  I, 2). Ces valeurs  

sont  les racines 0 '~ de l 'dquat ion 1 

e~ - -  S~e ~ + S s = o ,  (27) 

off 

et 
i = 1  k = l  i = l  . 

Ui V~ Uj Va "~ -- I, ~ ~ ] Ui B U~ B I~" 
S2:=l<i~<J~p Uig2 [[jV,~ -(BB)1~i<.7-<p C;iB' ~JS'B' 

Un ealcul aisd donne alors, pour  les 2 dis tances en question,  l 'dquat ion 

(2s) +,=:  ~ F  ! (BI~') ~ = o. 

Lorsque a et (B, B')  sont sur une mSme /r/m--p+1, tOUSles  dd te rminan t s  du 

deuxi~me degrd de a sont nuls, S~ est  nul, et il reste une seule dis tance donnde par  

p ( Ui B)(U~ B') 
(29) [Cr (B, B')] 2 = - -  2 

i=: B B '  

L a  compara i son  avec (26) fou rn i t  le 

Thdoreme.  Le earrd de la distance conforme d'un bipoint ~ une Hn-v, situds 

tous deux sur une mOme H,,-p+l, est la somme des carr('s des distances du bipoint 

p sph&es orthogonales quelco~ques passant par la H,,-;. 

On peut  fa i re  passer  p - - I  de ces sph+res par  B,  soit  U1, U~ . . . .  Uv-1. 

Elles passent  aussi  par B ' ;  leur  in tersect ion est la H,~-p+l en quest ion.  La  p-i~me 

sphere  Up est alors la sphere  o r thogona le  ~ cet te  /L:-p+l ,  le long de a. On a 

donc encore  le 

t On a dvidemment n--r ~ n--p+ 2, donc p--r  < -- 2; l'dgalitd a 2 correspond au cas gdn6- 
ral, ct p - - r =  I si une m~me Hn-/,+l eontient a e t  ft. 
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Th60rbme. La distance [u (B, B')] d'un bipoint ~ une H~-v, situds tous deux 

sur une m6me Hn-p+l, est la distance de (B, B') ~ la sphere orthogonale, le long de 

de a, ~ cette H~-p+I. 

Tout se passe comme duns un espace '~ n - - p  + I dimensions, entre un bi- 

point et une sphere. Effectivement, il n'intervient qne les distances de (B, B') 

aux intersections d'hypersphgres avec la H~-p+l en question, et une inversion 

par rapport s un point de celle-ci la transforme en un /~-p+I  dont les inter- 

sections avec les inverses de a et de Up sont la m6me sphere. 

13 . Distances de deux bipoints. Si a est lui-m6me un bipoint (A, A'), on 

peut simplifier (28) en substituant g a s a  focale a'. Celle-ci est d6finie par 2 

spheres, soil; 
A + A '  A - - A '  

( 3 0 )  - = 2 

Les curr6s des distances [a(i]"=[a'fl'] 2 sont de la forme ~ - - i ,  off ~ sont les 

valeurs earact6ristiques du produit a'a form6 avec la matrice a d'ordre 2 ayant" 

les 616ments l/~ Ui (i, k=  I, 2). Ces valeurs C" sont les racines de l'6quation (27) 

off l'on fair p = 2 ,  et off Us, Us ont les expressions (30). I1 vient ainsi 

(A B)(,4' B') + (A' B)(A B') 
= 2 - - ( d  A ' )  B ' )  

[(A B)(A' B') --  (A B')(A'  B)] ~ 
S,~ (d d,)~ (B B,), ~ , 

et (27) s'6crit 

[Q~ (A B) (A' B') + (A' B) 
-- (AA' ) (BB' )  (A B')]  ~ -  

(A B)(A B') (A' B) (A' B') 
4 (AA,)~(BB,)~ = O .  

A l'uide des distances euelidiennes telles que A B ,  ceci s'6erit 

2 ~ A--~--~2 - - : 7 2  
L~-~ ~ j~-~' --jJ r / a , J ' ~ [ " , ' ' ~ l ~ = - -  I~ A B .A/1?,'2+ d B . A B  _+_ 2 A B .  A B ' .  A ' B .  A'  B" 

(3") 

Lorsque les deux bipoints sont cocycliques, l'une des racines ~* devient ~gale s 

t, et lu seule racine utile est l'autre, 6gale "s S, = $ 1 - - I ,  donc 

Les distances cherch6es sont d6termin6es par l '6quation 

(31) [(A,A')(B,B')]  ~ = - i  + 

+ (A B) (A' B') + (A' B)(A B') + 2 V(A B)(A B') (A' B)(A'B') 
(A A') (B B') (A A')(B B') 
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[!AB)(A'B') +(A'B)(AB') ] 
(32) [(A, A')(B, B')] ~ = 2 [ (A A')(BB') I �9 

On peu~ s impl i fe r  en expr imant  le eo-eyelisme; eelui-ci se t radu i t  par  une rela- 

tion lindaire et homogdne, soit, par  exemple, 

B'=)~A + 3,'A + I~B, 

avec ~t ' /~ r o si les points song rdels. On peut  choisir les masses de ees points 

de mani~re que 

(33) B' - -B=O(A' - -A) ,  0 ~ o ,  

0 6~ant un-cer ta in  scalaire, la condit ion B " ~ = o  se t raduisan t  par ~ 

B(A ' - -A)=OAA' .  (34) 

II rdsulte de 1~ que 
A B ' = A B  + O A A ' = A ' B ,  

A ' B ' = A ' B - - O A A ' = A B ,  

B B' - 0 ~- A A', 
et (32) devient  

[(A B)-' +(A'B) 
(35) [(A,A.')(B,B')] ~=2 [ (A ,B_AB)~  

ou encore 

~] (A .B)(A'B) 
- = 

(A B) (A' B) 
(35') [(A, A') (B, B')] ~ = 4 (A A') (B B')" 

(AB')(A'B') 
Ceei vaut  6galement 4 ~ ) ~ - B ~ ) ,  ce qui permet  d'dcrire, sous une forme in- 

ddpendante  des masses des points, 

(36) [(A, A')(B,  B')] 2 = 4 V(A B) (A B')(A' B)(A' B') 
(AA')(BB') ' 

ou encore, en .fonction des distances euclidiennes, 

(36') [(A, A')(B,  B')] = 2 V-AB" AB' .  A 'B.  A'B' 
AA'  .BB '  

Si B '  va s l'infini, (32) devient  

[(A, A')(B, c~)] "~ = 2 A A' I 2 ~ ~ _ , ~  

I On p e u t  6 v i d e m m e n t  fa ire  0 ~ I,  m a i s  n o u s  le  l a i s s o n s  i n d 6 t e r m i n 6  en r u e  d ' u n e  appl i ca -  

t i o n  u l t6r i eure .  
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oh A, A', B sont align6s; avec des distances alg6briques, on a done encore 

(37) [(A, A')(B,  oo)] ~ = 4 

Oeei vaut  - - I  pourvu que AI~+ A 'B=o .  

977 

A B . A ' B  

A A  ,2 

En revenant  au cas ggn6ral, on volt 

que deux bipoints coeycliques sont eonjugu& harmoniques pourvu que leur dista'nce 

eonforme soit dgale ~ l / ~  I. 

C t t A P I T R E  I I I .  

Autres propr i6 t6s  d ' e x t r e m u m  des distances de deux hyper sph~res .  

16. a et  fl d6signant  toujours  deux hypersph~res d 'ordre n - - p  et n--q ,  

consid6rons les bipoints  (B, B') situds sur ff et  appar tenan t  s une H~-v+I conte- 

nant  a. Avee les nota t ions  du paragraphe 6, I3 et 13' sont  de la forme 

n + ~  n + 2  

( , )  13= Z z,g,, 13'= Z ~;~,, 
i = r + l  i = r + l  

les Z~ et  les Z~- ~tant  tels que l 'on  air 

(2) 

et  

(3) 

n + 2  n + 2  

i = r + l  i = r + l  

p + q - - r  

i = r + l  

t p T q - - r  p 

i = r + l  

k = r +  I , r + 2 , . . . q .  

I1 fau t  6galement  exprimer que route sphbre passant  par  a et B passe aussi par  

B', c'est  ~ dire qne tous  les dgterminants  

I U~B U~B' I 
U j B  U~B' = o  i , j =  ~, e . . . .  p. 

D'aprbs  (I), il suffiit  de consid~rer les indices r + I, r + 2 . . . .  p, et cette annula- 

t ion 6quivaut  ~ . l a  proport ionnal i t6  des Zj aux J~ ( j = r +  I, r + 2, . . .  p). On 

peut  les ~galer. Les  ~quations (3), que la condi t ion (4 ;  II)  rend r6solubles par  

rappor t  aux 4t et  it~ d' indic~ l >p,  entra lnent  l'~galit~ X':=~z pour  ces indices. Les 

condit ions impos~es ~ (B, B') son"t ainsi remplies en prenant  
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(4) 

p+q--r n + 2  

B =  Z z~u~+ ~ 2~u~,  
i = r + l  m=p+q--r+l  

B t p+q--r ~ + 2  

i = r + l  m=p+q--r+l  
a v e c  

p+q--r n + 2  n + 2  

(5) iX ~ = - -  ~ z ~ , = -  Z 2~, 
i = r + l  m=p+q--r+l  m=p+q--r+l  

jointes s la premiere 

nuls, afin que (B,B')  ne soit pas s u r a .  

Ceci posd, (29; II) donne 

(6) 

ligne (3). Les 2j ( j = r +  I , r +  2 , . . . p )  ne sont pas tous 

P (U~B)(U,B') 
[~ (B B')] ~ = - 2 X B' 

i = 1  B 
- - 2  

P X ~  
j = r + l  

p%-- r22  " n+2 

i ~ r + l  m~p+q- - rT I  

Etudions les valeurs extrdmales de (5) pour l'ensemble des bipoints (B, B ' ) en  

question. En ddsignant par N e t  D le numdrateur et le ddnominateur de la 

derni~re fraction, il s'agit de ddterminer les extrema libres de la fonc~ion F des 

2 n + 5 - - p  --  r variables inddpendantes 
v t . , v 

L-+I, L + ~ , . . .  Z,~+~, ~,+q-,.+l, Z~+~_,.+~,. . .  Z,;+~, o++1, o',.+~, . o '+, ,  

[p+q--r  \ [p+q--r  2 n+2 ~ 

F:-2 v+2 X X 4,+ X 
k = r + l  \ i = r + l  / \ i = r + l  m=p+q--r+l  ! 

[ p + q - - r  n + 2  \ 

m=p+q--r+l  / 

d'abord les 2 ( n + 2 + r - - p - - q )  L'annulation 

dquations 

(7) 

OF OF 
des ddrivdes 0 ~  et ~ donne 

v~t~ + ~ re=O, 

/~---~-~ L~ + ~ ' )~=o ,  

m = p + q - - r +  I , . . . n + 2 .  

N ~ 
D4 z~' est nul, sans quoi ~,,=;t'm=o, et B , B '  coincideraient. On a done 

N 2 
_ _  e~ v D i = Z  # o, car on 6carte les valeurs nulles de (6). 

D--~ = _+ , 
aver 

;~ = T- ~ 

Ii vient 
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La deuxi~me 6quation (5) donne alors ( ~ - - z ' ) ~ ) . ~ = o ,  off la somme ne peut s'an- 
t(t 

nuler, sans quoi i! en serai~ de m6me pour ~ et ~).2~, e~ D s'annulerait. 

t t 
On a done ~=~', et ;~m=--).m, puisque ) .~=,~ ferai~ eoineider B et B'; nous 

avons ainsi 

(8) ~= D ~ m = p + q - - r +  ~ , . . .  n + 2 .  

OF 
Les 6quations 0 ~ - ~ o  ( i = r +  i , r + 2 , . . . p + q - - r )  fournissent ensuite les deux 

sys~gmes d'6quations 

( i  
$ - - ~ + ~ ) $  ' ' - -  j = r +  I , r + 2 ,  . .  

(9) N q 

off 
p+q- - r  ~ t + 2  p+q- - r  

i = r + l  ~ = p + q - - r + l  i = r + l  

En posant 
p p + q - - r  

(~o1 X ~=u, Z z~=~, 
j=r+l  /=p+l 

il vienL 
N )  4 N  u 

2 ~ + ~  = O .  ( u + v ) ~ ,  

2 �9 - -b + (,, + ~)~' 

eL les p + q - - 2 r  6quations (9) s 'dedvent 

~ akjak, j=r  + ~ , r + 2  . . . .  p, 
k=r+l 

~ i ~  1=-- aktak, l=p+ l , p +  2 , . . . p + q - - r .  
k=r+l 

(6) s'gcrit d'ailleurs 

[a (B B')] ~ . . . .  
u + v  

de sorte que u # o. Si v diff~re 6galement de z6ro, les 6quations (i I)d6finissent 

les ~j et les );l en foncLion des ak, eL les ~quations 
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p p+q--r 
(I2 / V a B =  Z ahj~.5+ Z aht).t=o, 

j = r + l  I = p + l  
h = r +  i , r +  2 , . . . q ,  

fournissent  q -  r relat ions lindaires et  homog6nes en ees q - - r  inconnues,  soit  

~, ~, ahla~z ahjaki a~=O, h = r  + I, . . . q. 
k = r + l  q- U / = p + l  U "~- 1 ) j = r + l  ' 

E n  posant,  suivant  l 'habi tude,  [a(BB' )]~=~ ~"- I. on a ~ =  v 
�9 u +  v 

et ees 6quations s '6crivent 

m u 

U - t - V  

) _ _  ahi ak~ - -  _ _  ah.i a~.:i 
k = r + l  \ i = r + l  j = r + l  

Uk = O, 

ou enfin, grace h (5; I I )  et avec les no ta t ions  du pa ragraphe  7, 

q 

k = r + l  
h = r +  I , r + 2 , . . . q .  

Les ak ne peuven t  4tre tous nuls, sans quoi les ~j le seraient.  I1 fau t  donc, et 

ca suffit, que le dd terminant  des coefficients s o i t  nul, ce qui donne  l '4quat ion 

(I9; II), et  ses racines non  nulles. 

S i v  = o, [a (B, B')] ~ = --  I et ~ = o sont  des valeurs susceptibles d '4tre 4eartdes. 

Examinons  donc ce que dev iennen t  nos 4quations.  Lea 6quations (I I) se r6duisant  

q 
(i 4) Y. = o, 

k = r + l  
j = r +  I , r + 2 , . . . p ,  

q 

k=r+l 
l = p +  x , p + 2 , . . . p + q - - r .  

(I2) s 'dcrit ensui te  

ah j~ j=~ ,  ~ E flhlak'ffk--Uk=~r+i (~k ~kh--- ah jak j  , 
j=r+l k = r + l  / = p + l  j=r+l 

O" ^ ou, ~,race s (I4), et en changean t  h e n  k, 

P 

j=r4-1 
k = r - ~  - i~ r + 2 , . . . q .  

(I4) et (I6) formeng un syst~me de p + q - - 2 r  6quations lindaires et  homog~nes, 

don t  les p + q - -  2 r inconnues  sont  les ~j et les ak. Lea ~j ne pouvant  dire tous 

nuls, il f au t  que le dd te rminan t  des coefficients 
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a t + l ,  r + l  a t + 2 ,  r + l  �9 �9 �9 aq ,  r~- i  O 

a r + l ,  p 

0 

0 

�9 �9 o 

�9 ~ ~ 

a r + 2 ,  p a g ,  p 0 0 

O . . . O a r + l , r + l  a r + I , r + 2  

. . . 0 a r + 2 ,  r + l  a r + 2 ,  r + 2  

�9 �9 �9 

�9 , o 

0 0 �9 . . U a q ,  r + l  a q ,  r t 2  

0 

0 

�9 a r + l , p  

�9 a r + 2 , p  

. . . .  a q ,  

= 0 .  

281 

On reeonnalt dans d les matrices a e t  a'. I1 est identiquement nul si q < p ;  

c'est en effet un polynSme en u de degr~ q - - r  au plus; en divisant les q - - r  

premi~,res colonnes par u, et en multipliant les /~--r  premieres lignes par le 

m~me fac~eur, ou obtient un d~terminant ind6pendant de u, alors que d est 

multipli6 par u p-q. Sip--~ q, le d~veloppement est 

2 
a~.. r + l  ai.~, r + l  �9 �9 �9 a i p _  r ,  r + l  

a i l ,  ~ .§  a i~ ,  r + 2  �9 �9 �9 a / p _  r, r~ -2  

(~ = ( - -  I ) (P  - r )  ( q - p )  U q - p  ~ " . . , 

i t < i . ~ .  �9 . < / p - r  �9 �9 �9 

�9 . . 

ai,, p ai~, p �9 �9 �9 a i p _ r ,  p 

o5 la somme est ~tendue ~ routes les Combinaisons p ~ ~ des indices 

r ~- I~ r - ~  2 ~ . . .  q~ 

d o n c  

= ( -  i)(~-')(~-p)u~-p Sp_,, 

off Sp-r es~ le terme constant du polynbme J ( ~ )  de l'4quation (I 5; II), d~velopp~e 

sons la forme (2o; II). u ne pouvant ~tre nul, (~ ne peut s 'annuler que si ~ = o  

est racine de (I5; II). Ainsi la vMeur e x t r ~ m a l e -  I de (6)n 'apparal t  que si 

q < p ,  ou si, q ~tant au moins dgal s p, elle est ~galemen~ fournie par l'dquation 

(I5; II). Nous avons ainsi d~montr4 le 

Th6or~me. Les distances conformes d 'u ,e  H~_p a a u n e  H~_q fl (p ~ q) sont 

les extrema des distances de a aux bipoints de fl situ~s sur une Hn-p+~ variable 
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passan t  p a r  ~. Ce sont aussi  les ex t rema des distances de {I aux  bipoints de a 

situds sur  une t in-q+1 variable p a s s a n t  par  fl, exception pouvant  ~tre f a i t e  de la 

valeur V - - 1  si q > p.  

15. On peut  6galement  dgfinir les distances [aft] comme ext rema de la 

distance de deux bipoints  cocycliques situ6s respect ivement  sur a et ft. Le bi- 

point  (B, B') situ6 sur {? est d6fini, comme plus haut ,  par  les 6quations (4), (5) 

jo intes  ?~ la premiere ligne (3). Le bipoint  courant  (A, A')  de a est dgfini par  des 

dquations analogues g (4), avec les condit ions U i A  = o ( i=  1, 2, . . . p),, c'est  s dire 

p + q - - r  n + 2  

l = p +  l m = p +  q--r  + l 

(17) A '  P+"-" "+~ 

/ = p + l  m = p + q - - r + l  

off l '6galit~ des coefficients des /,~ dans les deux expressions r6sulte de ce que 

le cocyclisme des deux bipoints exige que la Hn-q+l  d6terminde par t~ et A 

cont ienne 6galement  A'. On a en outre  les condit ions A ~ = A ' ~ = o ,  ou 

p T q - - r  n + 2  n + 2  

t ttl  = - -  ~ = -  X 'z ,ttm. 
l = p + l  ~ = p + q - - r + l  ~ = p + q - - r + l  

Les quatre  points sont  cocycliques pourvu qu'il existe une relat ion lin6aire 

de la forme 
A = O B  + O ' B '  + O " A ' ,  

off 0, 0', 0"  sont 3 scalaires. A l 'aide de (4) et  (I7) , on en d6duit  d 'abord 

( 0 + 0 ' ) s  j = r  + 1, r + 2, . . . lo, 

et la condit ion que ees ;~j ne soient  pas tous nuls exige que 0 ' = - - 0 .  I1 vient  

ensuite 
I " - -  - - 0  ) l z ~ - o ,  l ~ p  + I, p + 2, . .  p + q - - r ,  

et, les #z n '6tant  pas tous nuls afin que (A, A ' )  ne soit pas sur /~, on a n6ces- 

sairement  0 " =  I, d'ofi r6sulte l 'expression n6cessaire 

(19) A ' = A  + O ( B ' - -  B),  

qui d6finit les ~ en fonct ion des autres coefficients; 0 es t  lui-m~me d6termin6 

par l ' identit6 A '~=o,  qui fourni t  l 'expression analogue g (34; II)  

O B B ' = A ( B ' - - B ) ,  



M6~rique anallagmatique. 283 

ou, eompte tenu de (5), 

~,~ +2 n+2  

m=p+q--r+l m=p+q--r+l 

Ceci pos6, (35; II)  donne ici 

(A B)(A B') 
(21) [(A, A ' ) ( B , B ' ) ] ' = 4 ( A B , _ A I 3 ) ~  4 

1 m l m 

I X  - 

Les extrema de eerie fonct ion des variab!es )q, ~ ,  Z~,,/~l,/~ liges par (3), (5), ( I S )  

sont  les ext rema libres de la fonction de 3 n + 9 -  2 p -  r variables 

~ /v+q-, ) (p+q-,iZ ~ ,,.+2 ) 
(22) /7' = [(A, A')(a, B')] ~ + 2 ak { X ak, Z, + ~ =~+ + X s + 

k = r + l  \ i ~ r + l  i m = p + q - r + l  

( ~+2 ) [p+q--r 2 n+2 \ 
+ ~ '  ~+q-~Z~ ~{ ~ m +  ' 

m = p + q - - r + l  \ t = p + l  

En posan~ A B = N ,  A B ' = N ' ,  (21) s'~erit 

_ 4 N N '  _[~T'  + N ]  e 
[(A, A')(B,  B')] ~ (N' - -  N) "2 ~N' - -  N ]  --  i, 

iN'+ de sorte que ~ N ' - - N ]  

Nous  poserons donc 

repr6sente ce que nous d6signons habi tuel lement  par ~ .  

N ' - - N = D ,  N '  + N = D o .  

Enfin nous r4serverons aux let tres j ,  l, m, h, k les ensembles de valeurs habituels.  

O F  O F  
Les 6quations OZ~ = 0 ~  = o s '6crivent alors 

2 Q N '  

(23) 2 o N  'Z' m = p  + q - - r  + I ,  79 + q - - r  + 2 . . . .  9$ + Z. 

O F  
Les 6qua~ions ~ - ~  = o  donnent  

(24) 2Q ' N '  D~(N) . ,~- -  Zm)=,~m, m = p  + q - - r  + I, . . . n + 2. 

2VN' ne peut  ~tre nul, ni N ' - - N ;  en part iculier  les /~,~ ne peuvent  tous s'an- 

nuler. Si nous 6eart, ons comme d 'habi tude la valeur Q2=o, que nous examinerons 
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d'ailleurs plus loin, (23) exige que a a ' #  o, et ce sys~6me d6finit les $~ el; les 

Z~ en fonction des #~. Ces valeurs, por~6es dans la deuxi6me 6quation (5), donnent 

40 '  [ -"u .N') 

2v' 
off la somme ne peut s 'annuler sans que N ' - - N = o ,  d o n e - - =  + - - ;  il fau~ 

prendre le signe + pour que B'  diff~re de 33, el; l 'on peut enfin poser 

(25) 

grgce ~t quoi (23) s'6crit 

o n  a e n  a u t r e  

(27) 

Observons qu'on a alors 

N N '  ~ 0 ,  
Da'  D a  

20v 
D gin, m = p + q - - r +  I , . . . n + 2 ;  

D 
O ~ - -  _ _ .  

20v 

I a - k  a ' : ~ ,  a - - a ' = - - ,  

d o n c  

(28 )  or 0 + I ,  (it = 0 - -  I 
2V 2V 

Les valeurs (26), port6es dans (24), donnenf 

03~ 
(29) 

car les ~ ne sont pas tous nuls. 

rapport aux s ~ e~ g~. 

ou, grace ~ (29), 

(30) Z~ . . . .  

O F  
- - =  o donne 

I1 faut encore annuler les d6riv6es de F par 

O F  
0 d o n n e  

2 O'v 
Izt =- Izl,  l = p  + I, p + 2 . . . .  p + q - - r .  

k~r+l 
(3I) j = r  + x, r + 2 ,  . . . p ,  
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OF 
tandis que ,~-~ = o s'derit 

-~/zt + 2 t+ a ~ a ~ = o ,  
k=r+ l  

ou, compte tenu de (3 o) 

(32) 2 e (q ~ - -  I)  q 
D I~z = ~ akzak, k=r-{-1 

l=p+ I , p + 2 , . . . p + q - - r .  

03_  r, qui repr~sente (2I), ne peut s 'annuler avee des bipoints r~els sans point 
eommun, done (32) d~termine les /z~; ?~ l'aide de (30), on a ~galement 

~) ~ ak l  {7k. (33) Zz = O 2 L  I k=r+l  

I1 faut identifier les expressions de N e t  N', ce qui fourni~, compte Cenu de 
(I8), la double relation 

p+q--r n+2 D $ 
(34) Z / ~ r = -  Z / ~ = - - - -  

l=p+ l  m=pWq--r+l 4 ~ 

OF  O F  O F  OF Nous venons ainsi d 'annuler ff~-. I1 reste ?L annulet  ~ eL les vv~L:~., ear ~aTa,=o 

0J~" 
r~sulte de ff~a=o si l 'on t ient compte de (26). 0 F  ~ a = o  donne, grace ?~ (26), (3 o) 

et (34), 

j=r-F1 

et peu~ 8tre consid~r~e comme d~finissant ~ en fonetion des ak, car (3 I) permet 
d'en d4duire 

p I q \ 2  
(36) ~ Z [ Z akjae| =03(Q2--I); 

j ~ r + l  \ k=r+ l  ] 

le ddveloppement du premier membre permet de l'derire encore 

q 
(36') �9 ~_~ C k h q k g h = O 8 ( O  ~ -  I) .  

k, h=r+l  

OF 
Enfin les dquations b~ak=o s'eeriven~, s l'aide de (3I) et (33), 

q 

Z 
h ~ r + l  

p+q--r 71 
(p2--I) ~ akjahj+ ~ ~, ak~ahl| 

j ff ir+l  / = p + l  J 
~h ~ O, 



286 Ren4 Lagrange. 

ou, gr'~ce "s (~; II) ' ,  
q 

(37) ~ (~  #~h c~,) ak = O: 
k ~ r + l  

h = r +  ~ , r + 2 , . . . q .  

Les ak ne peuvent  4tre tous nuls, suns quoi les Lj, L1 et  tt~ le sera ient  aussi. I1 

fau t  et il suffit que le d6 terminant  des coefficients des ak dans ces 6quations 

lin6uires soit nul, c 'est s dire que Q~ soit racine de l '6quat ion J ' ( r  avec la 

res t r ic t ion  habi tuel le  r  I ) ~  o, ,~ cause de (3 I) et (32). Les r sont  alors 

d6finis 's un fac teur  pr~.s au moins. Chaque racine r convenable,  et  une solution 

correspondante  de (37) en ~.+1, a r + ~ , . . ,  aq d6finissent sans umbigu~t6 ~ et les ;~j; 

les tt~ cont iennent  un fac teur  ind6termin6 D, ce qui ne correspond 6videmment  

pas "s une ind6termina t ion  du point  A;  les #~ sont assu.jettis s la seule condi- 

t ion (34), et les ).m, X~n s'en d6duisent  sans nouveau paramStre  arbi traire .  A 

priori,  l 'ordre d ' ind6terminat ion  des couples de bipoints  associ~s s une racine r 

est ainsi ~ + r +  ~ - - p  - -q .  

Remarque .  Les 6quations (3I), (33) et (37) s ' identif ient  avec ( I , )  et (I3) en 

faisant  u = e ( ~ - - I ) V ,  v = - - ~ s v ,  de sorte que les bipoints (B,B') obtenus au 

paragraphe  I4 son~ les m6mes que dans celui-ci. Le premier  probl4me re la t i f  "s 

t/ et aux bipoints (A, A') de a fourn i t  aussi les m4mes bipoints  (A,.A') que darts 

ce paragraphe.  L 'ordre  d ' ind6terminat ion  6tant  le m6me pour  les couples de bi- 

points (A, A'), (B, B') que pour  un seul de ces bipoints,  il est s pr6sumer que, 

dans le ,premier probl~me, le choix de (B, B') associ6 s une valeur  Q~ d6termine 

en o'6n6ral (A, A') sans ambiguit6. 
Effect ivement ,  .le th6or~me du paragraphe  14 nous apprend que la dis tance 

[a (B, B')] = ]/e ~ -  I e s t  une valeur  extr6male de la dis tance de (B, B') aux bipoints  

de a qui lui sont  cocycliques. Dans ce probl6me, compar6 s celui t ra i t6  pour  

a,/~, le rble fie } devient  celui de a, celui de a devient  celui de (B,B ' ) ,  et  Fin- 

connue est le bipoint  (A, A') de a cocyclique s (B, B:). Les entiers  p' ,  q', r '  qui 

se subs t i tuent  ~ p, q, r sont  tels que l 'on air n--19'=o, ~--q'=n--19, n - - r ' =  
= ~ --  p + I, donc p' =,~, q' = p, r '  =/9 - -  I, et l 'ordre d ' ind6terminat ion  du bipoint  

(A, A') associ6 ~ (B ,B ' )  est ~ + r ' +  ~ - - p ' - - q ' = o .  

Le th6or6me du parao.raphe I4 suffit donc pour  obtenir  tous les couples de 

bipoints  (A, A'), (B, B') associ6s aux racines e 2 d e  J ( 0 2 ) = o ,  diff6rent  de o et I. 

1 U~limination des tq entre (32} et (34} redonne (36') si l'on tient compte de (37). (37) n'est 
rien d'autre que (I3). 
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On voit m6me qu'ils sont tels que leur distance [(A, A')(B, B'] soit un extremum 

de la distance de chacun d'eux aux bipoints cocycliques de l 'autre hypersph6re. 

Mais le deuxibme probl&ne nous apprend que c'est encore un extremum quand 

les deux bipoints cocyctiques varient simultan6ment. 

I6, II reste s examiner si des couples de bipoints pour lesquels @=o, c'est 

dire conjugu& harmoniques sur leur cercle, peuvent fournir un extremum 

de (2I). Le syst6me (23) exige d'abord que aa'=o,  sans quoi ,~m et ,~, seraient 

tous nuls et B, B' coinciderMent. Supposons d'abord 0 = a = o ,  a ' f i  o. Les ~L~ 

sont nuls et les Z~ sont ind6termin6s pourvu que ~).~, =o. (24)donne ~=o. Les 

OF OF OF 
6quations --=ootq s'4vanouissent, tandis que ~ j = o  et ~ = o  donnent les 

p + q - -  2r  6quations 
q 

a k i  (Yk = O, 
t : : r  ~ 1 

i : F  -]- I , F +  2 , . . . p  + q - - r .  

OF 
Mais alors les 6quations O--aah=~ s'6crivent, grs s (5; II) 

/ p + q - - r  \ 

{ ~, a/~ia~}a~=al~=o, h - - r +  I , r + 2  . . . .  q; 
k = r + l  \ i  = r + l  / 

la nullit5 de t ous l e s  ah entralne celle des 2~ et B'  s'dvanouit, a ~ o est '2 6carter 

pour un notif semblable, et ['on doit donc supposer que ~ = a = a ' - o .  
t2 ~2 Dans ees conditions, les Z,~ et ~L~ sont ind&ermin6s, pourvu que ~ L , ~ = ~  ~. 

O F  O F  OF 
est encore nul. Les 6quations ~ = o  s'6vanouissent, tandis que 02j -OEt  = o  

se r4duisent 
q 

~a~.~ak=o, i = r +  I , r + 2  . . . .  ~ §  
k = r + l  

(4; H) exprime que ce syst6me lin6aire et homog6ne, aux q - - r  ineonnues ak, 

est de rang q - - r ,  donc les a~ sont tous nuls. I1 suffit donc que les deux bipoints 

existent et soient conjugu6s sur leur cercle pour que toutes les conditions d'ex- 

tremum soient satisfaites. Les seules relations s v6rifier sont les q - - r  + 2 6qua- 

O F  O F  OF 
ions Oak Oa O~ o, jointes s ~ ) ~ = ~ ) , ~ t  et ~r 

p 4-q--r n+2  

y + ~v'= 2 ~ it, m + ]~ t*~ (Z,,~ + i ; , )=  o, 
I = p + l  ~t = p + q - - r + l  
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En r6sum6, avec une restriction analogue s celle fai te s diverses reprises, nous 

pouvons 6noncer le 

Thdor~me. Los distances conformes de deux hypersphb'es a, fl sont les valeurs 

extrdmales de la distance conforme de deux bipoints cocycliques situds respectivement 

sur a et fl, saul  peut-0tre la valeur V - - x  fournie par des couples de bipoints con- 

jugugs harmoniques. 

17. T o u s l e s  cercles des couples de bipoints obtenus sont caract~ris~s par la 

propridt6 d'dtre or thogonaux aux deux hypersph~res-a et fl, respectivement en 

(A, A') et (B, B'). Ce sont les hauteurs communes aux deux hypersph~res, dont  

les deux bipoints peuvent  6tre appel~s les pieds. N o u s  devons donc retrouver 

les bipoints du paragraphe x 5 en cherchant  les hauteurs  7 e~ leurs pieds. Ceux-ci 

sont  toujours ddfinis par les 6quaffons (4), (I7) et (~9), off l 'on peut  faire O= ~, soit 

(38) 

avec 

(39) 

p+q--r n + 2  I j ~ r + l  l=p+l ra=p+q--r+l 

p p+q--r n + 2  ~'m 

B'= 5 )-~ VJ + 2: z~ u, + Z u~, 
j ~ r + l  l=p+l m=p+q--r+l 

P+7~--r n + 2  

A = z ~+~ m Uz + ~ ~,~ Urn, 
m=p+q- - r+ l  

p+q--r n + 2  

A ' = A + B ' - - B =  ~., tt~U~+ Z tt'~Um, 
/ = p + l  m=p+q--r+l 

,urn = tt,, + 3.m- ,,. 

Rappelons 6gMement les conditions 

(40) 

et 

(4~) { 

j l m 

2 t2 

, t i t  n t  

j t 

l m 

D - -  ~E , . . ,  (Z ; ,  - -  Z ~ )  = 2 :  Z,,< (Z; ,  - -  Z,,D. 

] r  + I ,  r + 2 ,  . . . q ,  

Le point courant  du cercle 7 est la combinaison lindaire 

(42) M = a A  + b B  + b'B',  
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pourvu que les scalaires a, b, b' vdrifient 

M 2 
(43) - - = N a b  + N 'ab '  + Dbb' = o, 

2 

off h r, N' ont les m6mes significations N = A B ,  N ' = A B '  qu'au paragraphe ~5, 

ainsi que D = N ' - - N = B B '  rappeld en (4x). N, N', D ne peuvent s'annuler si ? 

est un v ra i  cercle et si les points sont distincts. 

M est en A pour a = I ,  b = b ' = o .  Le long de 7, la diffdrentielle d A est la 

valeur de 

(44) d M = A d a  + B d b  + B' db', 

off les diffdrentielles de 3 param~tres annulent celle de (43), au point A, c'est h, 

dire avecla relation 

(45) _Ndb + N 'db '=o .  

Sur l'hypersphbre a, le d6placement gdndral de A est 

p+o- - r  n+2 

A = ~ U~ ~ ~t + ~ U,~ ~ ~ ,  
l = p + l  m = p + q - - r + l  

a v e c l a  seule condition A d A = o, ou 

p + q - - r  ~ + 2  

(46) , :~+Zm ~t,, + ~ ~,m J~,~ = o. 
= m = p + q - - r + l  

dA e t d A  repr6sentent deux spheres normales e n A  aux deux trajectoires 

de A, donc la condition d'orthogonalitd de 7 e t a  est que d A d A = o  soit la 

consdquence de (45) et (46). d A d A = o  s'dcrit 

db • B d A  + db' • B ' d A = o ,  
ou, grace s (45), 

p+a--r  n + 2  

N ' B d A - - N B ' d A - - - - D  Z ],~dlat+ Z (N'2m:-N;(m) Jt,~=o. 
l = p + l  m = p + q - - r + l  

Pour  que ce soit une consequence de (46), il faut et il suffit qu'il existe un 

scalaire ~ grace auquel on air 

(47) ~7!*t =D~,  l=~ + I ,  ~) + 2 . . . .  ~) + q--r ;  
[ V F ~ = N ' 2 . , - - N ~ ' ~ ,  m = ~ + q - - r +  I , ~ + q - - r + 2  . . . .  n + 2 .  

En observant que la relation (39) subsiste lorsqu'on permute respectivement A 

et B avec A' et B', et qu'alors N et N' sont invariants, car A' B'=  A B ' -  B B ' =  N 
21-642128 A ~  m ~ / e ~ .  86 
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et A ' B = A B  + B B ' = N ' ,  l 'or thogonal i t~ de y e t  a en A' s 'exprime en effectuant  

cette pe rmuta t ion  darts (47), avec un nouveau fac teur  , / ,  soit 

{ , / ~ =  DZt, l = p  + i ,  p + 2 ,  . . . p + q - - r ,  

(48) ~'  ( I ~  + Z ~ - -  Z , , )=  N '  ) ~  - -  N Im, m = p + q - -  r + I,  p + q - -  r + 2, . . . n + 2. 

, b'  M v i e n t  en B pour  b = x  a =  = o .  Le  long de 7, la diff6rentielle d B  a la 

forme (44) avec la condit ion B d B = o ,  ou 

(49) N d a  + D d b ' = o .  

Sur l 'hypersph6re fl, le d@lacement  de B est 

avec les condi t ions 

(50) 

d B 6 B = o  s '@rit  

p+q--r ~+2 

i = r + l  ~=p+q-- r+ l  

p+e--r n+2 

i=r~cl m=p+q--r+l 
p+q--r 

a k ~ L . = o ,  k = r  + J, r + 2, . . . q. 
i= r+ l  

d a  • A d B  + d b '  • B ' d B = o ,  

ou, grace s (49) e~ ~ la premibre re la t ion (5o), 

D 
p+o--r ~+2 ) n+2 
l ~p+l ~l~zl + E ~m6Zm - - N  E (Z;n--Zm)~m=O. m=p+q--r+l m~p+q--r+l 

P o u r  que y et  B soient o r thogonaux  en B, il fau t  et il suffit que eet te  6quation 

soit une consequence de (50), donc qu' i l  existe des scalaires ~ et gl~ ( k = r +  I,  

r + 2, . . . q) tels que l 'on ait  

(5~) 

I q z~ + Z a, + ~k = o, 
k=r+l  

q 

k=r+l  

t ~ z=  = D # ~  - N ( z ;  - z~),  

j = r  + I, r + 2, . . . p, 

l = p  + i ,  p + 2 , p  + q - - r ,  

m = p + q - - r +  1, p + q - - r + 2 , . . . , n + 2 .  

La permuta t ion  de A avec A'  et de B avec B '  donne de m~me la condi t ion 

d 'or thogonal i t~  de Z et fl en B ' ,  sous la forme 
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I 
~'~ + 

~'Ic + 

q 

a b ' ~ = o ,  j = r +  I, r +  z , . . .  p, 
k = r + l  

q 

a k z # ' ~ = D ~ l ,  l = p  + I,  p + 2, . . . p + q - - r ,  
k = r + l  

= D / , ~  + N ' ( i ~ - -  Z~), m = p  + q - - r  + I,  p + q - - r  + 2, . . . n + 2, 

avec q - -  r + I nouveaux mult ipl icateurs  ~', ~.. 

I8. I1 s 'agit  d 'dtudier  le syst~me des 6quations (47), (48), (5I), (52), compte  

tenu de (40) et  (4I). N 'oubl ions  pus que les ).j ne peuvent  6tre tous nuls, sans 

quoi (B, B') serai t  sur a, ni les /z~, sans quoi ( A , A ' )  serait  sur ft. La diff6rence 

des premieres lignes de (47) et  (48) donne ( ~ - - ~ ' ) ~ = o ,  donc ~=~1'. 

Si nous supposons d 'abord *7 # o, les 6quations en quest ion se r6duisent  aux 

q - -  r 6quations 

(53) /~t=--D-zz, l = p +  l , p + z , . . . p + q - - r ,  
*7 

tandis  que les deuxi~mes lignes donnent  

. 7 ~ , , , = N ' 2 ~ - -  Ni , , ,  = ( r ] '  - -  N)2,,  + ( N ' - -  ~) l~ ,  m = p  + q - -  r + ~, . . .  n + 2.  

B'  diff6rant de B, lu deuxi~me 6galit6 exige que 

(54) '7 = N + N',  

de sorte que .7 n 'es t  pas d 'aut re  chose que la quanti t6 1)9 du paragraphe  15, 

et  il reute les seules 6quat ions 

(55) r i # m = N ' i ~ - - N 2 ' , .  , m = p + q - - r + I , p + q - - r + 2 , . . . n + 2 .  

La deuxi~me relation (4 I) se d6duit  tou t  de suite de (54), (55) et de ladeuxi~me 

relation (4o), mais l ' identif ication de N donne 

p+q--r *~+2 

*7~V=D X i~ + X (x 'z~-xz ; )z~ ,  
l=p+l m=pWq--r+l 

ou, grs s (4I) et  (54), et (4o), 

~  ( p+q--r J~t 
( N + N ' ) N = D  X lY+ 2~ ,L,~--N D 

/ = p + l  m=p+q--r+l 

~ + 2  \ 

m 
+ m=p+q--r+l )~ ) 

[p+o--r  ,~ 
z.,I - N D = - - D  Z i~--N9,  

m=p+q--r+l / j = r + l  
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done 

P 2 N N '  D (q' - -  x) 
(56) X X~= 

j=r+l JO 2 

La premiere relation (4 I) est alors satisfaite, si les relations (40) le sont. Ceci 

obtenu, les troisi~mes 6quations (5I) et (52) s'6erivent 

(57) D g = = ( g - -  N)am + N Z ~ = N ' Z ~  + (~'-- N'))~, 

d'ofi rdsulte 

(58) ( ~ - - N - - N ' ) ; t m = ( ~ ' - - N - - N ' ) Z ~ ,  m=p+q--r+ I , p + q - - r + 2 ,  . . . , + 2 .  

Pour  que les ~ --  ~ ne soient pas tous nuls, il faut soit ~ # ~', soit ~ = ~' = N + N'.  

19. Supposons d'abord que 

(sg) ~ = ~ ' = N +  1V'. 

(58) disparalg, eg (57) se rdduit  

( 6 o )  D I ~ m = N ' ~ + N ~ ,  m = ~ + q - - r + I , p + q - - r + 2 , . . . n + 2 ;  

et la comparaison avec (55) donne 

N 5 :  (Z;~ + z.,) = o, 

oh N N ' #  o, d'ofi r6sulte, pour remplaeer (55) et (6o), les relations 

(6~) z~= - z '  , n= l~m,  m = p  + q - - r  + I ,  p + q - - r  + 2, . . . n + 2.  

L a  diffdrenee des deuxibmes lignes de (5I) et (52), off g=~',  donne ensuite 

q 
~, akl(~k ~'~)=O,  l = p +  I , p + 2  . . . .  p + q - - r ,  k=r+l 

(lone ~ = ~  e n  vertu de (4; II). II suffit alors de satisfaire les 6quations aux 
deux premieres lignes de (5I), qui donnent,  avee _At+ N ' = D Q ,  et grace g (53) 1, 

)'i .l~ir ~.lakJ~k, j = r  + I ,  r + 2,  . . . p ,  

(62) e 
- -  =~r+ ak l~k ,  Z = I 0  + I Io + 2, . . . p + q - - r .  l =  D ( q ~ - - I ) k  1 

t O n  p e u t  obse rve r  que N _ N ' #  o en t r a lne  D(ta  ~ -  I) # o, e t  que @ # o p u i s q u ' o n  s u p l m ~  
t / # o .  



M6trique anallagmatique. 293 

On constate tout de suite que ces expressions s'identifient avee (31) et (33), 

D 
de mSme que (53) s'identifie avec (30) lorsqu'on fair O =  I, c'est ~ dire v = - - - - ,  

2~ 

et ~ D '  
- (35) n'est alors rien d'autre que (56). On retrouve done les bipoints 

ak 2~ 

du paragraphe I5 et les cercles correspondants. 

2o. ~ diff6rant toujours de z6ro, supposons ~ ~ ~'. ~' ne peut 8tre 6gal s 7 ,  

sans quoi (58) annulerait tous les 2m, donc D, ce qui est inadmissible. Pour  le 

mSme motif, ~ # V, et la seule hypoth~se b~ retenir est ~ # ~' # • # ~. (58) donne alors 

~, m, m = p  + q - -  r + I,  p + q - - r  + 2, . . . n + 2, 

donc 

D = ~ ~ (~;~ -- Z~) = 7 - -  Y ~", 
m=p+q--r+l ~ - - 7  m=p+q--r+l 

tandis que la deuxi~me condition (4o) s'6crit 

'~-- I[ X ~'2m = O" 
Jm=p+q--r+l 

/ )  ne pouvant 6tre nul, la seule condition admissible est ~ + ~'= 2 V, donc 

Mais alors (54) et (55) donnent t*,n=L~, ce qui permet de r~duire (57) 

(D--~ + 2N)Z~=(~--~)Zm=o, 

pour tous les m, ce qui est impossible puisque ~ # ~ et que les ~ ne peuvent 

6tre tous nuls. 

2I. Examinons, pour terminer, l 'hypoth~se V=~]'=o. Les premieres lignes 

de (47) et (48) se r6duisent s D ) q = o ,  donc 

(63) ~ = 0 ,  l = p +  I , p + 2 , . . . p + q - - r .  

Les autres lignes de ces deux syst~mes donnent les 2 (n + 2 + r - - p - - q )  6quations 

_N' ~m --  N)~n = N~,m .Y' )," -- , n - o ,  m = p  + q - - r  + I ,  . . n + 2,  

done N"~=_N TM, sans quoi les ~ et les Z~,, seraient tous nuls, et B = B ' .  Pour 

eette m6me raison, la seule solution acceptable est 

(64) N '  + _~= o, 

et, par suite, 

(65) 2~=--2m,  m = p + q - - r + ~ , p + q - - r + 2 , . . . n + 2 .  
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On a alors Q=o 

ensuite 

(66) 

Rend Lagrange. 

e t  D = - - 2 J T r  Les dernidres lignes de (5 I) e~ (52) s'dcrivent 

gx~ . . . .  ~ ' ~ = 2  N(x , , - ,~ ) ,  

et la PremiSre 6quation entralne ~ ' = -  ~, car les )o~ ne peuvent 8tre tous nuls. 

La diff4rence des deuxidmes lignes de (5 I) et (52) donne, comme plus haut, ~ =  ~k, 

de sorte que la diffdrence des premiSres lignes de ces deux syst~mes se rdduit 

2 ~ ~ j  = O ,  done 

(67) g=~'=o,  
et, d'apr~s (66), 

(68) / ~ = ~ ,  m = p + q - - r +  I , p + q - - r + 2 , . . . n + 2 .  

La deuxigme ligne de (51) dgfinit les pl en fonction des ~k, soit 

I ~. akz~k, 
(69) /~ ,=~  . 

k = r + l  
l = p  + I ,  p +  2 , . . . p + q - - r ,  

ces dldments ~k 6rant lids par les 6quations de la premiere ligne 

q 

(70) X a .  o, 
l'=r+l 

j = r  + I,  r + 2, . . . ~. 

Les relations (4o) et (41) g ajouter se rdduisent g 

(7i) 

et 
P 

(72) = o ,  
j = r + l  

m j I 

] C = r  + I ,  ~" + 2 ,  . . . q .  

Les ~k ne peuvent ~tre tous nuls, sans quoi les ~Lt le seraient; les gj 6galement, 

donc la matrice des coefficients des deux syst~mes (7 o) et (72) 

ar+2, r+l  a r + 2 .  r + 2  �9 �9 �9 ar+2, p 

aq, r+l aq, r+2 . . . aq, p 

dolt avoir un rang infdrieur g p - - r  et q - - r ,  ce qui n'est pas le cas g4ndral. 1 

Les hauteurs pour lesquelles 7 = 0  sont ainsi exceptionnelles, comme la valeur 

correspondante ~ = o  clans l'6tude directe de la distance [a/~]. 

1 C'est la matr ice  ~ du paragraphe  7. 
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Si la rang s de a convient  (s < p - - r  ~< q - - r ) ,  il existe une infinitd de telles 

hauteurs ,  dont le pied (B,B')  est ddfini par (72), 2z=o, ~n=--) .m,  les ~,n dtant 

lids aux 4" par la deuxi~me dgalitd (7I). ( B , B ' ) & a n t  choisi, N et D = - - z N  

sont connus. Les ~k sont ddfinis par les p - - r  dquations (7 o) et cont iennent  aux 

moins un pa.ram~tre arbitraire,  en facteur,  que l 'on peut pr~ciser grs ~ la 

derni~re relat ion (71). Celle-ci prend une forme simple, grace ?~ (5; II), car (69) 

donne 
p + q - - r  q q 

t I = p + X  k--r+l h = r + l  

k = r + l  h = r + l  j=r+X 

done, compte tenn de (7 o) lui,m&ne, 
q 

= E 
l k=r+ l  

cette  condit ion s '&r i t  ainsi 

(73) 
q D 3 

b~ . . . .  
k = r + l  2 

A chaque solution de (7o), (73): correspond alors un pied (A, A') bien 

d&ermin& 

Observons que, pour  ces hauteurs ,  la distance des deux pieds est donnde par 

4 N N  ' 
[(A, A')(B,  B ' ) ] " -  D2 - ~, 

et  les deux bipoints  sont  conjugu~s harmoniques.  L'~quation 

J ( e 2 )  ~ e 2 ( p - r ) _ _  Sl  e2 (p - r -1 )  _~_ . . .  _~ (__ i ) s 8 8 0 2  ( p - r - s ) = o  

a une racine 9~=o  d 'ordre p - - r - - s ,  et s racines diff~rentes de z~ro. Pour  Q = o  

les hauteurs  trouvdes au paragraphe  19 deviennent  celles obtenues ici, comme le 

mont ren t  les dquations (54), (6I), (6:) off l 'on fai t  e = o ,  ainsi que (56) off 

D 
N = - - N ' -  , et  enfin (53) et (62) off l 'on dlimine /~l; il vient  en effet 

2 
__Q o - - I  o 

n(e - i) - D ( e  1) k=r+x 

c'est s dire (69) POur e = o .  Nous  avons ainsi dtabli que les hauteurs de deux 

hypersph~res sont les cercles joig~ant les bipoinls qui fournissent les dista~wes con- 

formes de ces deux hypersphOres, y compris patrols la distance V T - I .  


