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A ma tr~s chore m~re. 

Introduction.  

C'est dans une Note de J. Hadamard [5] 1 qu'on trouve, pour la premiere lois, 

l'indication qu'il y a des relations entre les lacunes et les valeurs exceptionnelles. 

Plus tard, L. F~jer [4], M. Biernacki [2] 2 et G. P61ya [11] se sont occup~s de la m~me 

question; cependant G. PSlya en parle seulement ~ la fin de son m4moire et encore 

tr~s sommairement, en employant un proc~d~ qui ne lui permet pas d'obtenir des 

pr~cisions. 

L'objet du present travail est la d6monstration des r~sultats, beaucoup plus precis, 

que j'ai ~nonc~s, sur le m~me th~me, dans deux Notes [12]. D'ailleurs quelques uns 

des r~sultats de ce travail sont plus precis que ceux que j'ai donn~s clans rues Notes 

cit4es et d'autres sont ~nonc~s avec des notations diff~rentes? 

Je signale que j'ai obtenu des r~sultats semblables ~ ceux des chapitres I et II, 

pour les valeurs prises dans une bande horizontale par une fonction enti~re repr4sent~e 

par une s~rie de Dirichlet lacunaire. Ces r~sultats je les d4montrerai dans un autre 

recueil. 

Maintenant je veux pr~ciser ici les sens de deux notations que nous emploierons 

continuellement: L'expression ~(r) reprgsentera toujours une quantit~ positive qui 

tend vers z~ro avee l / r ,  mais il faut tenir compte que dans une d~monstration, et 

aussi dans une m~me formule, elle pourra repr6senter des quantit~s diff~rentes ayant 

i Les nmndros  f igurant  entre  crochets renvoient  ~ la bibliographic de la fin du  mdmoire.  

z I1 m ' a  6 ~  tout-~-fait  impossible de consulter  ee mdmoire de Biernacki,  je ne connais  d ' au t r e s  
ddtails sur  ce t ravai l  clue ceux inddquds par  Pdlya. 

s J e  signale que dans  ces No~es se sont  gliss6e8 plusieurs fautes  d ' impression.  

2 -- 632081 Acta mathematica. 87 n a ~  1952. 
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toujours cette propridtd de devenir infiniment petites avec 1/r Le sens de e(r) est 

donc presque le m~me que celui de o (1), mais nous utilisons ~ (r) afin d'indiquer la 

variable et la ]imite vers laquelle elle tend. 

D'autre part la suite Ilk} aura toujours les propridtds suivantes: ]es lk sont des 

entiers tels que 0 = l o ~ l l ~ . . .  ~ l k ~ " "  et que l imlk~-c~ .  

Je ne peux pas terminer cette introduction sans accomplir l'agr6able devoir 

.d'exprimer ma sincbre reconnaissance aux ProL J. Hadamard et S. Mandelbrojt pour 

l'amabilit~ qu'ils ont d~montr~e envers moi et pour m'avoir donn~ leur pr~cieuse 

opinion sur ce travail. 

. 

CHAPITRE I. 

F o n c t i o n s  ent i~res  d'ordre  fini ,  

Soit ~ (r) une fonction relic que 

lira ~ (r) = ~o, l im (r Q' (r) log r) = O, 
1"~00 T ~ O 0  

et soit aussi / ( z )  une fonction enti~re telle que 

li-m log M (r, [) _- b 
,=  ~ V (r) 

( U  (r) = ~q(~)), 

oh M(r , [ )  reprdsente le maximum de I/(z)[ sur la circonfdrence [z I =r,  alors, si 

b---1, nous dirons que /(z) est d'ordre qo et d'ordre prdcisd ~ (r)tandis que si b - - 0 ,  

nous dirons que [ (z) est d'ordre prdcisd infdrieur h Q (r). 

Si comme d'habitude nous considdrons que deux couples de fonctions/o (z), ]1 (z) 

et go (z), gl (z) sont le m~me couple lorsque [1 (z)/[o (z) ~- gl (z)/go (z), on sait que si 

F (z) est une fonction enti~re d'ordre entier Qo et d'ordre pr~cisd ~ (r), quelles que 

soient les fonctions /o (z) ~ 0 et /1 (z) enti~res et d'ordre prdcisd infdrieur h ~ (r) (saul 

au plus pour un couple exceptionnel), on a 

l~m n (r, 1/( /o  P - h ) )  > o, 
~=~ U (~) 

o5, suivant Nevanlinna, n(r ,  1//) repr~sente le nombre de zdros de [ (z )dans  le cerc!e 

Avec des conditions lacunaires sur la s~rie de Taylor qui repr~sente P ( z ) o n  

peut assurer la non existence du couple exceptionnel. Dans cet ordre d'iddes nous 

d~montrerons, en premier lieu, le rdsultat suivant. 
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T h 6 o r b m e  I. Soit 
a o  

une ]onction enti~re d' ordre entier Qo et d' ordre prdcisd ~ (r), et soit D la densitd maximum 

de la suite {lk}. Si ~oD < 1, alors, quelles que soient ~s /onctions /o (z) ~ 0 et /x (z) 

enti~res et d'ordre ~rdcisd in/drieur d ~ (r), on a 

tim n (r, l/ (/oF --/1)) > Bx C (~o), 
, =  : .  U ( r )  

oi~ B1 d@end uniquement de ~o D et o~ C (~o) est la quantitd dd/inie dans [13, pag. 479]. 

R e m a r q ~ e .  On ne peut pas affaiblir la condition OoD < 1, ear la fonetion 

exp (z~) v6rifie eo D = 1 et pr~sente le couple exceptionnel /o (z) -- 1, /1 (z) ~ 0. 

D 6 m o n s t r a t i o n .  En appliquant un r6sultat de Bernstein [1, lemme 1I, pag. 179] 

on peut d~montrer faeilement l'existenee d'une suite {Rn} (lira Rn = c~) telle que 

lim log M (R,,, F)  = lim log M (R,~, H) = 1, 
,,= :~ U (R.) n= ~ U (R,,) 

off, pour simplifier, H (z) ---- 1o (z) F (z) --  11 (z). 

Soit B une quantit6 qui v6rifie 

(1) li--~ n (r, 1 /H)  
,== U(r) < B C ( e o ) ;  

nous supposerons que B peut gtre choisi de telle mani~re qu'il v~rifie aussi B < 1, 

car si cela n'6tait pas possible l'affirmation du th~or~me serait satisfaite, puisque on 

verra que B1 < 1. En appliquant done une pr6cision que j'ai obtenue [13, lemme 1] 

d 'un r~sultat de Wiman et en posant (comme toujours dans ee m~moire) z = re i~ on 

d6duit, pour O-1 Rn < r < Q Rn, 

(2) 
[ [  r \co 

I H( )I < (R., H) cos (~o ~ --  ~o ~ (R,, H)) + 

+ B g-~+l + e (R.)I U (R.). 
] 

D'ailleurs, utilisant de nouveau le lemme de Bernstein [1, lemme II] appliqu4 

]0 (z), on peut obtenir les in4galit6s 
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+ + 

(3) log I~(z)l ~- lo~ [H(z)l + log Ih(z)l + log  2 - log  I/o(~)l  < 

I-I r \~o R I + < oos n ) ) +  B +I + 
. J  

�9 U (R.)  + e (R.) U (R.), 

+ 

valables, comme (2), pour l"2-1R,,<r<l"2Rn, et off l o g X =  ( l o g X +  ] logXI) /2  et 

de m~me [A] + = (A + [AD/2. 

Or, d'apr~s une precision d'un r~sultat de Pblya [14, lemme 1, 3], dans le domaine 

R .  
< r < (1 + e (R.)) R. ,  

1 + e (R~) 

]~ - -~ (R"'H) - -E  I < ~D + 

il existe un point z~ tel que 

(4) log IF (z~)] > (1 - -  e (R.)) U (R~). 

Des in~galit~s (3) et (4) et d'apr~s les propri~t~s de ~o9 (r, H) [13, lemme 1] on 

d~duit, en divisant par U(Rn) et en passant h la limite, 

(5) 1 -< 5e(B) cos ( ~ - -  ~ o D ) ]  + + B. 

Maintenant soit B1 la quantit4 qui v~rifie 

1 = [fl(B1) cos  (:t - -  :t eo D) ]  + + B1; 

de (5) on d~duit que route valeur de B qui v~rifie (1) v~rifie aussi B > B1 et, par 

suite, l'affirmation du th4or~me est d4montr~e. 

2. Nous d4fiuirons la fonction A(~o) comme la borne sup~rieure des quantitSs 

A --< 0o qui satisfont k 

( ( 0~ ) max l o g [ e o s ( x + ~ ) ] + e A  7 + 3 1 o g ~  + ( ~ A  z - x ~ )  1/~- -<0, 
:tf2<z'<nA \ 

on volt facilement que 1 > A (~0) > 1/2 et que lira A (~o) = 1/2. 

Avec cette d~fiuition on peut dfmontrer un r~sultat, semblable au th4orgme l, 

dans lequel on exprime la condition lacunaire au moyen de la densit6 moyenne 

sup4rieure D* de la suite {/~} [9, pag. 352], au lieu d'utiliser la densitfi maximum D, 

savoir 
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T h 6 0 r 6 m e  I I .  Soit 

F (z) = ~ a~ zZk 
k=0 

une /onction enti~re d'ordre entier Qo et d'ordre pr~cisd ~ (r). Si ~ o D * ~  A (~o), quelles 

que soient les /onctions /o (z) ~ 0 et /1 (z) enti~res et d'o'rdre pr~cis~ in]$rieur d ~ (r), on a 

li-m n (r, 1/(/0 F - - /1 ) )  ~ B2 C (e0), 
U (r) 

o4 B2 ddpend uniquement de ~o et de 9*.  

D 6 m o n s t r a t i o n .  On peut  r4p~ter ici les raisonnements de la d4monstra t ion du 

th~or~me I jusqu 'h  la forraule (3) et on peut  cont inuer  de la fa~on suivante :  

Selon Mandelbroj t  [9, th4or~me a, pag. 366], quel que soit le point  zl ,  h l ' in- 

t~rieur du domaine d~fini par  [ l o g z - - l o g z l l  ~ g D * +  e, o~ e est une quant i t~ 

positive arbitraire, il existe un point  z' pour  lequel on a 

(6) loglF( ')l > log lakl + l k l o g r l - - l o g A ~ - - l o g [ ( ~ D *  + e ) L ( ~ D *  + ~)]1, 

rl = I 11. 
D'ailleurs, ~ part ir  d 'une  valeur de k, d 'apr~s un r~sultat  de Mandelbroj t  [9, pag. 355] 

et puisque, d 'apr~s Dvore t zky  [3], D*~_ eD*, on a 

(7) - -  log AS - -  log [(z/~*lk + e ) L ( g D *  + e)] > _ eD* (7 - -  3 log (eD*)) - -  e. 

De plus, si l 'on ~crit # (r) = max  I a~ I r~,  on voit  que, pour  r I suffisarament grand, 
O<~k<~ 

de (6) et  (7) il r~sulte que 

log IF > log 

oh h = - -  eD* (7 - -  3 log (eD*)), Or Valiron [15, pag. 32] d~montre que pour  les fonc- 

t ions enti~res d 'ordre  fini on a log/ t  (r) = (1 - -  e (r)) log M (r, F)  et, par  suite, nous 

pourrons ~crire 

(8) log [ F  (z')l > (1 - -  e (rl)) log M (rl e ~-~, F).  

Pour simplifier, nous posons L(t) au lieu de Ln(t ) comme l'6crit Mandelbrojt, ce qui est 
permis, car, en d6finissant L (t) h partir de A (r) de la m~me faxion que Mandelbrojt d6fini Ln(t ) 

partir de An(r), on volt facilement que L (t)> L n (t). Nous d6finirons la fonction A (r) k partir 
de la suite {lk} presque de la m~me maniSre que Mandelbrojt la d~finit k partir de la suite {;tn}; 
en r~alit~ l'existence de l0 = 0 impose une petite modification dans la d~finition de A (r) et, par 
suite, de L(t) et A~. 
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Si nous prenons, dans (3), log ~ = ~ D * - - h  + 2 e, et, dans (8), 

za R.  exp ( h + e + i (~ (R,, H) + ~o) ) 

de (3) et (8), apr~s passage h la limite et en tenant  compte du fait que $ est arbi- 

traire, on d~duit que toute B qui satisfait h (1) satisfait aussi 

1 ~ fl (B) q + ~o+1 B, 

off log ~o = g / 9 * - - h  et oh, si 0oD*--  > 1/2, 

log q = max [log (cos (0oa + g)) - -0oh  + ((g~oD*) 2 _ 0~ ~)112], 
~oD*  ~ 0o~ ~- ~/2 

et, si QoD* < 1/2, q = 0. Puisque par hypoth~se qoD* < A  (qo), dans tous les cas 

nous aurons q ~ 1 et, en consSquence, si nous d$finissons B~ par 

1 = fl (B~) q + Dp +~ B~, 

on tire B >---B~, et puisque q et ~o d4pendent uniquement de D* et de 0o, il sera 

de m~me de B 2 et, par suite, le t4or~me est d~montr~. 

Le th4or~me I n'est pas compris dans le tMor~me II  car il existe des suites {/~} 

pour lesquelles 1 > 0o D ----- 0o/9" -- A (0o) et de m~me le th~or~me II  n'est pas compris 

dans le tMor~me I car pour d'autres suites 0o D--> 1 > A (~o)> ~o/9"- 

3. Lorsque la fonction F (z) est h croissance trbs rdguli~re par rapport h l'ordre 

pr6cis~ 0(r) on peut, dans les deux tMor~mes ant~rieurs, prendre, au lieu de la 

limite sup4rieure de n (r, 1/H)/U (r), la limite inf~rieure de eette m~me expression, 

mais, pour d4montrer cette possibilit4 il faut obtenir pr6alablement une modification 

dans le mgme sens du lemme 1 de mon travail [13] que nous avons utilisfi dans la 

d~monstration des tMorgmes antfirieurs; voici l'4nonc4 du r~sultat requis. 

et si 

L e m m e  a. So~t /(z) une /onction enti~re d' ordre entier ~o et d' ~dre prdzis$ Q (r). Si 

lira log M (r,/) b > 0 
, _~  U (r) 

lira n (r, 1/t) < (B C1 (e0)) s~~ 
,=_~ U (r) 

o~ C1 (0o) est un~ constante semblable d C (Qo), alors il existe une suite {Rn} (lira Rn = c~) 

telle que, laour I2-1R~ < r < ~ Rn, 
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[Ir Q' R,  .+IB ] logl/(z)  l < L ~ ]  ~a( n / ) e o s ( e 0 a - - e o a ( R n , ] ) ) + ~  +e (Rn)  l o g M ( R n , ] ) ,  

avec 

og fl (X) est la mgme /onction que d~ns [13, lemme 1]. 

La d~monstration de ce lemme est semblable ~ eeUe de [13, lemme 1]. 

L'gnone6 des r~sultats eorrespondants aux th~orgmes I et I I  d~ms le eas des 

fonctions ~ eroissanee t~gs r~guligre est le suivant. 

T h 6 o r ~ m e  III .  Soit la ]onction 

E (z) = ~., ak ~k 
k = 0  

enti~re d'ordre entier ~o, d'ordre pr$cis$ ~ (r) et telle que 

lim log M (r, F) b > 0. 
~ =  ~ U (r) 

Si l'une au moins des dcux conditions: 1~ ~o D < 1, 2~ QoD*< A (0o) est "satis/aite, 

alors, quelles que soient les deux ]onctions ]o (z) ~ 0 et /1 (z) enti~,res et d'ordre pr~cis$ 

in/~rieur d ~ (~), on a 

lira n (r, 1/([o F --/1)) > (Ba C1 (qo)) 3Q~ 
, =  ~ U (r) 

oCz B a = b Bx quand c'est la condition 1 ~ qui cst satis[aite et Bz = b B2 quand c'est la 

condition 2 ~ qui est satis]aite. 

Bemarqaxe. De m~me que le th~or~me I, le th~or~me I I I  dans le eas de la 

condition 1 ~ ne peut pas, h un certain point de vue, ~tre am~lior~, c'est-h-dire, la 

condition Po D < 1 ne peut pas s'affaiblir. 

La d~monstration du th~or~me I I I  est route pareille h la d~monstration des 

th~or~mes I e t  I I  en utilisant le lemme a au lieu du lemme 1 de [13]. 

4. Nous donnerons une seule application de ees th~or~mes et tout partieufi~re- 

ment du th~or~me III .  

Lindel6f [8] d~montre que ]a fonetion 

F (z) = n ~ log n~J satisfait 
lira log M (r, F) 
,=r r/(e log r) = 1 
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et signale qu'il serait int~ressant de d~montrer que cette fonetion est de genre 1. 

Cela d~coule inm~diatement clu th~or~me I I I  puisque pour cette fonction D* - 0  et 

avec cette condition le th~or~me nous permet d'affirmer 

n (r, l/F) 
tim r/(e log r) --  (B2 Ct (e0)) so 
r=  o o  

ee qui d6montre que la fonction est de genre 1 eomme suppose LindelSf. 

C~APITa~. II. 

F o n c t i o n s  en t i~res  d ' o r d r e  infini .  

5. Les th~or~mes du chapitre I peuvent s'~tendre aux fonctions d'ordre infini. 

Pour eela j'utiliserai les ordres de K. L. Hiong [6]; h savoir: Si /(z) est une fonc- 

tion enti~re d'ordre infini et  si W (r) satisfait 

W (r + log ; (r)) < [W (r)]l+'(r), 

lim logg M (r, ]) 1 (log2 X = log log X), 
,=~o log W (r) 

nous dirons que /(z) est d'ordre W(r). Par similitude avec l'ordre fini, K. L. Hiong 

appelle ordre de /(z) l'expression (]og W(r))/logr, pour diverses raisons nous ne 

suivrons pas cette terminologie. 

Maintenant soit K (1) la plus grande valenr de k qui satisfait k lk--~ l e t  posons 

D(1) = K(1)/l I, alors on peut ~noncer. 

T h 6 o r b m e  IV. So/t 

F (z) = ~ a# z~* 
k=O 

une /onction enti~re d'ordre in]ini et d'ordre W (r). Si 

lim D (1) 1 p < oo (0 < fl < 1) 
l=oo 

et si Wo (r), W1 (r) et W~ (r), ordres respecti/s de ]o (z), h (z) et /~ (z), sont tels que 

Wo (r) < [W (r)] ~ (0'  < mi.  ( 1 , / - - p ) ) ,  

W, (r) < [W (r)] o, (01 < 1, i = 1, 2), 

1 D (1) est  done la fonction de densit~ [9] de 18 suite que l 'on  obt ien t  en s u p r i m a n t  l 0 de ]a 
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il est impossible (quelles que soient /o (z) ~ O, ]1 (z) et ]2 (z) dont les ordres satis/ont 

aux conditions ant~rieures) que l'identit$ 

(9) 10 (z) F (z) - - / 1  (z) ~ 12 (z) e *(z) 

soit satis[aite pour aucune /onction enti~re q: (z). 

D6 mo n s t r a t i o n .  D'apr~s le r4sultat d6jh utilis6 de Mandelbrojt [9, th~or~me a], 

dans le domaine [ log z - -  log Zl I < t, et quel que soit Zl, il existe un point z' pour lequel 

(10) log [F(z')l  > log l ak l+  lk log rx - -  log A $ - - l o g  [tL(t)]. 

En 6crivant /~ ( r )=  max ([ak[ v~k), on tire de (10) 
0~k<oo 

(11) log IF (z')[ > log/z (rl) - -  log A?, - -  log [tL(t)], 

mais ici k n'est pas quelconque comme dans (10), ici k est tree fonction de rl. 

D'aflleurs, si {Rn} (lira Rn = oo) est une suite telle que 

log M (Rn. F) > [W (R.)]l-*(a-), 

on d6montre facilement que 

log # (R~) > [W (R~)]l-~(nn). 

D'autre part, en appliquant & to(Z) le lemme 4 de mon m6moire [13] et en 

prenant 

t = [ W ( R . ) ]  -~ ( 0 ' ~ 0 " ~ 0 ' " ~ m i n ( 1 . 1 f l - - ~ _ f l ) ) ,  

on tire de (11), en appliquant aussi les r6sultats de Mandelbrojt [9, pag. 355] et 

[10, lemme VI], qu'il existe une suite {r.} telle que 

Rn 
R.  < rn < Rn + 

log W (R~) 

et que tout point de la circonf6rence [z I = r n  est ~ une distance inf6rieure ~ e rn t 

d'un point z' qui satisfait 

(12) log [/o(Z')g(z') - - / t  (z')[ > [W (Rn)] t-~(an) - -  

- -  [W (Rn)](t-~)(l+8(Rn)) - -  [W (Rn)] ~ - -  [W (R.)] ~ > [W [R.)]t-~(Rn ), 

off 1 > 02 > max (0t, 0"). 

Supposons maintenant que le th6or6me ne soit pas vrai, c'est-h-dire, que pour 

tm choix de [0 (z), h (z) et /2 (z) satisfaisant aux conditions du tla4or6me il existe une 
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fonction enti~re q(z) telle que l'identitd (9 ) so i t  satisfaite. Alors, au moyen d'une 

nouvelle application du lemme 4 de [13], cette lois A /~ (z), on ddmontre, en utilisant 

en plus une formule de Caratheodory (voir par ex. [7, pag. 299]) et une formule 

ddjh classique, que 

91[,p(z)] < [W0")] 1+'('), I~'(z)l < [W(,')] ~+"('), 

off 91 [Z] est la pattie reelle de Z. 

D'autre part, tout point z' qui satisfait h (12) doit satisfaire aussi 

9t [~ (z')] > [W (R.)]l-'(n-). 

Par  suite, en rappelant que tout  point de la cireonfdrence ]z I =rn est ~ une 

distance infdrieure A e r, t d'un point z' satisfaisant ~ (12), il rdsulte que pour tout  

point de [ z l = r n  on peut dcrire 

m [~ (z)] ~ 91 [r (z')] - -  I Z - -  z'] I qg' (Zo) I > [W (Rn)] 1-'(Rn), 

off z 0 est eompris entre z et z'. Cela est impossible, ear sur toute eireonfdrenee 

[z I = R il dolt exister des points off 91 [r (z)] < 91 [q (0)]. Cette absurdit~ ddmontre 

le thdor~me IV. 

6. Corol la i re .  Avec les mdmes conditions que dans le thdorJme I V  et si en plus 

l'ordre W (r) est tel que log W (r) soil une /onction convexe de log r, alors on a 

lira log n (r, 1 / (]o F --/1)) = 1. 
r= o. log W (r) 

D d m o n s t r a t i o n .  D'apr~s Hiong [6, pag. 260--263], si le corollaire n'dtait pas 

vrai avec les zdros de ]0 (z) F (z) - - /x  (z) on peut former un produit canonique ]2 (z) 

tel que log I/2(z)[ <[W(r ) ]  ~ off 0 <  1; et par suite l'identitd (9)serai$ satisfaite pour 

ce produit canonique Is(z) et pour une fonction ~(z) enti~re ddterminde, ce qui 

d'apr~s le thdor~me IV n'est pas possible. 

7. Lorsque la fonction est h croissance rdguli~re par rapport h l'ordre W (r)i 

c'est-h-dire lorsque 

lira log2 M (r, F) 1, 
r=oo log W(r) 

on peut obtenir le 

T h 6 o r ~ m e  V. Avec les mdmes conditions que dans le corollaire de no. antbrieur 

et si en plus F (z) est d croissance rdguli~re par rapport d l'ordre W (r), on a 



Sur la substitution d'une valeur exceptionnelle par une propri6t6 lacunaire. 27 

lira log n (r, 1~(/oF --]1)) = 1. 
r= ~ log W (r) 

La d6monstration est presque ia m~me que celle du th~or~me IV mais en utili- 

sant le th~or~me de Boutroux-Cartan (voir par ex. [16, pag. 10]). 

CHAPITRE I I I .  

Fonctions holomorphes dans un cercle. 

8. Dans les tMor~mes de Schottky, de Landau etc. l'hypoth~se commune est 

l'existence de deux valeurs exceptionnelles; dans ce chapitre je dgmontre qu'on peut, 

dans la plupart de ces th~or~mes, substituer ~ cette hypoth~se une autre qui affirme 

seulement l'existence d'une seule valeur exceptionnelle, ~ condition qu'on suppose 

que la s~rie de Taylor qui repr~sente la fonction est suffisamment lacunaire. En 

premier lieu nous donnerons le r~sultat correspondant s une g~n6ralisation du tMor~me 

de Schottky.. 

Posons pour simplifier l'6criture s (fl) = ( 1 -  f l ) - 1 / 2  1, on peut 6noncer ainsi le 

T h 6 o r ~ m e  VI. Soft 

.F (z) = ~ ak z zk 
k=O 

une ]onction holomorphe dans le cercle I z[ < 1. S i  les z~ros et les ik satis/ont aux 

conditions 

n(r ,  1 / f ) < q r  ~ , o<z<~ 

alors, qud  que soit 0 > max (2, 1/s(fl)),  il existe une constante r(q,  ~, B, fl, Q) < 1, qui 

sera dd[inie dans la ddmonstration, teUe que pour r > r (q, ,~, B, fl, O) l'indgalitd 

,ao, l o g M ( r , F ) <  ~ + l o g  ee 

soit saris[aide, oCz h = 3 (e + 0 s (fl) - -  1) / (0 s (fl) - -  1). 

D 6 m o n s t r a t i o n .  La condition imposge aux z~.ros de F(z )  montre clairement 

clue l a 0 1 r  par suite, nous pouvons raisonner sur la fonction ] ( z ) = e e F ( z ) / a o  

Iaquelle a l e s  m~mes zdros et les mgmes lk que F (z) et de plus satisfait ~ la condi- 

tion ]] (0)1 = e e. Comme il n 'y  a pas ~ craindre de confusions nous ~crirons dans 

cette d6monstration M(r )  et n(~) au lieu respectivement de M ( r , ] )  et n(r ,  1[]) et 



28 F. Sunyer i Balaguer. 

aussi /~ (r) --- max (eelak [ r~k / ]a0 ]). D'ailleurs nous d~finirons r~ ~ partir de r' moyen- 
0 ~ k < o o  

nant les ~galit~s 

1 - - r m  1 - - r '  1 + l o g ~ / ( r , )  

Quel que soit r il existe toujours, d'apr~s un r6sultat de Borel, un r' tel que 

1 1 
(13) 0 < log 1 - -  r' log 1 - -  r < h, 

(14) log M (r~) < [log M (r')] a/(a-~) 

(on verra dans la suite pourquoi nous posons r~ et fi/(h ~ 3) au lieu de r~ et f i / ( f i - -  1) 

ce qdi paraltrait plus naturel). Par suite, s i r  satisfait h 

(15) log M(r)  > ( ~ _  r ) ' ,  

apr~s des calculs faciles mais un peu longs, on arrive 

M (r') < [log M (r')] 1/Q [2 (log M (r')) hI(h-8) + 1] [logs M (r') + 1]/~ (r'). 

De cette in~galit~, si 1 - - r ,  et par suite 1 - - r ' ,  est plus petite qu'une constante 

positive qui d~pend uniquement de Q et h, et en appliquant de nouveau la premiere 

in~galit~ (13) et la (15), on tire 

(16) log/z (r') > ~ log M (r'). 

Soit maintenant {x~} la suite des z~ros de / ( z ) h  l'int~rieur du cerele I z l ~ l  

et soient aussi P(z )  et ~o(z) le polynome et la fonetion holomorphe pour I zl < r~ 

d~finis par 

" *  k P (z) 

D'apr~s le thaor~me de Boutroux-Cartan (voir par ex. [16, pag. 10]) l'on a IP(z)l > 

'> (~l]e) n, pourvu que l'on supprime du plan n cercles dont la somme de diam~tres 

est au plus 4 y. De tout  cela et en rappelant l 'hypoth~se du th~or~me s u r n  (r) on 

d~montre que si 

t = (log M (r')) -a avee 0 fl 1 
1 - - f l  e(e + 1)' 

dans [z I ~ r~ + t e on a {R [~ (z)] < 2 log M (r~), pourvu que 1 - -  r soit inf4rieur h une 

constante qui d4pend uniquement de h, q, q, 2 et O; et par suite, si cette constante 
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est suffisamment petite, moyennant la formule de Caratheodory utilis~e d ] a  dans le 

chapitre ]I, on peut d6montrer que, dans ]z] < r ' +  re, 

2 

(17) I~' (z) [ < [log M (rs)] 1 '  +-q + e 

De (13), (14), (15) et (16) et des r~sultats de Mandelbrojt [9, th~or~me a], [9, pag. 

355] et [10, lemme VI] on tire que, si 1 - -  r est inf6rieur ~ une constante qui ddpend 

de h, e, 0, 8 et B ,  tout  point de la circonf6rence [z[ = r' est h une distance inf6rieure 

t e d'un point z' tel que 

(18) log ]/(z')] > �89 log M (r'). 

D'autre part, si 1 - - r  est inf~rieur ~ une constante qui d~pend de ~, q et ~ on 

peut affirmer que log IP(z)[ < (log M(r'))/6 pour Iz[--<r' + te. Finalement, de (17) 

et (18) on tire donc que tout  point de [z] = r' v~rifie 

(19) ~ [~ (z)] > ~ log M (r') > e, 

pourvu que 1 - - r  soit inffirieur h une constante qui d4pend uniquement de h, q, 2, 

B, 8, ~ et 0, c'est-h-dire, puisque h e t  0 d6pend uniquement de e et 8, la (19) aura 

lieu pourvu que r > r ( q ,  4, B, 8, ~), ce qui est absurde puisque ~[~o(0)] = e; cela 

d6montre que pour ces valeurs de r l'infigalitfi (15) ne peut pas gtre satisfaite. Le 

th4or~me est donc d6montr6. 

9. Corol la i re .  Soit 

F (z) = ~ at zZk 
k = 0  

une /onction holomorphe dans ] z l <  1. Si 

alors 

lim l ~  > -- borne (D( l ) l~)~  oo ( ~) 
~ l  - -  l o g  (1 _7  r )  ~'  0 < z < ~  s ( 8 )  > ' 

lira log n (r, 1 /F)  > 
~=1 - -  l o g  (1 - -  r )  - -  ~" 

Ce corollaire est plutSt un 6nonc4 moins prfcis du th6or~me VI. 

10. T h 6 o r 6 m e  VII. Soit une ]amille de /onctions holomorphes dans le cercle 

unit& Si routes ces ]onctions vdri/ient les deux conditions 

1 )4 borne (D(1) l~) < oo n(r, 1 / / ) < q r  ~ , o<z~ (0<8<1), 
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q, ~, B e t  fl dtant :.gales pour toutes les /onctions de la /amiUe, cette /amilte est quasi- 

normale d l'intdrieur de [ z [ <  1. 

La d~monstration est la classique h partir du th~or~me VI. Si en plus on 

suppose que les I/(0)[ sont Sgalement born~es, la famille est normale. Elle sera  de 

mgme normale si l'on suppose que n (r, 1 / / ) -~ 0. 

11. T h 6 o r b m e  VIII .  Soit une /amille de /onctions /(z) holomorlahes clans le 

cercle uniM et telle que chaque /onaion laoss~e uns progridtd A qui ne permet ~as d 

la /amille d'avoir des constantes parmi ses /onctions limites. Si, fl et B grant dgales ~aour 

route la ]amille, la suite {/k} de chaque ]onvtion est teUe que 

borne (D (1)/~) < B (0 < fl < 1), 
0 < / < : r  

il existe un cercle d centrd d l'origins, dont le rayon ddpend uniquement de A, de ~e t  

de B, tel que toute /onction de la /amille growl route valeur Y l~ourvu que Y - - ]  (0)soit 

intdrieur au cercle d. 

La d6monstration r6sulte de la derni~re affirmation du no. 10. Ce thfior~me, si 

A est la condition / '  ( 0 )=  1, diff~re d'tm th~or~me tr~s connu de Koebe par le fait 

que la condition d'univalence est remplac6e par une condition qui affirme que la 

s6rie de Taylor eat lacunaire. 

12. T h 6 o r b m e  IX.  Soit 

F (z) = ~ ak z l~ 
4 = 0  

uns /onction holomorphe dans le ce~cle [z I < R. Si 

( R )a borne(D(1)l~) < B  ( 0 < f l < i ) ,  n(r, 1 / F ) < q  ~ , o<z<~ 

R dolt dtre in/drieur d une constante Ro (ao, ax, 11, q, 2, fl). 

La d6monstration se fait comme d'habitude h partir du th6or~me VI. 
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