FASTPERIODISCHE FUNKTIONEN AUF HALBGRUPPEN.

Von
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Der Begriff , fastperiodische Funktion, der urspriinglich von H. Bohr nur fiir
Funktionen einer reellen Variablen geschaffen wurde, lisst sich nach v. Neumann [2]
auch fiir Funktionen auf Gruppen erkliren, und eine ausfiihrliche Theorie dieser
Funktionen hat sich entwickelt[3]. In der vorliegenden Abhandlung wird gezeigt,
dass man auch fiir Funktionen der Elemente einer Halbgruppe den Begriff ,fast-
periodisch® definieren kann (§ 1). Die in diesem Sinne fastperiodischen Funktionen
sind identisch mit den nach v. Neumann fastperiodischen Funktionen, wenn die Halb-
gruppe eine Gruppe ist. Fiir die fastperiodischen Funktionen einer Halbgruppe gelten
wortlich dieselben Sitze wie fiir die fastperiodischen Funktionen auf Gruppen. Wir
werden insbesondere in § 5 den folgenden Approximationssatz beweisen: Jede auf einer

Halbgruppe $ fastperiodische Funktion f(x) lisst sich gleichmaéssig und beliebig genau
durch Ausdriicke

n %

lyi.ethi,oa (x)

i=1 9,0

approximieren. Dabéi bedeuten die D os(x) die Koeffizienten geeigneter unitéirer
Darstellungen D; (x) = {D; o, ()} von § und die y; 4, sind geeignete komplexe Zahlen.
Wenn § speziell eine Gruppe ist, so ist dies der bekannte Approximationssatz der
v. Neumannschen Theorie.

Der Beweis des Approximationssatzes fiir fastperiodische Funktionen einer Halb-
gruppe wird von uns dadurch gefithrt werden, dass wir den fastperiodischen Funk-
tionen der Halbgruppe umkehrbareindeutig die fastperiodischen Funktionen einer ge-
wissen zu § gehorigen Gruppe & zuordnen. Anwendung des v. Neumannschen Ap-
proximationssatzes auf die fastperiodischen Funktionen von & liefert dann unmittelbar

auch den Approximationssatz fiir die Funktionen auf §.
3 - 632081 Acta mathematica. 87 ars 1952,
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Die eigentliche Schwierigkeit besteht in der Konstruktion der Gruppe & § 4).
Ihre Elemente sind umkehrbareindeutige lineare Transformationen der Menge der
fastperiodischen Funktionen auf §, und zwar wird & durch die Transformationen

Tof(z) =[(2xa) a€H

erzeugt. In § 3 wird gezeigt, dass zu diesen Transformationen T, inverse Trans-
formationen existieren.

Als wichtigstes Werkzeug benétigen wir bei unsren Untersuchungen einen kom-
binatorischen Hilfssatz: Es seien eine Menge §), irgendwelche n Teilmengen ¥, . .., s
und andere » Teilmengen By, ..., B, von § gegeben. Nun wihle man irgendwelche
Mengen B, ..., B;, aus. Wenn die Anzahl s aller %; mit

(Biu---uB)nA; 40

stets 2 r ist, wie man auch immer r und wie man auch immer die B, ..., B;,
auswihlit, so existiert eine Permutation §; der Zahlen ¢ =1, ..., n, so dass

WnB;, #0 fir alle =1, ..., n.

Wegen eines Beweises siehe z. B. [3].

Dieser Satz kann u.a. benutzt werden, um zu zeigen, dass jede fastperiodische
Funktion auf einer Halbgruppe einen Integralmittelwert besitzt [4]. Jedoch machen
wir von diesem Mittelwert in vorliegender Abhandlung nicht Gebrauch. Es will mir
scheinen, als gewdinne man einen besseren Eindruck von dem Wesen unsrer fast-
periodischen Funktionen, wenn man den Mittelwert méglichst nicht als Hilfsmittel
heranzieht. Die Folgerungen aus dem Hilfssatz, welche in der Theorie benotigt werden,
sind in § 2 zusammen gestellt.

Abgesehen von dem v. Neumannschen Approximationssatz und dem kombina-
torischen Hilfssatz werden keine Sitze oder Begriffe verwandt, die nicht allgemein
bekannt sind.

§ 1. Definition der fastperiodischen Funktionen.

Ist jedem geordneten Paar (@, b)) von Elementen einer Menge § ein Element
c€$ als Produkt zugeordnet und erfiillt diese so erklirte Multiplikation das asso-
ziative Gesetz:

(ab)e = a(be),
so heisst § eine Halbgruppe. Wir fordern von einer Halbgruppe ausserdem, dass
sie stets ein Element 1 enthilt, fiir das
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lra=a-l1=a a beliebig aus

gilt. (Sollte in § keine 1 vorhanden sein, so kann man sie adjungieren.)
Wir betrachten nun komplexwertige Funktionen f(x) der Elemente z einer der-
artigen Halbgruppe 9.

Definition: Kine Funktion f(x) heisse fastperiodisch, wenn zu jedem &> 0 end-
lich viele Teilmengen Ay, ..., A, von § existieren, die folgende Bedingungen er-
fiillen:

) $=%u--v,
2) Gilt fiir gewisse Elemente z, y, ¢, d' € und geeignetes ¢

czd, ¢ yd e¥;,
so folgt
lf(cxd)—f(cyd)| S ¢ fiir alle ¢, d€ .

Wir nennen das System von Teilmengen %Uj, ..., Ay eine Telung T {f (z), ¢}. Die
Menge aller fastperiodischen Funktionen auf § werde mit R bezeichnet.

Wir wollen zunichst einsehen, dass der soeben eingefithrte Begriff , fastperiodisch
mit dem gebriuchlichen gleichwertig ist, wenn § eine Gruppe ist.

Satz 1. Es set & eine Gruppe und [ (x) eine komplexe Funktion ihrer Elemente .
Es ist [ (z) dann und nur dann fastperiodisch, wenn zu jedem &> 0 endlich viele Teil-
mengen Uy, ..., Wp von @ existieren, die folgende Bedingungen erfiillen:

a) @ = QIIU"'UQI”.
b) Gilt fiir gewisse z, y €& und geeignetes ¢

z, yeW;
so folgt
|fcxd)—f(cyd)| S e fir alle ¢, de®.

Beweis: Es sei f(z) fastperiodisch und ¥, ..., Ay sei eine T{f(z), &}. Dann
erfilllen die % auch die Bedingungen a), b) unsres Satzes. Wenn umgekehrt f(x)
den Anspriichen unsres Satzes geniigh, so existieren also zu jedem &> 0 Mengen
Ay, ..., Ay, welche die Bedingungen a), b) erfiillen. Ich behaupte, diese s, ..., Uy
bilden eine % {f(z), e}. Es sei etwa fiir gewisse ¢,, dy, =, y€® und geeignetes ¢

co dy, coy do € Us.

Dann ist wegen b)
| (ceowdod) — f(ceoydod)| £ ¢ fiir alle ¢, d€@.
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Weil & eine Gruppe ist, darf man cc, und dyd durch ¢ bzw. d ersetzen und man

findet
|f(cxd)—f(cyd)| S ¢ fiir alle ¢, d€@.

Die ¥, ..., %, erfiillen also Bedingung 2) unsrer Definition. Die Bedingung 1) ist
wegen a) trivialerweise erfiillt. Die ; bilden also eine X {f(z), ¢}.
In Hinblick auf eine Anwendung in § 4 beweisen wir noch

Satz 2. Es sev & eine Gruppe. Eine auf ‘& erklirte Funktion f(z) st fast-
periodisch, wenn zu jedem &> 0 endlich viele Teilmengen U, . . ., % von ® existieren,
die folgende Bedingungen erfiillen:

a) @=2‘10U%.

B) Gilt fiir gewisse x, y€® und geeignetes ¢

z, yed;,

so folgt
|/ (cx)—Ffley)| < & fir alle c€®.

Beweis: Wir werden, ausgehend von den ¥; des Satzes, eine X {f (), &} bilden.
Dazu wihlen wir aus jedem U; ein Element @; aus. Sodann bilden wir die Mengen

Aa;?,
welche aus simtlichen Elementen za;! mit z€ ; bestehen. Die Mengen
Biy..nip=Ayar 0 Wya; 00 YA 0t

u=1,..,m..5%=1...,%

erfilllen dann die Bedingung a) des Satzes 1. Ist nun =z, y€%;,..,;,, 5o gilt
[/ (czd)—f(cyd)| < |} (cad)— fozar)| + |} (cxar) —flcyar)| + | (cyar) — ey d)].

Dabei haben wir angenommen, dass d € A und haben das a; entsprechend gewéihlt.
Es folgt dann wegen d, a; € U und wegen zax, yar € Uy,

|fczd)—f(cyd)| S e+ e+ e=3e.

Aus Satz 1 folgt demnach, dass f(z) fastperiodisch ist.

Von nun an wenden wir uns endgiiltig der Betrachtung von beliebigen Halb-
gruppen § und ihrer fastperiodischen Funktionen zu. Wie bei Gruppen, so besteht
auch bei Halbgruppen ein enger Zusammenhang zwischen den Darstellungen der Halb-
gruppe und ihren fastperiodischen Funktionen. Ist jedem z € eine unitire Matrix
D (z) = {D,, (x)} zugeordnet und gilt
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D(@)D(y) = D (zy) z, y€9,
8o sprechen wir von einer unitiren Darstellung von 9.

Satz 3. Die Koeffizienten D,,(x) einer unitiren Darstellung von 9 sind fast-
periodische Funktionen,

Beweis: Man kann die Menge aller Matrizen D (z) mit ¢ € $ so in endlich viele
Teilmengen A4;. ..., 4, aufspalten, dass

D@ —Dw)l<e,

falls nur D (@), D(y)€ 4;. Nun erkliren wir Teilmengen U; von §, indem wir fest-

setzen:
z€A; wenn D (z)€ A4;.

Es sel etwa coxdy, coydo€U;. Dann ist
|D(cozdo) — Dicoydg)| S &
und folglich
|D(cxd)— D(cyd) = |D(c)(D ) — D) D d)]
= | D (¢) D7 (co) (D (cox do) — D (cyydy)) D~ (dy) D (d)|
= |D(Coxdo)“D(co’.‘/do)| se

Hieraus folgt sofort
lDQ" (de) - Dgn (Cyd)l < e

Die %, ..., %y sind also eine Teilung T {D,, (z), ¢} fiir alle g, 0.

Nachdem wir in Satz 3 einige Beispiele fastperiodischer Funktionen auf Halb-
gruppen kennengelehrnt haben, sollen nunmehr die wichtigsten Eigenschaften der
Menge der fastperiodischen Funktionen -angegeben werden.

Satz 4. Die Menge R aller fastperiodischen Funktionen auf § bildet einen ab-
geschlossenen linearen Raum.

Beweis: Ist f€R, so existiert nach Definition zu jedem &> 0 eine T {f(x), &}.
Fiir jede komplexe Zahl 470 ist T {f (), e} eine T{Af(x), |A|e}. Also ist Af€R.

Sind f,g€R und bilden die Mengen %, ..., U, eine T{}(x), &}, die Mengen
By, ..., Bw eine T{g(z), e}, so bilden die Mengen AinB; G =1,...,mj=1,...,m)
eine T{f(z) + g(x), 2¢}. Also folgt f + g€R.

R ist also ein linearer Raum.

! I8t D = {Dyo} eine Matrix, so setzen wir |[D| = V'3 | D,.[*.
ec
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Nun sei f;(z), fo(z), ... eine gleichmissig konvergente Folge fastperiodischer
Funktionen auf $ mit
lim f, (z) = [.(z).

f—>o0

Ist dann &> 0 beliebig vorgegeben, so bestimmen wir ein » mit
'fn(x)_f(x)l<§ fir alle z€$.

Ist dann Ay, ... %A, eine T{/fa(x), £/3}, 8o folgt aus

czd, ¢’ yd €N;
offenbar

If(czd) —f(cyd)| £ |/ (czd) — fa(czd)| + |fn(cxd) — fa (cyd)] + |}n(cyd) — | (cyd)]

3

IA

=8,

Ll m

d. h. es ist T {fn (z), &/3} eine T {f(z), ¢} und folglich ist f€R.
Es moge noch erwihnt werden, dass mit f, g€ R auch f-g€R gilt. Dies folgt
sofort aus der Tatsache, dass jede fastperiodische Funktion beschrinkt ist.

Satz 5. Ist f(z) fastperiodisch und sind a,b beliebige Elemente aus , so ist
f(azb) fastperiodisch.

Beweis: Es braucht nur bemerkt zu werden, dass jede T {f(z), ¢} auch eine
T{f(azb), ¢} ist.

Wir erkliren nun im Bereich R aller fastperiodischen Funktionen auf § eine
Transformation 7, (mit @ €$) durch '

1) Tuf(z) = f (wa).

Wegen Satz 5 geht bei Anwendung von T, der Raum R in sich iiber. Es ist aber
zupéichst nicht ausgeschlossen, dass die Menge 7' R, bestehend aus allen f(za), eine
echte Teilmenge von R ist. Offenbar ist

Ta(Af+ug)y=2ATaf+ uTeyg.

Die Transformationen 7T, sind also lineare Transformationen von R.
Wenn man wie iiblich das Produkt zweier Transformationen 7T, T durch

(TaTo)f = To(Tsf)
erkliirt, so gilt offenbar
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ToTo = Tas ’

d.h. die Menge aller T, bildet eine zu § homdomorphe Halbgruppe 5 Wenn a#b,
80 braucht nicht notwendig T T zu sein. Wenn aber T, = T} ist, so folgt aus
(1) fir jedes fastperiodische f (x) k

f@)=Taf (1) = Tof(1) = { (B).

Wir nennen eine Halbgruppe maximalfastperiodisch, wenn zu je zwei verschiedenen
Elementen a,b€$ eine fastperiodische Funktion f(x) mit f(a)# f(b) existiert. In
einer solchen Halbgruppe folgt aus a b notwendig Ty % T.

Satz 6. Die Transformationen
Tof(x) = f(za)

bilden eine zu § homéomorphe Halbgruppe f@ von linearen Transformationen von R in
stch. Ist Ty =Ty, so 18t fiir jede fastperiodische Funktion

f(a) = (b).

Wenn § maximalfastperiodisch 1ist, so sind § und @ isomorph.: 526

§ 2. Minimalteilungen.

In der Theorie der fastperiodischen Funktionen einer Gruppe hat sich der Be-
griff der minimalen Teilungen < {f(z), &} bewdhrt. Ein analoger Begriff spielt im
Falle der Halbgruppen eine fundamentale Rolle.

Definition: Ist f(x) fastperiodisch und ist £ >0 eine beliebig vorgebene Zahl,
so heisst ein System von endlich vielen Teilmengen %, ..., A von § eine Teilung
Z{f (z), ag, by, €}, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

1) Es ist

?IIU-"UQI,.=.§.

2) Fir beliebige ¢, d€ und beliebige z, y, welche beide in dem gleichen A;

liegen, gilt
|f(0ao$bod)—f(0“o?lbod)l Se.

3) Falls fiir gewisse ¢’, d’, z, y€H und fiir gewisses U;

czd,cyd e¥;
gilt, so soll
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@)~ /W) se
folgen.
Ist Ay, ..., Ap eine T {f(2), ag, by, ¢} und gilt fiir jede andere Teilung
z{f (z)7 alo’ b’o’ E}’
bestehend aus den Teilen Ui, ..., Wp, dass n' = n ist, so heisst T {f (), ap, by, &}
eine Mintmalteilung.

Satz 1. Jede fastperiodische Funktion f(x) besitzt zu beliebigem &> 0 eine Mi-
nimalteslung T {f (x), ao, by, €}.

Beweis: Jede T{f(z), e} (siche Definition in § 1) ist eine T{f(z), 1, 1, &},
wie man sofort nachpriift. Es existieren also sicher Teilungen < {f(z), ao, by, €}.
Unter ihnen gibt es sicher solche Teilungen mit einer kleinsten Anzahl » von
Teilen ;.

Die Elemente eines jeden Teiles ¥; einer Minimalteilung liegen in gewissem Sinne
yrelativ dicht in $“. Das bringt mit sich, dass jeder Teil U; sich quer durch die
gesamte Halbgruppe erstreckt. Dies ist die Aussage unsres '

Satz 2. Es sei ¥, ..., % eine Minimalteilung T {f (z), ay, by, £}. Dann gilt
filr beliebige a, b €9 und beliebiges 1 =1, ..., n

%;na@b;éo.

Beweis: Um den in der Einleitung formulierten kombinatorischen Hilfssatz an-
wenden zu konnen, gehen wir von unsrer Minimalteilung %;, ..., % aus und bilden
die Mengen

1) By =aay Ay bpd, ..., Ba=aaydnbyb.
Wir werden zeigen, dass eine Permutation j; der Zahlen s = 1, . . ., n existiert, so dass
@) %0 B;, % 0 i=1,...n
ist. Wenn dies bewiesen ist, so folgt unser Satz sofort aus der Bemerkung

Bj,ca b 1=1,...,n

Es werden irgendwelche By, ..., B; ausgewiihlt. Die iibrigen Mengen (1) seien
Bi, 1 - Bi,. Jetzt suchen wir alle U; auf, fiir die

(EB,'IUH-U%.")II%[,'#O

ist. Wir finden etwa %;, ..., %;

,- Wenn wir zeigen konnen, dass, von welchen

Mengen B auch immer man ausgeht, stets s = r ist, so kann der kombinatorische
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Hilfssatz angewandt werden, und es folgt die Existenz einer Permutation j;, so dass
(2) richtig ist.
Um r = s zu zeigen, beachten wir zuniichst, dass
(3) Biu--uB,cWjn---n¥,.
Nun werden gewisse s Teilmengen €, erklirt durch:

€€, dann und nur dann, wenn aayzbyb€;,.
Das System von Mengen
4) ST N PR
ist nun eine I {f (x), apaay, bybby, ef. Wir zeigen z. B., dass

CuuGui;, v v = 9.
Es ist
%Ii,u~~~u2[.-,0%l,-,+1u~-0ﬂ,fn=@.

Wir miissen also zeigen, dass
A, v v € u--vE,.

Sei also z€ %ﬂ. Dann ist
aayzbyb€B;,

und folglich wegen (3) fiir geeignetes v

aayrbybe;
d. h. es ist
z€C,.

Die andren beiden Bedingungen, welche die Mengen (4) definitionsgemass erfiillen miissen,
damit sie eine T {f (z), @gaao, bybb,, £} bilden, lassen sich ebenfalls ganz leicht unter-
suchen (siehe [4]).
Da die Uy, ..., A, eine Minimalteilung bilden, muss notwendig
s+n—r2mn,

also
s2r

sein. Genau dies war noch nachzuweisen.

Die soeben erhaltenen Resultate kénnen dazu‘dienen, die Existenz eines Integral-
mittelwertes M. {f (z)} fiir jede auf einer Halbgruppe § fastperiodische Funktion / (z)
zu beweisen (siehe [4]). Dieser Integralmittelwert hat alle Eigenschaften, die man
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verniinftigerweise erwarten kann. Insbesondere gilt auch M, {f(z)} >0, falls f (z) = 0
und f(z)=0. Ich gehe auf die Mittelwerttheorie nicht ein, da wir sie nicht be-
nétigen werden.

Es soll nun der Begriff der Minimalteilung einer etwas genaueren Betrachtung
unterzogen werden. Dazu bendtigen wir einen Hilfssatz, der auch an sich interes-
sant ist.

Satz 3. Gilt fir die fastperiodische Funktion [ (x), geeignete feste Elemente a, b€
und fir die Zakl € >0

|fazb)| < ¢ z beliebig €9,
80 gilt auch
[f=)] e x beliebig € §.

Beweis: Es sei § >0 beliebig vorgegeben, weiter sei %,, ..., A, eine minimale
T{f (), ay, by, €. Dann existieren nach Satz 2 zu jedem festen, aber beliebigem
z€§ ein Element %; und eine Teilmenge 2 so dass

2, hi € ki = akib.
Fiir das betreffende z haben wir dann die Abschitzung
I @) 2 |f (@) —F )| + |/ (a ki)

< £ + &

Da &> 0 beliebig war, so folgt die Behauptung.

Satz 4. Ist f(z) fastperiodisch auf ), so ist jede minimale T {f (), ay, by, €} eine
Telung T{f (@), 1, 1, &}.

Beweis: Besteht die minimale T {f(z), ao, by, ¢} aus den Teilen U;, ..., As,
so gilt wegen der Bedingung 2 in der Definition dieses Paragraphen fiir z, y€%;
und beliebige ¢, d €D

(5) [f(capzbyd)—f(cagybod)| < .

Wir miissen zeigen, dass diese Ungleichung richtig bleibt, falls @y = by = 1 gesetzt
wird. Zu diesem Zwecke halten wir in f(caqzbyd) —f(cagy by d) zunichst die Ele-
mente z, ¥, ay, by, @ fest und fassen diesen Ausdruck als fastperiodische Funktion von
¢ auf. Aus Satz 3 folgt dann, dass man in (5) @y = 1 setzen darf. Entsprechend
zeigt man, dass by = 1 gesetzt werden kann.

Das Resultat des Satz 4 ist recht merkwiirdig. Es zeigt nachtriglich, dass man
die minimalen Teilungen auch etwas einfacher als Teilungen ¥ {f(z), 1, 1, &} hitte
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erkliren konnen, die aus moglichst wenig Teilen U; bestehen. Jedoch wire man bei
dieser Definition beim Beweis des Satzes 2 auf Schwierigkeiten gestossen.

Es mag an dieser Stelle noch erwihnt werden, dass sich die Theorie der fast-
periodischen Funktionen natiirlich auch dann durchfithren lésst, wenn man nicht
verlangt, dass die Halbgruppe ein 1-Element enthalt. Bei der Definition von
,fastperiodisch” miisste man dann nur die Teilungen T {f(z), &} durch Teilungen
TAf (@), ag, by €} ersetzen. Der Satz 4 zeigt, dass man dieselben Funktionen als fast-
periodisch erhilt, wenn man verlangt, dass zu jedem &> 0 eine < {f(z), 1, 1, &} exi-
stieren soll; d. h. in Bedingung 2 auf 8. 39 diitfen a, und b, fortgelassen werden.

Mit Hilfe der Sitze 2 und 4 beweisen wir einen Satz, welchen wir bei den
weiteren Erorterungen stindig verwenden werden.

Satz 5. Ist f(x) eine auf § fastperiodische Funktion, und sind e>0 sowie z, ¢, b€ H
willkiirlich, aber fest gewdhlt, so existiert ein x’, fiir das

(6) [fcxd)—f(caz’'bd)| S ¢
ber beltebrgen ¢, d €S richtig ist.

Beweis: Es sei A,y ..., Ay eine Minimalteilung T {f (x), 1, 1, &} (man beachte
Satz 4!). Das x liegt in einem ;. In diesem U; existiert nach Satz 2 ein Element
az’'b. Aus der Bedingung 2 der Definition dieses Paragraphen folgt (6).

§ 3. Konstruktion einer Hilfsfunktion.

Wire § eine Gruppe-und f(z) eine Funktion auf §), so kénnte man ohne weiteres
die Funktion

(1) - fley ) =f(z, )

bilden. Diese Tatsache wird in der Theorie der fastperiodischen Funktionen auf Gruppen
kriftig ausgenutzt, und zwar vor allem bei der Definition der Faltung zweier Funk-
tionen f(z) und g(z). Man setzt bekanntlich

fX g @) =Myif(@yt) g (¥)}

Wenn aber § keine Gruppe ist, so kann man nicht ohne weiteres y~! bilden und
folglich weder f(zy ') noch die Faltung f X g erkliren.

Jedoch ist es moglich, auf jeder Halbgruppe § eine Funktion f(z, y) von zwei
Variablen z, y € anzugeben, welche dieselben formalen Eigenschaften wie (1) hat,
nimlich:
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1) f(z, y) ist fastperiodische Funktion von x fiir jedes feste y.

2) f(=z, 1) = f(x) fiir alle z

3) f(za, ya) = [ (z, y) fir alle =, y, a.
Wir werden in diesem Paragraphen die Existenz einer solchen Funktion beweisen.
Ausserdem zeigt sich, dass sie durch ihre 3 Eigenschaften eindeutig bestimmt ist.

Zunichst konstruieren wir, ausgehend von der fastperiodischen Funktion f{z)
eine Funktion f(z, y), die fiir jedes &¢>0 niherungsweise die geforderten Eigen-
schaften besitzt. Wir halten y fest und wihlen fiir jedes £ >0 ein ¢, sodass fiir
alle ¢, d€$

(2) [f(cd)—fleyy' D) S e

Ein solches y’ existiert; dies entnimmt man § 2 Satz 5. (Man hat dort z=1, a=y,
b =1 zu setzen, dann ist y' = z'.) Wir erkliren nun

@) fe(@, ) = (=zy).

Zwar ist 3 an sich nicht eindeutig bestimmt, nachdem wir aber y' gemiss (2) zu
jedem &>0 hinzugewshlt haben, ist f.(z, y) fiir jedes y eine wohlbestimmte fast-
periodische Funktion von x (§ 1 Satz 5).

Satz 1. Es ust fir beliebige ¢, e3> 0-
I/El (2}, y) __fez (.’E, y), £ € + €.
Beweis: Es sel etwa
fﬁ (x; ?/) = /(xyi) /3: (xi y) = /(zyé)
Wir wenden § 2 Satz 5 an, indem wir dort & durch ein beliebiges £§>0, a und ¢
durch 1, b durch y und schliesslich d einmal durch y; und das andere mal durch
y2 ersetzen. Wir erhalten
|/ @) — [ @v2)| < | (yi) — f @ yy)| + |f (@ yy1) — [ (@)]
+ @)~ f @ yy)| + |f (@ yye) — [ (z92)|
SE+|H@yn) — @)+ @)= @'y + &
Hierin ist nun

/(@' yy)) — @) < g

wegen (2) (man hat d =1 und ¢ = 2’ zu setzen). Entsprechend ergibt sich

I/ @) —f@ yy2)| < &a
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Insgesamt also
[f(@y1) — fley2)| S 28 + &1 + &
Hierin ist £ > 0 beliebig, es folgt somit unser Satz.

Satz 2. Die Funktionen f.(z,y) konvergieren fiir ¢ — 0 gleichmdssig gegen éine
Grenzfunktion
[, y) = lim f; (z, y).
&0

Es st f(x, y) bet festem y€H eine fastperiodische Funktion von .

Beweis: Dass die Folge gleichmiissig konvergiert, entnehmen wir dem Satz 1.
Die Fastperiodizitit von f(x, y). folgt aus § 1 Satz 4.

Satz 3. Es st
f(z, 1) = f(=z).

Beweis: Aus der Definition (2) von ¥, angewandt auf den Fall y =1 und
aus (3) folgt sofort

Ife (@, ) —f@)| = |/ (@) — ()| S &.

Lisst man ¢ gegen O gehen, so folgt die Behauptung.
Satz 4. FEs st
f(za, ya)=f(z, y).

Beweis: Es sei fiir e >0 etwa

fe(za, ya) = | (za(ya)) fe (@, ¥} = [ (@¥').

Wir wenden § 2 Satz 5 an und zwar setzen wir ¢ = 1, ebenso das in diesem Satz
auftretende ¢ =1, b = y und d einmal = a(ya)’, das andre mal =y’. Wir erhalten

|/ zawa))— 1@y} 2 |f(@awaey)—f (= yayay)l
+ i@ yawa))—f@)| +|f@)—f@@yy)l
+ & yy')—f (=)
Setif@yaway)—f@) +|f@)—f@yy) + e

Nun ist aber nach der Definition (2) von g’ fiir ¢ =2 und d = 1
| @) —f@yy)| S e
Ganz entsprechend folgt

[f@)—f(x'yaway)| S .
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Insgesamt finden wir
[fe (@a, ya) —fo (=, 9)| = |/ (@a(ya)) — f (zy')| < 4e.

Lisst man & gegen Null streben, so folgt unser Satz.

Wir haben jetzt also gezeigt, dass zu jeder fastperiodischen Funktion f(z) eine
Funktion f(z,y) existiert, welche die am Anfang dieses Paragraphen geforderten
Eigenschaften besitzt. Wir wollen jetzt zeigen, dass f(z, ¥) durch diese Eigenschaften
eindeutig bestimmt ist. Dazu leiten wir zuniichst einen allgemeinen Satz her.

Satz 5. Sind f(z) und g (z) fastperiodische Funktionen auf £ und existiert ein
y€PD, so dass

f(zy) = 9(zy) fir alle z€9,
so st
/(=)= g(z).
Beweis: Wir geben &> 0 beliebig vor und wenden § 2 Satz 5 mit a=c=d=1
und b =y an auf die Funktion
h(z) = f (z) — g ().
Wir finden
[k (@)| = k(z)—h(@'y)| <e.
Da ¢>0 beliebig war, folgt, dass A(z)=0 ist und also ergibt sich unsere Be-
hauptung.

Satz 6. Ist f(z) eine fastperiodische Funktion, so existiert eine Funktion [(z, y),
welche folgende Eigenschaften hat:

1) f(x, y) ist fastperiodisch in z fiir jedes y.

2) f(= 1) = (@)

3) H(za,ya) =[(z, )

f(x, y) ist durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmd.

Beweis: Die Existenzaussage ist durch die Sitze 2, 3, 4 bereits als richtig er-
kannt. Um die Eindeutigkeit zu beweisen, nehmen wir an, ¢ (x, y) sei irgend eine
Funktion, welche dieselben drei Eigenschaften wie f(z, y) besitzt. Halten wir dann
y fest, so gilt

Py, 1) =9 1) = @) =z 1) = [ @y, ).
Wegen Satz 5 ist also

@ y) =/(29)
w.z. b.w.
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Als Anwendung der Eindeutigkeitsaussage des Satzes 6 leiten wir einen Hilfssatz
her, der fiir spiitere Zwecke niitzlich sein wird.

Satz 7. Gilt fir zwei fastperiodische Funktionen f(z) und g (x)
lf@)—g@) e fiir alle x€$,
so st auch
lf@, y) =gz, y)|Ze fir alle z, y€9.

Beweis: Wir setzen

(@) —g(z) = h(z).
Wegen Satz 6 ist

ez, 9)—9g(x, y) = k(z,y).
Gemiss Definition von A (2, y) gilt

h(z, y) = lim k (zy’).
&=>0

Folglich ist |h(z, )| S &, w.z. b.w.

Wir sind nun in die Lage versetzt, die Theorie der fastperiodischen Funktionen
auf Halbgruppen auf verschiedenste Weise zu Ende fiihren zu konnen. Beispiclsweise
kann man (f (z, y) ist auch in y fastperiodisch!)

fXg@)=M{f(x, v)9 ()

setzen. Man fithrt nun die gesamte Theorie genau so durch, wie es im Falle der
fastperiodischen Funktionen auf Gruppen iiblich ist. Man zeigt, dass die fastperiodischen
Funktionen ein hyperkomplexes System iiber dem Kérper der komplexen Zahlen (mit
im allgemeinen nicht abzihlbarer Basis) bilden, wenn man die Addition durch f + ¢
und die Multiplikation durch f X ¢ erklirt. Man zerlegt dieses System in minimale
(abgeschlossene) Rechtsideale und zeigt, dass diese simtlich eine endliche Basis be-
sitzen. Damit ist alles wesentliche geleistet. Beziiglich Einzelheiten verweise ich auf
3] oder irgendwelche Abhandlungen {iber fastperiodische Funktionen auf Gruppen.
Die geringfiigigen Modifikationen, welche bei der Ubersetzung der bekannten Beweise
in die Sprache der Halbgruppen angebracht werden miissen, bereiten keinerlei Schwierig-
keiten.

Eine andere Moglichkeit, die Theorie durchzufithren, beruht auf folgender Be-
merkung. Die Funktion f(, ) ist nicht nur fastperiodisch in z und in y, vielmehr
ist f(z, y) auch fastperiodisch als Funktion der Elemente (z, y) der Halbgruppe § X £.
Hieraus folgert man ohne Schwierigkeit, dass der Operator

u (z) > My {f (=, y)u ()}
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vollstetig ist. Somit kann man die allgemeine von Rellich [1] angegebene Theorie
vollstetiger Operatoren in Anwendung bringen. Dass sich die Eigenfunktionen des Ope-
rators durch die Koeffizienten unitirer Darstellungen D (z) = {D,, (z)} der Halbgruppe
linear kombinieren lassen, folgt sofort aus der Invarianz f(za, ya) = f (x, ¥) unsrer
Funktion f(z, y).

Wir wollen keinen dieser beiden Wege weiter verfolgen, vielmehr werden wir alle
Hauptsitze iiber fastperiodische Funktionen auf Halbgruppen aus den entsprechenden
Siitzen iiber fastperiodische Funktionen auf Gruppen herleiten., Damit werden wir
dann nicht nur dieselben Resultate erhalten haben wie sie die oben angedeuteten
Theorien liefern, wir werden vielmehr dariiber hinausgehend auch erkennen, in welcher
Beziehung die fastperiodischen Funktionen auf Halbgruppen zu solchen auf Gruppen
stehen.

§ .4. Die zu einer Halbgruppe gehirige Gruppe.

In § 1 haben wir erkannt, dass den Transformationen

Taf(x) = f(za)
der Menge R aller auf § fastperiodischen Funktionen in sich eine zu § homéomorphe
Halbgruppe £ von linearen Transformationen bilden. Wir zeigen nun
Satz 1. Die linearen Transformationen Tae.ﬁ sind umkehrbareindeutige Abbil-

dungen von R auf sich.
Beweis: Es geniigt, festzustellen, dass eine beliebig vorgegebene Funktion f(x) € B
als Bild der Funktion f(z, a) bei der Abbildung 7, aufgefasst werden kann:
Taf($, a’) = f(xa’, a) = /(Z, 1) = /(Z)'
Gibe es ausser f(z, a) eine Funktion ¢ (z), fiir die ebenfalls
Tag(2) = @ (za) =/ (x)
gilt, so miisste doch nach § 3 Satz 5

¢ @) ={(z a)

sein.,

Satz 2. Die Elemente Tae.é erzeugen eine Gruppe & von linearen Transforma-
tionen von R auf sich. Diese Gruppe heisse die zu § gehorige Gruppe.

Beweis: Die Menge aller eineindeutigen Abbildungen von R auf sich bilden
eine Gru;pe, die wegen Satz 1 die Halbgruppe .85 umfasst. Offenbar ist & die kleinste
ihrer Untergruppen, die 8:3 umfasst,
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Aus Satz 2 ldsst sich ein interessanter Schluss ziehen.

Satz 3. Ist § mazimalfastperiodisch, so kann  in eine Gruppe & eingebettet
werden. Man kann & so wihlen, dass GG,

Beweis: Nach § 1 Satz 6 ist @26 Identifiziert man die Elemente von £
und .6, so umfasst die zu § gehorige Gruppe & die Halbgruppe $.

Wir zeigen nun, dass in Hinblick auf die fastperiodischen Funktionen von § die
Halbgruppé $ in @ iberall dicht liegt.

Satz 4. Ist f(x) eine fastperiodische Funktion auf . ¢ eine beliebige Zahl >0
und ist T€®, dann existiert eine Transformation T'E.S::) so dass

|ITf@)—T f@)| e fiir alle z€9.
Beweis: Weil .S:S die Gruppe & erzeugt, darf angenommen werden, dass

1) T=7Ta T ToTs' Ta;, T, €9.
Ist

T="T.1:",
so hat man

Tf()={(=za,b)

Aus der Definition in § 3 Satz 2 und aus § 3 (3) folgt, dass in § ein b’ existiert,
so dass

|/ (xa, b)) —f(xab)| < e.
Also ist

|TaT5 f (@) — Tu Ty f (@)] S &.

In diesem Falle hat man also 7" = Ta Ty zu setzen.

Unser Satz wird nun durch Induktion nach n bewiesen. Es sei also unser Satz
fiir alle €e>0 und alle 7 = Te,_, Tz,_nl_l---Ta1 Tb_ll bewiesen. Wir zeigen jetzt, dass
er auch fiir solche TG@, welche die Gestalt (1) haben, richtig ist. Sei also >0

vorgegeben. Dann ist es nach Voraussetzung méglich, in 5 ein Element T, so zu
bestimmen, dass

2) | Tayy To o T T f (2) — To f (2)] < ; T, €.

Jetzt werde ein TIES derart ausgewshlt, dass

(3) | T, T5,! (Tof @) — T1 (Tof @)| < 5 -

4 — 632081 Acta mathematica. 87
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Wir setzen Ty Ty = I und haben
|Ti@)— T f@)| < | Tay Try (Tan_y Tont s T T @) — T T3} (T £ (2) |
+ | Loy Th,, Tof (@) — T" f )]
Setzt man
Top s Tony - Ta Ty 1 (2) = 9 (@), Tof (@) = p(a),
so folgt aus (2)

DO,

lp@) —y()| =

Offenbar ist
To,Ts, ¢ (%) = @ (2 n, bn)
T, To ¥ (2) = 9 (z0n, ba).

Aus § 3 Satz 7 entnehmen wir also
‘T“nTb—iulﬁv(x)'—Ta,,Tg,-‘ltp(z)! =< g

Benutzen wir noch (3), ao folgt aus (4)

|Tf(@)—T'f@2)|<e Teh
W.z. b.w.
Aus dem soeben bewiesenen Satz ziehen wir sofort eine Folgerung.

Satz 5. Wenn sich zwer fastperiodische Funktionen f(z) und g (z) iberall auf
um hiochstens & unterscheiden

lf@)—g(@)|se z beliebig €9,

so gilt auch bei belichigem T €@
|Tfe)—Tg@)|=se

Beweis: Da T€® eine lineare Transformation ist, braucht nur | 7 (f(z)—g(x))| S ¢
gezeigt zu werden. Es sei nun > 0 beliebig angenommen. Wir bestimmen dann
gemiiss Satz 4 ein T’e.ﬁ, 8o dass

IT(@—9@)—T (f@—g@)| &

Sicherlich gilt der zu beweisende Satz fiir alle Transformationen aus 6 Deshalb
konnen wir folgendermassen abschitzen
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|IT{@)—To@| 2 |T(f@—g@)—T' (f@—g@)|+|1'f(@2)—T"g ()|

Séi+te

Weil & beliebig war, folgt unser Satz.

Ausgehend von einer beliebigen fastperiodischen Funktion f(z) auf § werden wir
jetzt eine entsprechende fastperiodische Funktion auf der Gruppe ® erkliren. Ist T
ein beliebiges Element aus @, 80 definieren wir zunichst durch

Tf@) =9
eine Funktion ¢ (z) und setzen

(5) f(I) =)

Statt dessen werden wir auch die Schreibweise

f(M)=1TQ)
benutzen.
Satz 6. Die soeben, ausgehend von der auf  fastperiodischen Funktion f(x), fir
alle T€® erklarte Funktion f(T) = TF(1) ist auf der Gruppe ® fastperiodisch. Es ist
F(T) = f (@) fiir jedes To€$.

A

Beweis: Wir zeigen, dass zu jedem &> 0 Teilmengen @I,, e %, von © exi-
stieren, welche folgende Eigenschaften haben:

o) Es ist i(lu-'-uﬁn - 6.
pg) Sind U, Ve ® irgendwelche Elemente und gibt es ein 4 (¢=1 oder . . . oder = n),
8o dass

U, VE?L',
so ist fiir alle 7

F(TU)—f(TV)|<e.

Aus der Existenz solcher Uberdeckungen QAII, - %, von & folgt nach § 1 Satz 2
die Fastperiodizitit von ;‘

Es sei also £>0 beliebig vorgegeben. Dann bestimmen wir eine % {f(z), ¢/3}
bestehend aus den Teilmengen ¥, ..., %A, von §. Ist nun 7 irgendein Element aus
&, so wihlen wir gemsss Satz 4 ein Element .T’G,%, so dass

(6) IT/@)—T'f@)] <5

Weil T'E.@, gibt es ein g €%, so dass
) =T,
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Wir setzen nunmehr fest, dass
(8) Ted;, wenn a€W;.
Offenbar ist die obige Forderung «) erfullt:

9qA LU---U €A =G

Um nun auch die Forderung f) zu untersuchen, nehmen wir an, dass U, Ved.
Dann bestimmen wir gemiss (6), (7) und (8) Elemente u, v der Halbgruppe £, welche
in ; liegen, so dass

U@~ Tui@I S5 [Vi@—To/@|sg u, ved,.
Es ergibt sich

|Uf@)— V@) < |Uf@)—Tuf @)] + |f (@) —f@o)| + |Tof () — V { (@)

£
+ 2+
3

IIA
wWim

= &.

W m

Wegen Satz 5 ist dann auch fiir beliebige Te®
|TUf(@@)—TVi@)| e
Aus der Definition (5) von f folgt
f@oy—iav)lse

Also ist ]“ fastperiodisch auf @.
Die letzte Behauptung unsres Satzes erkennt man sofort als richtig, wenn man
auf die Definition von f zuriickgeht. Es sei a € beliebig. Dann ist

¢ (@)= Taf(z) = [ (za)
und

@ (1) = [ (Ts) = f(a),
w.z. b. w.

Wir beweisen nun eine Art Umkehrung des Satzes 6.
Satz 7. Ist F(T) eine auf ¢} Jastperiodische Funktion, so st

f(@) = F (Te) T, €9
eine auf  fastperiodische Funktion von z. Es ist

(9) F(T) = {(T).
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Beweis: Es sei 9, ..., %, eine T{F (T), e}. Wir setzen fest:
z€N; wenn T,ed; 1=1,2, ..., n
Ist dann cozdy, coydy € Wi, so gilt wegen § 1 Satz 1
If (cxd) — f(cyd)| = | F (Teza) — F (Teya)|
= | P (T T2 Topoa, T, Ta) — F (To T3, Topya, Ta," Td)|

fe

fir alle ¢, d€$. Damit ist die erste Aussage des Satzes bewiesen.
Um auch die zweite herzuleiten, denken wir uns wieder die T'€® folgender-
massen aufgeschrieben:

T =7, Ty To Ty Ta, Ty, €9.
Aus
f(z) = F (T%)
kénnen wir folgern, dass
(10) f(z, y) = F(T, T;").

Denn offenbar ist F(T,T1") = f (z), F(TsaTya) = F(T,T,") und F (T, T;") ist fast-

periodische Funktion von z, weil F(T T, ') fastperiodische Funktion von 7T ist. Aus
§ 3 Satz 6 folgt (10). Es ist aber

f@ y) =Ty f(z) =T, Ty [ (1).
Wir haben also

F(T) = {(T) fir T =T, T,"

bewiesen. Nun wenden wir Induktion nach » an. Es sei also (9) bewiesen fiir alle
fastperiodischen Funktionen F auf & und alle

To= T, Ty T, Tyt festes n.
Offenbar ist F (T T,) fastperiodisch in 7. Setzt man
@ (@) = F (T Th),
so folgt unter zweimaliger Benutzung-unsrer Induktionsannahme
F(T.T," Ta) = (T 1y") = Tu13 ¢ (1) = T 15 F(Tw)
= To Ty F(Tw) = T T3 Tuf (1)

= T, Ty T,)
w. z. b. w.
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Wir haben also eingesehen, dass sich die fastperiodischen Funktionen auf § und
auf @ umkehrbareindeutig entsprechen.

Satz 8. Man kann die fastperiodischen Funktionen | auf D und F auf & um-
kehrbareindeutig so auf etnander abbilden

(11) f(z)— F(T),
dass X
F(T)={(T) und f[(z)=F(Ts)
wird. Die Abbildung (11) ist eine lineare Transformaition, d.h.:
Ist f«— F und g« @, so gilt fiir beliebige komplexe Zahlen 1, u
Af+ug—AF + uG.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass (11) eine lineare Transformation ist. Setzen
wir etwa

(12) A (@) + pg (@) = @ (2),

dann ist das Bild von ¢ (z) bei der Abbildung (11) offenbar
O(T)=¢(T)=Te()

Aus (12) folgt, da T eine lineare Transformation ist

TeM)=ATIM)+uTg(1)

=AF(T)+ uG(T).
Also
D(T)=2F(T)+ uG(T),
w.z. b.w.

§ 5. Die Hauptsiitze.

Das wesentliche Ergebnis der Theorie fastperiodischer Funktionen im Falle der
Halbgruppen wie auch bei Gruppen ist die Feststellung des Zusammenhangs zwischen
fastperiodischen Funktionen und unitiren Darstellungen. Bevor wir den in der Ein-
leitung bereits formulierten Approximationssatz beweisen, soll ein Resultat iiber unitire
Darstellungen der Halbgruppe § hergeleitet werden, welches zwar nicht zum Beweis
des Approximationssatzes voll benétigt wird, das aber zum Verstindnis der vor-
liegenden Verhiltnisse beitragen kann,
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Satz 1. Ist D(z) = {Dyo(x)} eine unitire Darstellung der Halbgruppe 9, so ist
D (T) = {Dyo (T)} eine unitire Darstellung von & und es gilt

D(T.) = D (x).

Ist umgekehrt ﬁ(T) eine unitire Darstellung von &, so dst D(x) = j)(Tx) eine unitire
Darstellung von § und es gilt, falls D (x) = {Dys (%)}

{ Do (T)} = D (D).

Beweis: Nach § 1 Satz 3 sind die Koeffizienten Dy, (%) einer unitiren Dar-
stellung D (z) fastperiodische Funktionen auf §. Nach § 4 Satz 8 ist also

D(T) = { Do (T)) Ted

wohlbestimmt. Wir haben nur zi zeigen, dass die Matrizen D (T) eine Darstellung von
& bilden, und dass diese Darstellung unitir ist. Offenbar ist nach § 4 Satz 8

D (T2) = {Deo (T2)} = D (2) T.€$.
Da .\3 wegen § 1 Satz 6 zu § homéomorph ist, folgt

D(T.) D(Ty) = D(T.Ty) fiir alle z, y €9,
oder
1) 21‘)@, (T2) Do (Ty) = Dyo (T Ty).

Fiir festes y€$ bedeutet (1) eine lineare Relation zwischen fastperiodischen Funk-

tionen von z. Ersetzt man die T, durch beliebige Elemente S E@, 80 muss, wegen
§ 4 Satz 8, diese Relation erhalten bleiben:

@) gﬁe. (8) Dya (Ty) = Dpo (STy).

Bei festem S und variablem y€$§) bedeutet auch (2) wieder eine lineare Relation
zwischen fastperiodischen Funktionen von y auf §. Wie eben erschliessen wir, dass

wir die T durch beliebige Te® ersetzen diirfen:
3 Do (8) Do (T) = Do (ST),

oder X i . .
D@S)D(T)=D(ST) S, Te®.

Weil jedes Te® in der Gestalt
T="T,T; - TsTy!
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geschrieben werden kann, ist

D(T) = D (za) D" () - - - D (@) D™ ().
Alle Matrizen in dem Produkt der rechten Seite sind unitir, also ist auch die Dar-
stellung D (T') unitir.

Wenn andrerseits j)(T) eine unitire Darstellung von & ist, so ist offensichtlich
D(z) = D (T;) eine unitire Darstellung von §. Die soeben angestellten Uberlegungen,
welche zeigten, dass (wenn D (z) = {D,o(2)} und T = Ty, T,,—,‘1-~-Tzl T;.! angenommen
wird)

{Deo (T)} = D (@a) D~ (yn) - D (1) D~ ()
ist, liefern uns nun wegen
D (@n) D (yn) - D (21) D~ (1) = D(T)

die letzte Behanptung unsres Satzes.
Wir beweisen nun den Hauptsatz der Theorie.

Satz 2. Approximationssatz. Jede auf § fastperiodische Funktion f(x) lisst
sich beliebig genau und gleichmiissvg durch Awusdriicke

5

=21 z ?i 00 Di’ ¢o (x)

[ e, 0=1
approximieren. Dabei bedeuten die D; oo (x) die Koeffizienten geeigneter unstirer Dar-
stellungen D; (z) = {Di, 00 (x)} von  und die yi, o0 sind geeignete komplewe Zahlen.

Beweis: Wir bestimmen zu f(z) gemiss § 4 Satz 8 die entsprechende Funk-
tion F(T) auf ®. TFiir den Fall fastperiodischer Funktionen auf Gruppen ist der
Approximationssatz bereits bewiesen (siche Einleitung). Es gibt also zu vorgegebenem
&> 0 gewisse unitire Darstellungen Dy (T) = (D1, 0o (D)}, - .., D, () = {Dn, oo (T)} und
komplexe Zahlen y;, 0 (¢ =1,...,m0 0=1,...8), so dass fiir alle Te

IF(D) =3 3 vieoDieDlse

1=1 ¢, 0=

Dies gilt insbesondere fiir alle Tz€.§. Wegen Satz 1 und § 4 Satz 8 ergibt sich
fir T=7T,

| (@) — i iIYi,eaDi,qa(z)l <e

i=1 g, 0=

Dabei sind die D;(x) = {D;, 0 (z)} unitire Darstellungen von §.
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Nachdem wir den wichtigsten Satz unsrer Theorie nunmehr vollstindig bewiesen
haben, will ich iiber weitere Ergebnisse nur noch kurz berichten; ausfiihrliche Be-
weise diirften deshalb unnétig sein, weil sich die Verhiltnisse auf Halbgruppen von
denen auf Gruppen fast garnicht unterscheiden.

Man sieht leicht, dass jede unitdre Darstellung einer Halbgruppe § in irreduzible
Darstellungen aufgespalten werden kann (z. B. unter Benutzung von Satz 1 oder di-
rekt, genau so wie bei Gruppen). Man kann also ein vollstindiges System iniiqui-
valenter irreduzibler unitirer Darstellungen

e DO (@) = (DR (@)}, ...

sich ein fiir alle mal bestimmt denken. Die diesen D® (x) gemiiss Satz 1 entspre-

chenden Darstellungen D® (T) von & sind dann ebenfalls irreduzibel und sie bilden
ein vollstindiges System irreduzibler indquivalenter unitirer Darstellungen von 8.

Es wurde bereits in § 2 erwihnt, dass jede fastperiodische Funktion f(z) auf §
einen Mittelwert M, {f (z)} besitzt. Offenbar gilt

(3) M Af(z)} = Mz {F (T)}.
Man setzt
a0 = M, f (@) D (@)}

und nennt die Matrizen 4 = {ag’g} die Fouriermatrizen von f(z). Die symbolische

Summe
) f @)~ 38 Y oy Dis ()

heisst die Fourierrethe von f(x). Aus (3) folgt, dass f(z) und F (T) die gleichen
Fouriermatrizen besitzen. Der Satz, dass F (T) durch die Fouriermatrizen 4® ein-
deutig bestimmt ist, iibertrigt sich sofort auf Halbgruppen. Die Fourierreihe (4)
bestimmt die fastperiodische Funktion f(x) eindeutig.

Auf Gruppen & gilt die Vollstindigkeitsrelation, also

Mz {|F(T)F} = 3 ™4
Wegen (3) folgt sofort, dass auch auf Halbgruppen die Vollstandigkeitsrelation

M Al @)} = s | AW}
Giltigkeit hat.
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