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Der Begriff ,,fastperiodische Funktion", der urspriinghch yon H. Bohr nur fiir 

Funktionen einer reellen Variablen geschaffen wurde, liisst sich nach v. Neumann [2] 

auch fiir Funktionen auf Gruppen erkl~ren, und eine ausfiihrhche Theorie dieser 

Funktionen hat sich entwickelt [3]. In der vorhegenden Abhandlung wird gezeigt, 

dass man auch fiir Funktionen der Elemente einer Halbgruppe den Begriff ,,fast- 

periodisch" definieren kann (w 1). Die in diesem Sinne fastperiodischen Funktionen 

sind identisch mit den nach v. Neumann fastperiodischen Funktionen, wenn die Halb- 

gruppe eine Gruppe ist. Fiir die faatperiodischen Funktionen einer Halbgruppe gelten 

wSrtlich dieselben S~tze wie fiir die fastperiodischen Funktionen auf Gruppen. Wit 

werden insbesondere in w 5 den folgenden Approximationssatz beweisen: Jede auf einer 

Halbgmppe ~ fastperiodische Funktion ] (x) l~sst sich gleichm~ssig und beliebig genau 

dutch Ausdriicke 

n gi 

Z Z Vl, qoD~,,o (x) 
i = l  ~, a = l  

approximieren. Dabei bedeuten die Di, qo(x) die Koeffizienten geeigneter unit~trer 

DarsteUungen Di (x) = {DI, Q, (x)} von ~ und die yi, Q, sind geeignete komplexe Zahlen. 

Wenn ~ speziell eine Gruppe ist, so ist dies der bekannte Approximationssatz der 

v. Neumannschen Theorie. 

Der Beweis des Approximationssatzes fiir fastperiodische Funktionen einer Halb- 

gruppe wird von uns dadurch gefiihrt werden, dass wit den fastperiodischen Funk- 

tionen der Halbgruppe umkehrbareindeutig die fastperiodischen Funktionen einer ge- 

wissen zu ~ gehSrigen Gruppe (~ zuordnen. Anwendung des v. Neumannschen Ap- 

proximationssatzes auf die fastperiodischen Funktionen yon ~ hefert dann unmittelbar 

auch den Approximationssatz fiir die Funktionen auf ~. 
3 - - 6 3 2 0 8 1  Acta mathematica. 87 Lars 1952. 
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Die eigentliche Schwierigkeit besteht in der Konstruktion der Gruppe (~ (w 4). 

Ihre Elemente sind umkehrbareindeutige lineare Transformationen der Menge der 

fastperiodischen Funktionen auf 5), und zwar wird ~ durch die Transformationen 

T~f(x) = / ( x a )  a e ~  

erzeugt. In w 3 wird gezeigt, dass zu diesen Transformationen Ta inverse Trans- 

formationen existieren. 

Als wichtigstes Werkzeug benStigen wir bei unsren Untersuchungen einen ]com- 

binatorischen Hil/ssatz: Es seien eine Menge 0, irgendwelehe n Teilmengen ~I1, . . . ,  

und andere n Teilmengen !~ 1 . . . . .  !~n yon ~ gegeben. Nun w~hle man irgendwelche 

Mengen ~ i , . . . ,  !~9 aus. Wenn die Anzahl sa l le r  ~i mit 

stets _>-r ist, wie man aueh immer r und wie man aueh immer die ~i,, . . . ,  !~i r 

ausw~hlt, so existiert eine Permutation ~'i der Zahlen i = 1, . . . ,  n, so dass 

n ~ i  ~ 0 fiir alle i = 1 . . . . .  n. 

Wegen eines Beweises siehe z.B.  [3]. 

Dieser Satz kann u.a. benutzt werden, um zu zeigen, dass jede fastperiodisehe 

Funktion auf einer Halbgruppe einen Integralmittelwert besitzt [4]. Jedoch machen 

wit yon diesem Mittelwert in vorliegender Abhandlung nicht Gebrauch. Es will mir 

scheinen, als gew~nne man einen besseren Eindruck yon dem Wesen tmsrer fast- 

periodischen Funktionen, wenn man den Mittelwert mSglichst nicht als Hilfsmittel 

heranzieht. Die Folgerungen aus dem Hilfssatz, welche in der Theorie benStigt werdent 

sind in w 2 zusammen gestellt. 

Abgesehen yon dem v. Neumannschen Approximationssatz und dem kombina- 

torischen Hilfssatz werden keine S~itze oder Begriffe verwandt, die nicht allgemein 

bekaunt sin& 

w 1. Definition der fast~eriodlschen Funktionen. 

Ist jedem geordneten Paar (a, b) yon Elementen einer Menge ~ ein Element 

c E~ als Produk't zugeordnet und erfiillt diese so erkl~irte Multiplikation das asso- 

ziative Gesetz: 
(ab) c = a (bc), 

so heisst ~ eine Halbgruppe. Wit fordern yon einer Halbgruppe ausserdem, dass 

sie stets ein Element 1 enth~ilt, fiir das 
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1 . a  = a.  1 = a a beliebig aus 

gilt. (Sollte in ~ keine 1 vorhanden sein, so kann man sie adjungieren.) 

Wit betrachten nun komplexwertige Funktionen /(x)  der Elemente x einer der- 

artigen Halbgruppe ~.  

Defini t ion:  Eine Funktion /(x) heisse /astperiodisch, wenn zu jedem e ~ 0 end- 

lich viele Teilmengen 9 /1 , . - . ,  9J~ von ~ existieren, die Iolgende Bedingungen er- 

fiillen: 

1) ~ = 9 / l u - . . u %  

2) Gilt fiir gewisse Elemente x, y, c', d' E~  und geeignetes i 

c' xd',  c 'yd '  eg/i, 

so folgt 

I 1 (c �9 d) - -  ] (c y d) I < e iiir alle c, d e ~. 

Wit nennen das System von Teilmengen 9/1 . . . .  , 9/n eine Teilung ~: {/(x), e}. Die 

Menge after fastperiodischen Funktionen auf ~ werde mit R bezeichnet. 

Wit woUen zun~chst einsehen, dass der soeben eingefiihrte Begriff ,,fastperiodisch" 

mit dem gebr~uchlichen gleichwertig ist, wenn ~ eine Gruppe ist. 

Sa tz  1. Es sei $ e i n e  Grup~e und / (x) eine kom~lexe Funktion ihrer Elemente x. 

Es ist ] (x) dann und nut  dann /astperiodisch, wenn zu iedem e > 0 endlich viele Teil- 

mengen 9 /1 , . . . ,  9/,~ yon ~ existieren, die ]olgende Bedingungen er[i~llen: 

a) ~ = 9/lu.,.u9/,,. 
b) Gilt /iir gewisse x, y E ~  und geeignetes i 

so /olgt 

It (cxd) - -  / (cyd) l < e ]i~r alle c, d e ~). 

B e w e i s :  Es sei /(x) fastperiodisch und ~/1 . . . .  , ~ sei eine ~:{] (x), e}. Dann 

erfiillen die 9/~ auch die Bedingungen a), b) unsres Satzes. Wenn umgekehrt / (x)  

den Anspriichen unsres Satzes geniigt, so existieren also zu jedem e > 0  Mengen 

9/1 . . . . .  9/,, welehe die Bedingungen a), b) erfiillen. Ich behaupte, diese 9/1 . . . . .  9/, 

bilden eine ~: {/(x), e}. Es sei etwa fiir gewisse co, do, x, y E $ und geeignetes i 

Co x do, Co y do ~ 9/~. 

Dann ist wegen b) 

I / ( c coxdod) - - / ( ccoydod) l  < e fiir alle c, d e S .  
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eine Gruppe ist, dad  man eCo und dod durch c bzw. d ersetzen und man 

[ / ( c x d ) - - / ( c y d ) ]  < e /fir alle e, d E S .  

Die 2 1 , . . . ,  ~n erfiillen also Bedingung 2) unsrer Definition. Die Bedingung 1) ist 

wegen a) trivialerweise erfiillt. Die ~ bilden also eine ~: {/(x), e}. 

In Hinblick auf eine Anwendung in w 4 beweisen wit noch 

Satz  2. Es sei ~ eine Grudge. Eine au/  .q~ erkldirte Funkt ibn / ( z )  ist /ast- 

periodisch, wenn zu iedem e > 0 endlich vide Teilmengen ~{1 . . . .  , ~n yon ~ existieren, 

die /ol~ende Bedingungett er/iillen: 

so/oZ~ 

fl) Gilt ]iir gewisse x, y E ~ und g e e i g n ~  i 

x, yE~ ' ,  

] / ( cx ) - / ( cy ) ]  =< ~ /~r a//e e e $ .  

Wit werden, auagehend yon den ~ des Satzes, eine ~ {/(z), s} bilden. B e w e i s :  

Dazu w~ihlen wir aus jedem ~ ein Element a~ aus. Sodann bilden wir die Mengen 

%a; 1, 

welche aus s~imtliohen Elementen xa~ -1 mit zE~[i bestehen. Die Mengen 

~i,  . . . . .  ~.  = ~', a~I  n ~[~ a~I  n" "n  ~{~. a ;  I 

i 1= 1 . . . . .  n; . . . ;  i n = l ,  . . . ,  n 

erfiillen dann die Bedingung a) des Satzes 1. Ist nun x, y E~i ...... ~n, so gilt 

]/ (cxd)  - -  ] (cyd)  I < I/ (cxd)  - -  / (vxaD] + ]/ (cxaD - / (cyaD] + I/ (cyaD - -  / ( cyd) l .  

Dabei haben wit angenommen, dass d E ~k und haben das ak entsprechend gew~ihlt. 

Es folgt dann wegen d, ak E 2k und wegen x ak, yak E 2 i  k 

] / ( c x d ) - - / ( c y d ) l  < e + e + e = 3e. 

Aus Satz 1 folgt demnach, dass /(x) fastperiodisch ist. 

Von nun an wenden wir uns endgiiltig der Betraehtung yon beliebigen Halb- 

gruppen ~_ und ihrer fastperiodischen Funktionen zu. Wie bei Gruppen, so besteht 

auch bei Halbgruppen ein enger Zusammenhang zwischen den Darstellungen der Halb- 

gruppe und ihren fastperiodischen Funktionen. Ist jedem x E,~ eine unitiire Matrix 

D (x) = {De~ (z)} zugeordnet und gilt 
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D (x) D ~ )  = D (x y) x, y e ~, 

so spr~chen wit von einer uni~ren Darstvlluno yon .~. 

Satz 3. Die Koe//izienten De,(x ) einer unit5ren Darstellung yon ~ sind /ast- 

perigdisehe Funktionen. 

B e w e i s :  Man kann die Menge aller Matrizen D(x)mi t  x fi,~ so in endlich viele 

Teilmengen A 1 . . . . .  An aufspalten, dass 1 

I D (x) --  D (y)[ < e, 

Nun erkl~ren wit Teilmengen ~[~ von ,~, indem wit lest- 

x E ~i wenn D (x) E Ai. 

Es sei etwa coxdo, coydoEg~i. Dann ist 

I D (co ,do) - -  D (coUao)] <= 
und folglieh 

[D (cmd) - -  D (e y d) = [ D  (c) (D (x) - -  D (y)) D (d)[ 

= [D (c) D -1 (Co) (D (CoZdo) --  D (Co ydo)) D -1 (do) D (d)[ 
= ] D (c o x do) - -  D (co y do) [ < e. 

Hieraus folgt sofort 

IDa. (cxd)-- Do, (cyd) l < e. 

Die 2x . . . . .  2n sind also eine Teilung ~ {D~o (x), e} fiir alle ~, a. 

Naehdem wit in Satz 3 einige Beispiele fastperiodischer Funktionen auf Halb- 

gmppen kennengelehrnt haben, sollen nunmehr die wichtigsten Eigenschaften der 

Menge der fastperiodisehen Funktionen angegeben werden. 

Sa tz  4. Die Menge R aUer /astperiodischen Funktionen au[ .~ bildet einen ab- 
oe~ehlossenen linearen Raum. 

B e w e i s : Ist  / E R, so existiert nach Definition zu jedem e > 0 eine ~ {/(x), e}. 

Fiir jede komplexe Zahl ; l ~ 0  ist ~{](x),  e} eine ~{; t / (x) ,  I;Lle}. Also ist 2 feR .  

Sind ] ,gER und bilden die Mengen ~[a . . . .  , 9 ,  eine ~{](x),  e}, die Mengen 

~x, . . . ,  ~ eine ~: {g (z), e}, so bilden die Mengen 2[~ n ~3i (i = 1 . . . . .  n; j = 1 . . . . .  m) 

eine ~: {/(x) + g (x), 2 e}. Also folgt / + g E R. 

R ist also ein linearer Raum. 

1 Ist D = {D~a} eine Matrix, so setzen wir [D I = ] / ~  IDeal 2 . 
0, o* 
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Nun sei ]l (x),/2 (x) . . . .  

Funktionen auf ~ mit 

eine gleichm/~ssig konvergente Folge fastperiodischsr 

lira & (x) = t(x). 
n- -~o0  

Ist dann e > 0 beliebig vorgegeben, so bestimmen wit ein n mit 

l i -  (z) - t (~) 1 < fiir alle x e O- 

Ist dann ~l  . . . . .  ~ sine ~ / &  (z), el3}, so folgt aus 

c' xd', e'yd' E~ff.~ 
offenbar 

[ /(c~d) - / (cvd)] =< J/(~d)  - - / .  (czd) l + J/. ( ~ d ) - -  & (~Vd) J + l/~ (cVd) - -  / (cvd)[ 

< 3  e 

d.h.  ss ist ~{/~(x), e/3} ei~e ~{/(x), e} und folglich ist ]ER. 
Es mSgs noch erwiihnt werden, dass mit /, g e R auch ]. gER gilt. Dies folgt 

sofort aus der Tatsache, dass jede fastperiodischs Funlc~ion beschriinkt ist. 

Satz  5. /st ] (x) /astperiodisch und sind a, b beliebige Elemente aus ~, so ist 
/ (axb) /astperiodisch. 

B e w e i s :  Es braucht nur bemerkt zu werden, dass jede ~{/(x),  e} auch eine 

�9 .{/(axb), e} ist. 

Wit erkl/iren nun im Bereich R aller fastperiodischen Funktionen auf ,~ eine 

Transformation Ta (mit a fi~) durch 

(1) T=t (~) = 1 (~a). 

Wsgen Satz 5 geht bei Anwendung yon Ta der Raum R in sieh iiber. Es ist abet 

ztm/ichst nicht ausgsschlosssn, dass die Menge TaR, bestehend aus allen / (x a), 'eine 

echte Teilmsnge yon R ist. Offenbar ist 

T.(,~t + gg) = ~T,I  + ~rag .  

Die Transformationen Ta sind aLso lineare Transformationen yon R. 

Wenn man wie iiblich das Produl~ zweier Transformationen Ta, Tb dutch 

(T. Tb) / = T~ (T~ 1) 
erkliirt, so gilt offenbar 
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Ta Tb = Tab, 

d.h .  die Menge aller Ta bildet eine zu ~ homSomorphe Halbgruppe ~. Wenn a~b,  

so braucht nicht notwendig Ta ~ Tb zu sein. Wenn abet Ta = Tb ist, so folgt aus 
(1) fiir jedes fastperiodische /(x) 

](a) = T~/(1) = Tb/(1) =/(b).  

Wit nennen eine Halbg~uppe maximal]astperiodisch, wenn zu je zwei versehiedenen 

Elementen a, b E ~ eine fastperiodische Funktion / (x) mit / (a) ~ / (b) existiert. In 

einer solchen Halbgruppe folgt aus a ~ b notwendig Ta ~ Tb. 

Satz 6. Die Trans/o.rmationen 

T~/ (~) = ] (xa) 

bilden eine zu ~ hom6omorphe HaIbgruppe ~ yon linearen Trans/ormationen yon R in 

sich. Ist Ta = Tb, so ist /iir iede /azt~eriodische Funktion 

/ (a) = / (b). 

W~,.~ ~ ~i~.aZfa~tpe~iodi~h ist, ~o sind ~ u,~d r ~omo~h: ~ ~_~. 

w 2. M i n i m a h e i l u n g e n .  

In der Theorie der fastperiodischen Funktionen einer Gruppe hat sich der Be- 

griff der minimalen Teilungen ~: {/(x), e} bew~hrt. Ein analoger Begriff spielt im 

Falle der Halbgruppen eine fundamentale Rolle. 

Definition: Ist ] (x) fastperiodisch und ist e > 0 eine beliebig vorgebene Zahl, 

so heisst ein System von endlich vielen Teilmengen 2 1 , . . . ,  9J~ yon .~ eine Teilung 

~: {] (x), %, b0, e}', wenn folgende Bedingungen erfiillt sin& 

1) Es ist 

2) Fiir beliebige c, de.~ 

liegen, gilt 
I] (caoxbod) --  ] (caoybod)l < e. 

3) Falls fiir gewisse c', d', x, y E ~ .und fiir gewisses 2~ 

c' xd', c'yd' e2~ 
gilt, so soU 

und beliebige x, y, welche beide in dem gleichen ~i 
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I t ( = ) - t ( v ) l  < e 
folgen. 

Ist ~I1 . . . . .  ~ eine ~ {/(x), ao, be, e} und gilt fiir jede andere Teilung 

{I ,}, 

bestehend aus den Teilen ~ , . . . ,  ~I~,, dass n ' _  > - n ist, so heisst ~:{/(x), ao, bo, e} 

eine Minimalteilung. 

Satz  t .  Jede /astperiodisvhe Funktion / (x )  besitzt zu beliebigem e > 0 eine Mi-  

nimalteilung ~ {/(x), ao, bo, e}. 

B e w e i s :  Jede ~{/ (x) ,  e} (siehe Definition in w l) fist eine ~:{/(x), l, 1, e}, 

wie man sofort naehpriift. Es existieren also sieher Teilungen ~:{/(x), ao, bo, e}. 

Unter ihnen gibt es sieher solche Teilungen mit einer kleinsten Anzahl n yon 

Teilen 9~. 

Die Elemente eines jeden Teiles ~[~ einer Minimalteilung liegen in gewissem Sinne 

,,relativ dieht in ~" .  Das bringt mit sieh, dass jeder Teil ~{~ sich quer dutch die 

gesamte Halbgruppe erstreekt. Dies fist die Aussage unsres 

Sa tz  2. Es sei ~I x . . . . .  ~ eine Minimalteilung �9 {/(x), ao, bo, e}. Dann gilt 

/fir beliebige a, b E~ und beliebiges i = 1 , . . . ,  n 

2 i n a ~ b # O .  

B e w e i s: Um den in der Einleitung formulierten kombinatorisehen Hilfssatz an- 

wenden zu k5nnen, gehen wit yon unsrer Minimalteilung 9.I x . . . . .  9~ aus mad bilden 

die Mengen 

(1) !~t = a ae ~ t  bo b . . . .  , !~,8 = a ao An bo b. 

Wir werden zeigen, dass eine Permutation j'~ der Zahlen i = 1 . . . . .  n existiert, so daas 

(2) ~[~n ~ir # 0 i = 1 . . . . .  n 

ist. Wenn dies bewiesen ist, so folgt unser Satz sofort aus der Bemerkung 

~ j i = a ~  b i = 1 . . . .  , n. 

Es werden irgendwelehe !~il, . . . ,  ~9 ausgewiihlt. Die iibrigen, Mengen (1) seien 

~ir+z, . . . ,  !~i~. Je tz t  suchen wir she 2j  auf, fiir die 

u . . u  0 

ist. Wit linden etwa 9~fi . . . . .  ~[i,. Wenn wir zeigen kSnnen, dass, yon welehen 

Mengen !~ auch immer man ausgeht, stets s > r fist, so kann der kombinatorfische 
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Hilfssatz angewandt werden, und es folgt d i e  Existenz einer Permutation jl, so dass 

(2) richtig ist. 

Um r > s zu zeigen, beachten wit zuniichst, dass 

(3) ~i, u-..  u ~i ,  = ~j, n. . .  n ~I~,. 

Nun werden gewisse s Teilmengen ~, erkl~rt dutch: 

xE~,  dann und nur dann, wenn aaoxbobe~j. 

Das System von Mengen 

(4) ('~1 . . . . .  ~ ' ,  ~ir+ 1 . . . . .  ~i n 

ist nun eine ~: {l(x), aoaao, bobbo, e}', Wir zeigen z.B.,  dass 

(~1 U"  : "  U ~ ,  U ~ir  + l U " " " U ~in  = "9" 

Es ist 
~ i ,  U " . U q~ir  U g~ir  + l U . , . U ~ i n  = . ~ .  

Wit miissen also zeigen, dass 

~i lU ' ' -U~i r  C ~ l U ' ' ' U ~ # .  

Sei also x E ~i,. Dann ist 

aaoxbob e~i~ 

und folglich wegen (3) fiir geeignetes 

aaoxbob e 9ii,, 
d. h. es ist 

Die andren beiden Bedingungen, welehe die Mengen (4) definitionsgemKss erfiillen miissen, 

damit sie eine ~: {1 (x), aoaao, bobbo, e} bilden, lassen sich ebenfalls ganz leicht unter- 

suchen (siehe [4]). 

Da die ~A1 . . . . .  ~{n eine Minimalteilung bilden, muss notwendig 

also 
s+n--r>=n,  

s > r  

sein. Genau dies war noch nachzuweisen. 

Die soeben erhaltenen Resultate kSnnen dazu dienen, die Existenz eines Integral- 

mittelwertes M~ {/(x)} fiir jede auf einer Halbgruppe ~ fastperiodische Funktion t (z) 

zu beweisen (siehe [4]). Dieser Integralmittelwert hat  alle Eigenschaften, die man 
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verniinftigerweise erwarten kann. Insbesondere gilt aueh Mz {/(x)} > 0, falls / (x) > 0 

und ] ( x ) ~ 0 .  Ich gehe auf die Mittelwerttheorie nicht ein, da wir sie nieht be- 

nStigen werden. 

Es soll nun der Begriff der Minimalteilung einer etwas genaueren Betrachtung 

unterzogen werden. Dazu benStigen wit einen Hilfssatz, der auch an sich interes- 

sane ist. 

S a t z  3. Gilt [iir die [astperiodische Funktion [ (x), geeignete /este Elemente a, b E,~ 

und ]iir die Zahl e > 0 

[/ (axb)] < e x beliebigE~, 
so gilt aueh 

[/(x)[ <= e x beliebig E ~. 

B e w e i s :  Es sei ~ > 0  beliebig vorgegeben, weiter sei ~ 1 , . . . ,  ~ eine minimale 

�9 {/(x), a o, bo, g}. Dann existieren nach Satz 2 zu jedem festen, aber beliebigem 

x E,~ ein Element hi mad eine Teilmenge ~[~, so dass 

x, hi E ~[i h~ = a h~ b. 

Fiir das betreffende x haben wit dann die Abschiitzung 

+ II(ah~b)l 
< g + e 

Da ~ > 0 beliebig war, so folgt die Behauptung. 

Sa tz  4. Ist / (x) /astperiodisch au/ ~, so ist jede minimale .~ {/(x), au, bo, e} eine 

Teilung ~ {/(x), 1, 1, e}. 

B e w e i s :  Besteht die minimale ~{/(x) ,  ao, bo, e} aus den Teiten 9~ 1 . . . . .  ~ln, 

so gilt wegen der Bedingung 2 in der Definition dieses Paragraphen flit x, y E2i  

and beliebige c, d E 

(5) [ / ( c  ao x b o d) - -  / (c ao Y bo d) ] < e. 

Wir miissen zeigen, dass diese Ungleichung richtig bleibt, falls ao = bo = 1 gesetzt 

wird. Zu diesem Zwecke halten wir in [ (cao x b o d) --  / (c a o y bo d) zun~chst die Ele- 

mente x, y, ao, bo, d lest und fassen diesen Ausdruck als fastperiodische Funktion yon 

c auf. Aus Satz 3 folgt dann, dass man in (5) a o = 1 setzen darf. Entspreehend 

zeigt man, dass bo = 1 gesetzt werden kann. 

Das Resultat des Satz 4 ist recht merkwiirdig. Es zeigt nachtriiglich, dass man 

die minimalen Teflungen auch etwas einfacher als Teflungen ~{/(x) ,  l ,  1, e} hiitte 
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erkl~ren kSnnen, die aus mSgliehst wenig Teilen 2i bestehen. Jedoch wi~re man bei 

dieser Definition beim Beweis des Satzes 2 auf Schwierigkeiten gestossen. 

Es mag an dieser SteUe noch erw~hnt werden, dass sich die Theorie der fast- 

periodischen Funktionen natiirlich auch dann durchfiihren l~sst, wenn man nicht 

verlangt, dass die Halbgruppe ein 1-Element enth~lt. Bei der Definition von 

,,fastperiodisch" miisste man dann nur die Teilungen ~:{/(z), e} dutch Teilungen 

~: {] (x), ao, b0 e} ersetzen. Der Satz 4 zeigt, dass man dieselben Funktionen als fast- 

periodisch erh~lt, wenn man verlangt, dass zu jedem e >  0 eine ~{/(x),  1, 1, e} exi- 

stieren soll; d. h, in Bedingung 2 auf S. 39 diirfen ao und bo fortgelassen werden. 

Mit Hilfe der S~tze 2 und 4 beweisen wit einen Satz, welehen wit bei den 

weiteren ErSrterungen st~ndig verwenden werden. 

Satz 5. Ist / (x) eine au] ~ /astperiodische Funktion, und sind ~>0 sowie x, a, be~ 
willkiirlich, abet /est gew~ihlt, so existiert ein x', /fir das 

(6) [ / (cxd) - - / (eax 'bd){  < s 

bei beliebigen c, d e ~ richtig ist, 

B e w e i s :  Es sei 9~ 1 . . . . .  9in eine Minimalteilung ~:{/(x), 1, 1, e} (man beaehte 

Satz 4i). Das x liegt in einem 9/:. In diesem ?li existiert nach Satz 2 ein Element 

ax'b. Aus der Bedingung 2 der Definition dieses Paragraphen folgt (6). 

w 3. Konstruktion einer Hilfsfunktion. 

W~re ~ eine Gruppe. und ] (x) eine Funktion auf ~, so kSnnte man ohne weiteres 

die Funktion 

(1) / (xy-~)  = / ( x ,  y) 

bilden. Diese Tatsache wird in der Theorie der fastperiodischen Funktionen auf Gruppen 

kr~ftig ausgenutzt, und zwar vor allem bei der Definition der Faltung zweier Funk- 

tionen /(x) und g (x). Man setzt bekanntlieh 

t x g (x) = M~ {t (x~-~) g (~)}. 

Wenn aber .~ keine Gruppe ist, so kann man nicht ohne weiteres y- t  bilden und 

folglieh weder / (xy  -t)  noeh die Faltung / X  g erkl~ren. 

Jedoch ist es mSglich, auf jeder Halbgruppe ~ eine Funktion /(x, y) yon zwei 

Variablen x, y E~ anzugeben, welehe dieselben formalen Eigenschaften wie (1) hat, 

niimlich: 
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l) /(x,  y) ist fastperiodische Funktion von x fiir jedes feste y. 

2) ](x, l ) = / ( x )  fiir alle x 

3) / (xa ,  ya) = / ( x ,  y) fiir alle x, y, a. 

Wit werden in diesem Paragraphen die Existenz einer solchen Funktion beweisen. 

Ausserdem zeigt sich, dass sie dutch ihre 3 Eigenschaften eindeutig bestimmt ist. 

Zun~ichst konstruieren wit, ausgehend yon der fastperiodischen Funktion ](x) 

eine Funktion ]8(x, y), die fiir jedes e:> 0 ni~hertmgsweise die geforderten Eigen- 

schaften besitzt. Wir halten y lest und w~ihlen flit jedes e > 0 ein y', sodass fiir 

alle c, d E 

(2) I I ( c d ) - - / ( c y y ' d ) ]  < e. 

Ein solches y' existiert; dies entnimmt man w 2 Satz 5. 

b = 1 zu setzen, dann ist y ' =  x'.) Wit erkl~ren nun 

(3) /8 (x,  y )  = t(xy'). 

(Man hat dort x = l ,  a = y ,  

Zwar ist y '  an sich nicht eindeutig bestimmt, nachdem wir aber y '  gemiiss (2) zu 

jedem s :> 0 hinzugewiihlt haben, ist /8 (x, y) fiir jedes y eine wohlbestimmte fast- 

periodische Funktion yon x (w 1 Satz 5). 

S a t z  t .  Es ist /iir beliebige el, e2 > O" 

I/,, (~, v) - h, (~, v) l --< ~, + ~.  

B e w ei s : Es sei etwa 

h, (x, y) = t (xyl)  t~ (x, y) = t (~y;). 

Wir wenden w 2 Satz 5 an, indem wir d o r t e  dutch ein beliebiges g > O ,  a u n d c  

dutch 1, b dutch y und schliesslich d einmal dutch y~ und das andere real durch 

y~ ersetzen. Wiv erhalten 

X �9 t P 

I t ( x ~ i ) - t ( x y ~ ) l  < I t (  y ~ ) - t ( ~  yy~)l + I t ( ~ ' y y l ) - t ( ~ ' ) l  
l P I 1 e 

+ I t ( ~ ' ) - l ( : ~  yy~)l + I1(~ y y ~ ) - l ( x y , . ) l  

--< ~ + I I ( ~ ' y y ; ) - t  (~')1 + It ( ~ ' ) - 1  (~'yy~)l + ,~. 

Hierin ist nun 

wegen (2) (man hat  d = 1 u n d c  = x '  zu setzen). 

! r 

I1(:~ y y , ) - t ( ~ ' ) l  =< ~ 

Entsprechend ergibt sich 

I I ( = ' ) - t ( = ' y y ~ ) l  =-< ~,,. 
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Insgesamt also 
[ / ( x y l ) - / ( x y ~ ) l  < 2 ~  + ~ + ~ .  

Hierin ist ~ >  0 beliebig, es folgt somit  unser Satz.  

S a t z  2. 

Grenz]unktion 
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Die Funktionen ]e (x, y) konvergieren /iir e ~ 0 gIeichm~ssig gegen ~ine 

/ (x, y) = l i m h  (x, y). 
e--)O 

Es ist /(x, y) bei /estem y E ~ eine ]astperiodische Funktion yon x. 

B e w e i s :  Dass die Folge g!eichmi~ssig konvergier t ,  en tnehmen wir dem Satz 1. 

Die Fastperiodizi t~t  v o n /  (x, y ) f o l g t  aus w 1 Satz 4. 

S a t z  3. Es ist 

B e w e i s :  Aus der DefinitiOn 

aus- ( 3 ) f o [ g t  sofort  

1(~, 1) =/(x), 

(2): yon y ' ,  angewandt  auf den Fall  y = 1 u n d  

[h (x ,  l } - t ( x ) l  = I I ( ; y ~ ) - l ( x ) l  _-< ~. 

L~sst man  e gegen 0 gehen,, so folgt die Beh~uptung.  

S a t z  4. Es ist 
/ (xa, ya )= /(x, y). 

B e w e i s :  Es sei fiir  e : > 0  etwa 

h(xa,  ya) = ](xa(ya)') h(x, y) =/(xy ' ) .  

Wit  wenden w 2 Satz  5 an und zwar setzen wit  c = 1, ebenso das in diesem Satz 

auf t re tende  a = 1, b = y und d einmal --- a (ya) ' ,  das andre real = y'.  Wir  erhal ten 

I / (x  a (y a)') - -  ] (xy ' )  I < l / (x a (y a)') - -  / (x' y a (y a)') 

+ I / (x 'ya(ya) ' ) - - / (x ' ) l  + I / ( x ' ) - / ( x ' y y ' ) l  

+ I t ( ~ ' y y ' ) - t ( ~ y ' ) l  

< e + t l  ( x ' y a ( y a ) ' ) - / ( x ' ) l  + I1 ( x ' ) - / ( x ' y y ' ) i  + ~. 

Nun ist aber  nach der Defini t ion (2) von y' fiir c = x'  und d = 1 

I t ( z ' ) - - / ( x ' y y ' ) l  < ~. 

Ganz entspreehend folgt 

I I ( ~ ' ) - / ( x '  ua(ya)')l <-_ ~. 
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Insgesamt linden wir 

Ih (xa, ya)- -]~(x ,  Y)I = I/ (xa(ya)') --  ] (xY')l < 4e. 

L~isst man e gegen Null streben, so folgt unser Satz. 

Wir haben jetzt also gezeigt, dass zu jeder fastperiodischen Funktion /(x) eine 

Funktion ](x, y) existiert, welche die am Anfang dieses Paragraphen geforderten 

Eigenschaften besitzt. Wit wollen jetzt ~.eigen, dass /(x, y) dutch diese Eigenschaften 

eindeutig bestimmt ist. Dazu leiten wir zun~ichst einen allgemeinen Satz her. 

S a t z  5. 

y ~ ~, so dass 

so ist 

B e w e i s :  

und b = y  an auf die Funktion 

h (x) = / (x) - -  g (x). 
Wir linden 

Ih(x) l  = I h ( x ) - h ( ~ ' y ) l  =< ~. 

Da e > 0  beliebig war, folgt, dass h(x) -~O ist und 

hauptung. 

Sind ] (x) und g (x) ]astperiodische Funktionen au] ~ und existiert ein 

/ (x y) = g (x y) /iir alle x E ~, 

t (x) = g (x). 

Wit geben e > 0 beliebig vor und wenden w 2 Satz 5 mit a= c = d =  1 

also ergibt sich unsere Be- 

Satz 6. Ist /(x)  eine ]astperiodische Funktion, so existiert eine Funktion / (x, y), 

welche /olgende Eigenschafien hat: 

1) ] (x, y) ~st ]astperiodisch in x /iir iedes y. 

2) / (x, 1) = / (x). 
~) /(xa, ya) =/(~,  y). 

/ (x, y) ist dutch diese Eigenscha/ten eindeutig bestimmt. 

B e we is:  Die Existenzaussage ist durch die Satze 2, 3, 4 bereits als richtig er- 

kannt. Um die Eindeutigkeit zu beweisen, nehmen wir an, ~ (x, y) sei irgend eine 

Funktion, welche dieselben drei Eigenschaften wie /(x, y) besitzt. Halten wir dann 

y lest, so gilt 

~(xy, y) = ~(x, 1) = / (x )  =/ (x ,  1) = / (xy ,  y). 

Wegen Satz 5 ist also 

W. Z. b .  w .  

(x, y) = ](x, y) 



Fastperiodische Funktionen auf Halbgruppen. 47 

Als Anwendung der Eindeutigl(eitsaussage des Satzes 6 leiten wir einen Hilfssatz 

her, der Iiir sp~tere Zwecke nfitzlich sein wird. 

Sa t z  7. Gilt ]fir zwei ]astperiodische Funktionen / ( x )  und a (x) 

lt(:~)-g(x)l <-_ ~ l~,r  alle xeO, 
so ist auch 

I] (x, y) - -  g (x, Y) I < e /i~r alle x, y e ~.  

B e w e i s : Wit setzen 

Wegen Satz 6 ist 
1 (x) - g (x) = h (x).  

] (x, y) --  g (x, y) = h (x, y). 

Gemiiss Definition von h (x, y) gilt 

h (x, y) = Jim h (xy').  
e.-.o 

Folglich ist I h (x, y) I =< e, w. z. b. w. 

Wir sind nun in die Lage versetzt, die Theorie der fastperiodischen Funktionen 

auf Halbgruppen auf verschiedenste Weise zu Ende ffihren zu kSnnen. Beispielsweise 

kann man (] (x, y) ist auch in y fastperiodisch!) 

I x g (x) = i ~ ,  {t (~, y) g (y)} 

setzen. Man fiihrt nun die gesamte Theorie genau so durch, wie es im Falle der 

fastp.eriodischen Funktionen auf Grappen fiblich ist. Man zeigt, dass die fastperiodischen 

Funktionen ein hyperkomplexes System fiber dem KSrper der komplexen Zahlen (mit 

im allgemeinen nicht abz~ihlbarer Basis) bilden, wenn man die Addition dutch / +  g 

und die MultipUkation durch ] • g erkl~rt. Man zerlegt dieses System in minimale 

(abgeschlossene) Rechtsideale und zeigt, dass diese s~mtlich eine endliche Basis be- 

sitzen. Damit ist alles wesentliche geleistet. Beziiglich Einzelheiten verweise ich auf 

[3] oder irgendwelche Abhandlungen fiber fastperiodische Funktionen auf Gruppen. 

Die geringffigigen Modifikationen, welche bei der Ubersetzung der bekannten Beweise 

in die Sprache der Halbgruppen angebracht werden mfissen, bereiten keinerlei Schwierig- 

keiten. 

Eine andere MSglichkeit, die Theorie durchzuffihren, beruht auf folgender Be- 

merkung. Die Funktion ] (x, y) ist nicht nur fastperiodisch in x und in y, vielmehr 

ist ] (x, y) auch fastperiodisch als Funktion der Elemente (x, y) der Halbgruppe ~ • ~_. 

Hieraus folgert man ohne Schwierigkeit, dass der Operator 

u (x) -+ My {/(x, y) u (y)} 
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vollstetig ist. Somit kann man die allgemeine yon Rellieh [1] angegebene Theorie 

vollstetiger Operatoren in Anwendung bringen. Dass sich die Eigenfunktionen des Ope- 

rators dutch die Koeffizienten unit/irer Darstellungen D (x) = {Deo (x)} der Halbgruppe 

linear kombinieren lassen, folgt sofort aus der ]nvarianz ] (xa, ya)= ] (x, y) unsrer 

Funktion / (x, y). 

Wit wollen keinen dieser beiden Wege welter verfolgen, vielmehr werden wir alle 

Hauptsiitze fiber fastperiodische Funktionen auf Halbgruppen aus den entsprechendcn 

Siitzen fiber fastperiodische Funktionen auf Gruppen herleiten. Damit werden wit 

dann nieht nur dieselben Resultate erhalten haben wie sie die oben angedeuteten 

Theorien liefem, wit werden vielmehr dariiber hinausgehend auch erkennen, in welcher 

Beziehung die fastperiodischen Funktionen auf Halbgruppen zu solchen auf Gruppen 

stehen. 

w .4. Die zu einer Halbgruppe geh~rige Gruppe. 

In w 1 haben wir erkannt, dass den Transformationen 

~,, 1 (:~) = 1 (x a) 

der Menge Ral le r  auf ~ fastperiodischen Funktionen in sich eine zu ~ homSomorphe 

Halbgruppe ~ yon linearen Transformationen bilden. Wir zeigen nun 

Satz i .  Die linearen Trans/ormationen TaE~ sind umkehrbareindeutige Abbil- 

dunqen yon R aui sich. 

B e w e is: Es genfigt, festzustellen, dass eine beliebig vorgekebene Funktion / (x) e R 

als Bild der Funktion /(x, a) bei der Abbilduug Ta aufgefasst werden kann: 

r , t ( x ,  a) =/(xa ,  a) =/(x ,  1) = / (x ) .  

G/ibe es ausser ] (x, a) eine Funktion ~ (x), flit die ebenfalls 

Ta ~ (x) = ~p (x a) = 1 (x) 

gilt, so miisste doeh naeh w 3 Satz 5 

(x) = t (x, a) 
8eirl. 

Satz 2. Die Elemente Ta E ~ erzeugen eine Gruppe ~ yon linearen Trans/orma- 

tionen yon R au/ sich. Diese Gruvpe heisse die zu ~ geh6rige Gruppe. 

B e weis  : Die Menge aller eineindeutigen Al~biIdungen yon R auf sich bilden 

eine Gru:,pe, die wegen Satz 1 die Halbgruppe ~ umfasst. Offenbar ist ~ die kleinste 

ihrer Untergruppen, die .8 umfasst. 



l~astperlodische Funktionen auf Halbgmppe~. 49 

Aus Satz 2 lhsst sich ein interessanter Schluss ziehen. 

Satz  3. Ist ~ maximal]astperiodisch, so kann ~ in eine Gruppe ~) einoebe2tet 

werden. Man kann O) so wiihlen, dass ~ ~ ~.  

B ew eis  : Nach w 1 Satz 6 ist ~ ~ ,~ .  Identifiziert man die Elemente yon ,~ 

mad ~, so umfasst die zu ~ gehSrige Gruppe ~ die Halbgruppe ~. 

Wir zeigen nun, class in Hinblick auf die fastperiodisehen Funktionen von ~ die 

Halbgruppe ~ in (~ iiberall dieht liegt. 

Satz  4. Ist /(x) eine ]astperiodische Funktion au! ~, e eine beliebige Zahl > 0 

und ist T E ~,  dann existiert eine Transformation T 'e  ~. so dass 

I T / ( x ) - - T ' / ( o ~ ) l  < ~ /~r alle x e ~ .  

B e w e i s :  Weil ~ die Gruppe (~ erzeugt, darf angenommen werden, dass 

(1) T = Ta n T[  1 . . .  ra, T• 1 Ta,, To, E ~. 

Ist 

so hat man 
T = Ta T[  1, 

T / (~) = / (xa ,  b). 

Aus der Definition in w 3 Satz 2 und aus w 3 (3) folgt, dass in ~ ein b' existiert, 

so dass 
]/(xa, b)-- / (xab')l < e. 

Also ist 

IT~T~II(~)--T~T~,I(~)I < ~. 

In diesem Falle hat man also T ' =  Ta Tb. zu setzen. 

Unser Satz wird nun durch Induktion nach n bewiesen. Es sei also unser Satz 

fiir alle e > 0 und alle T = Ta,,_ 1 Tb-~_1"" "Ta, Tb-, 1 bewiesen. Wit zeigen jetzt, dass 

er auch fiir solche T e(~, welehe die Gestalt (1) haben, richtig ist. Sei also e ~ 0 

vorgegeben. Dann ist es nach Voraussetzmag mSglich, in ~ ein Element T O so zu 
bestlmmen, dass 

(2) I Ta._l T -lb._1. �9 ra, T~ ~ 1 (x) - -  r .  l (~) =< ~ To e ~. 

Jetzt werde ein T1 E ~ derart ausgew~ihlt, dass 

(3) IT -1 a n Tb. ( T  Of(x)) - -  r I ( T  0/(~))] < ~. 
= 2  

4 - 6 3 2 0 8 1  Acta mathematica. 8 7  
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Wit setzen T, To = T' und haben 

(~) 
+ It. .  ro/( l- r/( 11. 

Setzt  man 

so  fo lg t  a u s  (2) 

_ T i . _ I . . .  r ~  TK 11 (~) = ~ (z), To t (z) = ~ (z), 

s 

Offenbar ist 

Aus w 3 Satz 7 entnehmen wit also 

Benutzen wit noch (3), so folgt aus (4) 

I T t ( z ) - r ' l ( ~ ) l  _-< 
w. z. b.w. 

-- ~, (z  a,,, b,,) 

= ~ (za~, b.). 

8 

=2 

l l ( z ) -  g (z)l --< 

so gilt auch bei b d ~ e m  T E (~ 

Ir/(~)- rg (x)[ _-< ~. 

Beweis: Da 2~ eine liDeare Transformation ist, braucht n~ JT(/(z)-g(z))l<e 

gezeigt zu werden. Es sei nun s 0 beliebig angenommen. Wit best{mmeEt da~Iln 

gemiiss Satz 4 ein T' e~ ,  so dass 

I r ( l ( ~ ) -  g(z~)-  r '  ( t ( ~ ) -  g(~))l _~ z. 

Sicherlieh gilt der zu beweisende Satz f i i r  alle Transformationen aus ~. Deshalb 

k6nnea wit folgendermassen absch~tzen 

z belie~g eye, 

Aus dem soeben bewies~nen Satz ziehea wir sofort eine Folgerung. 

Satz 5. Wen~t swh zwei /ast1~rix~d@clw Funktionen / (z) u~t g(z) iibo'aU au/ 

um h&~tens e u~rsclteid~ 
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I T t ( ~ ) -  r g (~)1 =< I r (1 cz) - g r  r '  (t (z) - g r + I r '  1 ( , ) -  T' g (~)1 
_-<~+e. 

Well g beliebig war, folgt unser Satz. 

Ausgehend yon einer beliebigen fastperiodischen Funktion ] (z) auf ,~ werden wit 

jetzt eine entsprechende fastperiodische Funktion auf der Gruppe @ erkliiren. Ist T 

ein beliebiges Element aus @, so definieren wit zuniichst dutch 

eine Funktion q (z) und setzen 

(5) 

r l  (~) = ~ (z)  

/ ( r )  = ~ 0 ) .  

~) 

P) 
so dass 

Statt dessen werden wir aueh die Schreibweise 

/ (T)  -- T/ (1)  
benutzen. 

Satz  6. Die soeben, ausgehend yon der au] ~ ]astperiodischen Funktion / (x), ]//r 

alle T e @ erkliirte Funktion [ ( T) = Tf(1) ist au] der Gru~Te @ /ast~riodisch. Es ist 

] (T,) = 1 (~) 1~ i ~ s  T, e 6. 

B e w e i s :  Wit zeigen, dass zu jedem e > O  Teilmengen ~z . . . .  , ~n yon @ exi- 

stieren, welehe folgende Eigenschaften haben: 

Es ist ~ z u ' " u ~ -  = @. 

Sind U, V e @ irgendwelehe Elemente und gibt es ein i (i = 1 o d e r . . ,  oder = n), 

so ist flit alle T 
U, V ~ ~'1:~, 

I / ( r u ) - - f ( T V ) I  < e. 

Aus der Existenz solcher Uberdeekungen ~z . . . .  , ~ von@ folgt naeh w 1 Satz 2 

die Fastperiodizit~it yon ]. 

Es sei also e > 0  beliebig vorgegeben. Dann bestimmen wit eine ~:{[(x), s/3} 

bestehend aus den Teilmengen 9~1, . . . ,  ~ von ~. Ist nun T irgendein Element aus 

~ ,  so w~hlen wir gemiiss Satz 4 ein Element T' E,~, so dass 

E (6) ] r / ( z ) - -  T't(z)] < ~- 

Weil T'E 6, gibt es ein a E ~, ~o dass 

(7) T ' =  T, .  
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Wit setzen nunmehr fest, dass 

(8) 

Wilhelm Maak. 

T 6 ~i, wenn a E ~ .  

Offenbar ist die obige Fordertmg a) erfiiLlt: 

~il u . . . u  ~ = (~. 

Um nun aueh die Forderung fl) zu untersuchen, nehmen wir an, dass U, V E~i. 

Dann bestimmen wir gem~ss (6), (7) und (8) Elemente u, v der Halbgruppe ~, welche 

in ~ liegen, so dass 

I u / ( ~ ) - r ~ l ( ~ ) l  _-< ~ 

Es ergibt sich 

IV / (~ ) - -V / (x ) l - -< lU / (x ) - - r~ / (x ) l  + I / (xu)- - t (zv) l  + I r ~ / ( ~ ) - v / ( x ) l  

--3+~+~ ~. 

Wegen Satz 5 ist dann auch fiir be]iebige T E (~ 

I r U / ( x ) - -  T V / ( x ) l  =< ~. 

Aus der Definition (5) yon ] folgt 

I](TU)--/(TV)I<=~. 
Also ist / fastperiodisch auf ~ .  

Die letzte Behauptung unsres Satzes erkennt man sofort als richtig, wenn man 

auf die Definition von ] zuriickgeht. Es sei a e ~ beliebig. Dann ist 

~ ( x )  = T ~ I ( ~ )  = l ( x a )  
und 

(2) = ] ( T . )  = 1 (a), 

We Zo b .  w .  

Wit beweisen nun eine Art Umkehrung des Satzes 6. 

Satz 7. Ist F (T) sine au/ ~ ]astperiodische Fun~ian, so ist 

sine au/ ~ /astperiodische Funktion van x. Es ist 

(9) F (T) = ] (T). 
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B e w e i s :  Es sei ~{1, . - . ,  9in eine ~ { F ( T ) ,  e}. Wir setzen lest: 

x69Ii wenn T~E~Ii i = 1, 2 . . . .  , n. 

Ist  dann coxdo, coydoe?I~ , so gilt wegen w 1 Satz 1 

If ( cxd ) - -  / (cyd)l = IF (Tc~d)-- F (Tcy,t)l 

: I.F~Tc T~ 1Tc, xd, T~ 1 rd) --  F(Tc  T~ 1TcoydoTd, 1T,~) I 

fiir alle c, d e ~ .  Damit ist die erste Aussage des Satzes bewiesen. 

Um auch die zweite herzuleiten, denken wit uns wieder die T e d  folgender- 

massen aufgeschrieben: 

T =  r~,, T ; : .  .. T~, T;, 1 T~,, ru, e,~. 
Aus 

/ (x) = _~ (T~) 
kSnnen wir folgern, dass 

(10) / (x, y) = P (T~ T~I). 

Denn offenbar ist F (T~/ '1 1) = / (x), F (T~a T~a ~) = F (T~ T~ -1) und F (T~ T~ -1) ist fast- 

periodische Funktion yon x, well F ( T T ~  1) fastperiodische Funktion von T ist. Aus 

w 3 Satz 6 folgt (10). Es ist abet 

t(x,  y) : Tyl/(x) = T~T;~t(1) .  
Wir haben also 

F (T) = ] (T) fiir iT = Tx Ty -1 

bewiesen. Nun wenden wit Induktion nach n an. Es sei also (9) bewiesen fiir alle 

fastperiodischen Ftmktionen E auf ~ und alle 

Tn : Tx n T ; : .  - . Tx, Ty-, 1 festes n. 

Offenbar ist F (TTn) fastperiodisch in T. Setzt man 

(x) = F (T~ r . ) ,  

so folgt unter zweimaliger Benutzung.unsrer Induktionsannahme 

F(T~T~IT , , )  = r  T ;  1) = T~T~I~  (1) = T ~ T ~ F ( T , , )  

= T~T;1](T,~)= TxT; 1Tn/(1) 
= ](Tz r ;  1 rn) 

W. Z. b .  w .  
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Wir haben also eingesehen, class sich die fastperiodischen Funktionen auf ~ und 

auf ~ umkehrbareindeutig entsprechen. 

Satz 8. Man kann die tastperiodischen Funktionen 1 aut ~ und F aut ~ um- 
kehrbareindeutig so au/ einander abbilden 

(::) / (~) ~ (T), 

dass 
( r )  = ] ( 2 )  und / (z) = ~ (T~) 

wird. Die Abbildung (11) ist eine line:re Trans/ormatien, d.h.: 

Ist / * -*F  and g~---O, so gilt flit beliebige komplexe Zahlen I,/~ 

I/ + lag~--~2F + laG. 

Bewe i s :  Es genfigt zu zeigen, dass (11) eine line:re Transformation ist. Setzen 
wir etwa 

(:2) ~l  (z) + t , a ( z )  = ~ (~), 

dann ist das Bild yon ~(x) bei der Abbildung (11) offenbar 

O(T) = ~ ( r )  = T~(I ) .  

Aus (12) folgt, da T eine lineare Transformation ist 

T~(1) = ~Tl(1) + ~2o(1) 

= ~ F (r )  + ~ a (r) .  
Also 

W. Z. b. w. 

�9 (r) = ~ F (r) + ~ 0 (r), 

w 5. Die Hauptsiitze. 

Das wesentliche Ergebnis der Theorie fastperiodischer F,mktionen hn Falle der 

Halbgruppen wie auch bei Gruppen ist die Feststellung des Zusammenhangs zwischen 

fastperiodischen Funktionen und unitiiren Darstellungen. Bevor wit den in der Ein- 

leitung bereits formufierten Approximationssatz beweisen, sol] ein Resultat fiber unit~re 

Darstellungen der Halbgruppe ~ hergeleitet werden, welches zwar nicht zum Beweis 

des Approximationssatzes roll benStigt wird, das aber zum Verst~ndnis der vor- 
liegenden Verh~lmisse beitragen kann, 
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Satz  I .  Ist D(x) = {Deo (x)} eine uniX're Darstdlunr der Halbcru~Te ~, so ist 

b (r)= {/)Q. (T)} eine unit~re Darstelluna yon (~ und es gilt 

D (T,) = D (z). 

Ist un~ekehrt D (T) eine unith're Da~stellung yon ~,  so ist D (x)= b(T~) eine uni~re 

DarsteUung yon ~ und es gilt, ]aUs D (x)= {Deo (z)} 

{~.. (r)} = zi (T). 
B e w e i s :  Nach w 1 Satz 3 sind die Koeffizienten De.(x) einer unit~ren Dar- 

stelhmg D (z) fastperiodisehe Funktionen auf ~. Nach w 4 Satz 8 ist also 

/)(T) = {/),o (r)} re(~ 

wohlbestlmmt. Wit haben nut zu zeigen, dass die Matrizen/) (T) eine Darstellung yon 
{~ bilden, und dass diese DarsteUung unitKr ist. Offenbar ist. n a c h w  4 Satz 8 

i) (n) = {b,, (T,)} -- D (z) n e ~. 
Da ~ wegen w 1 Satz 6 zu @ homSomorph ist, folgt 

/9 (T.)/) (Tu) --/) (T~ r,) fiir aUe x, y e ~, 
oder 

(1) b~. (T,) b.~ (T,) = b,~ (T, T,,). 
p 

Fiir festes y E ~ bedeutet (1) eine Iineare Relation zwischen fastperiodischen F ,  nk- 

tionen yon x. Ersetzt man die Tx dutch beliebige Elemente S E {~, so muss, wegen 

w 4 Satz 8, diese Relation erhalten bleiben: 

(2) ~/)Q, (S)/),~ (T~) = /)Qo (S Tv). 

Bei festem ~ und variablem y 6 ~  bedeutet auch (2)wieder eine lineare Relation 

zwisChen fastperiodisehen Funktionen yon y auf ~. Wie eben erschliessen wit, dass 

wir die Ty dutch beliebige T 6 ~ ersetzen diiden: 

b,.  (s) b.~ (T) = b,~ (s T). 

oder 
Z)(S)i)(T) = i)(ST) s, 2e~. 

Weil jedes T 6 ~ in der Gestalt 

T = ~ z n  rP-1  . . r p  T - 1  ~Yn " "1"~1 Yl 
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geschrieben werden kann, ist 

(r) = D (Xn) D -1 (Yn) - . .  D (xa) D -1 (Yl). 

Alle Matrizen in dem Pro&fl~t der reehten Seite sind unitgr, also ist auch die Dar- 

stellung D (T) uniter. 

Wenn andrerseits b (T) eine uni~re  Darstellung yon ~ ist, so ist offensichtlich 

D (x) = / )  (Tx) eine un i~re  Darstellung von ~.  Die soeben angestellten ~berlegungen, 

welche zeigten, dass (wena D (x) = {Dq, (x)} und T = T~ n T~-~--. T,~ T~ a angenommen 

wird) 

{b~o (r)} = D (~) D - ~  ( u . )  - ' �9 D ( x , )  D - ~  (u~)  

ist, liefern uns nun wegen 

D ( ~ )  D - 1  ( y . )  �9 �9 �9 / )  (~1) D - 1  (Yl) = b ( T )  

die letzte Behauptung unsres Satzes. 

Wir beweisen nun den Hauptsatz  der Theorie. 

Sa tz  2. A p p r o x i m a t i o n s s a t z .  Jede au] ~ [astperiodische Funktion [(x) l~isst 

sich beliebiq qenau und q le ich~s iq  dutch Ausdracke 

n 81 

X Z n . . D , , . ( . )  
/=1 O, o = l  

ap~oximieren. Dabei bedeuten die Di,~.(x) die Koe//izienten o ~ t e r  unit&er Dar- 
steUunaen Di (x)= {D~,eo (x)} yon ~ und die ~i,Q. sind oeeignete komple~ Zahlen. 

B e we i  s: Wir bestimmen zu /(x)  gem~iss w 4 Satz 8 die entsprechende Funk- 

tion F (T) auf (~. Fiir den Fall fastperiodischer Funktionen auf Gruppen ist der 

Approximationssatz bereits bewiesen (siehe Einleitung). Es gibt also zu vorgegebenem 

e :> 0 gewisse unitgre Darstellungen/)x (T) = {/)x, ,r (T)}, . . . , / ) ,  (T) = {/),, ~ (T)} und 

komplexe Zahlen ~i. Q~ (i 1, . . . ,  n; ~ , a  = 1 . . . . .  si), so dass fiir alle T e 

I ~ ( r ) -  Z r , , .b , ,~o(r ) l  <= ~. 
i=1 q , a = l  

Dies gilt insbesondere fiir alle T~ E~.  Wegen Satz 1 mad w 4 Satz 8 ergibt sieh 

flit T =  T~ 
n #i 

I/(~)- X X n . D , , . ( ~ ) l  <= ~. 
i = l  e , a = l  

Dabei sind die D~(x)-- {Di,~(x)} unitiire Darstelhngen yon ~i. 
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Nachdem wit den wichtigsten Satz unsrer Theorie nunmehr vollst~indig bewiesen 

haben, will ich fiber weitere Ergebnisse nur noch kurz berichten; ausffihrliche Be- 

weise diirften deshalb unn6tig sein, well sich die Verh~ltnisse auf Halbgruppen yon 

denen auf Gruppen fast garnicht unterscheiden. 

Man sieht leicht, dass jede unitAre Darstellung einer Halbgruppe s in irreduzible 

Darstellungen aufgespalten werden kann (z. B. unter Benutzung yon Satz 1 oder di- 

rekt, genau so wie bei Gruppen). Man kann also ein vollst~ndiges System in~iqui- 

valenter irreduzibler unit~rer Darstellungen 

. . . .  /)(,) (x) = {D(.~ (~)} . . . .  

sich ein fiir alle real bestimmt denken. Die diesen D (') (x) gem~iss Satz 1 entspre- 

chenden Darstellungen ~)(')(T) yon I~ sind dann ebenfalls irreduzibel und sie bilden 

ein vollst~ndiges System irreduzibler in~luivalenter unit~rer Darstellungen yon (~. 

Es wurde bereits in w 2 erw~hnt, dass jede fastperiodische Ftmktion /(x) auf 

einen Mittelwert M~ {/(x)} besitzt. Offenbar gilt 

(3) 

Man setzt 

M~ {/(x)} = MT {F (T)}. 

n (') ( ~  
Qa 

und nennt die Matrizen A (v) = t~(~)~ die Fouriermatrizen yon ] (x). Die symbolische 

Summe 

(4) / (x) ~ X s (v) X %~ (') uoon('~ (x) 

heisst die Fourierreihe von /(x). Aus (3) folgt, dass / (x )und F ( T ) d i e  gleichen 

Fouriermatrizen besitzen. Der Satz, dass F (T) durch die Fouriermatrizen A (') ein- 

deutig bestimmt ist, fibertrggt sich sofort auf Halbgruppen. Die Fourierreihe (4) 

bestimmt die fastperiodische Funktion ] (x) eindeutig. 

Auf Gruppen ~ gilt die VoUstdndigkeitsrelation, also 

MT {I F (T)I ~ } = Z s(')[ A(') I S. 

Wegen (3) folgt sofort, dass auch auf Halbgruppen die Vollstgndigkeitsrelation 

M ,  {I t (~)I S} = X ,(')I A('> I ~ 

Giiltigkeit hat. 
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