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1. Pour representer les solutions des probl~mes aux limites relatifs h des ~qua- 

tions aux d~riv~es partielles lin~aires totalement hyperboliques, on peut recourir 

deux categories de m~thodes nettement diff~rentes. D'une part, on peut exprimer la 

solution par des int~grales d~finies; d'autre part, on peut representer la solution 

cherch~e par une s~rie de solutions particuli~res, simples, de l'dquation donn~e. Les 

premieres m4thodes utilisent un th4or~me de rdciprocit~, une solution ~l~mentaire et 

une solution auxiliaire convenablement choisies de l'~quation (ou seulement une fonc- 

tion de Riemann pour une ~quation h deux variables ind~pendantes); les secondes 

m~thodes, qui occupent une place importante dans le d~veloppement de la Physique 

math~matique, utilisent le plus souvent des s~ries de fonctions ortbogonales dont la 

plus connue est la s~rie de Fourier. 

L'objet des recherches actuelles est de chercher b. ~tablir une liaison entre ces 

deux categories de m~thodes. Pour limiter les difficult~s, nous avons consider6 ici 

seulement des ~quations du second ordre ~ deux variables ind~pendantes; mais la 

m4thode s'fitend fividemment ~ des ~quations plus g~n~rales. 1 

Dans le premier chapitre de notre travail, nous avons rappelfi comment on peut 

obtenir la solution du probl~me aux limites au moyen de la fonction de Green- 

Riemann ou encore ~ l'aide de d4veloppements en s~rie de fonctions orthogonales. 

Dans un second chapitre, nous avons ~tudi6 une solution particuli~re Ha (x, y; t) 

de l'~quation donnfie et montr~ comment on peut en dfiduire la solution du probl~me 

pos~ en utilisant la m4tbode des singularit~s. Nous avons ensuite montrfi que cette 

1 Cf. F .  BUREAU [1 a, b]. Les  chiffres en t r e  c roche t s  r envo i en t  ~ l ' i ndex  b ib l iograph ique .  

I -  533805. Acta mathematica. 89, Iraprim~ le 17 f~vrier 1953. 
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fonction Hn (x, y; t) n'dtait diffdrente de zdro que dans une partie seulement de son 

domaine d'existenee et que par suite, l 'application de la mdthode des singularitds 

c~nduisait ~ la formule que l'on obtiendrait en appliquant la mdthode de Volterra- 

Tedone. 

Dans un troisi~mc chapitre, nous avons construit s l'aide des fonctions fonda- 

mentales lides ~ notre probl~me, une fonction Ks (x, y; t) ddpendant analytiquement 

de s. En appliquant alors la formule de rdciprocitd, nous avons obtenu une relation 

ddpendant analytiquement de s e t  vdrifide par la solution du probl~me aux limites. 

En effectuant le prolongement analytique pour s, on obtient la solution cherchde. 

Nous avons montrd ensuite que notre fonction Ks (x, y; t) est lide s la fonction 

G(x, t; y, r) de Green-Riemann; d'une mani~re prdcise, on a la relation 

Ko(x, y; t)=�89 t; y, 0). 

Enfm, dans un quatri~me chapitre, nous avons montrd que si les ~tk, (k= 1, 2 , . . . )  

~162 s sont les nombres fondamentaux lids ~ notre probl~me, la fonction k~ ; ' analytique 

en s, peut ~tre prolongde analytiquement pour R s > - � 8 9  et qu'elle poss~de dans ce 

domaine un seul pSle simple s=�89 avec le rdsidu �89 

Remarquons encore que la fonction K~(x, y; t) peut ~tre construite pour des 

dquations plus gdndrales et h plus de deux variables inddpendantes; on obtient ainsi 

une mdthode rdguli~re permettant  de construire la solution d'un probl~me aux limites 

pour une dquation (ou un syst~me) aux ddrivdes partielles totalement hyperbolique. 

Observons enfin que cette fonction K~(x,y; t) est construite en utilisant des 

solutions Iondamentales d'une dquation elliptique associde h l'dquation donnde et que 

ses propridtds ddpendent de l'dtude d'une dquation parabolique. 

CIIAPITRE ]. 

Le probl~me aux limites. 

2. Dans l'intervalle fini 0_< x_< l, considdrons des fonctions continues, k (x), a (x), 

u0 (x), u 1 (x) telles que 

1 ~ k ( x ) > 0 ,  a(x)_>0; 

2 ~ k(x) poss~de des ddrivdes k' (x) et k" (x) continues. 

Posons 
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et proposons-nous de rechercher une solution u (x, t) de l'~quation aux d6riv~es par- 

tielles du type hyperbolique 

D (u) = - -  - 

v~rifiant les conditions suivantes: 

1 ~ En t = 0 ,  nous avons 

9 2 u 

Ot z L~ (u) = 0 (1.2) 

~ U  
u (x, o) = u0 (x), g / ( x ,  0) = u~ (x); (1.3) 

2 ~ Quel que soit t ~0 ,  nous avons 

u (0, t) = u (/, t) = 0. (1.4) 

Nous admettrons que Uo(X ) v~rifie les conditions (1.4). 

Un changement de variable et d'inconnue permet d'ailleurs de supposer k ( x ) ~ l  

dans 0_<x_<l; c'est ce que, pour abr~ger, nous ferons d~sormais. 

3. Dans ce qui suit, la formule de r~ciprocit~ relative h l'~quation Du=O jouera 

un rSle important.  

Soit dans le plan (y, v), un domaine S limit6 par une courbe C; d~signons par 

da l'~16ment de surface de S, par ds l'61~ment d'arc de C, par n* = (nl, n2) le vec- 

teur unitaire I port6 par la normale int~rieure h C. 

Les fonctions u (y, 3) et v (y, v) ~tant continues ainsi que leurs d~rivSes partielles 

des deux premiers ordres, posons 

M (u, v ) = v P . ( u ) - u P . ( v ) ,  

Ou Ou 
P.  (u) = o~nz -  ~ nl, 

Pn (u) 

(1.5) 

(1.6) 

~tant la d(~riv~e conormale de u. Nous avons alors la formule de r~ciprocit~ 

j ' f  [v D ( u ) - u D ( v ) ] d a =  - - f  M (u, v)ds. (1.7) 
s C 

A. La fonction de Green-Riemann. 

4. La solution du probl~me mixte 6none6 ci-dessus peut ~tre construite de la 

manigre suivante. Dans le plan (y, ~), menons par le point P =  (x, t), les carac- 

t~ristiques PAl,  PBI  [limit6es respeetivement aux droites OA~ (y=O) et L B~ (y=l)] 

1 O n  a d y = n 2 d s ,  dT  ~ - - n l d s .  



4 Florent Bureau. 

et les segments de droites qui en d~rivent par des r~flexions successives sur OA~ et 

L B1. Nous obtenons ainsi deux lignes bris~es PA~ A2 A3 . . . A ; P B~ B~ B3 . . .  B, 

compos~es d 'un nombre fini de segments, les points A et B ~tant situ~s sur O y 

[cf. fig. 1]. Ces lignes d~terminent dans la bande A ~ O L B ~  du plan (y, v), des aires 

l /  X% 

/ ~ / / '  
l /  / 

/ /  4t" l /  
/ /  , / /  

xx x / / /  Tf A" 

\\N ' ~ J  \ \  Xn ~U 

/ 
/ 

"%% i I 

polygonales (en g~n~ral, rectangles ou triangles) que nous 

noterons I, II,  II*, III ,  etc. 

Ddsignons encore par 0 0 '  et L L' respectivement 

les caract~ristiques passant par 0 et L e t  parallSles h 

P B  1 st P A l .  

Cela ~tant pos~, appelons R(x,  t; y, 3) la fonction 

de Riemann d~finie de la maniSre suivante: 

1. Consid~r~e comme fonction de (y, 3), la fonc- 

tion R v~rifie l'~quation 

~2 u 
. . . . . .  L~ (u) = 0; (1.8) 
e? 3 2 

2. Sur les caract4ristiques P A  1 et P B  1 (prolong~es) 

issues de P = ( x ,  t), on a 

~R aR  
d R  = ~ y d y +  ~ - d 3  

3. O n a  

= 0 ;  

hj R (x, t; x, t ) = l .  

0 ~] D'ailleurs, si l '~quation est auto-adjointe, ce qui est le 

cas ici, R(x ,  t; y, T) est sym~trique par rapport  aux 

couples P ~ (x, t) et M --  (y, 3). Puisque a (x) ne d~pend 
Fig. I. 

pas de t, ]a fonction R ne d~pend que de x, y e t  t - 3 ;  

nous l'~crirons encore pour cette raison R (x, y; t -  ~), aucune confusion n'~tant possible. 

Dans la bande limit,s par le segment OAj et les caract~ristiques A I A  ~ et 0 0 '  

prolong~es, d~finissons 1 une solution v 1 (y, 3) de l'~!quation (1.8), nulls sur O A 1 et 

~gale h R(x ,  t; y, ~ ) - R ( x ,  t; A1) sur A I A  2. D'apr~s un r~sultat classique, cette 

fonction v I (y, 3) existe e t e s t  unique. 

De m~me, dans la bands limit4e par le segment L B~ et les caract~ristiques 

B I B  2 et L L '  prolong~ies, d~finissons une solution v~' (y, 3) de l'~quation (1.8), nulle 

sur L B 1 et 4gale h R(x,  t; y, 3 ) - R ( x ,  t; B1) sur B I B  2. 

1 Cf. J'. HADAMARD [7 C; 7 d, sp6c. Append ice  I I  pp .  453--486].  
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Enfin, duns l'angle B~D 1 A~ d~termin4 par les caractdristiques B I B  ~ et A~A~ 

prolong&s et se coupant en n l ,  dSfinissons une fonction Wl(y, ~) en posant 

w I (y, "r) = v 1 + v~ - R. 

A partir de la fonction Wx (y, T), d~finissons de m~me des solutions vz, v* 2, W2 

de l'~quation (1.8) s l'aide des caract~ristiques B2B3 et A2Az, comme Vl, V~, W 1 ont 

~td d~finies ~ partir de v ~ l'aide ~ des caract~ristiques A 1 As et B 1 B 2 et ainsi de suite. 

A pr&ent, consid~rons la fonction G (P, M) de Green-Riemann d~finie comme 

identique ~ v dans I, ~ v 1 dans II,  s v~* dans II*, s wl dans III ,  h v 2 dans IV, 

v~ dans IV*, ~ w2 dans V, etc. 

Cette fonction G (P, M) consid~r~e comme d~pendant de M est une solution de 

l 'dquation (1.8); el|e s'annule sur OA 1 et L B  1 et est discontinue le long des carac- 

t~ristiques A1 A2 Aa �9 �9 .; B~ B2 Ba . . . .  

Appliquons maintenant la formule de r~ciprocit~ en prenant pour u la solution 

cherch~e du probl~me mixte et pour v, la fonction G (P, M). 

En supposant que le contour C est parcouru dans le sens direct, nous avons 

1. Pour  une caract~ristique paraU~le ~ P A  1, 

M (u, v) d s = d ( u v ) - 2 u d v ;  

2. Pour une caraet~ristique parall~le h P B  1, 

M (u, v) ds= - d ( u v ) +  2udv .  

II r&ulte alors de la formule dc r&iprocit~ 
s 

([ 2u(P)= +_ [u0(A) AAG-uo(B)  ABGJ+ Gul 
o 

- d y ,  ( A )  

A~ G d&ignant le saut de la fonction G(P,  M) cn A. 

D'ailleurs, la fonction u (x, t) donn~e par (A) cst effectivement une solution du 

probl~me pos4 et cette solution est unique. 

En particulier, dans le plan (y, r), les caractdristiques (fig. 2) passant par l'origine 

O et par le point L = (l, 0) d&erminent un triangle 0 M L. Une solution de l '~quation 

(1.2) en un point P =  (x, t) int4rieur ~ ce triangle e s t  d&ermin~e si l 'on donne dans 

l'intervalle 0 _< x_< l, les donn4es de Cauchy u 0 (x) e t  Ul (x). Dans le triangle 0 M L, 

le probl~me pos~ est donc un probl~me de Cauchy et sa solution est donn& con- 

form~ment h la formule pr~c~dente, par 
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I 
T ,  

0 A z 2? L, 
Fig. 2. 

f[ 2u(P)=(uoR),+(uoR)s+ ulR-uo-~- dy, (A') 
A B  

off R(x,y;t) est la fonction de Riemann et off A=(x-t,O) et B=(x+t,O). 

Remarque. On peut dire que la fonction de Riemann est ~gale ~ R(x, y; t)dans 
le triangle PAB et identiquement nulle ailleurs. 

B. Les s~ries de fonctions fondamentales. 

5. Comme il est bien connu, on ol)tient des solutions simples u (x, t )=v(x)w(t )  

de l'~quation (1.2) v6rifiant les conditions (1.4), ell recherchant les solutions de 

l'~quation 

d-~- -i ;t w = 0 (1.9) 

et du syst~me 
(1.10) L~(v)+,~v=(), v(O)=v(l)=O, 

;t ~tant une constante; la solution triviale v(x)=0 est dvidemment exclue. 

Les solutions v(x) du syst~me (1.10) consid6r~es ici 1, sont suppos~es continues 

ainsi que leurs d6riv6es des deux premiers ordres. II rfsulte des hypotheses faites 

que les relations (1.10) sont incompatibles pour ;t =0,  c'est-h-dire que le syst~me 

Lx (v)= 0, v(O)=v(1)=O (1.11) 

n'admet aucune solution non identiquement nulle, continue ainsi que sa d~riv~!e pre- 

miere dans tout l'intervalle (0, l). 

1 Cf. E. L. INC~- [8, sp~c. chap. XI];  R. COURANT und D. HILBERT [4, passim]. 
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Dans  ces conditions, l 'op~rateur  Lz(v) 6tang auto-adjoint ,  il existe une fonction 

de Green G(x,  y) sym6tr ique en x et y, cont inue dans (0,/),  den t  la d6riw}e premiere 

OG 
...... est discontinue cn tm point  y de (0, l) (te mani~re quc 
Ox 

~_G__(x,_._~O .---,~o = _ 1 ; (t .12) 
cqx I~ +- u ++o 

cet te  fonct ion G(x, y) est  posi t ive et  cst  une solution du systOne (1.11) cn tou t  point  

x de (0, l) dist inct  de x=y. 
On salt d 'ai l leurs que le syst~me non homogbne 

L~(v)=-/(x) ,  v(O)=v(1)=O (1.13) 

oh /(x) est cont inue par  f ragments  dans (0, l), a d m e t  une et unc seule solution qui 

s%crit 
l 

v(x) = j'c;(x, y)/(y) dy. (1.14) 
0 

6. I1 est bien connu que le systSme (1.10) poss~de des sohttions vn (x) pour  une in- 

finitd d~nombrable  de nombres  caractdris t iqucs (Eigenwerte)) in  (n = 1, 2 . . . .  ), ()i, ~1 > )in) 

simples, rdels et positifs (0 n 'es t  pas unc valcur  caractdris t ique)  a y a n t  pour  seu] point  

timite + oo ; ces fonctions fondanlenta les  (Eigonfunkt ionen)  v,  (x) vdrif ient  les relat ions 

1 

f vm(x) Vn(X)dx O, ( m / . )  
0 

et sent  univoqt tement  (16termindes si nous supl~osons (lur 

l 

f ~'i (~) ,lx 1 

pour n =  1, 2 . . . .  ; l 'enseml)le des fonctions vn(x) forme ttn(: suit.~ +' or thogonale,  nor- 

male et  ferm6e. 

Si )i n ' es t  pas une valeur  earaet6rist ique,  le sys tbme (1.10) possS(te une et une 

seule fonct ion dc Green G(x, y;)i); la solution du sysffmle 

L~,(v)+)iv=- /(x), v(O)---v(I)-O (1.15) 
s'ficrit 

l 

v(x) - . f  G(x,  y;  )i)](y) dy. (l.16) 
0 

Si )i ne coincide avec aucun  des )in, la fonet ion G (x, y;  2), m~romorphe  en )i, s ' expr ime  

l 'a ide des fonctions fondamenta les  vn(x) par  la re lat ion 1 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

t O n  o b s e r v e r a  q u o  les p d l e s  d e  G (x, y ;  2) song  s l m p l e s .  
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La s~rie 

Vn (X) vn (y) . 
a ( x ,  u; z) = 5, 

G(x, y; O)=G(x, y) = 
Vn (X) v, (y) 

n = l  ~ n  

(1.17) 

(1.18) 

est d'ailleurs absolument et uniform~ment convergente et il en est de m~me s fortiori 

des it~rges suecessives 
l 

0 

nous avons pos~ G (1) (x, y) = G (x, y). 

Rappelons encore la relation 

O(x , y ; ] t ) -G(x , y )=2  ~ Vn(X) Vn(y). , - ,  ~-~, (2--~- ~ ' (1.19) 

d'aprgs (1.18), on a aussi 
! 

vn (x) = )L,~ f G (x, y) vn (y) d y, (n = 1, 2 , . . . ) .  (1.20) 
0 

7. Les expressions asymptotiques des ~t, et des v, (x) nous seront tr6s utiles. 

En posant K =  1 - , r l o u 8  a v o n s  

~ =  ~ n~+c+ - ; 7 / '  (1.21) 

] / [ ~ L t  -~- . n l  f l(x) n l  ~] v" (x)= ~--~" Lsm- x - .  --n cos--x+~ , (1.22) 

c ~tant une constante e t l e s  ~(n), fl(x), y(n,x),  des fonctions bornfies de leurs 

arguments. 

8. A pr6sent, consid~rons le syst~me 

8 2 u 

D ( u )  8t 2 L ~ ( u ) = 0 ,  

u ( O , t ) = u ( / , t ) = O  quel que soit t~O 
(1.23) 

dont la solution est donn4e par 

! l 

u (x, t) = - G (x, y ) L y  [u (y, t)] d y = - G (x, y) - ~  d y. 

0 0 

(1.24) 
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~2u(x, t) continue dans (0, 1). D'apr~s le thdorSme de Hilbert- Supposons la fonction ~t* 

Schmidt, on salt que la fonction u(x, t) donn~e par (1.24) est alors ddveloppable en 

une s4rie absolument et uniform~ment convergente de fonctions fondamentales. 

Nous poserons 
! 

y~ (t) = f u (y, t) vn (y) d y 
0 

et nous ~crirons 

u(x, t) = ~ v~ (x) ~vn (t), (1.25) 
nff i l  

cette sdrie ~tant absolument et uniform~ment convergente dans 0 < x < l ,  t variant 

dans un intervalle fini quelconque. 

D'autre part, la formule de Taylor 
t 

f O~u (x, 3) u ( x , t ) = u ( x , O ) + t u t ( x , O ) +  ( t - 3 )  ~ d3 
0 

permet d'~crire en tenant compte des conditions initiales (1.3) et de l'~quation donn~e 
t 

u (x, t) = Uo (x) + t ul  (x) + . f  (t - 3) Lx [u (x, 3)] d 3. 
0 

En multipliant cette relation par G(x, y) et en int~grant entre 0 et l, il vient 

l ! ! 

f G (x, y) u (y, t) d y = f G (x, y) u, (y) dy + t f G  (x, y) u, (y) d y + 
0 o 0 

l t 

+ f G (x, y ) f  (t - 3) i~ [u (y, 3)] d 3 dy. 
0 0 

La derni~re int~grale s'~crit en permutant les integrations et en tenant compte 

de (1.24) 
t 

- . f  (t - 3) u (x, 3) d 3; 
0 

nous obtenons ainsi 

1 l l t 

f G (x, y) u (y, t) d y = f G (x, y) u~ (y) d y 4. t .f  G (x, y) ul (y) d y - j" (t - 3) u (x, ,:) d v. (1.26) 
0 0 0 0 

D'ailleurs, la s~rie (1.25), absolument et uniform~ment convergente, peut ~tre 

int~gr~e terme ~ terme; d'apr~s (1.20), nous avons 
! ! 

f ( , ) f  = ,.,~ v, (t,. (1.27, 
0 0 
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A prdsent, supposons  les fonctions u 0 (x)  e t  u 1 (x )  ddveloppables en sdries absolu- 

ment  et  uniformdment  convergentes des fonctions fondamentales  Vn(X) ct  posons 

oo 

Uo(X)=n~lanVa(X)' ~ I ( X )  = ~ - 1  ~ bnvn(x), (1.28) 

les an et  les bn fitant les constantes  de Four ier  

il v i en t  

l l 
an = .fuo (y) vn (y) dy, bn = f ul (y) vn (y) dy; (1.29) 

0 0 

l 

( G(x, y)Uo(Y)dy= ~ anvn~ (x), (1.30) 
�9 n= l  - - n  
0 

| 

f G(x,y) u , (y )dy= n-1 ~ b, Vn(X).2n (1.31) 

0 

En uti l isant  (1.27), (1.30) et  (1.31), la relat ion (1.26) s '6crit 

t 

- a n - t b n + 2 n  f ( t - v )  vJn(v )dv]= 
o 

0. 

Cette s6rie 6tant  encore absolument  ct  uni form6ment  convergente,  on en d6duit  

t 
v2n (t) = an + tbn - ]t~ f (t - v) v2n (v) d v, 

0 
(n= 1, 2, . . .). 

En d6rivant  cet te  relation, on vol t  que les fonctions y ,  (t) doivent  v6rifier lc syst~me 

9',,' (t) + ;t,, ~'n (t) = O, 
t 

yJ, (0) -- an, yJn (0) = bn ; 
il vient  done 

bn 
v2, (t) = a ,  cos ~/~ln t + ~ sin ] / ~  t 

e t  par cons6quent  

u (x, t) = a~ v~ (x) cos g~-n t + = v~ (x) sin I/~n t. (B) 
n = l .  n-1  V ~ t n  

~2u (x, t) cont inue et  les fonctions Rappelons que nous avons suppose! la fonct ion ~ t ~  

Uo(X ) et  u I (x) d6veloppables en s~!ries absolument  et  uniform~ment  convergentes des 

fonctions fondamentales  v,  (x). 
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9. Dans les paragraphes precedents et sous les conditions rappel~es, nous avons 

admis que la solution du probl6me pos~ existe ct nous avons montr~ que cette solu- 

tion a alors n~cessairement la forme (B). 

R~ciproquement, supposons que l'on construise s priori la fonction u (x, t) donn~e 

par (B). I1 faut v~rifier, ce qui est souvent n@lig6, que cette fonction remplit 

routes Ies conditions du probl6me pos~; en d'autres termes, it est n~cessaire de faire 

la synth~se de la solution. 

A cet effet, on remarquera que les coefficients de Fourier 

I 

a.=f/(y) vn(y)dy, ( n = l , 2  . . . .  ) 
o 

d'une fonction /(z) v~rifient les relations 

M1 
1 ~ lanl  < - - - '  ( n = l ,  2, . . . )  (1.32) 

7b 

si /(x) est born~e et int4grable darts (0, l); 

M2 
2 ~ lanl < - -  ( n =  1, 2, .) (1.33) 

n 2  ~ . .  

si /(x) poss~de dans (0, l) une d~riv6e /'(x) born6e et int~grable; 

M 1 et M 2 sont des nombres positifs ind6pendants de n. 

Cependant, cette synth~se r~sulte aussi de l'existence et de l'unicit~ de la solu- 

tion donn~e par (A). Nous verrons en effet, dans les chapitres suivants que l'on peut 

d4duire la forme (B) de u(x, t) s l'aide d'une mfithode utilisant la formule de r4ci- 

procit4 et le prolongement analytique. 

10. D'aprgs (A), la solution du probl~me mixte peut ~tre exprim~e par une 

intfigrale d~finie portant sur les donnfies du problgme; d'apr~s (B), si ces donn6es 

sont repr~sentfies par des sfiries convenables [cf. (1.28)], la solution peut aussi se 

mettre sous la forme d'une sfirie. 

Dans (A), chaque ~lfiment des donn~es influe directement sur la solution; au 

contraire, dans (B), les donn6es 1 semblent n'intervenir que globalement par les int~!- 

grales exprimant les coefficients an et bn. 

On peut se proposer d'4tablir une relation entre les deux formes (A) et (B) de 

la solution de notre probl.me. Ainsi, il parait int~ressant de rechereher si la forte- 

I1 c o n v i e n t  c e p e n d a n t  d e  r e m a r q u e r  q u ' i l  y a e n  g d n d r a l  u n e  i n f i n i t d  de coefficients 

an e t  bn. 



12 Florent Bureau. 

tion de Green-Riemann G(P, M) p3ut ~tre reprdsentde dans l'intervalle (0, l ) p a r  une 

sdrie des fonetions 
sin 1/~ t 

(x) 

En particulier, on peut rechercher si la fonction de Riemann R(x, y; t)peut 
~tre reprdsentde dans l'intervalle (0, l) par une sdrie des fonctions 

sin ~ t 

cette sdrie dtant diffdrente de zdro dans une partie seulement ( x - t  < y < x + t) de son 

intervalle de ddfinition (0, l). 

CHAPITRE I I .  

Applicat ion de la m~thode des singularit~s. 

A. La fonction I H.  (x, y;  t). 

11. Supposons les nombres fondamentaux simples rangds par ordre de grandeur 

non ddcroissante (;t~ <2~,1). D~signons par C~ la circonfdrence du plan des 2 ayant  

pour centre 2 = 0  et un rayon compris entre ;tp et 2p41, ( ; tp~2p,l) ;  il y a exacte- 

ment p nombres caract~ristiques intdrieurs h Cr. 

Proposons-nous d'dtudier la fonction 

(z ,  y ;  t) = 2 
cp 

avec 
G(x,y;;t) e t t l " I - e - t t l  i 

n dtant un nombre entier au moins dgal h 1 et G(x, y;;t),  la fonction de Green dont  

il a dtd quest ion ci-dessus. 

Puisque les ;tk sont diffdrents dc z4ro, la fonction F (;t) est analytique et uni- 

forme dans ct sur Cp; elle poss6de des pSles simples en 2 = 2 k ,  ( k = l , 2  . . . .  ,p)  et 

un pSle multiple d'ordre n e n  ;t = 0. 

1 Une fonction analogue ~ Hn a ~td rencontrde par  S. ZAREMBA [14] dans l 'dtude du pl~obl~me 
m i x t e  pour l 'dquation des ondes ~ quatre dimensions. 
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De l'expression (1.19) de G(x,y:2), on d4duit que le r~sidu de F ( 2 ) e n  2=~t,` est 

v,` (x) v,` (y) sin 1/~ t 

Pour calculer le r6sidu de F(2) en 2 =0,  remplagons sin x par son ddveloppement 

x 2 q  ~ 1 

s i n x - q = 0  ]~ ( - 1 ) q ( 2 q + l ) !  

ct recherchons le coefficient de 2 ~-1 dans le ddveloppement de 

sin g,~ t 2nF(2)=a(x, y; ).) - - -  g2 
au voisinage de 2 =0.  En posant 

G (x, y; 2) = ~. Gr (x, y), 
r~0  

les G~ (x, y) 6rant les it6r6es successives de G(x, y), nous obtenons 

~q-~r t 2 q + l  

a " F ( 2 )  ~o~ .=o ~ (-1)'(2q+l)l:Gr(x'Y). = 

= c~ ).s :~ t2q ~-1 

~'o q~o(-1)q(2q+ l)t o'-q(x'y)" 

Le coefficient de 2 ~- ~ dans le d~veloppement precedent ~tant 

n - 1  g2q ~ 1 n -1 g2(n - r ) - I  

Z (-l)"(2~+l)!a,_~_q(x,y)f/ = ~ ( - - 1 )  n - l - r  Or(X,  y) ,  
q-o , -o  F (2 n - 2 r) 

n o u s  a v o n s  
n -1 ~ 2 ( n - r ) - I  

H(2 , ( x , y ; t )=  - Vk(X) Vk(y) sin V,~-2t + ( _ l ) n _  ~ ~ ( _ l ) , i , ( 2 n _ 2 r ) G ~ ( x , y ) .  
,`-1 ;t~ V ~  r~ o 

La seeonde somme du second membre est ind~pendante de la circonfdrence Cp; s i p  

grandit inddfiniment, la prCmiSre somme est absolument et uniform4ment convergente 

par rapport h x , y , t  [pour O < x , y < l ,  t quelconque], si 2 n + l > l  ou n>O,  puisque 

I sin I /~t  I_< 1 et que Iv,` (x)l est bornd dans l'intervalle (0, l). 

12. Nous poserons 

Hn (x, y; t) = lim H(, ~) (x, y; t) = 

n-1 l~2(n-r)-i = _ v~ ( z )  v,` (y)  s i n  I/Z,, t 1)"-~ 
�9 V--2~ + ( -  • ( -  1 ) 'F (  2 n -  G~(x'Y)" (2.1) 2,` " T=o 2 r) k = l  

1 Or(X, y )=G(r+l) (x ,  y), ( r = 0 ,  1 . . . .  ); Go(X, y ) ~ G ( x ,  y). 
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Pour  met t re  

les formules suivantes [cf. (1.18), (1.19), (1.20)] 

a (x, y) = O (z, y;  0) = O o (x, y), 

I l 

ar (X, U ) = J ' G r - 1  ( x ,  z)(~#(z, y) dz= f G(x, z ) G ~ - i  (z, y)  d z ,  
o o 

l 

Vk (X) = ,tk f G (X, Z) Vk (Z) d z, 
0 

En ~crivant 

o n  t rouve  

l 'expression pr~c4dente sous une autre  forme, remarquons  que l'on a 

(r = 1, 2 . . . .  ), (2.2) 

K. (x, y; t)= ~ v~k(x)v~fy), s_in i/~l-kf 

( k = l , 2  . . . .  ). 

l 

K. (x , y ; t )  = k~=l 2 n-lk " I/~ a(x ,z)  vk(z)dz= 
0 

I 

f - a (x, z) ~ v~ (u) v~ (z) sin V~  t d z = 

0 

I 

- =  [ '( l(x,z)  K. ~(z,y;t) dz 
0 

et par consequent  

l 
j ,  n 1 r 12in r) I 

H . ( x , y ; t ) =  - G(x,z) K.  . (z ,y; t )dz+(-1)"- '~ ,r  o ( -  1) ~-O~-L--()r)Gr(x,y). 
0 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

13. Nous nous proposons de mont re r  que la fonct ion H ,  (x, y; t) satisfait  aux 

conditions suivantes:  

1. Elle v~rifie l '~quati(m aux (l~riv6es partielles donn6e si x # y ;  
2. Elle est nulle pour  x = 0 ,  x = l  quel que soit t; 

3. On a H,(x ,y;O)=O, ~ - H - ~ ( x , y ; 0 ) = 0 ;  

4. Elle est continue le long de x=y;  sa (t6,rivSe 1)remit're par  rappor t  h x est 

discontinue pour x = y  et  l 'on a 

OH,(x,y; t )  l I ~:o t2, 1 
. . . . . . . . . . . .  Ox ,~ o ( - 1 ) ' F ( 2 n ) .  (2.6) 

Consid6rons d ' abord  K ,  (x, y; t). La Ionction G(x,  y) 6tant,  sauf en x = y ,  une 

solution de l '6quation L x ( u ) = 0 ,  nous avons [cf. (1.14)], 
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l 

L~K~ (x, y; t ) = L ~ f  G(x, z) Kn-1 (z, y; t) d z =  - K ~ - I  (x, y; t); 
0 

en d~rivant terme h terme, la sdrie (2.3), il vient 

02 
~ K~ (x, y; t) = - Kn ~ (x, y; t) 

ce qui montre que 

~2Kn_L K~=0. 
~t.~ x 

(2.7) 

D'autre part, puisque L~ Gr (x, y) = - Gr 1 (x, y), nous pouvons 6crire 

n-- I  g 2 ( n -  r) 1 n - 1  t2(n-r)- I  

( - l )  ~ T , ( 2 n _ 2 r ) L ~ G r ( x , y ) = -  ~ ( -  1) ~ F ( 2 n _ 2 r )  Gr j (x ,y);  
r=O r '~ l  

(2.8) 

(]e plus, nous avolis 

~2 n-1 t2(n.-r)-I n - 2  ~2(n - r - 1 ) - I  

G~(x, y)= ~ ( -  1)~ F-j2 n .  2--(,r+~-)] a~ (x , y) 

ce qui devient on changeant r en r+ 1, 

n-1 t2 (n-r ) - I  

- Z  ~ ( -  I) ~/v(;in ~.~-rj G~_x (x, y). (2.9) 

Les relations (2.8) et (2.9) montrent  que Hn (x, y; t) v~rifie l'~quation donn6e. 

La s~rie intervenant dans (2.1) est absolument et uniform6ment convergente si 

n > 0 ;  chacun de ses termes &ant nul pour x = 0  et x=l ,  il en est de mdme de 

cette sdrie. 

011 a pour la m&ne raison, H ,  (x, y; 0 ) = 0 .  

OH, 
Pour obtenir ~ - ,  on peut (l&iver terme '5. terme l'expression (2.1), si n'_-1; 

la s~rie obtenue est encore absolument et uniform~ment convergente et il vient ~ 

pour t = 0 
H~ ~-. v~ (x) vk (y) 
~ (x, y ;  O) = - ~ ~Z" ~ + G ,  ~ (x, y)  = O. 

Enfin, Hn(x, y;t) est continue sur y = x  car la s6rie intervenant dans (2.1) est ab- 

solument et uniform~ment convergente ainsi que G(x ,y ) [c f .  (1.18)] et ses it~r6es 

~vk (x) vk (y) 
1 O n  a G n - l ( x , y ) = G ( n ) ( x , y )  -= - ~ - ~  . . . . . . . .  

k ~ I  k. 
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successives (en particulier pour x = y). La d~riv4e premiere de Hn par rappor t  h t 

est continue car on peut  d~river terme ~ terme et la s4rie obtenue est encore absolu- 

ment  et uniform~ment convergente si n >  1. 

La d~riv~e premiere par  r a p p o r t  h x s'~crit 

' n-1 t 2<n-T)-1 ~GT (X, y) aH~ vk (x) v~ (y) sin V~k t 1),_ 1 T . . . . . . . . . . . .  

x ~ o  ....... iX . . . . . . . . . .  Vi--~- + ( -  ,~oZ ( -  ~ ) / ~ 7 2 - n - ~ - ; i  ~x 

Or, les d6riv~es des it4r~es G 1 (x, y), . . . ,  Gr (X, y) de G (x; y) sont continues; mais on a 

a G (x, y) ,=~ , o 

d'ofi le r~sultat annonc$. 

B. La solution du probl~me aux limites. 

14. Dans le plan (y, v), consid~rons le rectangle O L C D  limit~ par les axes O y 

et 0 %  une parall~le L C  ~ Ov passant par  L = ( / , 0 )  et une parall~le D C h Oy 

passant  par  le point P = (x, t) en lequel nous nous proposons de calculer u (x, t). Soient 

encore E H  et FG, deux parall~les h Ov ayant  respect ivement pour abscisses x - e  

et x + e ;  ces droites d~terminent dans O L C D ,  deux rectangles O E H D  et F L C G .  

Appliquons la formule de r~ciprocit~ dans chacun des rectangles O E H D  et 

27 

0 

"C 

HPG 
I 
I I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
r - " -  
i 
i 
I 
I 
I 
I 

E~F 
Fig. 3. 

C 
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F L C G  en prenant  pour u la solution cherchde et pour v la fonetion H~ (x, y; t - z ) .  

En faisant tendre e vers z~ro, il vient 

1. Dans O E H D ,  ( H ~ - - 0  sur OD), 

f [  OHn(x'y;t)  uo(Y)ldY+ Hn (x, y; t) u I (y) + 0 t 

f [  o. 4- H~ (x, x - e ; t - u (y, Oy Oy 
EH 

2. Dans FLCG,  

f [Hn (x' y; t) u' (Y) + ~ H" (x' y; t) u~ dy 
FL 

GF 

En additionnant ces deux relations, en remarquant  que H n ( x , y ; t - v )  est continu 

sur y = x  et en utilisant la relation (2.6), il vient 

t l 

(=-1)"--1 ((t-v) ~'-' (x,v)dv= f [  O H . ( x , u ; 0  . .1 / ' ( 2  n) J u H~ (x, y; t) u I (y)-I ...... Ot ........ uo(y). ] dy. (2.10) 
0 0 

En d6rivant la formule pr6c6dente, 2 n fois par rapport  g t, on obtient la solution 

cherch~e u (x, t). 

En utilisant la d~finition [cf. (2.1)] de H~ (x, y; t), le second membre de (2.10) 

peut s'6crire 

bk vk (x) sin ~ t ~-. *'k (x) 
k-1 ;t~- U).~ ~s ak ;t~- cos I /Z t = P2,-1 (t) + r (x, t), P2 (t) n - 1  

off P=n-1 (t) d~!signe un polyn6me en t au plus de degr6 2 n - 1  et oh les ak et les 

bk sont respectivement les coefficients de Fourier de u 0(x) et de u1(x) [cf. (1.29)]. 

II vient ainsi 

u ( x ,  t)  = ( - 1)  ~ - 1  0~" �9 (x, t). (2.11) 

I1 reste ~ effectuer 

1 ~ La d6rivation indiqu6e au second membre de l'expression pr~c6dente; 

2 ~ La synth~se de la formule obtenue. 

Puisque la solution u (x, t) existe e t e s t  unique, elle est donn6e par la formule 

pr4c~dente dans laquelle on peut d'ailleurs supposer n = 1. 

Remarquons encore qu'une d~rivation formelle effectu6e sous le signe de somma- 

tion donne la formule (B). 
2 - 5 3 3 8 0 5 .  Acta  mathemat ica.  89. l m p r i m 5  le 17 f 6v r im '  1953. 
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C. Une  autre expression de H~ (x, y; t). 

15. Dans le plan (y, ~), les caract~ristiques passant  par  l 'origine 0 et par  le 

point  L ~ (l, 0) d6terminent  avec Oy un triangle O M L .  Pour  ~viter des difficultfis, 

nous nous bornerons 'X consid6rer des points  P------(x, t) int~rieurs ~ ce triangle. Pour  

ces points P,  le probl6me pond est un  problbme de Cauchy [cf. w 4]. 

Les caract6rist iques passant  par  le point  P [cf. la figure 2] d6terminent  avec 

OY un triangle A P B ,  A et B 6tant  intSrieurs '~ l ' intervalle (O<y<l) .  Nous nous 

proposons de mont re r  qu'i l  existe une solution v (x, y; t - ~ )  de l '~quat ion (1.2) v(!ri- 

f iant  les conditions suivantes:  

1. Elle est nulle sur les caractSristiques t - 3  = J: ( x - y ) ;  

2. Elle est cont inue dans le tr iangle A P B ;  

3. Ses d~rivSes premieres sont  continues dans le triangle A P B  sauf ~ventuelle- 

la d6xiv6e 

ment  sur la droite y = x ;  

4. Sur la droite y = x ,  

continuit6~ 

l)remi6re pat' r appor t  h y poss~de la dis- 

~_V (X:Y; t-7~! ]u ~o , (t - ~)"" ' (2.12) eu , ~ , = ( - 1 ) "  i/;(Y~j " 

16. Dans  le cas de l '~quation des cordes vibrantes,  cet te  fonct ion est facile h 

construire;  il suffit en effet de poser 

1 ~ Dans  le triangle A x P  

(-1)"  
, ,  (x ,  y ;  t - ~) = 2 : 2 n i ' - ~  (t  - �9 + y - x)'~';  

2 ~ . Dans  le triangle P x B  

( - 1)~-2 
v ( x , y ; t - v )  2 . 2 n F ( 2 n ) ( t - v - y + x ) " n  

On volt  aussit(3t que la fonct ion ainsi construi te  est cont inue sur y = x  et v~rifie 

la relation (2.12). 

Plus g~n~ralement, notre probl~me 1 revient h t rouver  une solution de l '@luation 

(1.2) s ' annulan t  sur une caract~rist ique passant  par ull point  P =  (a, b) et telle que 

1 Ce probl~me est k rapprocher du probl~me consistant k d6terminer une solution de l'6quation 
t0 2 u ~ u 

x2 + - -  = 0 dans un domaine S limit~ par une courbe C, connaissant les valeurs de u sur une y~ 

du 
partie C 1 de C et celles do --- sur C - - C  1. 

dn 
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0 
I 

P Q /t 
Fig. 4. 

B 

= - 3 5  

~ U  
sur x=a,  sa d~riv~e ~_v prenne une valeur donnde. Par exemple, pour l%quation 

~2 u (0 ~ u 
~t 2 ~ x 2 = 0 ,  la solution u ( x , t ) = ( l - x )  2 est nulle sur t = x  et sa d~riv~e ~u ~x est 

~gale h - 2 t  sur x = 0 .  

Pour simplifier, propos(ms-nous (lc construire une solution de l'~quation 

~2 u 

DxSy a(x ,y )  u, 

connaissant sur le segment O A de O x les valeurs /(x) de u (x, y) et sur le segment 
au  au  au  

O B de la bissectrice x= y, les valeurs g (x) de ~n 8x  ~y Nous admettrons que 

les fonctions /(x) et g(x) sont continues sur O A ct que la fonction a (x, y) est con- 

tinue dans le rectangle O A B C  [cf. fig. 4]. 

Pour d~montrer l'existence (le la fonction u, nous utiliserons la m~thode des 

approximations successives. 
D2u 

La solution de l'~quation ~-x ~y = 0 v~rifiant les conditions indiqu~es s'~crit 

y 

u (x, y) = / (x )  + / (y )  - / ( 0 )  -6 fg  (:r dec. (2.13) 

~u 
Si g (0 )=0 ,  la d~riv4e - - = - g ( y )  est nulle pour y = 0  et la solution u ( x , y ) s e  a y  

raccorde avec la solution identiquement nulle le long de Ox. 
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La  fonct ion A (x, y) ~tant suppos6e connue,  recherchons une solution de l '~quat ion 

02 u 
- -  = A (x ,  y ) ,  
OxOy 

Ou 
nulle sur Ox et telle que ~n  = 0  sur y=x. A cet effet, menons par  le point  M(x,y)  

des parall~les aux axes et consid6rons le rectangle M N P Q  et le triangle ONP. La 

solution cherch6e s'ficrit 

~(x,y)=2 f f  A(=,Z)d~dZ+ f f  A(=,~)d~dZ 
O P N  P Q M N  

c'est-~-dire 
y rt y X 

0 0 0 y 

(2.14) 

0u  0 u  
En  effet, on voit  aussitSt que u = 0  pour  y = 0 .  :Pour calculer ~ x -  0-y '  on re- 

marque  que l 'on peut  permuter  les int6grations dans la derni~re intdgrale de (2.14) 

il v ient  

~u 
= ~ u  _ a u = "A (~, ~) d ~  - 

On Ox Oy 
(} 0 y 

ce qui se r6duit 's z~ro pour  x = y .  

17. A pr6sent, consid6rons le syst6me 

0~ uz O 2 Uk 
. . . .  0, - - - -  = a (x, y) uk-z,  (k = 2, 3, . . . )  (2.15) 

OxOy OxOy 

et d~terminons les solutions u~ par les condit ions 

1. Pour  ul :  

2. Pour  u~: 

u l  = / ( y )  s u r  Ox, 
0uz 
0 ~  = 9 (x )  s u r  x = y ;  

U~ = 0 sur Ox, 

0uk 
- -  0 sur x = y. 

On 

La  solution ul (x, y) est d~termin4e par  (2.13) et la solution uk (x, y) par  (2.14) avec 

A (x, y) - -  a (x, y) Uk-l. 
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~, 8 u~ O u~, 
Pour d4montrer la convergence absoluc et uniforme de ~ u ~ , - - ~ x x '  ~ O y 

on utilise les considSr~tions habituelles. Soient M e t  K respectivement un maximum 

de [u~ (x, y)[ et de [a (x, y)[ dans lc rectangle O A B C. On vdrifie aussit6t les in~ga- 

lit6s (k _> 2) 

La relation 

~OUS d o n n e  

x k  --1 yk-1 

l ' ~ I < i / ~ - ~  (k- l ) !  (k- i ) ! '  

~uk <MKk_ 1 x ~-~ y~-i . 
~z (]~-2)! (k- 1)! 

y 3: 

~uk= ]'a(y,~)Uk_l(y,~)do~+ ]'ate,  y) Oy . 
uk-1 (o~, y) dr162 

]~ u2 ~-ff l < M K x, 

Ouk 
-fly-I< M K ~-1 

x k 2 y k - 2 ( x + y ) .  

(k-2)! (k-~)~' 

on en d6duit le r~sultat annonc& 
- -  e0 2 u ~  

En partant  ties relations (2.15), on voit aussi quc la s6rie ~ - ~ y  eat absolu- 

m e n t e t  uniform6ment convergente. 

L'unicit6 de la solution u (x, y) sc d6montr~ r~ar le raisonnement comm. 

18. A pr6sent 1, menons par le point P, unc parallSle DC b~ Oy; elle forme avec 

Or, Oy et la parall6le LC h Or,  un rectangle OLCD.  Consid6rons ausai une paral- 

l~le I N  h, Oy, le point I ayant  pour ordonn6e r : - t  1 ( 0 < t l < t ) .  Soient encore E H  

et FG deux parall61es h Or ayant  reapectivement pour abscisses x - e  et x+e  

(e positif et tr6s petit); ces droites coupent I N  respectivement en J et en M. 

Cela 6tant dit, d6finissons une fonction H (x, y; t - r )  en posant 

r 
H , ~ ( x , y ; t - r ) - v ( x , y ; t - r )  ,l~ms le triangle A P B ,  

H (x, y; t -  r) = Ha (x, y; t -  r) dans la partie du rectangle OL CD 
cxt~,rieure au triangle A P B. 

Si y coincide avec x, on remplace H n ( x , y ; t - r ) - v ( x , y ; t - r )  par sa limite pour 

y->x, x, et t - r  restant fixes. 

La fonction H(x,  y; t - r )  consid6r6e comme d6pendant de y e t  de �9 poss~de lea 

propri6t~s suivantes: 

1 Cf. fig. 5 page suivante.  
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h . . . . . . .  
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Fig. 5. 

C 

# 

1. Elle est continue dans le rectangle OLCD et sur sa fronti~re; ses d~!riv~es 

premieres restent born~es au voisinage de la droite y=x, singuli~re pour Hn; 

2. Le long de t - z  = +_(x-y), r reste continue; ses d~riv~es jusqu'au second 

ordre restent aussi continues; dans le rectangle O LCD, la fonction ~5 v~rifie l'$qua- 

tion propos~e sauf ~ventuellement sur y = x ;  

3. Sur x = 0  et x= l ,  on a ~ ( x , y ; t - v ) = 0 ;  
a ~  

4. Pour y # x  et v=t, on a q~(x,y;O)=O et ~(x , y ;O)=O.  

A prSsent, appliquons la formule de r~eiprocit~ aux fonctions r  y; t - z )  et 

q~ (x, y; q - v) = vk (y) sin ]/~ ( q  - v) ,  

t x d~signant un nombre queleonque distinct de t; nous prendrons pour domaine S, 

respectivement les rectangles R t - - I J H D  ct Rn-~MNCG. Nous obtenons puisque 

d r = 0  sur 1N: 

1. Dans le rectangle R~: 

- f ( ~  - ~ - u  + ~ou~) d~=o; 
I J  J l ' l  

(2.16) 



S6ries de fonctions fondamentales. 23 

2. Dans le rectangle RH: 

M N  G M  

(2.17) 

Additionnons les relations (2.16) et (2.17) et raisons tendre s vers z~ro. Puisquc 

~-y, ~k, ~ sont continues sur la droite x = y ,  nous avons 

(f§ f)=o. 
I J  M N  

De plus, sur ]a droite v=tl, nous avons 

~ (y, O) = O, ~ 

En rassemblant ces rSsultats, nous obtenons 

f q~(x, y; t-t1) vk(y) dy=O 
I N  

pour toutes les valeurs enti~res et positives de k. 

Les vk (y) formant un syst~me complet et fermi, nous ddduisons aussit6t de ces 

relations 
q~(x, y; t - t l ) - O  

quel que soit t 1 different de t et qucl que soit y (et aussi x) dans l'intervalle (0, 1). 

Il r~sulte alors de ~ (x ,  y; 0) =0  et -~-i- ( ' y; 0 ) = 0  que q)(x, y; t - v )  est identique- 

ment nul. 

En particulier, nous avorL~ 

I v(x,y; t - v )  
Hn(x,y; t-v)~.[ 0 

dans le triangle APB,  | 

dans la par t ie  du rectangle OLCD i (2.18) 
ext~rieure au triangle A PB. 

19. En tenant compte de ce dernier r~sultat, la formule (2.10) s'~crit 

t B 

f /[ ( - 1 ) " - I  ' ( t - v )  2"-I (x,~)dv v /'(2 n) . u = .  (x, 
0 A 

y; t) u l ( y ) +  av(x, y; t) uo(y)] dy ] Ot 

avec A = (x- t ,  0), B= (x + t, 0). C'est la formule que l'on obtiendrait en appliquant 

la m~thode de Volterra-Tedone. 
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CHAPITRE I I I .  

Les s~ries de fonctions fondamentales  et la solution du probl~me 
aux  limites. 

A. La fonction K~ (x, y;  t). 

20. Lea r~aultats obtenus pr6c6demment montrent comment on peut obtenir 

l'aide de la fonction Hn (x, y; t), la solution du probl~me aux limites sous la forme 

d'un d4veloppement en s~rie de fonctions fondamentales. 

Cependant, la solution du probl~me pos~ peut encore ~tre exprim~e au moyen 

de la fonetion de Green-Riemann. Pour ~tablir une liaison entre ces deux formes 

de la solution, nous utiliserona la fonction de la variable eomplexe s, (Rs  = a), 

d~finie par 

Ks (x, y; t) = ~ vk (x) vk (y). sin l /~  t (3.1) 
k-x Z, V~ 

Puiaque Iv~(x) l et I sin V~tl sont horn,s et que 2k est de l'ordre de k ~, on voit 
o o  

en comparant K s ( x , y ; t )  h ~,k  (2"~1) que la s~rie (3.1) est convergente pour a > 0  

et par suite que la fonction Ks (x, y; t) eat analytiquc dana le demi-plan R s > O. 

En dSrivant terme h terme la s~rie (3.1) par rapport ~ t, on obtient la relation 

~2 p 
~-t~.zb Ks (x, y; t) = Ks p (x, y; t) 

valable lorsque R s > ~  + p, p 6tant un cnticr positif. 

D'ailleurs, on v6rifie encore facilement que la fonction Ks(x,  y; t) aatisfait aux 

conditions suivantes: 

1. Ells v~rifie l'dquation aux d~rivdes partielka propos~e si Rs  est assez grand; 

2. Elle est nuile pour x = 0 ,  x = l  qucl que soit t; 

Ks ,  
3. On a Ks (x, y; O)=O, - ~ - ( x ,  y; 0)=~s(x,  y) off nous avona posfi 1 

~, (x, y) = ~ vk (x) vk (y); (3.2) 
k-, 2~, 

4. Ells est continue dana le domaine O < x , y < l ,  t>_O ai Rs>O.  

1 La fonction ~s (x, y) a ~t6 introduite par S. MINAKSHISUNDARAM pour d 'autres ~quations et 
dans un autre but. Cf. [10, 11, 13]. 
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Appliquons la formulc de r~ciprocit~ dans le rectangle OLCD (fig. 3)en  prenant 

pour u(y,~) la solution du probl~me pos4 et pour v(y,v)  la fonction Ks (x, y; t -  v) 
(Rs assez grand). 

a) Sur OL: 

b) 

c) 

II vient 

P .  (v) = 

Sur LC et DO: 

Sur C D: 

n x=0,  n 2 = - ] ;  

n 1=0, n 2=1;  P~(u)=u~(y),  

~Ks(x ,y ; t -T)  ~=0 ~Ks(x,y;t) .  
~ ~t ' 

v=O, u=O; 

au 
Pn (u) = - ~ ,  Ks (x, y; t - v)t ~ = 0; 

P'(v)=-~Ks(x'y;t-~)i~v t-~=~Ks 

La formule de r~ciprocitfi nous donne alors 

l l 

f u ( y , t )  ~s(x,y)dy= . f  [u l (y  ) Ks (x, y; t) -~ Uo(y ) 
0 n 

O Ks (~t Y; t)] dy. (3.3) 

Nous obtenons ainsi une relation d6pendant analytiquement de s e t  v~rififie par 

la solution u (y, v) du probl6me aux limites. En effectuant le prolongement analytique 

pour s e t  en calculant la valeur pour s = 0  des deux membres de la relation pr~c~- 

dente, nous obtiendrons le r~sultat cherch& 

21. La ]onction Ss (x, y). La fonction $8 (x, y) d~finie par (3.2) est analytique 

en s pour R s > �89 Pour s = 1, ~s (x, y) est la fonetion de Green G (x, y) ; pour s entier 

et plus grand que 1, Ss (x, y) se rdduit aux it~r~es successives de G(x, y). 

La relation 
l 

v~ (y) = ~ J'G (y, z) v~ (z) d z 
0 

permet d'~erire 
! 

$s (x, y ) = f G  (y, z) $s--1 (x, z) dz. 
0 

Pour fitudier la fonction ~'s (x, y), consid6rons la s~rie 

O(x , y ; t -T )=  ~vk(x) vk(y)e -a~a-~). 
k - 1  

(3.4) 
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Cette s6rie est absolument et uniform6ment convergente par rapport  ft. x, y, t, v lorsque 

0_<_x, y<_l, 0 < O _ < t - T _ < A ,  

5 5tant un nombrc positif arbitraire;  il en (st  de m~mc des s6ries obtenues en 

d6rivant terme s terme la s6rie (3.4) un hombre quelconquc de fois par rapport  

t e t h v .  

En outre, la fonction 0 (x, y; t - v )  v6rifie les 5quations 

t0u ~u 
. . . . . .  (3 .5)  L~ (u) = b ~  Ly (u)  ~ 

Plus pr~cis~nlent 0 (x, y; t -  v) est une solution ~l~mentaire de l '~quation (3.5) et l 'on a 

1 (X-Y)2 
O (x, y; t -  v) e 4(t- ~) + O (x, y; t _  v), (3.6) 

2 V~ (t - -  ~ )  

O (x, y; t - v )  restant  fmi s i t  tend vers v +  0 et pour toutes les valeurs de x et y 

appar tenant  b~ l 'intervallc ouvert  (0,/);  s i x  ou y coincide avec unc des extrSmit~is 

0 ou l de cet intervalle, 0 (x, y; t - v )  est identiquement nulle)  

22. Une limitation plus precise de O ( x ,  y; t) nous sera trSs utile.  
~)u 

A cet effet, dcrivons l '6quation L~(u)=  ~t de la mani6rc suivante: 

0 u ~2 u 
1:: (u)  =: ~ t  - ~ x ~ = "  (x) u.  (3.7) 

Nous admettrons que le coefficient a(x)  est eontinu dans l 'intervalle - - cx~ . :x<  i-cxD 

et que ] a (x ) ]<  M, M fitant une constante. 

Pour obtenir une solution ~!14mentaire 2 Uo(x, y; t) de l '6quation {3.7), posons 

[ - -  (_x 5_Y) s 

et construis(ms les solutions 'u~ (x, y; t) des 6quati(ms 

d6termin~es par les conditions 

t :  (uk)  = .  (x)  uk , ,  (k ~ 1, 2 . . . .  ) 

uk (x, 0)  = 0,  (k = 1, 2 . . . .  ). 

Cf. E.  T. CoPsoN [3]. 
2 Cf. J. HADAMARD [7 al; M. GEVREY [6, p. 192]. 
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Nous avons 
t 00 

u e ( x , y ; t ) = . f d ~ . f u o ( x , ~ ; t - ~ ) a ( ~ ) u k  l (~ ,y ;~ l )  d~, ( k = l , 2  . . . .  ); 
0 - o r  

en util isant la relation I 
oo 

Uo(X, y; t~ t-t~)= .f uo(x, ~; t~) Uo(~, y; t~) d~, 

on t rouve facilement l 'in6galit6 
M k t k 

lu~(x,v;t)l< ~ uo(x,~;t), (k= l ,  2 , . . . ) ,  

o o  

d'ofi il r~sulte que la s 6 r i e . ~ u ~  est convergente,  v~rifie l '~quat ion (3.7) et se com- 
h~=0= 

porte  comme uo (x, y; t) au voisinage de x = y, t = 0. Cette s~rie reprSsente done une 

solution 61~mentaire Uo(x, y; t) de l '~quation (3.7). 

D'ailleurs, nous pouvons ~crire 

Uo (x, y; t) = u0 + w, (3.8) 
avec 

[w (x, y; t) [ < uo (x, y; t) (e ut  - 1) < M t e Mt uo (x, y; t); (3.9) 

w reste fini au voisinage de la droite t = 0 et s 'annule  avec t. 

23. D6terminons main tenan t  une solution G ( x , y ; t )  de l '6quation (3 .7 ) (en  x 

et t) v~rifiant les conditions suivantes [cf. fig. 3]: 

1. Elle se compor te  comme U 0 ( x , y ; t )  au voisinage du point  x = y ,  t = 0 ;  

'2. Elle s 'annule sur O D  et sur L C ;  

3. Elle tend vers zSro lorsque la quant i td  positive t tend vers z~ro. 

A cet  effet, posons 

G (x, y; t )=  Uo (x, y; t ) - g  (x, v; t). 

La  fonction g ( x , y ; t )  est une solution de l'~iquation ( 3 . 7 ) p r e n a n t  sur le contour  

D O L C ,  les m6mes valeurs que U o (x, y; t). Cette solution g est unique et l 'on a 

I,q (~,, v; t)l < K ,nan IUol ,  

K 6tant  un coefficient ne d6pendant  quc de a ( x ) e t  max IUol d6signant le max imum 

de ] U o] sur le contour  D O L C .  

Cela ~!tant rappeld, supposons '~ 0 < t < T et soit dy la plus courte  distance de y 

aux points 0 et l; nous avons d 'apr~s (3.8), 

I G. DOETSCH 15, p. 618]. 
2 t e s t  fixe. 
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et par consequent 

d~ 

max I Uol < ~ ' ~ - ? -  ..... 
- ~  2 l/;ii 

o a~ 
e, 4 t  

Ig (~, ~; t)l < / q  - ~ - ,  (3.1o) 

K 1 ~ tan t  une constante ne d@endant  que de a(x) et de T. 

D'autre part,  d'aprgs (3.9), [w[ v~rifie aussi une relation analogue ~ (3.10). 

Ainsi, nous pouvons ~erire 

avec 
G (x, y; t) = u o (x, y; t) - gl (x, y; t), 

4 
e 4 t  

K~ fitant une constante ne d$pendant que de a(x) et de T. 

Or, la fonction de Green G (x, y; t) s 'exprime h l'aide des fonctions fondamen- 

tales vk(x) par les relations (3.4); par suite, s i x  est un point queleonque de l 'inter- 

valle (0,/), s i t  varie dans un intervaUe fini quelconque et si d~ dfisigne la distance 

minimum de y aux points 0 et l, nous avons 

2 d y  

c e-i~- (3.11) Io (~ ,~ ; t ) l<  ~ , 

c ~tant une constante ind~pendante de x et de t. 

puisque 

nous avons 

24. Consid6rons h present l'int~grale 

oo 

Is (x, y) = .['0 (x, y; 0r ~d-' d a  ; 
0 

I'(s) 

0 

Is (x, y) = F (s) ~s (x, y). 

(3.12) 

(3.13) 

a) Supposons d 'abord x~y. D~signons par T u n e  quantit~ positive; d~composons 

l'intervalle d'int~gration (0, r en les deux interval]es (0, T) et (T, r et ~crivons 
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OU 

r T r162 

i l l  = + 

, , ~ 
0 0 T 

Is (x, y) = I i  1) (x, y) + I i  2) (x, y). 

Lorsque ~r > T et puisque I vk (x) I < M, nous avons 

(3.14) 

[ 1] 
< M  ~e -~a 1 + T k _ _ 2 2 ~ _ 2 1  <M*e -~'~, 

M* ~tant une eonstante  indgpendante  de x, y, e. I1 en r~sulte que 

<: 

(3.15) 

]II ~-, (x, y)l <M* f e--a'" ~~ d~, (a=Rs), 
T 

et  par suite que I(~ 2)(x, y) est une fonct ion enti~re de s. 

D 'au t re  part ,  d'apr~s (3.6), nous avons 

T T 

xj f 1~,,(x,y)=~V~ ~ ,o 8 . , . d ~ +  O(x,y;~)~ s ' , t ~ =  
0 0 

= 17 ) (x, y ) +  Ii ') (x, y). (3.16) 

Or, la premi(~re int~grale I~ 3) (x, y) est une lonet ton enti~re de s, comme le mont re  

le changement  de variable ( x - y )  2= 4af t .  

Pour  v~rifier que la seconde int~grale i(4)(x, y) est aussi une fonct ion enti~re 
X n 

de s, remarquons  que l 'on a ~. < e  ~, s i x  et  n sont  positifs. Il en r~sulte que le 

nombre  positif n ~!tant fix6 arb i t ra i rement ,  nous avons, si ~r est  assez grand,  

i O(x ,y;~r < 4 n n ! c  ~ - -  ~ n  - 1 I  2 

ou encore puisque T e s t  fix~, 

I O(x, y; a) l < K ~"- ' / ' ,  

K ~tant une eonstante  ind~pendante de ~. 

I1 vient  alors 
T 

1I'2)(x, y)I<K t ~C+~ n+o-�89 

(3.17) 
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et I(84)(x,y) converge dans le demi-plan R s > - n + � 8 9  Ceci revient ~ dire, puisque le 

nombre positif n est fix~ arbitrairement, que I(~ 4~ (x, y) est une fonction entiSre de s. 

Ainsi, si x ~ y ,  l'int~grale Is (x, y) est une fonction enti~re de s. 

h) Supposons x = y .  L'int~grale I(~ 2)(x, y) est encore une fonction enti~re de s. 

D'ailleurs, nous avons 
1 

O(x,x; ~) . . . . .  ~ O(x,x; ~); 

si x est un poillt int~rieur de l'intervalle (0,/), d~ est different de z~ro et la relation 

(3.11) est encore valable. I1 en r~sulte que I(~ 4)(x, x) (cf. (3.16)) est encore une fonc- 

tion enti~re de s. 

D'autre part, nous avons 
T s  _ t i.., 

I(~ s, (x, x)= 2-(/~ -s~-j-~-. 

Ainsi, la fonction Is(x, x)= F ( s ) ~  (x, x) est une fonction analytique et r~guli~re 

de s dans tout le plan ~ distance finie sauf au point s=.~ oh elle poss~de un p61e 

1 
simple avec le rdsidu 2/- ~ -  

Puisque F(~)=V~,  nous avons au voisinage de s =  ~, le dfiveloppement 

1 1 
~, (x, x) 2 ~ s -  ~ + Z~ (x, x), 

Z~ (x, x) ~tant une fonction holomorphe de s au voisinage de s=  �89 

En rfisum~, si x ~ y ,  $8(x,y) est un~ [onction enti~re de s; si x = y ,  ~s(x,y) est 

une /onction analytique et rdguli~re de s dans tout le plan d distance finie sau/ au 

point s = �89 ot~ eUe poss~de un pSle simple avec le rdsidu 1 .  En outre, ~8 (x, y) poss~de 
2zc 

1 
des zdros pour les valeurs de s, (s = O, - 1, - 2 . . . .  ) annulant la /onction enti~re j,-is ) �9 

B. Le prolongement analytique et la solution du probl~me aux limites. 

25. A present, ~tudions le prolongement analytique de 

! 

F8 (x) = f / ( y )  ~8 (x, y) dy 
O 

/(y) ~tant dans (0, l) une fonction bora~e continue sauf ~ventuellement ell un hombre 

fini de points de discontinuit~ de premiere esp~ce. 
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Nous d6signerons par  M, une borne sup6rieure de ] /(y)]  dans (0, l). 

Nous supposerons ell outre qu'h tou t  point  x de l ' intervalle (0, l) off la fonct ion 

/(y) est continue,  on peu t  faire correspondre un nombre  positif ~, tel que si y varie  

dans l ' intervalle ( x - s ,  x +  s), on ait  

]/ (x) - / (y) ] < N I x -  y] , (3.18) 

N 6tant  une constante finie; cet te  relat ion a 6videmment  lieu si ](y) poss~de en 

y = x  une d6riv6e born6e. 

D'apr~s la relat ion (3.13), le prolongement  analy t ique  de F ~ ( x ) r e v i e n t  s celui de 

l l 

Y,(x)= F(s)F,(x)= f / ( y )L (x , y )dy  = f [Ii'(x,y) ~- IT)(x,y)]/(y)dy=YT)(x) + Y~"-') (x). 
0 0 

Des relations (3.18) et (3.15), nous d6duisons 

ff lYT)(x)I<MM * . e ~'"~~ ' dyd:r 
0 T 

ce qui mont re  que (2) :L (x) est une fonction enti~re (le s. 

D'apr~s la relat ion (3.16), nous avons 

I 

Y~" (x) = j" IllS) (x, y) -t- II *) (x, y)] / (y) d y = :7(3, (x) -t- :7(4) (x). 
O 

Si dx d6signc le minimum de la distance de x aux points 0 et  l, nous avons 

d'apr6s (3.17), n dfs ignant  un nombre  entier positif a rb i t ra i rement  fix6, 

l T 

M 4 " n ! c f f  I Y(,4) (x) I < d2,, ~ n 4 a - % d y d c c < M 4 " n ! c l  T'~"-'/~ 
- ~ - d ~  n n + a - � 8 9  

0 0 

Ainsi, Y~4~(x) converge dans le demi-plan R s > - n + ~ .  Le nombre  entier  et  positif n 

6tant  fix4 arbi t ra i rement ,  ceci revient  ~ dire que y~4)(x) est une fonction enti6re de s. 

26. Pour  6tudier y(S)(x), consid6rons un nombre  positif e assez pet i t  pour  que 

x - e  et x + e  6tant  int6rieurs ~ l ' intervalle (0,/) ,  la relat ion (3.18) soit vfrifi6e. 

D6composons l ' intervalle (0, l) en les intervalles part iels  (0, x -  e), ( x -  e, x + e), 

( x + e , / ) ;  nous avons avec des notat ions  6videntes 

lL '--e ~ ' + e  1 

! f  J YT' (x) = + + = J?)(x)  + :17' (x) + YT' (x). 
E X k ~  
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Consid6rons d ' abord  3(,5)(x). En  posant  x - y = z ,  nous avons 

x T 

if Yl ~)(x)=2V~ /(z-z) e '~ 
�9 0 

et par  consequent,  n ~tant  un  entier positif queleonque, 

x T x T 

IJ & .fj M " " ~' "z_ ~ I ~:~'(~)1 _< ~ - ~ .  e - G : ( ' - ' " d z d c r  4 " n '  " ~r d z d ~ r  < 

8 0 e 0 

M 4n n ' Tn+a-zl '  [ l 1] 
-< 2 V ~ ( 2 n + l )  n + a - � 8 9  e 2a~z - x 2 ~ 1  " 

Puisque e est positif et different de z~ro, eette relat ion mont re  que y(5)(x) est une 

fonct ion enti~re de s. 

I1 en est de m~me de (7) Y, (x) comme on le voi t  en posant  y - x = z .  

z 2 
27. En  posant  ~ = u, ~r = v, il v ient  successivement 

oo T oo T 

f f  ~' f f  ~ L ~ = e - ' " ~ d - % d ~ d z  = e " ' u  ' l ' v S l d ' u d v = V - ~  .... , 
8 

0 0 0 0 

~ T ~ T 

/f /J = _z_,_ " e - ~  ~ l ' d u d v  = s + � 8 9  L~ ~ e '~ r  d ~ d z = e -  2 _T;_'":. 

0 0 0 0 

Si 
variables 

T T 

f f  " f f  L ~ =  e - ~ c ( ' - % d c x d z  = e - "  u - ' l ' v  ~ 

e 0 

D ' a p r ~  la relation x 

(3.19) 

a est une quant i t6  positive, nous avons en uti l isant  le m~me ehangement  de 

d u d v .  

z P u i s q u e  a > O, o n  a s u c c e s s i v e m e n t  

j * - - a  

e -u  -It u -lt2 d -F �89 e -u  u 8 d u =  ,(e - u ) =  ~ u - s t 2 d u ,  

; f e_ u _sl e_ a _s e u ~ d u <  u / ~ d u = 2  , 

a q. 

d ' o h  la  r e l a t i o n  a n n o n c 6 e .  
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oo 

If I e- e-U u-'l~du < -~a' 

oft a est une quantit6 positive, il vient 

T oo 

2f ~,.f L$ < - e 4 V v O - l / I d v  -= e-W w-("+%) dw, 
- e  

0 e i 
4 T  

la dernigre int6grale 6tant convergente quel que soit a. 

Pour 6tudier l'int6grale :7(6) (x), ~crivons / (y) = / (x) + [/(y) - ] (x)] et posons 

z+e T 

, / f , - , ,  V~(x)- 217~ e ta ocs-81, dydot, 

z - s  0 

il vient 

z+e T 

l ff ,~-,,, W S  (X)  = 2 i - ~  [ / ( X )  - -  / ( y ) ]  e -  4 ~  Of. s -  '11 d y d Of. ; 

Z - e  0 

Yi ', (x) = / (x) V, (x) + W. @). 

(3.20) 

Or, nous avons d'apr6s (3.18), 

Z+e T 

- ff ,,-,>" 
Iw.(:Ol-<~ . Ix-ul~ l a  o~O-%dyd~; 

z - e  0 

en remplagant l'intervalle ( x - e ,  x+e) par ( - 0 %  + oo) et en ddcomposant ce dernier 

en (-cx~, x) et (x, + c~), il vient 
~ T 

f f . '  N e-  ~ [W,(x)l_< ~ z ~ ~  

0 0 

et d'apr~s (3.19) 
2 N  T ~+'I' 

Iw.(~)l-< ~ o + ~  

Cette relation montre que Ws(x) est une fonction holomorphe de s pour R s > - � 8 9  

En d~composant l 'intervalle ( x -  e, x + e) en (x - e, x) et  (x, x + e), nous obtenons 

�9 T ~ T ~ ' f ( .  vs(~)=•162 L'-~ e-"~'",e~e~; 
- , o  . s  a . . . .  

0 0 �9 0 

3 -  533805.  Acta mathematica. 89. I m p r i m ~  le 13 m a r s  1953. 
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la derni~re int~grale ~tant convergente quel que soft s, repr~sente une fonction 

enti~re de s. 

En tenant  compte de la valeur de L, ~ il vient en rassemblant les r~sultats pr& 

c~dents, 
T'  

Y?) (x) s V (s) / (x) + Ha (x), 

H, (x) &ant  une fonction holomorphe de s pour R s > -�89 
En r~sum~, nous avons 

F,  (x) = / (x) ~J, (x) 
s r(s---5 + 

~4,(x) ~tant une fonction holomorphe de s pour R s > - � 8 9  

28. En partieulier, supposons que lorsque t varie dans un intervalle (0, tl) fini 

quelconque, la solution u(x, t) de notre probl~me poss~de les propri~t4s indiqu~es 

pour la fonction /(x) [cf. (3.18)]. 

Consid~rons la fonction 
! 

U, (x, t) = f u (y, t) ~, (x, y) d y. 
0 

D'apr~s ce qui precede, nous avons 

U, (x, t) u (x, t) H(, 1) (x, t) 
= s V(s----] + r ( s ~  ' 

H a), tx," t) ~tant une fonction holomorphe de s pour R s > -�89 
Il en r~!sulte que le prolongement analytique de U, (x, t) pour s - -0  est u (x, t) 

et par cons4quent la formule (3.3) devient 

u(x,t)=prol, anal. u1(y)Ka(x,y;t)+uo(y) a K ' ( x ' y ; t )  dy. (3.21) 
a-o Ot 

0 

29. Pour obtenir le prolongement analytique de 
I 

f u, (y) K, (x, y; t) dy = ~ (3.22) 
bk (x) sin Vk t 

k-1 J.'k + 'I' 
0 

pour s = 0, on peut utiliser les relations (1.29), v~rifi~es par les coefficients de 

Fourier bk. 

En particulier, il r~sulte de (1.29) que la s~rie (3.21) est major4e par la s4rie 

A ~ 1 (3.23) 
~ t k  +17,+'/------' ' 

A ~tant un nombre positif. 
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Or, e 4tant un nombre positif arbitrairement petit, nous avons 12~]>k z- '  si k 

est assez grand. I I e n  r4sulte que la s4rie (3.23) est convergente pour a >  - � 8 9  et par 

suite que l'abscisse de convergence absolue de la sdrie de Dirichlet (3.22) n'est  pas 

situ4e ~ droite de R s = -  �89 

Ainsi, pour R s > -  �89 la s~rie (3.22) repr4sente une fonction analytique et r~gu- 

li~re de s e t  sa valeur pour s = 0  est 

bk vk (x) sin I / ~ t  
k=l Y~k 

De m~me, 

analytique de 

pour s = 0 s'~crit 

si Uo(Y) possgde une d~rivfie born~e et  intfigrable, le prolongement 

! 

f u0 (y) 
0 

8 K8 (x, y; t )dy  = ~ ak vk (x) cos l/~-kk t 
~ t k-lz" 2~ 

ak vk (x) cos V~ t. 
k-1 

C. Le prolongement analytique de K,(x,y;  t) et la fonction de Green-Riemann. 

30. La fonction de Green-Riemann est li~e h la fonction K8 (x, y; t). 

montrer, il est utile de transformer l'expression de K8 (x, y; t). 

A cet effet, consid6rons la fonction 

Pour le 

(x) (y) Vk Vk 
G (x, y) = Z 

analytique en s pour R s > �89 et  remarquons que vk (x) - -  

syst~me 

t0t ~ L~ (u) = O, 

sin 1/~ t 
V~ 

(3.24) 

est une solution du 

tOU 
u (x, o) = o, ~ (x, o) = v~ (x) 

et que par suite, nous avons [cf. (A)] 

sin i / ~ t  

~(~) V~ 

l 

1 f G ( x ,  
2 

0 

t; y, O) vk (y) d y. (3.25) 



36 Florent Bureau. 

D~s lors, la s~rie (3.1) peut s'~crire si Rs est assez grand, 

/ / 

f K. (x , y ; t )=~  G(x,t;z,O) ~ v~(z ~(Y)dz =1 k=l= 2~ ~ O(x,t;z,O)r 
0 0 

(3.26) 

Le raisonnement que nous avons Iait h l'occasion de la fonction u (x, t) est applicable 

OG 
ici puisque G(x, t; y, 0) est born~e e t a  une d~riv~e Ox saul au plus en deux points 

de l'intervalle 0 < x < l .  Nous avons donc 

O (x, t; y, 0) Es (x, y; t) 
K s ( x , y ; t )  2 s F ( s )  + / ' (s)  

Es(x, y;t) ~tant une fonction analytique rSguli~re pour R s > - i .  
1 

I1 en r~sulte puisque s = 0  est un z~ro de ~ et que lira s T'(s)= 1, la relation 
l~s )  S = 0  

Ko (x , y; t) = �89 G (x, t; y, 0). 

31. Remarqxte .  La formule (3.25) est particuli~rement suggestive lorsque le 

point (x, t) est situ~ h l'int~rieur du triangle OML (fig. 2). Dans ce cas, la fonction 

G (x, t; y, 0) se r~duit h la fonction de Riemann R (x, t; y, 0) et n'est diff~rente de 

z~ro que si y est int~rieur h l'intervalle ( x - t ,  x + t). 

Exemples. 
0 s u 0 ~ u 

a) Pour l'~quation des cordes vibrantes 
O t ~ 0 x 2 

obtient le syst~me 
d s v 
dx- ~ + ~v=O, v ( 0 ) = v ( : t ) = 0  

= 0 et  l'intervalle (0, ~t), on 

qui poss~de les valeurs caract~ristiques ~tk = k 2, (k entier et positif) et les fonctions 

fondamentales vk (x) = sin kx. 

La fonction de Riemann se r~duit h 1 pour x - t < y < x + t  et  h z~ro si y est 

l'ext~rieur de cet intervalle; la formule (3.25) se v~rifie aussitSt. 

b) Pour l'~quation des ondes amorties 

0 ~ u 0 ~ u 
0 t ~ = ~ + u, (3.27) 

et l'intervalle (0, z~), on obtient le syst~me 
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d~V+(l+2)v=O, v(O)=v(~)=O 
d x ~ 

qui poss~de les valeurs caract~ristiques 2k = k ~ -  1 (k entier et positif, 2k > O) et les 

fonetions fondamentales vk (x)= sin k x. 

La fonetion de Riemann est iei 

R (x, t; z, 0 )=  Io (l/t 2 -  ( x -  z) 2) 

avec Io (x) = Jo (ix), Jo (z) 6tant la fonction de Bessel d'indice 0. Nous avons d'apr~s (3.25) 

x+t 

sin ~ t sin k x = 1 f 
i / ~ -  1 5 [o  []/t' - (x - z ) ' ]  

Z - t  

sin kz dz. 

En posant x - z  = at, on trouve facilement 

t 

s i n ~ l t =  f i o ( ~ )  
gk ~- 1 . 

0 

cos k~r da.  

D'autre part, en remarquant que la solution 

s in  I/k ~ - 1 t et k 
u(x, t) = Vk ~_-~ 

de l'~quation (3.27) v~rifie les relations 

u (z, 0) = 0, 

on obtient 

~ U  
-g-i (x, O) = e' ~ ' ,  

z + t  

s i n V ~ - l t e ~ k X  1 f z)2]e,k, V~-:x  = ~ I o [ V t ' - ( ~ -  d~ 
Z - t  

et on en d6duit ais6ment la formule connue 

t 

s i n ~ _ l ~  t = 1_2 f I~ (t/tT~--~s) e' ~ ~ 
- t  

d~. 

Cette formule est d'ailleurs valable m~me si k est une constante r~elle quelconque. 

32. Conclus ion .  Nous avons obtenu la solution u(x, t) du probl~me mixte 

l'aide de ]a fonction de Green-Riemann [cf. (A)] et nous avons remarqu6 que cette 
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solution existe et est unique. I1 en r~sulte que les autres expressions obtenues pour 

u (x, t) [cf. (2.11); (3.21)] repr~sentent aussi la fonction donn~e par (A). 

Pour abr~ger, supposons u 0 (x) identiquement nulle. 

La solution u (x, t) s'~crit alors [cf. (2.11)] 

avee 

u (x, t) = ~-1 ~ "  ( -  1) ~ - ~  �9 (x, t) 

(x, t) = - ~ b~ vk (x). sin l /~  t 

off nous pouvons d'ailleurs supposer n= 1. 
La s~rie est absolument et uniform~ment convergente et il en est de m~me de 

M 
la s~rie obtenue en d~rivant terme ~ terme par rapport & t, puisque I bkl< ~-. Il 

vient donc 

u (x, t) = ~ b~ v~ (x) sin V~ t 
k - 1  V ~ k  

et par consequent [cf. (A)] 
I 

~ ul (y) G (x, t; y, 0) d y = ~ bk v~ (x) sin ~ t 
0 

Nous avons aussi obtenu l'expression 

I 

u (x, t) -- prol.,.oanal./ul(y) K, (x, y; t) dy; 

par comparaison avec (A), nous en d~duisons 

l l 

f u1(y) O(x , t ;y ,O)dy  = prol. anal. ul(y) K , (x ,y ; t )dy .  
8 - 0  

0 0 

Puisque pour y int~rieur h (0,/), nous avons 

Ko(x, y; t )=  �89 a (x, t; y, 0), 

nous avons aussi, si ul (y) n'est different de z~ro que dans un intervalle (a, b) com- 

pl~tement int~rieur ~ (0,/), la relation 

l l 

if f .~ ul(y)O(x,t;y,O)dy= u~(y)go(x,y;t)dy. 
0 0 
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CHAPITRE I V .  

L a  f o n c t i o n  ~ ~ ~ ' .  

33. Pour abr~ger l'~criture, nous supposerons /=re;  nous avons 

,~, = k2 + c  + ~,(k) 
k 

off c est une constante et 7 (k) une fonction born4e de k. 

ck = c + r (k). 
k ' 

Nous poserons 

nous avons I ckl< C, C ~tant une constante ind4pendante de k. 

Si Rs = a> 1, nous avons 
c~ 

F ( , )  = r ( s )  fa(t)e'dt 
0 

avec 

En effet, puisque 

nous avons 

G(t) = ~ e -~''t. 
k = l  

f e_~ktt~_id t F(s) 
0 

(4.1) 

oo 

0 

et le r~sultat annonc~ s'en d~duit aussitSt, si l'on peut permuter les signes k-I ~ e t / .  

Or, posons o 
1 

Fl(S) = ~k-1 f e-~kt~s-ld~' 
0 

~OUS a v o n S  

oo 

1 

F (s) = F~ (s) + F~ (s). 

1 Cf. S. MISAKSHISUNDARAM [10]; H. WEYL [13]. 
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Or, si t>_l, les termes e -akt song major ,s  h pargir d 'un certain rang par e -~ - ' ~  

( e > 0  arbitraire) et la s~rie G(t) est major~e par la s6rie ~ e  -k2-~t. D'ailleurs, ]a 

s~rie ~ e ~k~-~t est uniform~ment convergente dans tout  intervalle 1 _< t_< '1 (tl arbitraire) 

et t "-~ esg continu pour toute valeur finie de t. On peug donc int~grer terme 

terme 1 et l 'on a 
or 

_F~ (s) = [ G ( t )  t ~-1 dt. 
f 

D'ailleurs, F2(s) est une fonction enti~re de s. 
1 

Pour ~tudier la fonction F~(s), remarquons que l'on a e - " < -  pour u>_0 et par 
U 

suite ( ,>0 ,  R s = a >  1) 
ta-~ le-~k t t~-I I = e - ~ *  t,,-1 < 

il en r~sulte que pour 0 < t <  1, a >  2, la s~rie G ( t ) t  ~-2 est absolument et uniformd- 

ment convergente et que 
1 

iFx(s ) l<  ~ 1 f 1 1 
- a - 1  ~ - 1  

0 

Cette derni~re expression reste finie pour a >  1 puisque ~ 2 ;  1 est convergente. Ainsi, 

on a encore 
1 

F x ( s ) f [ G ( t ) t ' - I d t  ( R s >  1) 

ce qui d4montre la relation (4.1). 

34. Pour ~tudier la fonction /~1 (s) de s, ~crivons 

e-ak t = e-k'  t _ e-~. ~ [1 -- e -ck t], 

e o  

G1 (t) = ~le- ~'*, 

Pour 0_<t_<l, nous avons 

a (0 = G1 (t) - a ,  (0. 

I I - e - % t I < A t ,  (4.2) 

A ~tang une constante num~rique. 

1 Cf. T. J. I. BROMWlCH [2, p. 500, B]. 
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E n  effet, pour  t>_0, nous avons  [cf. w 33]. 

[1 - e -ok t] < CteCt (4.3) 

d ' apr6s  la relat ion 11 - e -x [ _< x e ~, (x >_ 0). La  relat ion (4.2) se d6duit  aussi tSt  de (4.3). 

II  en r~sulte 
oo  

IG2(t)l<Atk~_,fle-k't 

ou encore 
I a~ (t) l < A t a l  (t). 

Or, la formule de Poisson (x > 0) 

oo  k Z ~  

- -  ~ 1 7 6  e 

kffi-oo VX- k = -  

t 
nous donne en p renan t  x =  - - ,  

ou encore (t > 0) 

e - k ~ t  ~ e - 7 - -  

l + 2 G l ( t ) =  1 + 2 • e--V--/�9 
k=l j 

1 
Puisque e - U < -  pour  u_>0, il v ien t  ( 0 < t < l )  

u 

a,(0<~ 7 1+2~_,p~ <5' 
B ~tant  une cons tan te  num~r ique}  On en d~duit  

IG2(t)l < A B I / [  

et  par  suite pour  R s = a > 1, 

1 1 1 

f G(t) t ' - ' d t = f  G , ( t ) t ' - l e t - f  a , ( t ) t ' - I d t .  
o o o 

Or, d 'apr~s  (4.4), nous avons  
1 

1 < 
a + � 8 9  

0 

(4.4) 

et  l ' int~grale consid~r4e repr~sente  une fonct ion ho lomorphe  de s pour  R s > - �89 

1 On  a B = 2  ~r~-~ pu isque  ~ b - 2 =  ~r2 . 
3 k-1  6 
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D'ailleurs, si $(s) est la fonctioa de Riemann x nous avons 

1 Oo oo oo 

f al  (t) t ,-1 d t = f a ,  (t) t d t - f a ,  (t) t d t = F (8) ~ (2 8) - f a I ( t )  t s - x  d t, 
0 0 1 1 

la derni~re int~grale repr~sentant encore une fonction enti~re de s. 

En rassemblant ces r4sultats, on obtient 

oo / ,  -8 F ( s ) =  (s)k~x2~ = F ( s ) ~ ( 2 s ) + H ( s ) ,  

H(s)  repr~sentant une fonction holomorphe de s pour R s = a > - � 8 9  

Or, la fonction ~(2s), repr~sent~e par ~1k-2~ pour Rs>�89 eat une fonction ana- 

lytique de s ayant  h distance finie le seul p61e simple s = �89 de r4sidu �89 

Ainsi, la fonction repr~sent~e par la s~rie ~ 2 ;  s et ana|ytique si R s  eat assez 

grand, peut ~tre prolong~e analytiquement pour R s > - � 8 9  elle possdde dans ce domaine 

un seul pSle simple s =�89 avec le r6sidu �89 
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