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Introduction. 

L'origine de ce travail  r~side en sa deuxi~.me part]e, qui est un essai d 'exten-  

sion aux groupes ab61iens loca]ement compacts de la th6orie des distributions, que 

Mr. L. Schwartz a d~velopp~e pour les espaces euclidiens [1]. 1 Bien que la th6orie des 

groupes prenne de plus en plus d ' importance en math6matiques tan t  pures qu'appliqu~es 

il se peut  que les r6sultats que nous obtenons ne pr6sentent pas un grand int6r~t 

en comparaison de celui qu'offrent  les r~sultats de Mr. L. Schwartz, car les groupes 

auxquels nous g6n6ralisons la th~orie des distributions sont loin d 'etre ceux que 

l 'on rencontre pra t iquemment ;  il est par  contre possible que les notions que nous 

introduisons et que les m~thodes utilis~es permet tent  d 'aborder  des probl~mes analogues 

ceux que nous traitons dans des eas plus dignes de consideration. Les deux notions 

q u e  nous introduisons pour tout  groupe ab~lien localement compact  sont celles de 

d~rivation et  de fonction d~rivable (ces deux notions ont d'ailleurs d6j~ 6t6 d~finies 

ind~pendamment de nous par  Mr. G. W. Mackey [2]) et leur 6tude, qui constitue une 

~bauehe de ealcul diff6rentiel sur les groupes, fair l 'objet  de la premiere part ie de 

notre travail .  On y t rouvera en particulier: 

a) Une Stude de l 'espace des repr6sentations continues du groupe additif  de la 

droite dans un groupe ab~lien localement compact.  C'est  un espace vector]el en g~n~ral 

de dimension infinie, que l 'on peut  encore consid~rer comme l 'espace des d6rivations 

sur le groupe ou comme l 'espace tangent  au groupe en son ~16ment neutre.  

I Les hombres entre [ ] renvoient ~ |a bibliographie plac~e ~ la fin du travail 
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b) Un thfiorgme fondamental sur les fonctions continues et continfiment d~ri- 

vables, qui dit  que pour route telle fonction l'ensemble des dSrivations qui annulent 

la fonction donn~e sur un compact donn6 est un sous-espace vectoriel de codimen- 

sion finie duns l'espace des d~rivations. 

c) Un th~or6me affirmant l'existenee de fonetions continues et continfiment in: 

d~finiment d~rivables non identiqaement nulles et nulles en dehors d 'un ensemble 

ouvert arbitrairement choisi non vide. Ce th~orgme est essentiel duns bien des ques- 

tions et d'ailleurs faute de l'avoir dfimontrfi il eut fit~ impossible de nier que notre 

g~n~ralisation de la thfiorie des distributions n'efit pus conduit duns certains cas 

une th~orie vide. 

Quant ~ la deuxi~me partie de notre travail elle contient: '  

a) Une 6tude de l'espace veetoriel sur le corps des nombres complexes des fonc- 

tions ~ valeurs complexes, continues, eontinfiment ind~finimeut dfirivables et nulles 

en dehors d 'un compact, d6finies sur un groupe ab~lien localement compact. I1 est 

d~fini sur cet espace une topologie d'espace vectoriel localement convexe s l'aide 

de topologies de convergence uniforme d$finies sur certains sous-espaces. Nous avons 

utilisfi pour cela un procfid6 gfin~ralisant celui que Mrs. Dieudonn6 et Schwartz em- 

ploient pour d~finir les espaces (E :~) [3] et l'fitude de cette topologie se fair en partie 

l'aide de thfiorgmes g~n~raux sur les espaces veetoriels localement convexes donn~s 

par Mr. Mackey [4], [5]. 

b) Une fitude des distributions, c'est-s du dual de l'espace vectoriel qui 

vient d'fitre consider6 en a), ce qui comporte la d~finition de diff~rentes topologies 

sur ce dual, de certaines op$rations linfiaires et l'6tude de leur continuitfi darts les 

diff4rentes topologies envisag~es. 

c) Une fitude de distributions de types particuliers; parmi ces dernigres les 

distributions ~ support ponctuel introduisent les op~rateurs gfin~ralisfis de d~rivation. 

d )  Une d6finition et une ~tude sommaire de la transformation de Fourier des 

distributions. Ceci n5cessite la considfiratiou d 'un espace fonctionnel tel que les 

espaces correspondant ~ deux groupes en dualitfi soient isomorphes par transforma- 

tion de Fourier. Les distributions pour Iesquelles on pourra d~finir la transformation 

de Fourier sont alors les formes linfiaires continues sur ce nouvel espace fonctionnel. 

Dans le cas g~n~ral, contrairemen$ au cas euclidien, les distributions ainsi d~finies 

ne sont pus toutes des distributions du type de celles considfir~es en b) et ceci pose 

un problgme de comparison. 

D'une fagon gfin6rale nous utilisons la terminologie de Mr. N. Bourbaki et les 

r~sultats de ses ~El~ments de Math~matique~; pour Ia th~orie des groupes ab61iens 
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localement compacts on pourra consulter [6], [7], [8] et pour la th~orie des espaces 

vectoriels [3], [4], [5], [9], [10]. 

Je voudrais en terminant  exprimer toute ma reconnaissance k Mr. L. Schwartz 

pour les conseils qu'il n'a cess~ de me prodiguer tout  au long de la r~daction de ce 

travail et s Mr. N. Bourbaki pour l'ensemble des connaissances que j 'ai pu acqu~rir 

gr,~ce s lui. 1 

Les notations suivantes seront utilis~es: 

R groupe additif des nombres r~els; 

Z groupe additif des entiers rationnels; 

T groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1 (isomorphe k R/Z); 

Q corps des nombres rationnels; 

R ~, T n, Z n produits topologiques finis de groupes isomorphes respectivement aux 

groupes R, T, Z. 

R A produit topologique quelconque d'espaces vectoriels isomorphes ~ R; 

G, G *, . . .  (~, ~',  . . .  groupes ab~liens localement compacts. D'une fa~on g~n~rale 

tolls les groupes que nous consid~rerons seront ab~liens localement compacts et nous 

supprimerons en g~n~ral cette d~nomination ; une expression telle que (~soit G u n  groupe,) 

signifiera donc que G est ab~lien localement compact, mais par contre une expression 

telle que <~soit G1 un groupe d~duit du groupe G par telle ou telle op~ratiom~ n'entral- 

nera pas que G~ est ab~lien localement compact. Cette convention est faite pour 

simplifier l'expos~ mais n'entralne nullement que certains des r~sultats donn~s ne sont 

valables que pour les groupes ab~liens localement compacts. 

Enfin nous rappelons les propri~t~s fondamentales suivantes: 

1. Tout groupe G admet un dual ~, qui n'est autre par d~finition que ]e groupe 

ab~lien des representations continues (caract~res) de G dans le tore T. Muni de la 

topologie de la convergence compacte ~ est localement compact et  son dual est G. 

Pour tout  sous-groupe H de G on d4finit dans ~ un sous-groupe orthogonal H*: 

c'est l 'ensemble des caract~res sur G ~gaux ~ 1 sur H;  H* est un sous-groupe ferm~ 

de ~ et son orthogonal est l'adh~rence de H darts G. Si H1cH2 sont deux sous- 

1 Depuis la r6daction de ce travail nous avons trouv6 un proc~d~ permet tant  d'am61iorer con. 
sid6rablement l'expos6 de la premiere partie du chapitre 1 en le rendant  ind6pendant du th6or~me 
de structure des groupes ab~liens localement compacts ([6] page 110). Les r~sultats obtenus per- 
met ten t  de plus de d~montrer ce th~or~me plus ais~ment, semble-t-il, que dans [0] et seront publi~s 
ult6rieurement. 
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groupes de G alors  H*~H~ et si H~ et H~ sont fermds dans G alors H~/H~ et 

H1/Hs sont groul~e dual l 'un de l 'autre. 

Si les ( H a ) ~  sont des sous-groupes fermds de G l'orthogona] de leur intersec- 

tion est le sous-groupe fermd engendrd par les (H*)a~ .  

Pour  que H soit ouvert  il faut  et il suffit que H* soit compact et  on en ddduit 

la caractdrisation suivante de la composante connexe de 0 dans G: d'une part, comme 

dans tout  groupe localement compact, la composante connexe K de 0 dans G est 

l 'intersection des sous-groupes ouverts de G: 1 K* est done l'adhdrence du sous-groupe 

de (~ engendr~ par les sous-groupes compacts de (~, soit encore l'adhdrence de ]'en- 

semble des dldments de (~ engendrant un sous-groupe relat ivement compact. Mais 

dans tout  groupe (~ tout  ~ldment engendre un sous-groupe soit relativement compact 

soit discret 2, et si ~ engendre dans (~ un sous-groupe discret, donc isomorphe ~ Z, 

ce sous-groupe discret aura clans G u n  orthogonal H tel que G/H soit, comme dual 

de Z, isomorphe ~ T, done connexe et ceci entratne que H ne contient pas la com- 

posante connexe de 0 dans G 8: ainsi dans (~ la rdunion des dldments engendrant un 

sous-groupe relativement compact est le sous-groupe fermd orthogonal de la compo- 

sante connexe de 0 dans G. En particulier pour que G soit connexe il faut et il 

suffit que dans (~ t o u s l e s  sous-groupes cycliques soient infinis et discrets. 

Pour  tous x E G, ~ E(~ nous ddsignerons par (x, ~ la va]eur en x (resp. ~) du 

caract~re ~ sur G (resp. x sur (~). Dans (7 comme dans G nous emploierons la nota- 

tion additive pour la loi de groupe, de sorte que par ddfinition on aura:  

~z + y, ~) ffi ~x, ~ ~y, ~ et ~x, ~ + ~ = ~x, ~ ~x, ~. 

9.. Pour  tout  groupe G nous d~signerons par s (G) l'ensemble des representations 

continues de G dans R. C'est un espace vectoriel sur R, sous-espace de l'espace vec- 

toriel R a de toutes les fonctions rdelles ddfinies sur G e t  dont  les dldments seront 

appel~es ]es formes lindaires continues sur G. Si H est un sous-groupe de G il existe 

une application canonique de s (G) dans s (H) l-~ ~x (1) qui a tout  1 E s (G) associe 

sa restriction ~H (1) ~ H. Nous allons montrer que si H est ouvert  dans G cette 

application l-~Qx(l) applique s (G) sur s (H) et qu'i] existe au moins une application 

lhl~aire de s  dans s  inverse k droite de l 'application / - ~ H ( / ) :  considdrons 

pour cela la famine des sous-groupes K de (7 dont  l 'intersection avec H se rdduit 

{0}, ordonnde par inclusion cette famille est inductive et admet donc d'apr~s le thdo 

1 Cf. [11] page 33 exercice 18. 
2 Cf. [6] page 96 lemme 2. 
a Cf. [111 page 33 exercice 21. 
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r~me de Zorn des ~16ments maximaux; soit K l 'un de ces ~]~ments, pour t o u t  x EG 

il existe alors un entier non nul n tel que n x E H + K. Pour toute forme lin6aire 

2 E E (H) nous d6signerons par eH.K (2) la seule representation de G dans R d6finie 

par les conditions 

{20 sur H 
r~. K (4) = sur K 

Cette repr6sentation est unique car G / H +  K a tout  ses ~16ments d'ordre fini, elle est 

continue car sa restriction au sotr~-groupe ouvert  H coincide avec ~t et elle d6pend 

lin6airement de 2, ce qui achgve de dfimontrer ce que nous avions en vue. 

En particulier si G est discret et si l'616ment a est d'ordre infini il existera une 

forme lin6aire (continue) sur G non nulle en a, obtenue comme prolongement de la 

forme lin6aire continue na -~n  d6finie sur le sous-groupe ouvert  engendr6 par a. Ce 

cas particulier est aussi une cons6quence imm6diate du th6orgme d'immersion de tout  

groupe ab61ien sans 616ment d'ordre fini darts un espace vectoriel sur Q et engendr6 

par les 616ments du groupel ;  il en r~sulte de plus que l'espace E (G) est dam ce cas 

isomorphe alg6briquement s un produit  R A (tout espace vectoriel poss6de une base 2) 

et devient topologiquement isomorphe s un produit  topologique R A si l 'on munit  

s (G) de la topologie de convergence simple. I1 en r6sulte finalement que s (G) est 

alors un espace de Baire (comme tout  produit  d'espaces m6triques complets). 

CHAPITRE PREMIER. 

]~l~ments de ealcul diff~rentiel dans les groupes ab~liens loealement  
compacts .  

w 1. L'espaee des representations continues du groupe additif des hombres r~els dans 
un groupe al~lien loealement compact. 

1. Pour obtenir d 'une p a r t  une d6finition des op6rations de d~rivation dam un 

groupe G e t  d 'autre par t  des fonctions d6finies sur G ~ valeurs complexes pour les- 

quelles ces op6rations sont d~finies, nous proc6derons par analogie avec leurs d~fini- 

tions dans un espace euclidien R n d'~l~ment g6n6rique xffi(xl,~2 . . . . .  xn): dans R n 

et a! ~/ 
on introduit  d 'une part  la notion de d~riv6es partielles ~-xx t ,  8x---~ . . . . .  8x~ d'une fonc- 

tion d~rivable suivant tout  x~ ( i= 1, 2 , . . .  n) ~ l 'aide desquelles d'autre part route 

I Cf. [15] p a g e  25 th .  2 e t  ses corollaires.  

s Cf. [16] p a g e  33 th .  1. 

4 -533805 .  Acta mathematica. 89. Imprim~ le 13 mars 1953. 
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combinaison lin~aire ~ coefficients constants r~els u 1 ~ + u2: § ... + u ,  ~ peut 

~tre interpr~t~e (au moins sous l 'hypoth~se de continuit4 des d4riv~es partielles) comme 

la d4riv~e pour t=O de toute fonction t ~ ] o ~ ( t )  de la variable r~elle t compos~e 

d'une application t--->~(t) de R dans R ~ et de la fonction ], pourvu que l 'application 

t-->~ (t) = (r (t), ~2 (t), . . . ,  r  (t)) soit d~finie au moins au voisinage de t = 0, qua ~ (0) = x 

et que pour tout  i ~ t  ~ (0) existe et soit ~gal '~ u~. Parmi  ces derni~res conditions la 

d~rivabilit~, pour t=O des fonctions r (t) ( i=  1, 2 . . . .  n) est essentielle et peut  s 'ex- 

primer intrins~quement en disant que pour route forme lindaire 1 (x) sur R" la fonc- 

tion t ~ l o ~ ( t )  doit ~tre d~rivable pour t=O. 

Soit alors E un espace topologique quelconquc et supposons donn~e pour  tout  

x e E  une famille :~x d'applications de R dans E ddfinies au moins au voisinage de 

t = 0 et appliquant  0 sur x; par analogie avcc ce que l 'on vicnt de rappeler  on pourra 

dire qu'une fonction / (x)  d~finie sur E et h valeurs complexes est dSrivable en x si 

pour route C e : ~  la fonction de variable r~elle t ~ / o ~  (t) est ddrivable pour t=O. 

Inversement  si pour tout  x e E  on s 'est donnd une famille :0~ de fonctions ~ valeurs 

complexes d~finies au moins au voisinage de x on pourra considSrer la famille :~  des 

applications t ~ ( t )  de R dans E d~finies au moins au voisinagc de t=O, appliquant 

0 sur x et telles que pour toute /e~0~ la fonction t -*]o~i t  ) soit ddrivablc pour t=O. 

Dans le cas o~t E est un groupe G de dual ~ los families ~ les plus int4ressantes 

h ~tudier h ce point de vue sont sans doute celles qui pour tout  x e G coincident 

avec l 'ensemble des caract~res x ~ ( x ,  ~ d~finis sur G par  tout  ~ldment ~ de (~. 

Parmi les applications d~rivables de R dans G que ron  obtient alors figurent 

en particulier les representations continues du groupe additif  de R dans G, car si ~ est 

la representation (continue) de (~ dans R duale de la reprSsentation continue t~r(t)  
de R dans G on a 1 

(r (t), ~ = (t, ~ (~)) (~) 
d'oli l 'on d~duit 

d 
d-t (r (t), ~c) = 2 i ~ r (x) (r (t), x). (2) 

Nous nous limiterons momentan~ment  h considdrer ces applications d~rivables de R 

dans G et d~finirons les famiUes ~x comme les ensembles d 'applications t->x+r(t) 

off r d~crira rensemble R (G) des representations continues de R dans G; nous mon- 

La valour com m une  des expressions f igurant  dans  los deux membr es  de la relation (1) est de 

]a forme exp. (2 ioJ ~ t ~(~)) oh la cons tante  r~ello co pout  6fro choisie a rb i t r a i r ement ;  nous  prendrons  

toujours  ~o = 1. 
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trerons d'ailleurs plus tard (chap. 1, w 3, th. 2) qu'il n'y a pas ]h de restrictions im- 

portantes si l'on fair abstraction de considerations t~ratologiques. 

2. Le premier problSme qui s'impose est done celui d'une ~tude d~taillge de 

~(G); la relation (1) ~tablissant une correspondanee biunivoque entre }~(G) et E((~) 

il est ~quivalent d'~tudier l'un ou l'autre de ces espaees. Dans la suite nous con- 

sid~rerons toujours s (G) comme muni de sa structure naturelte d'espaee vectoriel sur 

R (cf. Introduction 2) et de la topologie compatible d'espaee vectoriel localement 

convexe d~termin~e par la convergence compacte, qui fait d'ailleurs (G 4tant locale- 

ment compact) de R (G) un espace complet. La relation (1) permet de transporter 

cette structure d'espace vectoriel localement convexe h l'ensemb]e ~ (G), qui sera dans 

toute la suite de ee travail consid~r~ comme muni de cette structure. 

Proposition 1. La topologie de s (G) est identique d la topologie de convergence simple. 

En effet tout groupe G ~tant isomorphe ~ u n  produit direct Rn• G' d'un espace 

euclidien par un groupe poss~dant un sous-groupe ouvert compact 1 si H' d~signe la 

r~union des sous-groupes compacts de G' l'espace s (G) est isomorphe h 1: (R n) • s (G'/H') 

car d'une part route representation continue de G' dans R s'annule sur H', et d'autre 

part tout compact de G'/H'  est l'image canonique dans G'/H'  d'un compact de G'2; 

de plus G'/H'  est un groupe discret et s (R ~) est isomorphe h R ~, ce qui ach~ve de 

dSmontrer la proposition. 

Proposition 2. Dans ~ (G) l'addition r + r' et la multiplication a r par a E R sont 

dd]inies par: (r + r') (t) = r (t) + r' (t) et (a r) (t) = r (at). La topologie de }~ (G) est la moins 

[ine des topologies d' espace vectoriel localement convexe sur ~ (G) rendant continue l' appli- 

cation (t,r)--->r(t) de Rx~(G)  dans G; dans ~(G)  les ensembles "~(K, V) des r appli- 

quant le  compact K de R clans le voisinage V de 0 dans G ]orment un syst~me /onda- 

mental de voisinages de 0 dans ~ (G) quand K d$crit une ./amille quelconque de compacts 

de R d laquelle appartient au moins un voisinage de 0 et quand V ddcrit un syst~me 

]ondamental de voisinages de 0 dans G. 

En effet les relations ~crites dans l'~nonc4 r~sultent de suite de la relation (1) 

et de la d4finition de la structure de L((~). D'autre part la toplogie de G ~tant 

celle de la convergence compaete des fonctions 4~<x, s d~finies sur ~ par les 

x e G la continuit~ de l'application (t, r ) ~ r ( t )  r~sulte alors de la relation 

<(r + to) (t + to), ~> - <to (to), ~> = <to (to), 4> (<t, ~ (4)> <to, ~ (~)> <t, ;'o (~)> - ~) (3) 

I Cf. [6] page 110. 
2 Cf. [11] page 21 exercice 14. 
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car pour to et ro donn~s le second facteur du second membre de cette ralation con- 

vergera uniform~ment vers 0 sur tout  compact de ~ pourvu que ~ converge vers 0 

dans s (~) et que t reste born~ dans R. D'autre part  si une topologie d'espace vec- 

toriel localement convexe sur R(G) rend continue l 'applieation (t,r)-+r(t) elle la 

rendra continue au moins au point (0, 0) ce qui en vertu de la relation (3) off l'on 

fair to = 0 ro = 0 entralne que, r d~crivant un voisinage de 0 dans cette topologie e t t  

un voisinage de 0 dans R, les hombres complexes (r(t) ,  ~ = (t, ~(~)~ doiveut rester 

au~si voisins de 1 que l'on veut  sur tout  compact de G, et il en r~sulte que la topo- 

logic consid~r~e est alors plus fine que celle de R (G). Enfin ]a derni~re patt ie de 

la proposition r~sulte du fait que pour t restant born4 et ~ d4crivant Un compact de 

les fonctions ~-+(t, r(x)~ convergent uniform~ment vers 1 quand ~ converge vers 

0 dans s  

D6fmi t ion  1. On appellera application canonique de R (G) dans G application 

r ~ r ( 1 ) .  

P r o p o s i t i o n  3. JL'application canonique de R (G) dans G est une reprdsentation 

continue de la structure de groupe sous-~acente d la structure de ~ (G). Le noyau de 

eette reprdsentation est un sous-groupe totalement discontinu et l'image canonique de }~ (G) 

clans G est dense clans la com~osante connexe de 0 dans G. 1 

La premiere partie de la proposition est une consequence de la proposition pr~- 

c~dente. En vertu de la relation (1) r ( 1 ) = 0  est ~quivalent h ~(~)EZ quel que soit 

E (~, done le noyau de l'application canonique est isomorphe (prop. 1) h une partie 

du produit topologique Z ~, lequel est totalement discontinu, d'ofi la seconde partie 

de la proposition. 

Pour  d~montrer la derni~re partie de Ia proposition il suffira de montrer que la 

composante connexe de 0 dans G et l'image canonique de R (G) dans G ont m~me 

sous-groupe orthogonal dans (~; or pour qu 'un caract~re soit ~gal h 1 sur l'image 

canonique de R (G) dans G il faut et il suffit d'apr~s la relation (1)que  c~ caract~re 

annule toutes les formes lin~aires continues sur (~; mais en vertu du th~or~me de 

s t r u c t u r e  (~=Rn• ' ou G' possede un sous-groupe ouvert  compact cette derni~re 

condition signifie que le caractSre consid~r~ engendre dans (~ un sous-groupe relative- 

ment compact: en effet s'il e n e s t  ainsi route forme lin~aire continue sur (~ s'annule 

a lors  e n  ce  c a r a c t ~ r e  et sinon dans le quotient de (~ par le sous-groupe {0} •  off 

1 La derni~re partie de cette proposition a d$j~ ~t6 donn~e par Mr. MACKEY dans les Proceedings 
of the National Academy of Sciences, vol. 34, n ~ 4, p. 157. D'autre part on donnera plus loin un 
exemple olX l'image canonique de ~ (G) est un sous-groupe strict de la composante connexe de 0 
darts G. 
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H' d4signe la r~union des sous-groupes compacts de G', l'image canonique de ce 

caract~re sera un 41~ment d'ordre infini et en c0ns~quence (introduction 2) il n'annu- 

lera pas routes les formes lin~aires continues sur ~. D'ofi la proposition en vertu de 

la caract~risation de la composante connexe de 0 dans G qui a ~t~ rappel~e en In- 

troduction 1. 

Si H est un sous-groupe ferm4 de G le sous-espace de ~ (G) dont les ~l~ments 

appliquent R dans H est isomorphe h ~(H) en vertu de la proposition 2 ou de 

l'isomorphisme de s et de s (/J); nous noterons encore ~(H)  ce sous-espace 

de ~ (G) et tout espace ~ (G) ~tant complet il en r~sulte que ~ (H) est ferm5 dans 

(G). Parmi les sous-groupes H de G les sous-groupes compacts H tels que }~ (H) 

soit de codimension finie dans ~ (G) joueront un rSle important dans la suite de ce 

travail; nous d~signerons par ~ (G) la famille de ces sous-groupes. 

P r o p o s i t i o n  4. La /amille ~ (G) est clans G une base de ]iltre convergeant vers 

0 et il en est de m~me dans ~(G) des ~(H) quand H ddcrit ~ (G). 

En effet si des Ht en hombre fini appartiennent h ~ (G) il e n e s t  de m~me de 

leur intersection H, car H est compact et ~ (H) n'est autre que l'intersection des 

R (Hi) donc est encore de codimension finie. D'autre part soit V un voisinage com- 

pact de 0 dans G e t  ~ le voisinage de 0 dans ~ (G) dont les ~l~ment appliquent le 

segment [ - 1 ,  + 1] de R dans V; la topologie de s 4tant celle de la convergence 

simple ~ contient un sous-espace vectoriel E de codimension finie, dont l'image 

canonique dans G a pour adherence un sous-groupe compact H contenu dans V e t  

tel que ~(H), qui contient E, est de codimensi~)n finie; de plus ~ ( H ) e s t  aussi 

contenu dans ~. D'ofi la proposition car si V ~iScrit un syst~me fondamental de 

voisinages de 0 dans G il e n e s t  de m~me de ~ dans ~(G) 

(~orollaire. Pour tout sous-espace vectoricl ~erred E et de codimension /inie dans 

(G) il existe H E ~ (G) tel que E D ~ (H). 

En effet dans ~ (G)/E les images canoniques des ~ (H) quand H d$crit ~ (G) 

forment une base de filtre convergeant vers O, d'ofi la proposition car dans tout 

espace euclidien tout filtre convergeant et admettant une base de filtre fortune de 

sous-espaces vectoriels contient un ~l~meut r~duit h {0}. 

laroposRion 5. Soit h une reprdsentat~on continue du grouse G dans le groupe G'. 

L'a~plication r - ~  (r )=hor  de ~ (G) dans ~ (G ~) est une re~rdsentation continue. ~ 

1 Comme nous l'a fait remarquer Mr. H. CARTAge" On peut montrer clue h est toujours un homo- 
morphisme de ~ ((~) dans ~ (G~). 
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En effet cette proposition est une consequence ~vidente de |a proposition 2 ou 

peut aussi s'~tablir directement ~ l'aide de la representation duale ~ de G' dans G, 

car si des ~'E s (~') convergent simplement vers 0 dans ~ '  il en est de m~me des 

~ o ~ dans (~. 

Conform~ment s la proposition pr~c~dente nous poserons ]a d~finition: 

D6fini t ion 2. Soit h une representation continue de G clans G', on appel~era re- 

presentation canoniquement associ~e d h de 7~ (G) dans ~ (G') et on notera )~ l'applica- 

tion r-~hor.  

Th6or&mo 1. Soit h l'homomorphisme canonique de G sur son quotient G/H par 

un sous-groupe compact H, l'application ~ est alors un homomorphisme de ~ (G) sur 

7~ (G/H). 

En effet soit ~ la representation duale de h, c'est-~-dire l'application canonique 

du sous-groupe ouvert H* de (~ dans ~; le th~ordme sera d4montr~ si nous ~tablis- 

sons que l'application ~H* qui associe h toute forme lin~aire sur (~ sa restriction h 

H* est un homomorphisme de s (~) sur s (H*). Or d'une part la proposition 5 montre 

que ~H* est continue; d'autre part le paragraphe 2 de l'introduction montre que ~H* 

est une representation continue de s ((~) sur s (H*) qui admet une application lin~aire 

inverse e telle que si des ~t con~,ergent vers 0 dans s (H*) les e (~t) convergent vers 

0 dans s ((~), ce qui ach~ve de d~montrer ce que nous voulions. 

Le noyau de l'homomorphisme ]~ ~tant 7~ (H) nous identifierons souvent ~ (G)/~ (H) 

h ~ (G/H) quand H sera un sous-groupe compact de G. 

3. En tant  qu'espace vectoriel sur R l'espaee ~ (G) poss~de un dual qui est 

l'espace des Iormes lin~aires continues sur ~ (G). Si /(r)  est une telle forme lin~aire 

continue il existe en vertu de la proposition 1 un syst~me fini de caract~res ~ sur 

G tels que 

It(r) l < A  sup 
I 

off A est une constante positive, /(r) s'annule donc en m~me temps que les ~ ( ~ ) e t  

par suite en est une combinaison lin~aire. La topologie de }~ (G) peut donc ~tre con- 

sid~r~e comme la topologie faible ddfinie par les formes lin~aires r ~ ( ~ ) .  

D'autre part en vertu du theorY.me de structure G = R ~ x G  ' ou G' poss~de un 

sous-groupe ouvert compact l'espace ~ (G) apparait comme produit d 'un espace eucli- 

dien et d 'un espace s (H) oil H est un groupe discret, de sorte que, d'apr~s intro- 

duction 2, 7~ (G)es t  dans tous le s  cas un espaee de Baire. On en d~duit: 
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P r o p o s i t i o n  6. Si une /amille de /ormes lin~aires continues sur ~ (G) est bornde 

en tout point elle est dquicontinue et les $Idments de cette /amille d~pendent lin~airement 

d'un nombre ]ini d'entre eux. 

En effet ~ (G) ~tant un espace de Baire les ~14ments de toute famille de formes 

lin6aires ponctuellement born6es sont alors uniform6ment major6es darts un ouvert 1 

et sont done dquicontinues. La topologie de ~ (G) ~tant de plus une topologie faible 

ces formes lin~aires s'annulent alors toutes s u r u n  sous-espace vectoriel de codimen- 

sion finie contenu darts un voisinage de 0 sur lequel elles sont uniform6ment major~es, 

d'ofi la proposition. 

4. On appellera polynSme sur G tout  ~ldment de l'algSbre ~ tensorielle sym~- 

trique ~ (G) construite sur l'espace vectoriel s (G). Tout polyn6me sur G admet doric 

une repr6sentation 
P :  Xc~176 . . . .  .17  z:~... ~:" 

l'aide d'616ments l,, l~ . . . . .  l. lin6airement ind6pendants de C (G) et d6termine sur 

G la fonction (ind6pendante de la representation choisie pour P)  

a n P (x) = ~ c~ . . . .  . z~' (x) z~'(x).., z. (x). 

Nous allons montrer que si P (x) est identiquement nul en x c 'est  que P e s t  l'416- 

ment 0 de ~0 (G). Exprimons en effet P comme ci-dessus ~ raide d'616ments ind6- 

pendants de s  et supposons P( x ) = O quel que soit x, alors pour tous x eG, 

y6G,  n 6 Z  on aura P ( x + n y ) = 0 ;  or P ( x + n y )  est un polyn6me sur Z dont  le 

coefficient du terme du premier degr6 est 

OP @P ~ P  
(x) ~ ( ~ )  + ~ ix) ~,(y) + . . .  + ~ ix) ~. iv) 

et qui dolt ~trc identiquement nul et comme les 616ments 11, l~ , . . . ,  l ,  sont ind6pen- 
~ P  

dants il en r6sulte que pour tout  i la fonction ~ - ( x )  est identiquement nulle. Par  

it6ration de ce proc6d6 on en d6duit que si P (x )  est identiquement nul, qu'il en est 

encore de m6me de t o u s l e s  coefficients c,,~, .... , car 

~+-~+'"+~. p 

En vertu de cette propri6t6 nous identifierons toujours l'616ment P de ~0 (G) avec 

la fonetion P (x) qu'il d6termine sur G et nous appellerons cette fonction un polyn6me. 

1 Of. [12] page 77 th.  2. 

2 Sur le corps des  nombres  complexes .  
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w 2. Les fonct ions  d~rivables.  

D6finRion  t .  On dira qu'une /onction d valeurs complexes x->/ (x) dd/inie sur 

un groupe G est ddrivable en x suivant [a reprdsentation r E ~ (G) si la /onction de [a 

variable rdelle t t -~/  (x + r(t)) est d~rivable pour t = 0  et sa ddriv~e sera dire la d~riv~e 

de ] en x suivant r; on la notera dr/(x).  

Si dr / (x)  existe en tout  x E A = G  et suivant tout  r E ~ 4 c R ( G )  on dira que / 

est j4-d~rivable en tout  point de A; si J 4 = R ( G )  (resp. A = G ;  resp. ~4=R(G)  et 

A = G) on dira simplement que ] est d~rivable en tout  point de A (resp. J4-d~rivable; 

resp. d~rivable). Voici trois exemples de fonctions d~rivables: 

a) les fonctions caract4ristiques des ensembles ~ la lois ouverts et ferm~s; routes 

les d~riv~es de ces fonctions sont nulles; 

b )  les formes lin~aires sur G, car si l (x) est une telle forme lin~aire sur G e t  si 

t ~ r ( t )  est une representation continue de R dans G, alors t ~ l o r ( t )  est un endo- 

morphisme de R, de sorte que d r l ( x ) = l o r ( 1 ) ;  

c) les caract~res sur G, car nous avons d~jh ~tabli que dr <x, ~> = 2 i re ~ (~) <x, ~>. 

Alors que dans les espaces euclidiens toute fonction dSrivable est continue il 

n 'en est plus en g~n~ral de m~me dans un groupe, m~me connexe: soit par exemple 

G un groupe connexe dans lequel le sous-groupe H image canonique de R (G) soit 

distinct de G 1, sur un tel groupe toute fonction h valeurs complexes et constante 

sur les classes suivant H est d~rivable (toutes ses d~riv~es sont nulles) et ne saurait  

~tre continue que si elle 4tait constante (H est dense dans G d'apr~s la proposition 

3 du w 1). 

Aussi nous limiterons-nous dans la suite de ce chapitre aux fonctions satisfaisant 

la d~finition suivante: 

D 6 f l n i t i o n  2. On dira qu'une /onction est continfiment d~ivable si elle est ddrivable, 

continue ainsi que chacune de ses ddrivdes. On ddsignera par ~1 (G) l'ensemble de ces 

/onctions d~/inies sur le arouse G, 

T h 6 o r b m e  t .  Si / e s t  contin~ment d~ivable sur G, l'application r ~ d , / ( x )  est 

une /orme lin~aire continue sur R (O). 

La pa r t i e  algfibrique de ce th~orgme se dfimontre classiquement, en vertu de la 

continuit6 des d~riv~es, h l'aide de la fonction difffirentiable de deux variables r~e]les 

1 C'est le cas du dual de Q ( s i r  est repr~sentatlon continue de (7 dans G ~ telle qu'il existe 
un sous-groupe ferm6 strict H de G dont l'image r (H) dans (~ est dense, alors ~ ((~) ne rencontre 
H* qu'en 0 donc est distinct de G). 
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(t, u) ~ / (x + r (t) + s (u)). D'autre  par t  l'espace ~ (G) dtant un espace de Baire la con- 

tinuit4 de l'application lindaire r ~ d , / ( x )  rdsulte de la continuitd des fonctions 

r ~ n ( / ( x + r ( 1 / n ) ) - / ( x ) )  dont elle est la limite quand l 'entier n augmente indd- 

liniment. 1 

Supposons maintenant que dans les conditions du thdor~me prdcddent on fasse 

ddcrire ~ x un ensemble compact de G, comme par hypothgse les formes lindaires 

r~d~/(x)  sont borndes en tout  point r quand x ddcrit un compact il en rdsulte 

qu'elles sont dquicontinues (proposition 6 du w 1) et comme G est localement compact 

on en ddduit que l 'application (x, r )odr / (x )  est continue sur G• Quant ~ la 

possibilitd de munir l'espace gl  (G) d'une topologie telle que l 'application (x, r,/) ~ dr/(x) 

soit continue elle est thdoriquement exacte mais en dehors du cas off R (G) est de 

dimension finie on est alors conduit  h des considdrations dans le genre de celles qui 

feront l 'objet du w 1 du chapitre 2 et c'est pourquoi nous n'insisterons pas sur cette 

question. 

Ddf ln i t ion  3. On appellera sous-groupe des p&iodes d'une ]onction / dd/inie sur 

le groupe G le plus grand sous-groupe P (]) de G tel que ] soit constante sur les classes 

suivant ce sous-groupe. 

Si pour tout  s E G et toute fonction / ddfinie sur G on ddsigne par /s ]a fonc- 

tion ddfinie par h ( x ) = / ( x -  s) il est immddiat que la condition ndcessaire et suffisante 

pour que s appartienne h P ( / )  est que /s =/. Pour toute fonction continue P( / )es t  

un sous-groupe fermd; nous allons montrer  que si / appart ient  h E1 (G) la compo- 

sante connexe de 0 dans P (/) n'est autre que l'adhdrence de l'image canonique dans 

G du sous-espace vectoriel de }~(G) ddfini par dr/(x)=O quel que soit x EG. En 

effet si d,](x) est identiquement nulle en x la fonetion de la variable rdelle t 

t ~ / ( x  + r(t)) cst pour tout  x constante car sa ddrivde est nu]le, donc r(t)E P( / )pour  

tout  t ER, et  inversement si pour tout  t E R r(t) appart ient  h P(/) alors dr / (x)  est 

identiquement nulle; d'ofi rdsulte ce que nous voulions ddmontrer s l'aide de la pro- 

position 3 du w 1 appliqude h P (/). 

Thdor&me 2. Soit H un sous-groupe compact contenu dans le sous-groupe des 

pHiodes de la /onction / appartenant d E1 (G). ConsidH~e comme d~/inie sur G/H la 

/onction / appartient encore d ~x (G/H), de plus si chaque dHivde de /es t  bornde sur G 

le sous-groupe P (/) appartient au /iltre engendrd par ~ (G). 

En effet ddsignons par h l 'application canonique de G sur G/H et soit ~ la 

fonction sur G/H ddfinie par / = E  o h ,  comme pour toute reprdsentation rE ~(G/H) 

1 Cf. [121 page 81 exercice 14 et [111 page 15 proposition 13. 
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il existe r 'E ~ (G) telle que r ' o h =  r on en d~duit que la fonction Fr dSfinie sur G/H 

par dr , ]=Froh  n'est autre que dr F;  d 'autre part  les fonctions F et dr F sont con- 

tinues sur G/H car les fonctions / = F o b  et dr.]= (dr F ) o h  sont continues sur G 1, 

d'ofi la premiere partie de la proposition. 

De plus les formes lin~aires r-*dr](x) sur ~(G) sont continues et si elles for- 

ment une famille ponctuellement born~es quand x d~crit G alors e]les sont ~,quicon- 

tinues et s 'annulent sur un m~me sous-espace vectoriel E de codimension finie (pro- 

position 6 du w 1) dans ~ (G), lequel contient donc un sous-espace ~ (H) avec H e ~/(G) 

(corollaire de la proposition 4 du w 1}: mais le sous-groupe des p~riodes de / contient 

l'image canonique de E dans G, d'ofi la seconde partie de la proposition. 

Gorol la i re .  Si ] appartenant d ~1 (G) est de plus d support compact il existc 

H E ~l (G) tel que ] soit constante sur les classes suivant H et considdr~e comme d$]inie 

sur G/H ] appartient d E1 (G/H). 

En effet toutes les d~riv~es de ! sont alors born~es et le sous-groupe des pSriodcs 

de ] est compact, donc en vertu du th~or~me precedent il appartient ~ ~/(G}; il 

suffit alors de prendre pour H n'importe quel sous-groupe contenu dans P ( ] ) e t  

appartenant ~ ~ (G). 

Par exemple si G est produit topologique de groupes compacts connexes (G~t)~A, 

pour toute ] appartenant ~ El(G) il existera une partie finie A ( / ) c  A telle que ] 

soit constante sur les classes suivant le produit des (Ga)~AI/I. Les thdor~mes pr~cd- 

dents permettent aussi de trouver des conditions pour qu'une fonction presque- 

p~riodique sur un groupe G soit prolongeablc en une fonction continfiment d~rivable 

sur le groupe compact attach5 h G 2; par exemple si G = R  on trouve qu'il est n~- 

cessaire que le module des exposants de la fonction consid~rSe ait une base finie. 

D6flni t ion 4. On appellera op~rateur de d&ivation associd d r E ~ (G) l'applica- 

tion /-->dr t d$]inie sur l'espace E1 (G) et d valeurs dans l'espace des ]onctions continues. 

Les op~rateurs de d~rivation ob~issent h certaines r~gles de calcul formel dont 

deux peuvent ~tre consid~rdes en un sens, qui va ~tre pr~cisd, comme caract~ristiques: 

la premiere de ces r~gles est la permutabilit4 des opdrateurs de ddrivation et des 

op~rateurs de translation /-~]~ et la seconde est celle qui donne la d~riv~e d 'un 

produit dr (]9)=/drg+gd~/; nous n'en donnerons pas les d~monstrations qui se font 

comme dans le cas de G euclidien. Consid~rons alors sur l'espace ~ (G) et sur l'espace 

Cf. [13] page 53 th.  I. 
Cf. [6] chapitre VII. 
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C (G) des fonctions continues sur G deux topologies d'espace vectoriel localement 

convexe satisfaisant aux conditions suivantes: 

a) L'application ~ ~ (x, ~) de G dans El (G) est continue. 

b) L'ensemble des polyn6mes trigonom~triques est dense dans E1 (G). 1 

c) Les operations de d~rivation sont des applications continues de E1 (G) dans C (G). 

d) La topologie de C (G) entraine la convergence ponctuelle en au moins un 

point de G. 

Dans ces conditions les seules representations d'espace vectoriel topologique de 

E1 (G) dans C (G) qui permutent aux translations et satisfont h la folmule du pro- 

duit ~crite ci-dessus sont les applications ]~dT,/+idT,,/. En effet 

a) Si /-->d/ est une forme lin~aire sur l'espace vectoriel des polynSmes trigono- 

m~triques sur G tells que la fonction compos~e ~->d(x, ~ soit continue sur Ge t  si 

de plus on a d(]g)=](O)dg+g(O)d] on en d~duit que ~.-~d(x,~ est une repre- 

sentation continue de ~ dans le groupe additif des nombres complexes et en con- 

s~quence qu'il exist3 r' et r" appartenant h }~(G) tels que pour tout polynSme 

trigonom~triquc / on ait d]=dr,/+idr-[. 
b) Si les polynSmes trigonom~triques sont denses dans E1 (G) et si les applica- 

tions ]~dT] de E1 (G) dans C (G) sont continues, la topoIogie de C (G) satisfaisant 

h la condition d) alors la forme lin~aire consid4rde en a) se prolongs ~ tout l'espace 

El(G) par la formule d/=d~./+idr,,]. 
c) Si ]~D] est une application lin~aire de El (G) dans C (G) satisfaisant aux 

conditions indiqu~es ci-dessus alors /~d/=D/(O) est sur El(G) une forme lin~aire 

du type de celles qui viennent d'6tre ~tudides et en vertu de la permutabilit6 des 

opSrateurs de d~rivation ainsi que de /-~D] avec les op~rateurs de translation on 

en d~duit que D/=d~.]+idr,,/. 
Relativement s ce r~sultat il se pose la question de savoir s'il existe des topo- 

logies satisfaisant aux conditions donn~es en a) b) c) d): or on montre ais6ment que 

si l'on munit El (G) de la topologie de la convergence compacte des fonctions et de 

chacune de leurs d~riv6es et C (G) de la topologie de la convergence compacte alors 

les conditions a) b) d) sont v~rifi6es, quant s la condition b) elle Pest alors aussi 

et ceci sera d6montr6 plus loin (proposition 2 du w 3). Faisons aussi la remarque 

suivante qui nous sera souvent utile: muni de la topologie de la convergence com- 

pacte des fonctions st de chacune de leurs d6riv6es l'espace E~ (G) est complet; en 

1 Rappelons qu'on appelle polyn6me trigonom~trique route eombinaison lin~aire, b~ coefficients 
complexes, de caract~res. 
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effet si �9 est un filtre de Cauchy sur cet espace il est alors filtre de Cauchy sur 

C (G) muni de la topologie de convergence compacte et il en est encore de m~me 

de dr q~ quel que soit r E ~ (G), dans C (G) q~ et dr ~5 ont donc des l i m i t e s / e t  [~ et 

on a ]~=dr/ car pour tout  x e G  les fonctions de variable r~elle t t ~ / ( x + r ( t ) )  con- 

vergent alors uniform~ment sur tout  compact suivant le filtre q~ vers ]a fonction 

/ (x+r( t ) )  ainsi que les fonctions dr/(x+r(t))  vers h(x+r( t ) ) .  

2. D6flni t ion 5. On dira qu'une ]onction ] e s t  h /ois contin~ment d~rivable si 

tout op~rateur compos$ de k d$rivations successives est d$/ini pour la /onction / quel que 

soit k<_h. Un tel op$rateur sera dit une ddrivation d'ordre k et s'il est composd de 

&,, &~ . . . .  , dr k on le notera dr k, r~...~ k; la /onction dr k, r~... ~k ] sera dire une d&iv~ d'ordre 

k d e / .  

Remarque: On notera qu'en vertu de la d~finition 4 si une fonction est k fois 

continfiment d~rivable routes ses d~rivdes d'ordre au plus 4gaI k k, ainsi qu'elle-m~me, 

sont continues. D'autre part pour ne pas ~tre oblig~ de faire constamment des rdp~ti- 

tions dans les hypotheses nous introduirons un op~rateur de d~rivation d'ordre 0 

d~fini par D o/-- ]. 

Dans la suite nous d~signerons par En (G) l'ensemble des fonctions h lois conti- 

nfiment d~rivables et consid~rerons les espaces d~iinis comme suit: 

Bh (G) et ]0h (G) d~signerons les sous-espaces respectifs de En (G) dont les ~l~ments 

ont toutes leurs d~rivfes d'ordre au plus ~gal h h born~es ou dont les ~l~ments sont 

support compact. 

~ (G), B~ (G), ]0~ (G) d~signerons les sous-espaces respectifs de ~n (G), Bn(G), 

On(G) dont les ~l~ments sont positifs. 

(G), ]~ (G), t)(G), ~+ (G), B+ (G), t )  + (G) d~signerons les sous-espaces respective- 

ment communs quel que soit h aux espaces ~a(G), Bn(G), On (G), ~ (G), B~ (G), 
O~ (a). 

3. On appellera polyn6me de d4rivation sur G tout  ~l~ment de l'alg~bre ten- 

sorielle sym~trique D (G) sur le corps des hombres complexes construite sur l'espace 

vectoriel des dSrivations du premier ordre dr. Tout polyn6me de d~rivation D admet 

donc une representation 

D = 5 ca, a~ .... n d~': d~ . . .  d:  n 

et d~finit dans s (G) un opSrateur 

a l + a ~ + , . . + a  n 
]-+ D (/) = ~ ca, a, .... ~ dry, r; .... r:~ / 
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ind6pendant de la repr6sentation choisie pour D. Nous allons montrer que si D (/)= 0 

quelle que soit la fonetion / alors D est l'~l~ment neutre de D (G): en effet on aura 

alors en particulier pour tout  caraet~re x-+ <x, ~> 

(x, ~> D (x, ~c) = ~ c~, ~ .... ~ (2 i ~  ~ (~))~' (2 i ~ ~ (~))~ ... (2 i ~ ~ (x))~" 

done dans 0 (G) le polynSme 

P = ~ co, a, .... , (2 in}z)"' (2 i n ' u )  ~'... (2 i n t , )  ~" 

n'est autre que 0, de sorte que si les rx,r 2 . . . . .  rn ont ~t~ choisis lin~airement ind,- 

pendants dans ~ (G) les coefficients c~x,, . . . .  n sont tons nuls, done D= O. De plus ce 

qui precede prouve que l'applieation D-+ :~D de D(G) dans ~)(0) d~finie par 

(:~ D) (~) = (x, ~} D ((x, ~}) est un isomorphisme de ces deux alg~bres obtenu par pro- 

longement de l'application d~--~- 2 in} .  :~ D sera dit le polynSme sur 0 transform~ 

de Fourier du polynSme de d~rivation D sur G; cette d~nomination ainsi que la 

notation employee seront justifi~es plus tard. 

Si l'on eonvient de eonsid~rer l'espaee }~ (G) comme plong~ clans D (G) par l'iso- 

morphisme r~dr ,  route representation continue e du groupe G dans le groupe G' 

d~finit alors une representation de l'alg~bre D (G) dans l'alg~bre D (G') obtenue par 

prolongement de la representation ~ de }~ (G) dans }~ (G') canoniquement associ~e ~ e; 

nous noterons encore ~ cette reprdsentation. Si ]' est alors un ~l~ment de ~ (G') la 

fonetion compos~e ] ' o e  appartient h ~ (G) et pour tout  D fi D (G) on a 

D (/' o e) = (g(D) (/')) o e. 

En partieulier il est ~vident que pour tout  syst~me fini (D~) de polynSmes de d~ri- 

vation sur G il existe un espaee euelidien R", une representation continue e de R" 

dans G et des polynSmes de d~rivation D~ sur R ~ tels que pour chaque i on air 

D, = ~ (D~). 

w 3. Existence et propri~t~s des fonctions d~rivables h support compact. 
Applications. 

l .  Pour ~tablir l'existence de fonctions appartenant ~ l'espace E (G)et  h support 

contenu dans un ouvert donnd nous utiliserons un proc~d6 de composition qui peut 

~tre d~fini comme suit: soient G (resp. G') un groupe sur lequel est dfifinie une 

fonction ](x) (resp. /'(x')) et x '~e (x ' )  une application de G' dans G, nons posons 

formellement: 

/ ~ ]' = f / ( x  - e (x'))/' (x') dx'. 
6, 
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P r o p o s i t i o n  i .  Soient." 

a) ] (x) une /onction d$/inie sur le groupe G e t  .4-d$rivable, continue ainsi que ses 

d~riv~es dr/(x)  pour tout r E .,4. 

b) / '  (x') une ]o~iction d~/inie sur le groupe G' d support compact, .4'-ddrivable, 

continue ainsi que ses ddrivdes dr./' (x') pour tout r'E .4'. 

c) x'->e(x')  une reprdsentation continue de G' clans G, r'-->g(r') la reprdsentation 

de ~ (G') clans ~ (G) canoniquement associde d e. 

Dans ces conditions Ia /onction /-~ /' est d~/inie sur G, (.4+g(.4'))-ddrivable con- 

tinue ainsi que chacune de ses d~riv~es dr.,/ pour tout r"E  (.4 +~(.4')) et pour tout tel 

r" on a quels que soient r E.4 et r 'E .4 '  satis/aisant d r " =  r+ ~(r'): 

dr..t ~ l ' =  (dr/) ~ t '  + I-~ (dr.~'). 
e 8 

En effet / '  ~tant ~ support compact donc aussi toutes ses d~riv~es, d~finie con- 

tinue que les fonctions dr,/ ' , / ,  dr/, toutes les int~grales qui vont ~tre ~erites existeront 

et repr~senteront des fonctions continues en vertu de l 'uniforme continuit~ sur tout  

compact de toute fonetion continue. Posons F ( x ) = ]  ~ / '  on a par d~finition 

F (x + r "  (t)) = . f / ( x  + r  (t) - e (x' - r '  (t)))/' (x') d x' 
G '  

d'ofi en vertu de l'invariance de l'int~grale par translation 

F (x + r" (t)) = ( / ( x  + r (t) - e (x'))/ '  (x' + r' (t)) dx '  

et la proposition se d~duit directement de cette relation h l'aide des thdor~mes clas- 

siques de d~rivation sous le signe f.1 

Remarque 1. Le proc~d~ de composition /~e / '  se rattache h la notion gdndrale 

de r~gularisation des fonctions, sur un espace dans lequel op~re un groupe localement 

compact de transformations x-+x'(x),  h l'aide d'une fonction d~finie sur le groupe 

de transformations et de l'int~grale de Haar  sur ce groupe: F(x)=d(] (x ' ( x ) ) / ' ( x ' )dx ' . ,  

Dans le eas particulier envisag~ ici on a x ' ( x ) = x - e ( x ' ) .  

Remarque 2. Lorsque G =  G' et que e est l 'application identique la proposition 

prouve que tout  produit  de composition appart ient  h ~ (G) d~s que l 'un de ses 

facteurs est continu et que l 'autre appart ient  h. O (G); en fait la m~me d~monstra- 

tion prouve qu'il suffit alors que le premier facteur soit sommable sur tout  compact. 

1 Remarquons que torte proposition entralne que pour route / d6rivable suivant r, continue 
ainsl que dr/ on a fdr/(x) dx~drf / (x)dx~O (prendre G t ~ G ,  e ( x ) ~ x  et f ( x ) ~ l ) .  
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En combinant cette proposition avec les rdsultats acquis ant~rieurement nous 

allons ~tablir le th6or~me fondamental suivant: 

T h ~ o r ~ m e  1. Quel que soit l'ouvert z ~ c G  il existe ] E t)  § (G), non identiquement 

nulle et d support contenu dans Q. 

Soit en effet a EQ et  U un voisinage compact de 0 tel que a + 3  U c Q  et 

soient d'apr~s la proposition 4 du w 1 H u n  sous-groupe ferm6 de G contenu dans 

U et appartenant  "~ la famille :H (G) et E un suppl6mentaire de ~ (H) dans )~ (G); 

E est un espace euclidien, prenons dans E un voisinage ~ de 0 compact et tel que 

r E ~ entralne r (1)E U. Si / (x)  est une fonction continue positive d6finie sur G non 

identiquement nulle et h support contenu dans a + U et / '  (r) une fonction apparte- 

nant  ~ O + (E) non identiquement nulle et ~ silpport contenu dans ~q, on aura en 

d6signant par e ]'application (h , r ) -+h+r(1)  de H •  dans G une fonction cherch~e 

F e n  posant 
F (x) = ] -~/ '= f / ( x -  h -  r (1)) / '  (r) d h d r  

e H x s  

car F est positive non identiquement nulle, h support  contenu dans a +  U-F U +  

+ H c a + 3 U c ~ Q  et qui en ver tu  de la proposition 1 appart ient  h s ( G ) c a r  sur 

H x E la fonction / '  (r) est d~rivable suivant ~ (H)• ~ (E) ainsi que toutes ses d6riv~es 

d'ordre quelconque et l 'application g applique cet espace sur }~ (G). 

De ce th~ordme nous allons d~duire quelques r6sultats importants sur l 'approxima- 

tion des fonctions dans certains espaces. Pour simplifier l'expos6 nous dirons qu'une 

fonction 0 d6finie sur un groupe G est une fonction U-r~gularisante si elle est con- 

tinue, positive, ~ support compact contenu dans le voisinage compact U de 0 et si 

son int6gra]e est @ale ~t 1; l ' importance de ces fonctions provient du fait que si ] 

est une autre fonction continue d6finie sur le groupe on a 

/ 0 (z) - / (z) = f (/(x - y) - / (x)) 0 (y) d y 

d'ofi 
< s u p .  

y e l l  

et de ce que les fonctions r~gularis6es /~e 0 jouissent en g~n4ral des propri6t~s de 

l 'une et de l 'autre des fonctions / et 0. A l'aide de cette notion o n  peut  dire que 

le th6or6me precedent est ~quivalent ~ l'existence de fonctions U-r~gularisantes ap- 

partenant  h Z)(G) et ceci quel que soit U. Enongons simplement le lemme suivant 

qui est une consequence triviale de l'uniforme continuit~ sur tout  compact de toute 

fonction continue et du th~or~me 1: 
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L e r n m e .  Les polyn6mes trigonomdtriques rdgularisds (resp. les /onctions contin~ment 

indj]iniment d&ivables r@ularis~es) sont denses dans l'espace des polyn6mes trigono- 

mdriques (resp. dans s (G) quel que soit O<_h<_ oo 1) muni de la topologie de conver- 

gence compacte des ]onctions et de chacune de leurs dJriv~es (resp. dJrivdes d'ordre au 

plus ~gal d h). 

P r o p o s i t i o n  2. Les l, olyn6mes trigonomdriques sont denses clans Eh (G) quel que 

soit 0<_ h <_ oo muni de la topologie de convergence compacte des ]onctions et de chacune 

de Ieurs ddriv&s d'ordre au plus @al d h. 

I)'apr~s le lemme precedent il suffit de montrer  que pour route r~gularisante 0 

les polynSmes trigonom4triques ~ ~ 0 sont denses dans l'espace des I-x- 0 / E ~ (G) 

muni de la topologie de convergence compacte des fonctions et de leurs d~riv4es. 

Mais en vertu des relations 

D (/-)s O ) - D  (~-~ O) = ( / -  vy) -)e DO, 

oil D est un polyn6me quelconque de d~rivation, ceci est alors une consequence tri- 

viale de la proposition ~ d~montrer claus le cas de h= O. z 

En dormant au th~ordme 1 la forme plus precise suivante nous pourrons ~tablir 

l 'existence sur G de partitions de l'unitd en filfiments de /)+ (G). 

P r o p o s i t i o n  3. 8oit B un voisinage compact du compact A, il existe /E ~)+ (G) 

teUe que 0 <_/<_ 1, /=  1 sur A e t  /=  0 en dehors de B. 

Soit en effet U tan voisinage de 0 dans G tel que A + 3 U ~  B e t  soit / '  une 

fonction continue Sgale h 1 sur A + U, nulle en dehors de A + 2 U et comprise entre 

0 et 1; toute U-r~gularis~e de ]' par une fonction de O (G) satisfait ~ la question. 

2. D6f in i t ion  t .  On appeUe recou~ement ouvert relativement compact localement 

]ini d'un espace (localement compact) E tout recouvrement de E d l'aide d'ensembles 

ouverts, relativement compacts et don, t seul un nombre /ini rencontre chaque compact de E. 

Pour  tout  groupe G il existe de tels recouvrement car si V e s t  un voisinage 

sym4trique ouvert  relativement compact de 0 dans G engendrant le sous-groupe 

ouvert  H de G, la famille des ensembles V"N C V "-1 (n>__l) est un tel recouvrement 

pour H et d 'autre  part  tout  compact de G/H est fini. 

1 N o u s  c o n v e n o n s  que pour  h = o o  ~ h  (G) n'est  autre  que ~ (G). 
Pour  h = 0 la proposi t ion est  une  consequence  du  th6or~rne de Weiers trass -Stone  (cf. [14] 

page 55 th. 3) car pour tout couple d'~l~ments  d is t incts  x, y de  G il ex i s te  un  caract~re ~ te l  que 
<y, ~> ~ <~, ~>. 
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On d6montre aussi que pour tout  tel recouvrement f2=  (f2a)~r il existe un autre 

tel recouvrement d6pendant du m6me ensemble d'indices f 2 ' =  (Q~)~eA tel que pour 

tout  ~ E A on air ~ S2x: on dit que f2' est un recouvrement subordonn6 ~ f2. t 

D6f in i t ion  2. On appelle partition de l'unitd subordonnde d u n  recouvrement ouvert 

relativement compact localement [ini f2= (f2X)~eA route ]amille de/onctions (/a)ar d~pen- 

dant du mgme ensemble d'indices, telle que pour tout ~ le support de /~ soit contenu 

dans f2~ et telle que la somme des /~ soit @ale d 1. 

P r o p o s i t i o n  4. Pour tout recouvrement ouvert relativement compact localement [ini 

du groupe G il existe une partition de l'unit$ subordonn$e d ce recouvrement et dont les 

dIdments appartiennent d O + (G). 

Soit en effet Q'  un recouvrement subordonn6 ~ f2 et soit de m6me ~2" sub- 

ordonn6 ~ f2'. I l  existe en vertu de la proposition 3 pour tout  indice ~ tel que 

~ ' ~  ~2a une fonction /~ ~ O + (G) 6gale ~ 1 sur f2~' et nulle en dehors de f2~. Comme 

pour tout  ouvert  relat ivement compact  de G l a  somme des/x (x)ne  d6pend effective- 

ment  que d 'un nombre fini de ~ la somme F ( x )  des /a(x) est comme chaque / a u n  

616ment de O + (G) et est en chaque point sup6rieure ~ 1 (comme au moins une des/~); 

les quotients des /~(x) par F(x)  consti tuent alors une parti t ion cherch6e. 

3. Dans le but  d'6tendre aux groupes les relations qui lient dans un espace 

euclidien la transform6e de Fourier d 'une fonction sommable ainsi que ses d6riv6es 

aux transform6es de Fourier de ces derni6res, nous aurons besoin de certains th6o- 

r6mes d 'approximat ion dans l'espace des fonctions appar tenant  h ~ (G) et qui sont 

sommables ainsi que certaines de leurs d6riv6es, quand l 'espace consid6r6 est muni 

d 'une topologie de convergence des fonctions et de leurs d6riv6es dans L 1 (G). ~ L'exis- 

tence de fonctions satisfaisant aux propri6t6s indiqu6es dans la proposition 3 et qui 

sont utiles dans les questions d 'approximat ion locale ne peut  6tre d 'aucun service 

quand on consid~re des proc6d6s d 'approximat ion du type de ceux qui  viennent 

d'6tre indiqu6s; ceci t ient  au fait qu 'avec les notations de la proposition 3 si le 

compact  B e s t  t rop pet i t  voisinage de A alors les fonctions consid6r6es dans cette 

t On commence par so ramener au cas d'un compact en consid6rant pour tout compact K Fen- 
semble des ~ rencontrant K, puis  on peut appliquer la proposition 3 page 65 de [12]. Pour ces 
questions voir aussi: [18]. 

2 On rappelle que pour tout p ~ 1 on d6signe habituel|ement par L p (G) l'espace des fonctions 
1 

p-i6me puissance sommable sur G muni de la norme ( f l / I  p a~)~ que 1'on d6signe par [I/liP" Pour 
p ~ oo  U/He o n'est  autre que le plus petit des a gels que ]] ( x ) [ ~  a presque pargout. 

5 - 533805. Acta mathsmatle.a. 89. Imprim6 lo 14 mars 1953. 
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proposi t ion au ron t  des d~riv6es tr6s grandes  ~ l 'ext6r ieur  de A;  toutefois  lorsque le 

compac t  B n ' e s t  pas  impos~ a priori  on a la propri6t6 su ivante :  

P r o p o s i t i o n  5. Soient A un compact de G et ( D t ) l ~ n  un syst~me /ini  de poly- 

n6mcs de ddrivation sur G tous ind@endants de D ~ Pour tout e > 0  il existe alors 

/ E ~)+ (G) major~e par 1, ~galc d 1 sur A e t  telle que pour tout i =  1, 2 , . . .  n on ait 

IID,/II*<~. 
Soit en effet  R p u n  espace euclidien e t  e une repr6senta t ion  cont inue de R dans  

G telle qu ' i l  existe des op6rateurs  de d6r ivat ion ( D ~ ) l ~ l l  sur R ~ sat is fa isant  h 

e ( D ~ ) = D t .  Choi.~issons une fois pour  tou te  ~ E O + ( R  ~) telle que I I~] ]~=l  et  pour  

tou te  / E :0 + (~) posons 
h=)P l-x- (4,o ~) 

oh e~ d6signe l ' endomorph i sme  x ~ 2  x de R ~ (~t E R), donc ~b o ea (x) = ~ (~ x) ; on a alors 

IIt~11~ -< I I / I1- .  I1~" ~ o ~11, = II/11~ 
et 

II D, t~ I1- < II 1 I I .  II ~" ~ (n;)  ~ o ~ II. = II/I1~ II ~ (D;) + II, 

mais  g~(D~) 6 est  en ). un polynSme sans t e rme  cons tan t  donc converge vers  0 avec ~. 

On peu t  donc t rouver  ). assez pe t i t  pour  que pour  t o u t  i = 1, 2 . . . .  n on air  

] I~(D; )611~<e;  a y a n t  ainsi choisi ~t on prendra  ensuite  / born~e par  1 e t  ~gale & 1 

au  moins sur  A -  e o ~ (S) oil S est  le suppor t  de la fonct ion 6;  la fonc t ion /~  satis- 

fa i t  alors aux  condit ions voulues.  

De cet te  proposi t ion on d~duit  le l emme su ivant :  

L e m m o .  Soient (/~)~ a un /amiUe de [onctions appartenant d ~ (G) et ( r , ) ~ l l  des 

~l~ments de ~ (G) tels que: 
a l + a  | t . ,  ..§ t i l l  

a) d~,r~,...r~ll /~ soit sommable pour tout ~ et tout syst~me d'entiers o ~ , ~ ,  . . .  ~r 

tels que 0---~r  "'" + ~ll = ] r162 ] <_ h, 

II b) sup. sup. d , , , - , . . . , - l l  /~ < + 0% 
lal<h ~ ( . 1  r l  2 71 1 

c) quel que soit e > 0 il existe un compact A de G tel que les int~grales des/onc- 
~ 1 + 0 2  ! " " + ~ l l  

tions d,~, ,~ .... ,:ll /~ en dehors de A soient malorges par e. Alors il existe g E TO + (G)telle 

q,., sup. sup. II Dl 1, -  D, (a/,)ll,-< ~. 
l a l ~ h  J E A  

I:11+ a2 + . . . + a l l  
En effet  posons D ~ = d ~, ~, .. ~ alors si (~) ! = ~ ! ~ !  .... ~ll ! 

r 1 r 2 �9 r n 

D~ ~ I = ~ D~ I + ~ ( ~ )~" D~ I D~ ~ 
(~, (~)=(o): (~)~o (3)! (~')! 
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oh si (fl) et (7) d~signent respectivement les systdmes d 'ent iers  f12, fl~ . . . . .  ft. et 

72, $2 . . . . .  7~ (fl) + (7) ddsigne le syst~me fit + 72, f12 + ~2 . . . .  , fl~ + 7~. On en d~duit 

g ~ , ' $  

HD~I - D~ (gl) Ih -< II ( g - , l )D~ l l h  + ~. ( ~ r ) t  IID~ / D~ glh 

si alors g est ~gal ~ 1 sur un ouvert relativement compact D on a 

]]D"/-D~(g])]]2<_ fID~ (~)! sup. ID~g(x)iiID~/Ih 
c.+ (,8)t (~,)t ,q,~ 

d'oh le lemme en ver tu  de la proposition 5 et des hypothdses. 

P r o p o s i t i o n  6. Soit ] u n e  ]onction dd]inie sur G, bornde et mesurable; pour route 

/onction g E ~1 (G) sommable ainsi que sa ddrivde dr g la ]onction ] ~ g est contin~ment 

ddrivable suivant r et on a dr (] ~ g) = ] -)e dr g. 

En effet d'apr~s le lemme il existe une suite de fonctions g, E ~ (G) telle que 

][g, -gl l2+l ldrg, -drg]l  2 tende vers 0 avec 1/n. D'apr~s la proposition 1 on a alors 

dr(]~eg , )=(dr])~g , ;  ainsi ] * g  est ]imite uniforme des ] ~ g ,  dont les d~riv~es 

dr ( / ~  g,) convergent uniform~ment vers ]-~ dr g; d'ofi la proposition. 

Un raisonnement semblable donne de suite la proposition suivante que nous nous 

contenterons d'~noncer : 

Proposition 7. Soient ] E B (G) et g sommable sur G; alors ] ~ g est ddrivable et 

on a dr (1 * g) = (dr ])  * g. 

( ]orol Ia i re .  Soient ] E~ (G) et g E ~ (G), g et dr g dtant de plus sommables; alors 

dr(/ * g ) = [ * d ~ g = g * d r / .  

En effet la premiere de ces deux ~galitds r~sulte de la proposition 6 et la se- 

conde de la proposition 7. 

Appliquons en particulier le coroltaire au cas oil [ est un caract~re et g une 

fonction de ~ (G) sommable ainsi que sa d~rivde dr g, on a 

et 

d'ofi 
:~ (dr g) = - 2 i ~ ~ (s :~ (g) 

t Pour  route  )r sommable  sur  G rappelons  que la t ransform~e de Four ier  de ] est  d~finie p a r  

Y1= f1(x)/x, ~ dx. 
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et c'est pour cette raison que nous avons introduit la notation - 2 i ~ = : ~ d ,  ~ l'aide 

de laqueUe on peut alors dcrire :~ (d, g) = :~ dr :~ (g). 

Inversement soit l ~ s (G) et soit / une fonction sommable ainsi que 1/, si /~ 

est une suite de fonctions continues ~ support compact qui convergent dans L ~ (G) 

vers ] ainsi que la suite 1]~ vers l], les fonctions ~ (/~) convergent alors uniform~- 

ment vers ~ ]  et les fonctions d~(~/~)=2i~:~(I/=)convergent uniformdment vers 

2irr~(l]), d'oh la relation 
d~ (:~1) = 2 i~ :~  (lt). 

4. Nous terminerons ce chapitre en dtudiant et caract~risant les applications 

d~rivables de R dans G: 

T h 6 o r 6 m e  2. Si t-*~ (t) est une application de R dans G telle que pour tout 

caractdre ~ sur G t~< ~ (t), ~> appartienne d ~ ( R) alors il en est de m$me de t ~ /  o ~ (t) 

quelle que soit [ e ~ ( G ) ,  l'application t ~ ( t )  est continue et il existe une application 

d 
t--->rt de R dans R(G) teUe que ~ ( ] o ~ ) = ( d q ] ) o ~ .  

a) Montrons d'abord que toute application t-~b(t) de R dans G telle que 

t~<~( t ) ,~> soit continue quel que soit le caract~re ~ sur G est continue. Premi~re- 

ment R et T ~tant des espaces m~triques complets et ~ un espace de Baire et les 

applications partielles t~<~(t),~c> et ~-~<q~(t),~> dtant continues il en r~sulte que 

pour tout t o i l  existe au moins un Xo tel que l'application (t, ~)-*<r (t), ~?> soit con- 

tinue en (to, Xo), mais cette application dtant une representation en ~ il en r~sulte 1 

que cette application est alors continue sur le sous-ensemble {to}Xd~ de Rxd~, car 

d'une part l'application partielle t-~<~ (t), ~> est continue et d 'autre part [<~b (t), ~ + ~ > -  

-<~( t ) ,  x)[ est ind~pendant de ~. Ceci ayant  lieu quel que soit t o on en ddduit la 

continuit~ de (t, ~)-~<~b(t), ~), ce qui entraine alors l'uniforme continuit~ des fonctions 

t-~<~b(t),~?> quand ~ ddcrit un compact de d~, c'est&-dire la continuit~ de t ~ ( t ) .  

b) Posons alors 
d 

<~ (t), ~> = 2 i ~  <~ (t), ~> o., (t, ~) 

on a d e  suite 

et 
oJ (t, ~) = o~ (t, ~)  

I Cf. [12] page 83 exercice 20 (dans l'6nonc6 de cet exercice Fun des deux espaces E, $' qui y 
figurent peut gtre suppos6 seulement espace de Baire et non n~cessairement m6trique eomplet). 



Les groupes ab~liens tocalement compacts. 69 

done pour tout  t 5-+co (t, 5) est une representation de G dans R et eette representa- 

tion est limite d'une suite de fonctions continues, done (~ ~tant un espace de Baire, 

elle est continue. Pour tout  t il existe done r~ ~ 7? (G) tel que 

to (t, x) = rt (5). 

Mais comme de plus, <4, (t), 5> ~ ~ (R) il en r4sulte que eo (t, 5) est continue par 

rapport h t; done pour tout  5 l'application t-+~'t (5) est continue et comme la topo- 

logie de :~ (~) est pr~cis6ment la topologie de convergence simple il en r~sulte que 

t->rt est une application continue de R dans ~(G). 

c) D'autre part pour montrer que quelle que soit la fonction / ~  ~ (G) la fonc- 

tion / o  4, appartient $ ~ (R) il nous suffira en vertu du th~or~me 1 de le montrer 

pour route / E ~0 (G); de plus si H ~ ~ (G) et si h est l 'homomorphisme canonique de G 

sur G/H l'application t-+ho4,(t) est telle 

la Ionction t~(ho4,(t),~) appartient 

qu'il suffit d'~tablir la derni~re partie de 

sion finie. 

que pour tout caract~re 5 sur G/H(5eH*) 
~ (R), alors le th~or~me 2 du w 2 prouve 

la proposition lorsque ~ (G) est de dimen- 

Prenons alors une suite de polynSmes trigonom~triques ~ convergeant uniform~- 

ment sur tout  compact vers / ainsi que la suite dr ~'n vers dr /  pour tout  r E ~ (G) 

(proposition 2), comme 7? (G) est de dimension finie on en d~duit de suite que la 

suite dr ~ converge uniform~ment sur tout  compact de }~ (G)xG vers dr / ;  l'applica- 

tion t~4,  (t) ~tant continue les fonctions ~ , o 4 ,  convergeront uniform~ment sur tout  

compact vers / o 4 ,  et les fonctions (drt ~ '~)o4,  convergeront uniform~ment vers 
d 

(drt/)o4,, mais par d~finition de r on a (dr~w',)o, = ~ ( 4 , ( t ) , 5 ) ;  on en d~duit elas- 

siquement que (drt/)o4, est la d~riv6e de /o4 ,  et ~lue cette d~riv~e est continue. 

Pour route application d~rivable t-+4, (t) de R dans G l'application t~rt telle que 
d 
~-~/o 4, = (drt/)o 4, peut ~tre appel~e l'application ~iv~e de l'application 4, et nous 

la noterons encore (~4,. Quels que soient les e~, iomorphismes e e t e '  de G et les 

applications d~irivables 4, et 4,' de R dans G l'application ~0--eo 4, + e ' o  4,' est encore 

une application d~!rivable et on a ~o=~(~4,)+~'(~cp'), de sorte clue si ~4,'=(~4, 

l'application v2=4,'-4, est telle que ~}~=0 ce qui entraine que yJ est constante; plus 

particuli~rement si ~o est eonstante ~o est h une translation pros ~l~ment de ~ (G). 

Ces indications et le th~or~me qui precede permettent de caract~riser compl~te- 

ment les applications d~rivables de R dans G t~4 ,  it), pour lesquelles quelle que soit 

/e ,~(G) /o  4, appartient ~ ~ (R), comme suit: t~4,(t) est compos~e d'une applica- 

tion t ~ ,  de R dans ~(G)  et de l'application canonique de ~(G)dar t s  G. L'applica- 
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tion t ~  Ct de R dans R (G) est d6finie s une constante additive pros (si on lui impose 

d'etre continue, ce qui se peut  toujours) et est l'int6grale de d}#. Signalons enfin 

que l'on peut d6finir et fitudier d'une fagon toute semblable des applications d6ri- 

vables d 'un groupe G dans un autre G', qu'il existe un th6or~me g6n6ral de d6riva- 

tions des applications compos6es et que les r6sultats obtenus g~n6ralisent parfaitement 

ceux du cas G= R quand G est connexe. 

CHAPITRE DEUXI~ME. 

Les distributions sur les groupes ab61iens localement  compacts.  

w 1. L'espace topologique ~)(G).  

l .  La th6orie des distributions sur un groupe G est, comme l'a d6finie Mr. L. 

Schwartz dans le cas de G euclidien [1], l '6tude d'une classe de fonetionnelles lin~aires 

d6finies sur l'espace Z)(G) et des op6rations qui peuvent y 6tre d6finies, en ayant  

pour but  de g~n6raliser la notion de fonction ind~finiment d~rivable. Les d6finitions 

et propri6t~s que nous donnerons seront telles que dans le cas de G euclidien elles 

se r~duiront ~ celles qui ont ~t6 donn4es par Mr. Schwartz, mais en vertu m6me de 

la g6n6ralisation que nous nous proposons de faire nous Re pourrons pas pousser cette 

6tude aussi profond6ment que dans le cas euclidien. Nous utiliserons largement la 

th~orie des espaces vectoriels topologiques et tous les r6sultats dont  nous nous servirons 

sont d~montr~s dans l 'un ou l 'autre des m~moires auxquels nous r6f~rerons (certains 

de ces m~moires donnent des r6sultats relatifs aux espaces vectoriels sur le corps des 

hombres r~els, r6sultats qui peuvent 6tre ~tendus sans difficult6 aux espaces vectoriels 

sur le corps des hombres complexes). C'est d'aiIleurs l'emploi syst6matique de cette 

th~orie qui nous a conduit s modifier la d~finition des distributions telle que nous 

l'avions donn~e dans une note aux Comptes Rendus de l'Acad6mie des Sciences 

(T. 227 p. 809). 

2. Nous d~signerons par Z)(A; / ' )  le sous-espace vectoriel de l ' e space / )  (G) dont 

les ~l~ments ont leur support contenu dans A et qui admettent  le sous-groupe F de 

G comme sous-groupe de leur groupe de p6riodes; lorsque F= {0} nous 4crirons simple- 

ment / ) (A)  pour ~ (A; {0}). Parmi les sous-espaces que l'on vient de d~finir ceux, 

pour lesquels A est un compact et / '  un sous-groupe appartenant  ~ la famille ~//(G), 

jouent un rSle fondamental et pour les distinguer des autres sans avoir besoin de le 

pr~ciser chaque fois nous leur r~serverons la notation d(K; H) oh K est le compact 

A et H l e  sous-groupe / ' .  Les  sous-espaces d (K; H) seront toujour~ consid6r~s comme 
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munis de la topologie de convergence uniforme des fonctions et de chacune de ]eurs 

d~riv~es de sorte clue si r l ,  r 2 , . . . ,  rr est un syst~me de representations continues de 

R dans G qui compos~es avec l 'application canonique de G sur G/H forment une 

base de }~ (G/H) la topologie de d (K; H) est d~finissable par la famille de semi-normes 

a j , + o 2 + ,  �9 . + a  n 

s u p .  Ild o, o, o .  II . 

En vertu d'une remarque faite ant~rieurement cas espaces sont complets et comme 

l'origine de ces espaces poss~de un syst~me fondamental de voisinages qui est d~nom- 

brable, ce sont des espaces (7)[3] .  

II est clair par d~finition que les ensembles born~s de d(K; H) sont form,s de 

fonctions born~es dans leur ensemble ainsi que chacune de leurs d~riv~es; d 'autre part 

en vertu du th~or~me d'Aseoli 1 les ensembles relativement compacts d 'un d(K; H) 

sont les ensembles bombs dont les ~l~ments sont ~quicontinus ainsi que chaeune de 

leurs d~riv~es, ce qui entralne de suite trivialement que tout  ensemble relativement 

compact engendre un convexe fermd qui est compact. 2 En g~n~ral un ensemble born~ 

d 'un d(K; H) n'est pas relativement compact; cette particula~it~ se pr~sente quand 

G est euclidien (en vertu de ]a formule des accroissements finis) et cette remarque 

nous permettra de montrer plus t a rd  que la topologie que nous introduirons sur 

l'espace des distributions coincide dans le cas euclidien avec ]a topologie de Mr. L. 

Schwartz. 

D~iflnition i .  On appelle distribution sur G toute /orme lin~aire sur ~ (G) dont 

la restriction d chaque sous-espace d(K; H) est continue. L'espace vectoirel de toutes 

les distributions sera not~ D' (G). 

Comme exemple de distributions citons: 

a) Les distrlbutions-mesures / ~ ( ] )  associ~es aux mesures sur G, dont la mesure 

de masse + 1 plac~e ~ l'origine, d~finie par 8 ( / )=] (0) ,  sera dire la mesure de Dirac. 

Comme pour route fonction continue h support compact / et pour toute mesure ~/~ (/) 

est la limite des /~ (/-)e 0) quand le support de la r~gularisante 0 tend vers 0, on en 

d~duit en prenant les fonctions 0 dans D(G) que si /~ est nulle en rant  que distribu- 

tion elle l'est auss i  e n  t an t  que mesure; la correspondance 4tablie entre mesures et 

distributions-mesures est donc biunivoque. 

b) Les d4riv~es de mesure d~finies par une mesure /~ et an polynSme de d4riva- 

tion D par ] ~ #  (D]), parmi lesquelles les doublets ou d~riv~es de la mesure de Dirac. 

1 Cf. [14] page 43 th6or~me 1. 
Cette propri~t6 est d'aflleurs valable dans tout espace localement convexe complet. 
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c. Les sommes de d~riv~es de mesures ] ~ . / ~ ( D ~ / )  dans lesquelles seul un 

nombre fini de D~ n'est pas r~duit h 0 sur chaque :O(G; H) pour HE~/(G).  

Les espaces d(K; H) 4tant des espaces (:~) les distributions peuvent ~tre carae- 

t4ris~es par l'une ou l'autre des propri~t~s suivantes et qui sont ~quivalentes h la 

d~finition 1 1: 

a) Une distribution est une forme lin~aire sur O (G) qui reste born4e sur tout  

compact de tout  d(K; H). 
b) Une distribution est un forme lin~aire sur ]0 (G) qui reste born~e sur toute 

suite de ~0(G) contenue dans un d(K; H) et qui y converge vers 0. 

Nous allons maintenant montrer que l'on peut d~finir sur ]0 (G) une topologie 

d'espace vectoriel localement convexe pour laquelle les seules formes lin~aires con- 

tinues sont les distributions. Pour cela rappelons qu'~tant donnd un espace vectoriel 

E et un sous-espace vectoriel E' de son dual algdbrique toute topologie d'espace 

vectoriel localement convexe sur E pour laquelle le dual de E est E' s'obtient de 

la fa~on suivante2: on considSre sur E'  la topologie faible qui y est d~finie par 

E, a(E', E), c'est-h-dire la topologie de convergence simple des fonctions x~x ' ( x )o f f  

x EE et x'EE' ,  les topologies cherch~es sont alors celles qui correspondant ~ la con- 

vergence uniforme des fonctions x '~x ' (x )  dans les familles de parties convexes et 

faiblement compactes de E', la r~union des parties d'une telle famille engendrant E'. 

Parmi ces topologies il en existe: 

a) Une moins fine: la topologie faible a(E, E') ou de convergence simple. 

b) Une plus fine: la topologie forte v (E, E') ou de convergence uniforme dans 

la famille de toutes les parties convexes et faiblement compactes. 

A l'aide de ces notions on peut ~noncer: 

P r o p o s i t i o n  t .  Sur ~)(G) les trois topologies suivantes sont identiques: 

a) La topologie /orte v (O(G), ~'(G)), soit c'(1. 
b) La plus line des topologies d'espace vectoriel localement convexe pour lesquelles 

les ensembles bombs des sous-espaees d (K; H) sont bornds, soit r 

c) La plus fine des topologies d'espace vectoriel localement convexe induisant sur 

chaque d (K; H) une topologie moins fine que la sienne, soit r a 

En effet, montrons d'abord l'identit~i de ~ et de ~ :  soit pour cela T une forme 

lin~!aire sur 0 (G) continue dans la topologie ~ ,  elle est donc born~!e sur les corn- 

cf. [3]. 
2 Cf. [4] page  198 th .  V I I - - 4  e t  [5] page  523 th .  4. 

a Cf. [5] page  524 th6or~me 7. 
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pacts des d(K; H) et par consequent est une distribution r est donc moins fine 

que ~ ;  mais inversement les compacts des d (K; H) sont bombs dans la topologie 

faible d~finie sur :D (G) par D' (G), donc aussi dans la topologie forte r i, de sorte 

que ~ est aussi plus fine que r D'autre part si T e s t  une forme lin~aire sur 

(G) continue pour la topologie ~ ses restrictions aux d (K; H) sont continues pour 

les topologies de ces espaces et T e s t  donc une distribution, de sorte que ~ est 

moins fine que ~ ;  mais inversement ~'1 induit sur chaque d(K; H) une topologie 

pour laquelle toute forme lin~aire continue est d'apr~s le th~or~me de Hahn-Banach 

prolongeable en une forme lin~aire sur ~ (G) continue pour la topologie ~ ,  il en 

r~sulte que pour cette topologie induite les formes lin~aires continues sont continues 

pour la topologie des espaces d(K; H) et comme ces espaces sont munis d'une topo- 

logie forte s on en d~duit que la topologie induite par ~ est moins fine que leur 

topologie, d'ofi la proposition. 

D~sormais quand nous parlerons de D (G) il sera toujours consid~r~ comme muni 

de la topologie que l'on vient d'y d~finir et si l'on remarque que la topologie de 

convergence uniforme des fonctions et de chacune de leurs d~riv~es induit sur chaque 

d (K; H) sa topologie on en d~duit: 

Corollaire. La topologie de 7~ (G) induit sur chaque d (K; H) sa topologie. 

De ee corollaire r~sulte ]es caract~risations suivantes des voisinages de 0 dans 

~0 (G) et des semi-normes continues dans cet espace: 

Pour que V soit un voisinage ouvert convexe de 0 dans O (G)il faut et il suffit 

qu'il en soit de m~me de sa trace sur chaque d(K; H); quelque soit le voisinage U 

de 0 dans d(K; H) il existe un voisinage ouvert convexe de 0 dans O(G) dont la 

trace sur d (K; H) est contenue dans U. 

Pour qu'une semi-norme sur /)(G) soit continue il faut et il suffit que ses res- 

trictions aux d (K; H) soient continues; quelle que soit la semi-norme p (/) sur d (K; H) 

il existe une semi-norme continue sur O (G) dont la restriction h d (K; H) majore p (/). 

De ces r~sultats on d~duit de suite que pour qu'une application lin~aire de ~O (G) 

dans un espace vectoriel topo]ogique soit continue il faut et il suffit que ses restric- 

tions aux sous-espaces d (K; H) le soient; mais les d (K; H) ~tant des espaces (:~) il 

suffit alors que les ensembles born~s de chaque d(K; H) soient transform4s en en- 

sembles born4s. Mais h un point de vue g~n~ral l'espace ]0 (G) est un espace que 

Mr. Mackey appelle <~relatively strong and boundedly closed, c'est-h-dire muni d'tme 

1 Cf. [5] page  524 th~or~me 7. 
2 Cf. [5] page 527 th6or&me 10. 
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topologie forte pour laquelle routes  les formes lin~aires born4es sont continues, et l 'un 

de ses th~or~mes 1 (valable en particulier dans  le cas des espaces (:~)) dit que pour 

un tel espace une application lin~aire dans un autre espace vectoriel topologique est 

continue dSs qu'elle transforme tout  ensemble born~ en un ensemble borne. I1 se 

trouve d'ailleurs que les deux critdres de continuit~ que nous venons d'indiquer 

coincident ici en vertu de la proposition suivante: 

P r o p o s i t i o n  2. Pour qu un ensemble soft bornd dans ~) (G) il ]aut et il su//it 

qu'il soft contenu dans un d(K; H) et qu'il y soft bornd. 

Il suffit dvidemment de montrer  que si des / forment un ensemble born6 dans 

]0 (G) qu'elles ont leur support contenu dans un compact fixe et qu'il existe H E 7t (G) 

qui est un groupe de p~riodes pour chacune d'elles. 

Or si les / d 'un ensemble born~ B de • (G) n'avaient pas leur support contenu 

dans un compact fixe il existerait pour tout  voisinage compact U de 0 dans G une 

suite x .  d'~l~ments de G telle que deux quelconques ctes ensemoJes xn + U ne se 

rencontrent pas et telle que sur xn + U il existe au moins une /~ E B non identique- 

ment nuUe; la fonctionnelle 

sup. (n( sup. I/=(x)l) '- sup._ l / (x) l) 
x-xnEU X-XnEU 

ne serait donc pas born~e sur B, ce qui est absurde car elle induit sur chaque 

d (K; H) une semi-norme continue; comme il en est de m~me pour tout  rE ~ (G) de 

]a fonctionnelle Iidr/l[~ on en d~duit que sup. Iidr/I]~ est bornfie en tout  r de ~ (G), 
fE B 

donc que lorsque x d~crit G e t  / B les iormes lin~aires sur ~(G)  r ~ d r / ( x ) s o n t  bor- 

n~es, ce qui entralne qu;elles s 'annulent toutes sur un meme sous-espace vectoriel de 

codimension finie de }~ (G) et enfin l'existence du sous-groupe H cherch6 (proposi- 

tion 5 du w 1 du cnapt~r~ J, corollaire de la proposition 4 du m~me w 

Comme exemples tie transformations lin~aires continues de O (G) n~ citerons: 

les d~rivations, la multiplication par un filament quelconque de E (G) la composition 

avec une fonction continue i~ support compact et route operation de moyenne rela- 

t ivement ~ un sous-groupe compact F d~finie p a r / - ~ [ r = f / ( x + ~ ) d ~ .  Sur ces tr'ans- 
P 

formations on peut faire les remarques qui su ivent :  

a) Si (a~)~ea est une partit ion de l'unit4 sur  G dont  les ~l~ments appartiennent 

O(G) !a famille (a~/)~eA est pour toute l e D ( G )  sommable et de somme / et ceci 

uniformfiment par rapport  h / sur tout  born~ de ~0 (G). 

1 Cf. [51 page  527 th6orbme 8. 
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b) Quand le support U des fonctions U-r~gularisantes a tend vers 0 les fonc- 

tions a * / convergent vers / d a n s  :0 (G) et uniform~ment sur tout compact ,de ]0 (G) 

(l'uniformit6 de la convergence r~sulte de l'uniforme continuit~ des fonctions et de 

chacune de leurs d6riv~es quand ces derni~res restent dans un compact de :0 (G)). 

c) Quand le sous-groupe compact / '  tend vers 0 les fonctions ] r  convergent 

vers ] dans :0 (G) et uniform~ment sur tout born6 de ~0 (G). 

Pour tout  sous-groupe compact /" la fonction / r  (] E :P (G)) peut ~tre consid6r~e 

comme appartenant h :0 (G/F) ;  nous allons montrer qu's ce point de vue l'applica- 

tion / - > / r e s t  un homomorphisme de ~O(G) sur D(G/I ' ) .  En vertu de la relation 

( / r ) r=/  il r~sulte de suite que l'application / ~ / r  est une application de ~0 (G) sur 

:O(G// ' ) ;  elle est aussi trivialement continue. Pour montrer que c'est un homo- 

morphisme il suffit alors de montrer que la topologie c~-induite sur le sous-espace 

]0 (G; F)  de ]0 (G) par la topologie de :0 (G) est moins fine que celle qui peut ~tre 

construite ~ partir des sous-espaces d(K; H)c~O(G; F)  eomme a ~t6 construite celle 

de ]O(G). Or ceei r6sulte de ce que ces deux topologies induisent sur chaque 

d(K;  H)c]O (G;/1) la m~me topologie; d'ofi la proposition suivante. 

Proposition 3. L' application t-->/r est un homomorphisme de ]O (G) sur ~ (G/F) 

quel que soit le sous-groupe compact 11. 

Remarquons que la d6monstration donn6e de cette proposition montre que toute 

forme lin~aire sur O (G) continue sur les d (K; H) c O (G; F)  coincide sur O (G;/~) 

avec la restriction d'une distribution; h l'aide de ce qui a ~t6 dit ceci est en effet 

une consequence du th6or~me de Hahn-Banach, mais plus particulidrement ici c'est 

aussi une cons6quence de ]a possibilit6 de prolonger h ~0 (G) une forme lin~aire d~finie 

sur O (G; F)  h l'aide de la projection / ~ ] r  de O (G) sur O (G; F).  

3. Nous nous proposons maintenant de montrer que ~0 (G) est un espace complet; 

pour cela nous nous appuierons sur le lemme suivant: 

L o m m o .  Soit G u n  espace localement compact admettant un recouvrement ouvert 

relativement compact localement /ini. L'espace L (G) des /onctions continues d support 

compact eat complet quand on le munit de la plus/ine topologie d'espace vectoriel locale- 

ment convexe induisant la topologie de convergence uni/orme sur chaque sous-espace 

vectoriel L (K) dent les $Idmcnts ont leur support contenu dans le compact K. 

Soit en effet (-Q~)~eA un recouvrement de G du type indiqu4; alors pour route 

application 2-~c~ de A dans R + la fonctionnelle sur L (G) 

c (/) = sup. I 
xE~ h 
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est une semi-norme continue; il va en r6sulter que tout  filtre de Cauchy sur L (G), 

qui d6finit toujours un 61~ment de l'espace de toutes les fonctions continues sur G, 

est convergent dans L (G). Soient en effet r un filtre de Cauchy sur L (G) et ~b sa 

limite dans la topologie de convergence uniforme; pour toute fonction continue 0 sur 

G 0 ~  est encore un filtre de Cauchy sur L(G) car ] ~ 0 /  est un endomorphisme de 

L (G) et 0 ~ est la limide ce filtre dans la topologie de convergence uniforme, mais 

si 0 est ~ support compact 0~b est aussi la limite de 0 ~  dans L(G);  dans ce qui 

suit on suppose 0 ainsi choisie et de plus 0 < 0 ~ 1 ,  de sorte que c(O])<_c(/). Si 

alors ~ d6signe le prolongement par continuit6 de c au compl6t6 de L (G) on aura 

c(O~)=g(O~)<~(~) et si ~ n'6tait pas ~ support compact on aboutirait  ~ une con- 

tradiction car il serait ais6 de choisir les ca pour que c ( 0 4 ) n e  reste pas born~ quand 

0 varie dans les conditions indiqu6es. 

Proposition 4. L'espace ~) (G) est complet. 

En effet si r est un filtre de Caucby sur O(G) il est aussi filtre de Cauchy 

sur l'espace L (G) introduit  au lemme pr6c~dent et il en est de m~me de D r quel 

que soit le polynSme de d6rivation D sur G; soit 4 la limite de r et soit CD celle 

de D~b; le topologie de L(G) entralnant la convergence uniforme on a classiquement 

par r4currence sur l 'ordre des op6rateurs de d6rivation ~bD =D~, d'ofi la proposition. 

4. Nous terminerons ce paragraphe en ~!tendant h l'espace ~0 (G• une pro- 

pri6t6 classique du cos de G e t  G' euclidiens. 

Proposition 5. L'image par l' application (],/')-~//' de ]D (G) • 7D (G') dans ~ (G x G') 

engendre un sous-espace vectoriel partout dense. 

Il est clair qu'il suffira de d6montrer que: 

a) Toute ]"  E ~ (G • G') appartient h u n  sous-espace d (K • K';  H • H'). 

b) Le sous-espace de ]O(GxG') engendr6 par les ]]' a une trace dense dans un 

d(KI• HxH' )  oli K 1 (resp. K~) est un voisinage de K (resp. K'). 

Or a) r~sulte de ce que tout  compact de G• est contenu dans un compact 

produit d 'un compact de G par un compact de G' et d 'autre part de ce que tout  

sous-espace vectoriel de codimension finie de R (GxG')  contient le produit  de deux 

tels sous-espaces d~finis respectivement dans ~(G)  et R(G'). Quant ~ b) cela r~sulte 

des remarques suivantes: 

b') Si 0 et O' sont des fonctions r6gularisantes d6finies respectivement sur G e t  G', 

alors 00' est une r6gularisante sur G• pour tout  produit // '  on a (/ /') ~ (00')= 
= (/-~ 0) (/' * 0') et pour toute / "  e ~0 (G • G') les ]"  ~ (0 0') convergent vers ]"  dans 

(GxG') quand les supports de 0 et O' tendent vers 0. 
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b ' )  On a D (/" ~ 0 0') - D ( ~  (]k ~ O) (/'k ~ 0') = ([" - ~ /k /'k) -',e D 00', de sorte que 

la proposition est une consequence de la m6me proposition exprim6e pour les espaces 

de fonctions continues sur G G' et G• munis de la topologie de convergence 

compacte. 1 

w 2. L'espace D' ( G )  des distributions. 

Ce paragraphe contient l 'extension aux distributions de certaines propri6t6s des 

fonctions de E(G) et d'opgrations sur ces fonctions; on y d~finit ensuite diverses 

topologies sur D'  (G) relativement auxquelles sera 6tudi~e la continuit6 des op6ra- 

tions qui auront 6t6 d6finies. 

1. E tan t  donn6 un sous-espace vectoriel ~ (.(2) de D (G) oh 12 est un ouvert  

de G toute forme lin6aire d~finie sur ~9 (/2) et continue sur chaque d ( K ;  H)cZ)(12)  

sera dite une distribution sur l 'ouvert 12; une telle distribution ne peut  pas en g6n~ral 

6tre prolong~e en une distribution sur G. On a toutefois le r6sultat suivant: 

P r o p o s i t i o n  t .  Soit (Ta)aca une /amiUe de distributions dd/inies respectivement 

dans les ouverts 12a de rdunion 12 et telles que dans Qa N 12~ Ta et T~ coincident. 

Alors il existe une distribution T et une seule dd]inie dans 12 et coincidant avec Ta 

dans ~2~. 

a) Supposons que les 12a forment un recouvrement relativement compact et locale- 

ment fini de 12 et soit (aa)aca une partition de l'unit6 sur 12 subordorm~e s ce re- 

couvrement et dont les ~l~ments appartiennent h /9 (G); alors la distribution cherch~e 

dans Q ne pout ~tre que 
T (]) = ~ Ta (aa/) 

qui dans chaque ~)(12~o) coincide avec T~o, car si et cette fonctionnelle lin~aire 

/ e O (12~~ on a alors 

est continue dans chaque d ( K ;  H ) c 1 9 ( Q )  car chacune des applications / - -a~[ l'est 

et de plus seul un hombre fini des a~ n'est pas nul sur K;  ainsi T e s t  effective- 

ment une distribution dans 12. 

b) Si les 12~ ne forment pas un recouvrement Iocalement fini re]ativement com- 

pact de 12, soit (12~')a~ un tel recouvrement et extrayons de la famille de t o u s l e s  

ouverts relativement compacts 12a N 12~ un recouvrement localement fini de 12 soit 

1 I. DIEUDONNi~: Comptes-Rendus de l'Acad6mie des Sciences t. 205, 1937, page 593. 
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(-Q~')~e~ et pour tout  fl ddfinissons dans D~' une distribution T~ restriction s D(D~') 

de toute Ta telle que ~ ' c - Q a ;  si la distribution cherchde existe elle doit alors pou- 

voir ~tre ddfinie par les T~ et d'apr~s a) il en est bien ainsi; d'oh la proposition. 

Coro l la i re .  Pour route distribution sur G il existe un plus grand ouvert dans lequel 

elle est nulle. Le compl~mentaire de cet ouvert sera dit le support de la distribution. 

Ce corollaire ddcoule de suite de la proposition 1 en considdrant la famille (-Qa)aeA 

des ouverts dans lesquels T e s t  nulle et en ddfinissant dans chacun d'eux une distri- 

bution Ta=O; la restriction de T ~ la rdunion des -(2a coincide alors avec l 'extension 

des Ta s cette rdunion et est donc nulle. 

Remarque. Pour route mesure /~ sur G le support de /~ en taut  que distribution 

e s t  identique h son support en taut  que mesure, car ]0 (G) est dense dans L(G),  

toute fonction de L (G) pouvant de plus ~tre approchde par des fonctions de ~ (G) 

dont le support est arbitrairement voisin de celui de la fonction donnde. 

6omme pour une raison analogue le support d 'une fonetion continue est identique 

son support en taut  que mesure, il est encore le m~me que son support en taut  

que distribution. 

D'autre part soit a E E (G) dgale h 1 sur un voisinage du support de la distribu- 

tion T, on a alors T ( a / ) = T ( / )  pour route /CO(G) .  

2. Tout endomorphisme continue /-~e(/)  de ~ ( G )  ddfinit par transposition un 

endomorphisme T ~ e ' ( T ) = T o e  de ~)'(G). Nous allons dtudier ~ ce point de vue la 

multiplication des distributions par une fonction appartenant  h E (G) et leur ddrivation. 

Pour toute fonction a E E (G) / ~ a /  est un endomorphisme continu de O (G) dont 

nous ddsignerons encore le transposd par T ~ a T ,  de sorte que l'on a par ddfinition 

(a T) ([) = T (a ]) 

et dans le cas particulier off T est une fonction continue g le produit a g ici ddfini 

coincide avec le produit ordinaire de multiplication de la fonction 9 par la fonc- 

tion a; c'est pourquoi nous appellerons encore a T  le produit de multiplication de la 

fonction a(E~(G)) par la distribution T. Cette multiplication fait de O ' ( G ) u n  

module unitaire sur ~ (G) l'dldment unitd n 'dtant  autre que la constante 1. 

Soit maintenant D u n  polyn6me de ddrivation sur G / ~ D ]  est aussi un endo- 

morphisme continu ~0 (G), dont nous ddsignerons momentandment le transposd par 

D' T; il est dvident que si 
(~2 an  D = ~ e . , a ,  .... ~ d~:d~,.. .d~ (1) 

alors 
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titan-1 ~al D ' T = T o D = ~ c , , a ~  .... n d ' ~ . r ,  1 . . .dr ,  T 

ie sorte que pour connaltre ce qu'est D ' T  quand T est une fonction 414menr de 

E (G) il suffit de connaitre ce qu'est d; T dans les m~mes conditions, mais par dgfini- 

tion on a alors: 

d;a (/) = a(dr/) = f adr/. dz = - f /d, a. dx  + f dr (a/) .  d x =  ( - dra) (/) 

de sorte que 
d~ a = - dr a. 

Pour tout  polyn6me de d6rivation D sur G d~signons alors par D l'image de D par 

l'isomorphisme involutif de D (G) canoniquement associ~ h la sym~trie x ~ - x  de G, 

si D est repr6sentable sous la forme (1) alors D l'est sous la forme 

D = ~. ( -1)" ,  +~ + 4  ~ cd, ~.:. ~, d~: d~: . . . d ~,~ 

et alors pour toute fonction a E E (G) on aura 

D'a= lS a. 

Ceci nous conduit ~ poser la d~finition suivante: 

D6flni t ioa .  Pour tout polyn6me de ddrivation D sur G on appellera D T l a  distri- 

bution sur G dd[inie par D T (/)= T (D/). 

Ainsi par ce qui precede si / est ~l~ment de E (G) elle aura m~mes d4riv~es en 

tant  que distribution qu'en rant que fonction. La ddrivation des distributions est 

comme celle des fonctions une operation lin~aire et de plus satisfait h la r~gle habi- 

tuelle de d~rivation d'un produit (pour les d~rivations du premier ordre) car: 

dr (a T) (/) = a T ( - dr/) = T ( - a dr ]) = T ( - (dr (a ]))) + T ([ dr a) = (a dr T + (dr a) T) (]) 

c'est-h-dire 
dr(aT)=(d~a) T + ad~ T. 

3. Dans ce qui suit le produit de composition joue un r61e essentiel; pour ~tendre 

cette notion aux distributions nous passerons par l'interm~diaire du produit tensoriel. 

L e m r a e  I .  Soient ~ (x, x') E 0 (G • G') et T' une distribution sur G'; l' application 

q~ (x, x ' ) ~  T' (~(x, x')) est une application lindaire continue de ~O(G• daas 7D (G). 

En effet d6signons par x~6(~) l'application de G dans O (G') qui h tout  x EG 

associe la fonction 6(~)(x')= ~ (x, x'). Quand x d~crit G les fonctions r dans 

un sous-espace d(K' ,  H') de O (G') car 6(x,  x') est h support compact sur G• et 

de plus il existe H E :H (G) et H 'E  ~H (G') tels que H • H '  soit un groupe de p6riodes 
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de ~ (x, x'); pour tout  op~rateur de d~rivation D'  sur G' les fonctions D '~  sont uni- 

form6ment continues sur G • G', donc pour tout  D' s i x  converge vers x 0 dans G D' ~(x) 

converge uniform~ment vers D'~(xo), de sorte que x ~b (x )e s t  une application continue 

de G dans Z)(G'). Mais comme T'  est une forme ]in6aire continue sur / ) (G ' )  i ] e n  

r6sulte que x ~  T'  (~(~))= T'  (~ (x, x')) est une fonction continue; d 'autre part  s i r  E ~ (G) 

dans / ) (G ' )  les quotients 
1 
t (r (x + r (t), x') - r (x, x')) 

convergent vers d, ~ (x, x') de sorte que 1 

d, (T'  (~(~))) = T '  (dr r (x, x')). 

Par  iteration des raisonnements pr6c~dents on en d~duit que T '  (~ (x, x')) appartient 

~ (G) et comme d'autre part  ~ (x, x') est ~ support compact sur G•  i| en r6su]te 

encore que 2" (~ (x, x')) appartient ~ /)(G).  Reste ~ montrer que l 'application 

~ ( x , x ' ) ~ T ' ( ~ ( x ,  x')), qui est trivialement |in6aire, est continue; il suffit pour cela 

de montrer si ~ (x, x') reste dans un ensemble born6 de Z)(GxG')  qu'il en est de 

m~me de T '  (~(x, x')) .dans ]0 (G). Or: 

a) Si les ~b(x, x') sont born~es dans D(GxG' )e l l e s  ont leur support contenu 

dans un compact fixe A de GxG', donc les T' (~(x, x')) ont leur support contenu dans 

le compact projection de A sur G. 

b) Il existe alors aussi H • H' E ~lt (G) • ~t (G') tel que H • H '  soit un groupe de 

p~riodes de toutes les ~ (x, x') et toutes les T '  (~(x, x')) admettront  H comme groupe 

de p4riodes. 

c) Si les ~ (x, x') restent born6es dans O (G • G') il en sera de m~me des T'  (~ (x, x')) 

car d 'une part  T' est continue et d 'autre part  pour tout  polynSme de d~rivation D 

sur G on a vu que DT' (~ (x , x ' ) )=T ' (D~(x , x ' ) ) .  

Consid~rons alors sur G e t  G' deux distributions T et T'; le lemme prouve que 

sur D(GxG')  la forme lin~aire ~(x, x')--*T'(T(ch(x, x'))) est une distribution et qu'il 

e n e s t  de m~me de T ( T ' ( ~ ( x ,  x'))). Mais en vertu de la proposition 5 du w 1 ces 

deux distributions sont ~gales car elles coincident sur le sous-espace partout  dense 

de D(G•  engendr$ par les ~(x)~ ' (x ' ) .  Conform~ment h ce r~sultat nous poserons 

la d4finition suivante. 

D6flnir Etant donn$es deux distributions T et T' d$/inies respectivement sur 

les groupes G e t  G' on appelle produit tensoriel de T et T' et on note T• T' la seule 

I Cf. [17] page 6, corollaire de la proposition 2. 
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distribution sur G • G' qui prend sur les /onctions du type 6 (x) 6' (x') la valeur T (6) T' (6') 

et qui pour toute autre ]onction 6 (x, x') E O (G• est donnde par l'une ou l'autre des 

expressions T (T' (6 (x, x'))), T' (T (6 (x, x'))). 

il  r~sulte de la d~monstration de l'existence du produit tensoriel de deux distri- 

butions qu'il peut ~tre d~fini g~n4ralement pour tout  systdme fini de distributions 

Tt i = 1 ,  1 , 2 , . . . n  respectivement d~finies sur les grouper G~, q u e  ce produit est 

associatif et qu'i] peut s 'obtenir en effectuant les distributions facteurs T~ dans un 

ordre quelconque. 

Comme premiere application de cette operation montrons comment elle permet 

d'~tendre aux distributions une propri~t~ d~jh vue pour les fonctions continfiment 

ind~finiment d4rivables: 

Soit r u n e  representation continue de R dans G, si 6 e O (G)la fonction de deux 

variables (x , t )~6(x+r( t ) )  est un ~l~ment de E(G• et pour toute distribution 

T sur G et toute distribution S h support compact sur R, le produit tensoriel T •  

peut encore ~tre dSfini pour les fonctions 6 (x+ r(t)) comme ~tant la valeur commune 

de toutes les expressions T• oh a( t )EO(R)  est ~gale s 1 sur un 
t 

/ voisinage du support de S. En particulier si S est la distribution S ( 6 ) =  6(u)du 

on aura 
t t 

8 • r (6 (x + r (t))) = r ( . f  6 (x + r (u)) du) = f r (6 (x + r (u))) du 
0 r 

et de m~me (ou par d~finition Ts(6)=T(6_s)) 

S • T (dr / (x + r (t))) = T (6  (x + r (t}) - 6 (x)) = (Tr  (t) - T)  (6) 

si donc dr T=O on en d~duit que Tr(t) = T; convenons alors de dire (comme pour 

une fonction) que s est une p~riode de la distribution T si T s = T ;  l 'application 

s-~T(68 ) ~tant continue il en r~sulte que le groupe des p~riodes de T est fermi;  

d 'autre part  les r~sultats que l'on vient de donner prouvent que si dr T =  0 le reprO- 

dentation t~r( t )  se fair dans le groupe des p~riodes de T et qu'inversement pour 

toute telle representation on a dr T= O. I1 en r~sulte donc que la composante con- 

nexe de 0 dans le groupe des p~riodes de T n'est  autre que l'adh~rence de l'ensemble 

des r (R)  pour les r tels que d r T = 0 .  

4. Pour d~duire le produit de composition du produit tensoriel nous associerons 

h chaque 6 r O (G) la fonction 6 (x + x') ~ E (G x G) et nous poserons formellement 

T ~ T'  (6) = T•  T '  (6 (x + x')). Les calculs indiqu6s par cette relation ne seront d'ail- 

leurs possibles que sous certaines conditions car en g~n~ral T'  (6 (x + x')) ne sera pas 

6 - 5 3 3 8 0 5  Acta mathematica. 89. I m p r i m 6  le 16 m a r s  1953. 
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support compact;  mais si l 'une au moins des deux distributions T, T' est s support 

compact, soit T par exemple, il existe alors a E ]0 (G) ~gale s 1 sur un voisinage du 

support de T et on a T (~b) = T (a~b); de plus dans ces conditions la fonction a (x) ~ (x + x') 

est s support compact sur G• et donne au produit  tensoriel une valeur ind~pen- 

dante de a. Enfin l'application ~ ( x ) ~ a ( x ) ~ ( x + x ' )  est une application lin~aire con- 

tinue de ~ ( G )  dans D(G•  de sorte qu'alors ~-+T•  est une 

distribution sur G. 

Si l'on convient alors d'~tendre s l'espace E ( G ) t o u t e  distribution s support 

compact sur G en posant pour toute ]E ~ (G) T(] )= T ( a / )  off a est n ' importe quc]le 

fonction de ~ (G) ~gale s 1 sur un voisinage du support de T, on peut ~noncer la 

proposition suivante: 

Proposition 2. Etant donn~es deux distributions T et T' sur un groupe G dont 

l'une au moins est d support compact, il existe une distribution et un seule sur G dire 

produit de composition de T et T', notde T ~ T', dd]inie par T ~ T' (~) = T • T' (~ (x + x')). 

On ~tablit de suite que si / ' i ,  T2, . . . ,  Tn sont sur G des distributions dont toutes 

saul une au plus sont h support compact, que leur produit  de composition dans un 

ordre quelconque existe, qu'il est associatif et commutatif  et peut  encore ~tre d~fini 

par T I ~ T ~ . . . ~ T , ( 4 ) ) = T ~ • 2 1 5 2 1 5  Comme exemple de 

produit de composition montrons que la mesure de Dirac est une unit~ pour cette 

operation: 
~ T (~)  = ~ • T (~ (x + x')) = T (~ (~ (x + x')))  = r (~ (x)) = T (~). 

Nous allons maintenant pr~ciser les propri~t~s du produit de composition d'une 

distribution T et d'tme distribution fonction a E O (G). Par  d~finition on a 

( T ~ a ) ( q , ) = T •  off 5 ( x ) = a ( - x )  

(T ~ a) (~) = a • T (~ (x + x')) = a (T (~_~)) 

si l'on introduit alors la fonctionnelle ~ d~finie par ~ ( ~ ) = T ( ~ ) ,  qui est encore une 

distribution car ~ est un endomorphisme de ~0(G), on peut ~crire la premiere de 

ces ~galit~s sous la forme 

T (5 ~ ~)= ~ (5-~ r = ~ (a-~ ~) = ~-~ ~ (a). 

D'autre part T(~_~) est une fonction d'ofi 

a (T (~_~)) = (T(r (a) 
d'ofi par comparaison 

T~=~(~_~). 
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T~-4) est donc bien une fonction et le raisonnement utilis~ au cours du lemme 1 

prouve que cette fonction appart ient  s E (G). D'ofi: 

P r o p o s i t i o n  3. Le produit de composition d'une distribution et d'une distribution 

/onction appartenant d ~) (G) est une distribution /onction appartenent d E (G). 

Dans le cas particulier off T est une distribution s support  compact pour route 

4) EO(G)  la distribution T~4)  est alors une fonction de O(G) et de plus 4)->T-)e4) 

est un endomorphisme de O (G) et cet endomorphisme permute aux translations car 

(T->e 4))s= (T-+ 4))s ~+ d = T-)e 4)-~ds= T-)~ (4)->~ ds) = T->~ 4). 

Inversement  supposons que e soit un endomorphisme de ~ (G) permutable aux transla- 

tions, on aura done 

e(4))=d(e(4))_s)=doe(4)_s)=T~4) off T ( 4 ) ) = d o e ( ~ )  

et ceci montre que l 'endomorphisme e n 'est  autre que le produit  de composition avec 

la distribution doe .  Mais cette distribution n 'es t  pas obligatoirement s support  com- 

pact comme le prouve l 'exemple suivant:  soit rn une suite infinie d'~16ments distincts 

de R (G) telle que tout sous-espaee vectoriel ferm4 de R (G) de codimension finie con- 

tienne t o u s l e s  rn h l 'exception au plus d 'un nombre fini d 'entre eux, la distribution 

T (4))= ~ dr~ 4) (xn) 

est pour toute suite discrSte infinie xn une distribution qui n 'est  pas h support  

compact mais telle que 4)-~T-)e4) soit un endomorphisme de ~)(G). Les r~sultats prdc~- 

dents permet tent  d'~noncer: 

P r o p o s i t i o n  4. Tout endomorphisme de ~ (G) permutable aux translations est de 

la /orme 4)-->~'-~ 4), pour certaines distributions T, dont au mr toutes tcs distribu- 

tions d support compact. 

(~oroUaire  I .  Tout polyn6me de ddrivation D sur G dd/inissant un endomor- 

phisme de t)  (G) il existe une distribution T sur G telle que D4)=T-)e 4) et cette distri- 

bution est donn~e par T = d o D = D ~, de sorte que D 4) = D d ~ 4). De plus cette relation 

est valable pour les distributions D T = D d ~  T, car DT(4))= T(~4))= T ( D d ~ 4 ) ) =  

= T ' e D d  (4)). 

G o r o l l a i r e  2. D (T-~ T') = ( D T )  -)e T' = T-)e (DT') .  

En effet en vertu du corollaire 1 on a D ( T ~ T ' ) = T ~ e T ' - ) e D O = T ~ ( D T ' ) .  

$. Nous allons maintenant  d4finir sur O ' (G)  certaines topologies et indiquer 

quelques-unes de ]eurs propri~t~s; nous ne ferons d'ailleurs qu'appliquer des consi- 
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ddrations valables en g~n~ral pour un espace vectoriel et son dual. Les topologies 

consid~r~es sur ~)' (G) seront: 

a) La topologie ~ ou de convergence simple. 

b) La topologie ~ ou  de convergence uniforme sur les parties convexes et com- 

pactes (ou simplement sur les parties compactes). 

c) La topologie forte c~- ou de convergence uniforme sur les parties convexes 

et faiblement compactes. 

d) La topologie ~ ou de convergence uniforme sur les parties born~es. La 

d4finition donn~e en b) ne comporte pas d'ind~termination car l'espace ~)(G)est  

complet (ou parce que nous avons montr~ directement s l'aide d'une propri4t~ spdciale 

de O (G) que tout compact de ~)(G) engendrait un convexe ferm~ compact). I1 est 

~vident que chacune des topologies de la suite ordonn4e ~ ,  ~ ,  ~ ,  ~ est moins 

fine que la suivante et que le dual de ~ '  (G) muni de l'une ou l'autre des topologies 

~ ,  ~ ,  r est ~ (G) et d'autre part que dans l'une ou l'autre des topologies ~ ,  ~ ,  

l'espace ~)' (G) est comp|et, car toute limite de distributions qui convergent uni- 

form~ment sur les parties compactes est une forme lin~aire sur ~ (G) born~e sur les 

parties compactes donc une distribution. Les topologies pr~c~dentes seront en g~n~ral 

distinctes, toutefois elles possSdent les m~mes ensembles born~s: 

Proposition 5. Soit A une /amille de distributions sur G; les propridt~s suivantes 

sont dquivalentes : 

a) ,4 est contenue dans une partie convexe et /aiblement compacte. 

b) A est une /amille dquicontinue de distributions. 

c) A est bornde dans l'une quelconque des topologies ~'~, c'C~, v-(~, c(~. 

En effet la topologie de D (G) ~tant une topologie forte, donc une topologie de 

convergence uniforme dans toutes les parties convexes et faiblement compactes de 

D' (G), pour toute partie A de ~)'(G) convexe et faiblement compacte il existe un 

voisinage V de 0 dans O(G) tel que 

sup. I r _< 1 
~pGv; TEA 

et r~ciproquement si V e s t  donn~ l'ensemble A des T satisfaisant s la relation pr~c~- 

dente sera convexe et faiblement compact (th~or~me de Tychonoff appliqu~ s l'espace 

de toutes les fonctions sur ~)(G) et muni de la topologie de convergence simple); 

ceci prouve l'~quivalenee de a) et b). D'autre part si A est une famille ~quicontinue 

de distributions elle est born~e sur un voisinage de 0 dans ~)(G) donc est afortiori 

born~e au sens de l'une quelconque des topologies ~ , ,  ~'~, r r Enf]n si des 
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distributions A ferment un ensemble faiblement born~, elles seront ponctuellement 

born~es dans chaque d (K; H) et comme ces espaces sent des espaces de Baire elles y 

seront ~quicontinues et par consequent ~quicontinues darts 19 (G). 

CoroUaire.  Les [ormes lindaires borndes sur 19' (G) sent les m~mes pour les topo- 

logies c'C~, c-C~, c-C~, ~ et toute /orme lindaire sur 19' (G) /aiblement continue dans les 

ensembles bornds est une /orme lindaire bernie. 

En effet toute forme lindaire faiblement continue dans les ensembles born~s sera 

bernie sur les ensembles faiblement compacts, done sera bernie. 

Remarques. 1) En g~n~ral les formes lin~aires born~es ne seront pas continues; 

pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que les topologies c~ et c~b coincident. 

2) Toute pattie faiblement compacte de 19' (G) ~tant faiblement bernie est con- 

tenue dans une partie convexe et faiblement compacte. 

3) Dans le eas partieulier de G euclidien les trois topologies ~ ,  c~,, ~ coinci- 

dent car alors dans 19 (G) les ensembles born~s sent relativement compacts. 

P r o p o s i t i o n  6. Za transposde d' une trans]ormation lindaire continue de 19 (G) est 

une trans/ormation lindaire continue de 19'(G) pour l'une ou l'autre des topologies 

c-~, c-C~ ' c-C, ' c~b; rdciproquement si une transformation lin~aire de 19' (G) est continue 

pour l'une ou l'autre des topologies ~s,  ~c,  ~ elle est la transposde d'une trans/orma- 

tion lindaire continue de 19 (G). 

En effet tout endomorphisme de 19(G) transformant tout  ensemble compact 

(resp. faiblement compact, resp. born~) en un ensemble compact (resp. faiblement 

compact, resp. born~) la premiere partie de la p~ ,osition en r~sulte. D'autre part 

s i e '  est un endomorphisme de 19' (G) continu d,: ,s une topologie pour laquelle le 

dual de 19' (G) est 19 (G), pour toute I appartenant ~ 19 (G) e' (T)([) sera une forme 

lin~aire continue sur 19' (G) done il existera g = e (t) ~ ~le que e' (T) (/) = T (G); g d~pend 

lin4airement de / et reste bernie dans 19 (G), / le reste, done d~pend continfi- 

ment de I. 

Corol la i re .  Si  T o (resp. a) est une distribution d support compact (resp. une ]onc- 

tion de g (G)) la trans]ormation lindaire T ~  To ~ T (resp. T ~ a T )  est continue sur 19'(G) 

dans chacune des topologies c-~, c-C~ ' c-C~ ' ~-(b ; en particulier il enest  ainsi des ddrivations. 

P r o p o s i t i o n  7. Les distributions lonctions appartenant d 19 (G) sent denses clans 

D'(G) pour la topologie r 

En effet pour cette topologie le dual de ~ '  (G) est 19 (G) et seule la fonction 

/ =  0 de 19 (G) annule toutes les distributions qui sent des fonctions e 19 (G). 
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On en dSduit que toute operation lin6aire continue dans Z)' (G) est d6termin6e 

par sa restriction aux distributions E Z)(G) et que toute op6ration lin6aire continue 

sur le sous-espace Z)(G) de Z)' (G) est prolongeable ~ Z)' (G)en  une op6ration linSaire 

continue. Ce proc~d6 permet en particulier de retrouver la d6rivation des distribu- 

tions qui peut encore ~tre d~finie comme suit: 

l a ropos i t i oa  8. Pour toute distribution T l'application t-~ 1_ ( T-r (t) - T) admet dans 
t 

O' (G), muni de la topologie ~'(~, une limite quand t tend vers 0 et cette limite est dr T. 

En effet dans Z)'(G) les quotients 

1 
t [ ( / (x+  r(t)) - / ( x ) ) - -  td, /]  

convergent uniform~ment vers 0 sur tout  ensemble borne, car si M est une borne 

sup~rieure des d~,/ quand / ddcrit un ensemble born6 B la formule de Taylor appliqu~e 

h la fonction de variable r~elle t ~ / ( x + r ( t ) )  prouve que ces quotients sont major,s  

par M It[ et que l'on a un r~sultat semblable pour les quotients Iorm6s avec les D~ 

quel que soit le polynSme de d6rivation D sur G. 

w 3. Propri~t~s de certaines distributions particuli~res. 

1. Quelle que soit la partition (a~)~(a de l'unit6 sur G dont les ~l~ments a~ 

appartiennent h Z)(G) toute distribution T peut ~tre consid~r~e comme la somme de 

la famille de distributions (a~T)~ea, famille qui est sommable dans Z)'(G) muni de 

la topologie de convergence sur les parties born6es de Z)(G), car pour tout  compact 

K de G il n 'y  a qu'un nombre fini d'indices ~t tels que a~ ne soit pas nul sur K. 

Or les distributions a~T sont des distributions k support compact et peuvent ~tre 

consid6r6es comme les ~ldments fondamentaux de la th~orie des distributions au point 

de vue ]ocal; les r~sultats qui suivent ont pour but de pr~ciser les propri6t~s de 

ces distributions. 

L e m m e  t .  Soit [tans R p (N) l'ensemble des r162 (0q, r162 . . . .  , ~r o2 les ~ sont des 

entiers positi[s et de somme ] r162 [ au plus dgale d N; d tout o~ E (N) nous associons l'opdrateur 
_71al de ddrivation L , = a a ,  a,...Ta~ Oi~ les r~ER(G) ont ~t~ choisis une /ois pour toutes. 

"1 "2 P 

Alors pour route ~ E Z) (G) telle qus Da~=O sur un compact K de (7 quel que soit ,rE(N) 

et pour tout e> 0 il existe /~ E E (G) dgale d l sur un voisinage de K telle que pour tout 

~E(N)  et t~ut x E G  on air ID~(h~(x) ) [<e  ~§ 
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Soit en effet V (e) le voisinage de K sur lequel on a 

v(x )  = sup. ID~162 I (~§176 _<,~ 
aE(N) 

et soit C~ dans R p l'ensemble des t=(tl, t2 ..... t~) tels que [tt[_<(~, r(Ca) sera dans G 

l'image continue de C~ par la repr4sentation r (t) = r 1 (tl) + r 2 (t,) ~ . . . .  + rp (t~). Posons alors 

M= sup. ID~162 
(a, X)6 (N+I )  • G 

et d6signons par A (a) le plus grand des nombres 2 d4finis par les conditions 

0 < 2 < 1  

1 off a est un nombre > 1. 
~ + M t < _ a  

Nous allons montrer qu'en posant 

U (~, (~) = V (~) + r (C~) 

U (~, ~) ~ V ( , ' )  
o n  a 

d~s que 

En effet pour tout  x E U ( e , ~ )  il existe xoEV(e) et O 6 ~(G )  tels que 

O=tlr1+t2r2+...tprp avec [ t l l ~  

X=zo + O (1) 

si alors g (x) E/9 (G) on aura 
1 

g (z) = g (Xo) + f do g (Zo + 0 (~)) d 
0 

d'ofi 
I g (~)1 -< I g (~o) J + ,~ X:u;~,l a,., g (Xo + o (',)) I �9 

Appliquons cette in4galit6 successivement 

1 ~ L'une des DaqJ(x) avec Io~l=N off nous majorons alors le second membre 

l'aide de M, on o b t i e n t  

[Daep(x)[<e+~iM=(l+M2)e (~te=p~). 

2 ~ L'une des D ~ r (x) avec [ ~] = N - 1, alors les D ~' = &l Da sont tels que ~' 6 (N) 

avec I o~'l=N et l 'on peut maiorer le second membre ~ l'aide du r4sultat qui pr6c~de 

]D',/,(x)[_< ~' + ~c5 (1 + M;t) e<(il--7~+ M;t')e'. 
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Supposons alors avoir ~tabli qua pour I cr = N - h  on a 

et appliquons alors l'in@alit~ ~ 

3 ~ L'une des D~,(x) avec ] ~ l = N - h - 1 ,  les D~'=dr, D ~ sont done tels clue 

e 'E (N) et l e ' l = N - h  et nous obtenons la majoration 

eomme par d~finition on a ~ < 1  et 2 _ < A ( ~ ) o n  en daduit que pour tout  ~ e ( N )  e t  

on a pour tout xE U(e, d) 

IDO ~ (x)l_< ~ :+~_< e,~,~ cN,,-,o, . 
E 

Soit alors H l e  sous-groupe des p~riodes de / et soient rl ,r ,  . . . .  ,rp,sl,  s2 . . . . .  s~ 
des ~l~ments de }~ (G) dont les images canoniques dans • (G/H) forment un syst~me 

de g~n~rateurs de cot espaee; nous d~signerons par s (C,) l'image continue dans G 

par la representation s (u) = sl (ul) + s, (u2) + "'" + sq (u~) du tube C~ de l'espace Rq; v (x) 

~tant uniform~ment continue s i e ' >  e on pourra trouver ~/ tel que 

V (e) + s (Cd ~ V (t'). 

prenant donc ~/ assez petit, puis 2 < A ( ~ ) < A ( 2 ) o n  aura En 

V (e)c U (t, 6)c V ( 2 e ) c  V (2 t) + s(Cn)c V(3 e )c  U (4 e, 6)~ V (5 e) + s(C~)c V (6 e). 

Prenons alors pour ehaque e>  0 une fonetion continue to~(v) de la variable r~elle v 

telle qua 
0_<to, (v)_< 1 

( ~  si v < 3 e  
t o ~ ( v )  = s i  v > 4 t .  

Dans ces conditions r (v(x)) sara sur G une fonetion uniform~ment continue ~gale 

1 sur V (3 t), h 0 en deh0rs de V (4 e) et constante sur les classes suivant H. Soit 

finalement q (t) E O ~ (R) h support darts l'intervalle [ -  1, + 1] et telle qua f~( t)  dt = l. 
Posons  

v2t(x)=O-'~-q f eo.(v(x-rl(tl) . . . . .  8s(uq)))~(t~)...~(~)dtl.. .duq 
RP+q 
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on aura : 
% ( x ) = l  sur V(e) car V ( e ) + r ( e e ) + s ( C n ) c V ( 3 e )  

~ (x) = 0 en dehors de V (6 e) car V (4 e) + r (C~) + s (C~) ~ V (6 e). 

0 _< % (x) < 1 et % q ~ (G) car cette fonction est continfiment ind6finiment d~rivable 

suivant rt . . . .  , sq et est constante sur les classes suivant H. De plus si ~ e (N) on a 

_ ~ ( t , ) " .  ~(to) dtx'"dtr 
~ P  

si doric 

on aura 

(:)" A0 = sup. p ' " ' A  I(:c) 
a E ( N )  

ID"w.(x) I ~ A o :  '" ' 

et en appliquant la formule de Leibnitz ~ la d~riva~ion D ~ (~%) on obtiendra des 

termes de la forme D ~b D y r .  avec I~l + l TI = [~r I pour cbacun desquels on aura 

[ D# ~ D~ ~,l -< 6N+t Ao e N+I-'~' 

car si x~ V (6e) on a DV~,=O et si x E V (6 r) cette majoration r6sulte de la d6fini- 

tion a .  ~ {x) et de l'in6galit6 qui pr6c6de. On a donc 

[ D" q~ v2.1_< 6 N+' A o p'"' eN+l-'~ (A, e) N' '- '" '  

off At est une nouvelle constante et il suffit de prendre /~=yJ, pour en d~dmre 
A t  

le lemme. 

P r o p o s i t i o n  i .  Soit T u n e  distribution d support compact K;  pour tout H E ~ (G) 

il existe un systOme ]ini d'op&ateurs de ddrivation ( D~)~ ~ l (m tel que pour toute q~ E ~ ( G ; H) 

on air T (q~) = 0 dos que D~ q) (x) = 0 pour tout x E K et tout i E I (H). 

Soit en effet a E d ( K ' ;  H') 6gale h 1 sur un voisinage de K;  pour route ~EO(G;  H) 

la fonction a ~ appartient alors h d (K'; H ' N  H) et il existe donc un syst6me fini 

(r,) i =  1, 2, . . .  n r~ E R (G), un entier N e t  une constante A tels que si D" = J '" '  a l .  a S a n 
r 1 r 2 " ' r  n 

off [ o ~ [ = ~ t + ~ + . - .  +oc~ on nit 

I r( )l = I rCa )l_< A sup. D"(a~)II.  
l a l ~ N  

de sorte qu'il existe une majoration 

IT(~)I_<B sup. sup. ID'~(x)l 
l a l < N  xEK 

d'o(t d&oule la proposition ~ l'aide du lemme 1. 
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Corol la i re .  Si de plus le sous-groupe des pdriodes de T appartient d 71 (G) le 

syst~me des op~rateurs (D~) peut ~tre choisi independant de H. 

Soit en effet H 0 le groupe des p~riodes de T et consid4rons sur le produit G•  

la distribution T • 1 produit tensoriel de la distribution T sur G e t  de la constante 1 

sur H;  pour toute/onct ion ~ E D (G) la fonction (x, h)-->~b (x + h) appartient ~ / )  (G• Ho) 

et on a 

r = f r  = + = 1 • T (~ (x + h)) = T • 1 (~ (x + h)) = T ( f ~  (x + h) dh) .  
Ho ~o ~o 

Mais pour toute r E D (G) la fonction f ~  (x + h) dh appartient alors ~ O (G; Ho), d'ofi 
Ho 

le corollaire. 

Dans le cas particulier off T est h support ponctuel on peut pr~ciser la proposi- 

tion 1 ~ l'aide de la notion suivante: 

D6finit ion.  On appellera polyndme gdndralis$ de d~rivation sur G tout endomor- 

phisme de ]O (G) qui darts chacun des sous-espaces 70 (G; H) olt H E 7l (G) se rdduit d 

un polyn6me de ddrivation. 

Par exemple si }~(G) est identifi4 h u n  produit R 4 et si pour tout 2EA ra d~- 

signe un ~l~ment de ~ (G) dont toutes les coordonn~es d'indice distinct de ~ sont 

nulles, alors 
/~ (~b)= ~ D~o d,a (~) 

est an polyn6me g4n4ralis4 de d4rivation quels que soient les polynSmes de d6riva- 

tion Da. 

Proposition 2. Pour route distribution T d support ponctuel a il existe un poly- 

ndme gdn$ralis$ de ddrivation D et un seul tel que T (q))= D 4, (a). 

En effet par hypothdse il existe en vertu de la proposition 1 pour tout H E 71 (G) 

un syst~me fini d'op~rateurs de d~rivation (D~)tel(m tel que si ~E]0(G;  H) satisfait 

D~ ~-(a) = 0 pour tout  i E I (H) on ait T (~) = 0; on peut supposer que les conditions 

D ~ ( a ) = O  sont ind~pendantes car si l'une d'elles r~sultait des autres on pourrait 

simplement la supprimer et recommencer l'op~ration jusqu'h obtention d 'un syst~me 

pour lequel pour tout indice i E I (H) il existe a~ E D (G; H) telle que Dj a~ (a)= 1 si 

i = i  e~ 0 si i ~ i ;  h l'aide de ces fonctions construisons alors 

q} (x) = 4, (x) - ~. D, ~ (a) a, (x) 
f 

qui vfirifie 
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D~ ~b (a) = 0 quel que soit i E I (H) 
de sorte que 

T (~) = D~ 6 (a) 

off D~ est l'endomorphisme de O (G; H) d~fini par 

DH (~) = ~ T (a,) D (~). 

On peut ainsi associer h chaque H un polynSme de d6rivation DH tel que dans 

O(G;H) on ait T(ga)=D~(a) et en vertu de la permutabilit6 des op6rateurs de 

d6rivation avec les translations on en d6duit que si D~ et D~ satisfont tous deux ~, 

T(~)=D~g~(a)=DH(~(a) pour route ~beO(G;H) on a D~=D'H dans D(G;H), de 

sorte que si ~b appartient ~ diff6rents D(G; H) on aura toujours DH(e?)=DH,(r car 

~b appartient alors aussi ~ 7D(G;HNH') et DH et DH, coincident avec D~nH, sur 

~0 (G; H+H'). On peut donc d6finir un endomorphisme/9 de ~O(G) tel que ] ) r  

= T(~b) et tel que /9 se r6duise dans chaque ~)(G; H) h u n  polynSme de d6rivation 

et cette derni6re condition assure l'unicit6 de D. 

2. Soit T une distribution ~ support compact et soit aEO(G) ~gale h 1 sur 

un voisinage du support de T; ]'application /--*T(at) est alors une forme linfiaire sur 

E (G) ind~pendante de a: nous dirons qu'elle d~finit l'extension de T ~ l'espace E (G). 

Convenons alors de dire qu'une famille d'61fiments de E(G)est born~e si ces 

~l~ments sont born~s sur chaque compact de G ainsi que chacune de leurs d~riv~es 

et introduisons dans E (G) la plus fine topologie d'espace vectoriel localement convexe 

admettant comme ensembles bornfis ces familles born~es. On montre ais~ment que 

cette topologie est ]a topologie forte ddfinie sur E (G) par la famille des formes 

lin~aires qui restent bornfies sur les ensembles born~s dorm,s; cette topologie est donc 

une topologie forte dans laquelle route forme lin~aire born~e est continue et est aussi 

trivialement plus fine que la topologie de la convergence compacte des fonctions et 

de chacune de leurs dfirivfies; on en dfiduit que E(G) muni de cette topologie est 

un espace complet, dans lequel les seuls ensembles born~s sont les ensembles born~s 

initialement consid~r~s et que route application lin~aire de E (G) sera continue d~s 

qu'eUe transformera tout ensemble born6 en un ensemble bornd; en particulier route 

exsension h ~ (G) de distributions h support compact est continue. 

Nous allons fitablir que toute forme lin~aire continue sur E (G) est une extension 

de distribution ~ support compact pourvu que ~ (G)soit dense dans E (G): 

Soit (a~)~r une partition de l'unit6 sur G choisie une lois pour toutes dont les 

$1~ments appartiennent ~ O(G); pour toute famille de constantes positives c=(c~)a~A 
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ddsignons par A (c) l'ensemble des familles de constantes complexes y =  (ya)~r telles 

que pour tout  ~ on nit I?al<ca; dans ces conditions la famille de fonctions 

a~F r~ aa] (x) 

oh ] ddcrit un ensemble bornd B c E (G), F la famille des parties finies de A et 

la famille A (c) est un ensemble bornd de • (G}, car sur tout  compact de G il n 'y  a 

qu'un hombre fini de fonctions a~ non nulles; si doric T '  est une forme lindaire con- 

tinue sur L (G) il existera une constante M ne ddpendant que de T',  B, c telle que 

mais les constantes complexes ~,a dtant astreintes aux seules conditions ]~'~1 < ca il en 

rdsulte de suite que 
~ c~lr'(a~f)l<_M 

ce qui entraine que duns R la famille des c~ ] T' (aa/) Iest sommable quelles que soient 

les constantes c~ donc que pour toute ] il existe une partie finie F ( / )de  A telle que 

T' (an~)= 0 si 2 r F (]). Montrons maintenant que l'on peut choisir F(/) inddpendant 

de ]; sinon il existerait une suite infinie ]n EL(G) et une suite infinie d'dldments 

distinets 2n q A tels que T'  ( a ~ . [ , ) ~ 0  et comme seul un hombre fini de fonetions 

an. n 'est  pus nul sur tout compact les fonetions c, a n , / ,  formeront duns L (G) un 

ensemble bornd quelles que soient les constantes c . ,  d'ofi contradiction. 

Ainsi pour route forme lindaire continue T' sur L (G) il existe a q O (G) telle que 

T' (a[) = T '  (/) pour t o u t e ]  E O (G) et si ~ (G) est dense duns L (G) cette relation est 

encore valable pour toute ~eL(G). Considdrons alors sur O(G) la form lindaire 

T (~)= T'  (a~b) c'est une distribution car elle est composde de l'application continue 

6 ~ a 6  de O(G) duns L(G) et de la forme lin~aire continue T'  sur L(G);  de plus 

T (~b) est h support compact (comme a) et son extension i~ L (G) est ddfinie par 

r "  (/) = T (b/ )  = T'  (a b ]) 

off b e s t  dgale h 1 sur un voisinage du support de a, done T"= T'. 

3.  Indiquons simplement pour terminer ce paragraphe que l'on peut duns O'  (G) 

introduire comme duns O'  (R) une relation d'ordre compatible avec la structure de 

~ '  (G) en ddfinissant une distribution positive comme 4tant une distribution prenant 

des valeurs positives sur ~)+ (G). On montre que route distribution positive est une 

mesure positive et que si une distribution T e s t  majorde par une mesure positive/x, 

c'est-~-dire si l'on a 

que T e s t  encore une mesure. 
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w 4. Transformation de Fourier des distributions. 

1. Rappelons que si / est une fonction continue s0mmable sur le groupe G ainsi 

que sa transform~e de Fourier :~/1 on a la formuh de r~ciprocit4 / =  f f :~/  et que / 

et :~] convergent vers 0 k l'infini, ce qui entralne que leurs sous-groupes de p6riodes 

sont compacts (exception faite de / = 0) ; pour une telle fonction / ~ 0 nous d6signerons 

par P (/) son sous-groupe de p~riodes et par S (/) le sous-groupe ouvert engendr6 par 

son support. On a alors hs  relations 

P (/)* = S (:~ 1) S (/)* = P (:~/) 

en effet si d est un caract~re ~gal h 1 sur S( / )  on a 

:~ / (~ + a) = f l (x) <x, ~ + d> dx = f / ( x )  <x, ~> dx = :~ (~) 
done 

S (/)* ~ P (:~/) 

et d 'autre part si /(a) n'est pas nul la formule d'inversion donne 

~/P(: t l )  J'I:H) 

il est done n~cessaire que a d6termine sur G u n  caract~re dgal ~ 1 sur le groupe 

des p~riodes de ~ / ,  done 

Les deux relations d'inclusion 

relations h d~montrer. 

s (1) p t)*. 

obtenues sont ~quivalentes h S(/)=P(~:/)* d'ofi les 

On peut done consid~rer la fonction / comme d~finie sur S(/)/P(/) et la fonc- 

tion :~/ comme d6finie sur S(:I/) /P(:~/)  sur lequel elle est encore transform6e de 

Fourier de /. 

Supposons maintenant de plus que / et :~/ soient respectivement des ~16ments 

de E (G) et ~ ((~) sommables apr~s route d4rivation et route multiplication par poly- 

nSme; en remarquant que si rER(G) et lEE(G )  on a dT(1 / ) - ldr /= lor (1 ) /  on en 

d~duit par iteration que les fonctions P D /  et Dp/2) ,  pour / fixfie, sont respective- 

meat  combinaisons lin~aires h coefficients constants les unes des autres et en vertu 

des hypothgses faites sur / les fonctions PD]  sont sommables ainsi que leurs trans- 

fortunes de Fourier; toutes les d~riv~es de / s o n t  done born~es (elles sont continues 

et convergent vers 0 h l'infini) et en consequence le groupe de pSriodes P ( / )  de la 

1 C0w_me par exemple tout produit de composition de doux fonetions h supports compacts. 
2 Duns co qui suit P,  D (resp. P,  /)) d~signent respectivement un polyn6me ou un polyn6me 

de d~rivation sur G (resp. G). 
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fonction / appartient s ?4(G) et de mdme celui de :~/ appartient h ?4(di): les 

espaces ~ et s construits sur le groupe S( / ) /P  ([) et son dual sont donc de dimen- 

sions finies. 

2. Pour ddfinir la transformation de Fourier des distributions nous introduirons 

l'espace A (G) des fonctions [E E (G) sommables apr~s toute d4rivation et toute 

multiplication par polyn6me et dont les transform~es de Fourier satisfont aux m~mes 

conditions. Ce qui a ~t~ dit ci-dessus prouve que si / E A  (G) alors P D /  appartient 

aussi h A (G) et qui si A (K; H) est le sous-espace de A (G) dont les ~l~ments ont 

leur support dans le sous-groupe ouvert K (K* E 74 (~)) et sont constants sur les classes 

suivant le sous-groupe H E 74 (G), alors la r~union de ces sous-espaces est A (G); d'autre 

part les r~sultats obtenus au chapitre 1 montrent que A ( K ; H ) e s t  isomorphe h 

A (K/H). Enfin ~ d~finit un isomorphisme de A (G)sur A (~)qui  applique A (K; H) 

sur A (//*; K*). 

Les sous-espaees A (K; H) de A (G) vont ici jouer le r61e des sous-espaces d (K; H) 

de O(G); nous munirons chacun d'eux de la topologie d~finie par la famille d~nom- 

brable de semi-normes: 

[[/~ D~/[[~ + lID" P~/][~ + [[:~D a j : / z  ~/[[~ + [[:~p~,yD~:~/[]~ (1) 
a v e c  

n I ez pa= 11 12' 1 nm - # t + # 8 ~ ' " # n  �9 .. D p =  d_a,,a, ran 
m r l  2 " "  n 

oil 11, 12 . . . . .  Im et rl,  r~, . . . ,  rn d~signent respectivement des reprdsentants dans s (G) 

et /~(G) d'une base de s  et • (K /H) ;  il suffirait d'ailleurs pour obtenir la 

topologie de A (K; H) de considdrer les semi-normes d~duites des pr~cddentes en ne 

conservant que l'une on l'autre des int~grales prises sur G e t  O. On montre tacile- 

ment que ces espaces sont complets (leur topologie est plus fine que celle de con- 

vergence uniforme des P D /  et que celle de convergence dans L 1 (G) des PD/)  et 

sont donc des espaces (:~). 

Remarque: On notera qu'en g~n~ral (contrairement au cas de G euclidien) l'espace 

A(G) n'est pas contenu dans ~D(G) et que la topologie induite par O(G) sur 

(G) N A (G) n'est pas plus fine que celle qui y est induite par A (G). A c e  point 

de vuc la difference avec le cas euclidien est nettement marquee dans le cas d 'un 

groupe G compact totalement discontinu, cas oh A (G) est un vrai sous-espace de 

(G) avec une topologie strictement plus fine que celle induite par O (G) (exception 

faite du cas oil G est fini). Ceci explique que dans ce qui suit nous sommes oblig~ 

de d~montrer ~ nouveau certaines propositions d~js vues pour ~O (G). En plus pour 
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pouvoir d~finir la transform~e de Fourier des distributions nous sommes obliges de 

consid~rer des formes lindaires definies sur A (G) dont la restriction h O (G)n A (G) 

peut ne pas ~tre continue pour la topologie induite par O (G), c'est-h-dire de modifier 

la d~finition des distributions pour lesquelles nous nous proposons de d6finir une 

transformation de Fourier: 

D6finition. On appellera S-distribution sur G toute /orme lin~aire sur A (G) con- 

tinue dans chaque sous-espace A (K; H). 

Comme pour l'espace ~)(G) (chapitre 2, w 1, proposition 1) on peut alors dfifinir 

sur A (G) une topologie forte dans laquelle toute forme lin~aire born~e est continue, 

qui n'est autre que la topologie forte d~finie sur A (G) par les S-distributions, et 

qui admet des caract~risations analogues h celles de O (G). Ici encore la topologie 

de A(G)  induit sur chaque A (K; H) sa topologie, car les formules (1) d~finissent 

des semi-normes continues sur A (G); il est donc n4cessaire et suffisant pour qu'une 

application lin6aire de A (G) dans un autre espace vectoriel topologique soit continue 

qu'elle transforme tout ensemble born4 en un ensemble borne; on montre d'ailleurs 

aussi que les seuls ensembles born6s de A (G) sont contenus dans les A (K; H) et y 

sont bornds. Enfin h l'aide de topologies de comparaison on prouve que A (G) est 

complet. 

Dans ce qui suit nous indiquons quelques propri~tfis de l'espace AI(G), qui n'est 

autre par ddfinition que A (G) mais muni de la topologie ddfinie par les semi-normes 

II PDIIII + II  111, 
ensuite nous appliquerons ces propri~t~s aux sous-espaees A (K; H) pour en d~duire 

des r~sultats semblables pour A (G). 

Iqous introduirons la notation AI" (G) (resp. A1 -~ (G)) pour d~signer l'alg~bre topo- 

logique obtenue par adjonction h l'espaee" vectoriel A1 (G) de la multiplication (continue) 

/ , g ~ / g  (resp. /~eg). Ce qui a 4t~ dit ant~rieurement prouve la proposition suivante: 

Proposition t .  A 1 �9 (G) (resp. AI ~(G) ) est une alg~bre topologique complete oit 

les opdrations / - ~ P D /  sont continues et / -+~] est un isomorphisme de A I ' (G)  sur 

AI ~ (G). 

Proposition 2. L'application (s, / )~ /8  (resp. (~, / )~<x,  ~>/) de Gx A 1 (G) (resp. 

(~ • A 1 (G)) clans A 1 (G) est continue. 

Quand on a fair les rernarques suivantes: 

a) ] l /s- / Ih est une fonction continue de s. 
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b) Pour tout  polynSme P et tout .compact A i l  existe un polynSme P '  tel que 

sup. I P (x + s) [ _< P '  (x). 
x E A  

c) Pour tout  polynSme P il existe des polynSmes P~' et P~" tels que P (x)= 

= ~ P~' (x - y) P~' (y), ce qui donne la formule P (]-x- g) = ]~ (P~' * / )  (P~' * g) la ddmon- 

stration ne pr~sente plus que des difficult~s d'dcriture, et c'est pourquoi nous ne la 

donnerons pas ici. 

Proposition 3. Quel que soit le compact A de G e t  le voisinage compact B de A 

il existe /E A (G), positive, ma]orde par 1, dgale d 1 sur A et d 0 en dehors de B. 

Soit en effet U un voisinage de 0 dans G tel que A + 3 U c B  et soit a E/9 + (G) 

majorde par 1, dgale h 1 sur A e t  h 0 en dehors de B; pour toute U-rdgularisante 

b la fonction a ~ b  satisfait aux conditions voulues. 

CoroUairo.  Quel que soit le voisinage compact U de 0 clans G il existe une /onc- 

tion U-rdgularisante et appartenant d A (G). 

Les propositions prdcddentes vont nous permettre d'dtablir un thdor~me d'ap- 

proximation dans A1 (G) fondamental p o u r  la suite: 

Lomme t .  Quelle que soit /E A (G) / appartient d l'adhdrcnce de / .  A1 (G). 

Soit en effet /~ un voisinage compact de 0 dans (~ et 0 une fonction/~'-rdgulari- 

sante appartenant h A ((~), on a pour tout polynSme /3 et tout polynSme de ddriva- 

tion /~ l'indgalit~: 

II (:r / - :r / II, _<  up. - : 1)Ih 
Y ( U  

A A ^ 

or d'apr~s les propositions 1 et 2 la fonction y - ~ f l P ( x ) ( ( 7 / ) ~ -  :~/)1 d~ est continue 

et eomme elle est nulle h l'origine on volt que le premier membre de l'indgalit6 sera 

aussi faible que l'on veut pourvu que ~r ait dtd choisi assez petit. 

De plus on a aussi une relation du type 

D P  (/Y'O) - D P / =  (DP/)  (~ O-  1) + ~, D' (P/) D" (-~ O) 

et d'une part l'indgalitd 

liD" fff o) I1.. -< fl:  D"I 
U 

- -  A 

et d'autre part le fait que ~ 0 converge uniformdment vers 1 sur tout  compact 

quand U converge vers 0 ach~vent de ddmontrer le lemme. 



Les groupes abdliens localement compacts. 97 

L e m m e  2. Le sous-espace 2 (G) des/onctions d support compact est dense dans A (G). 

En effet la d~monstration du lemme 1 prouve aussi que / appartient ~ l'adh~rence 

de ]~e2 (G) dans A 1 (G). De sorte qu'il suffit de prouver le lemme 2 dans chaque 

sous-espace 0~A(G)  off 0 est choisie une lois pour route ~ support compact; mais 

pour que dans ces sous-espaces des /~e0 convergent vers 0 il suffit que liP/Ill con- 

verge vers 0 quel que soit le polynSme P; d'ofi le lemme. 

Proposi t ion  4. Quelle que soit / E A (G) / appartient d l'adhdrence de / .  ~ (G) 

dans A1 (G). 

Cette proposition est en effet une consequence triviale des lemmes 1 et 2. 

La topologie de A 1 (G) induisant sur chaque A (K; H) sa topologie qui est une 

topologie A 1 (K/H) on d~duit des r~sultats pr4c~dents les propositions suivantes: 

Proposi t ion  5. QueUe que soit lEA(G)  / appartient d l'adhdrence de / .  2 (G) 

dans A (G). 

L'importance de ce r~sultat provient du fair qu'il permet d'approcher dans A (G) 

route fonction ] par une fonction h support compact et contenu dans celui de /. II 

donne de suite: 

Proposi t ion  6. Pour toute S-distribution S sur G il existe un plus petit ensemble 

/erm~, de G (dit le support de S) tel que route /onction de A (G) ayant son support 

contenu dans le compldmentaire de eelui de S annule S. 

Consid~rons en effet la famille des ensembles ouverts (D,)r~l de G tels que si 

/E A(G) a son support eontenu dans l'un d'eux on ait S(/)--0;  d'apr~s la proposi- 

tion 5 pour d~montrer que la r~union des •, est encore un tel ensemble it suffit 

de d~montrer que pour route /e)t  (G) dont le support est contenu dans cette r~union 

on a encore S (/)--0, mais alors le support de / est reeouvert par un nombre fini 

d'ensembles Dr et la proposition d~coule de la proposition 3 (qui entraine l'existence 

de partitions de l'unit6 sur G en fonctions appartenant ~ ~ (G) et subordonn~es h un 

recouvrement ouvert donn6). 

Remarque: Soit U une forme lin~aire d~finie sur un espace de fonctions (d~finies 

sur G) contenant O (G) et A (G) et dont les restrictions h c e s  sous-espaces sont con- 

tinues; la proposition 5 prouve de suite que le support de U en tant que S-distribu- 

tion existe et est 6gal ~ celui de U en tant que distribution, et ceei sans avoir besoin 

de la proposition 6. 

Dans le dual A'(G) de A (G) on peut dSfinir et ~tudier des operations de m~me 

nature que celles qui ont ~t~ d~finies dans ~ '  (G). Les proe~d& h utiliser ~tant 
7 - 5 3 3 8 0 5 .  Acts mathematica. 89. I m p r i m 6  le 28 m a r s  1953, 
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semblables nous n'en parlerons pas ici. D'autre part A' (G) peut 5tre mum de diffS- 

rentes topologies pour lesque]les il est complet et admet A (G) pour dual: il en est 

ainsi en particulier quand on nmnit A' (G) de la topologie de convergence uniforme 

sur les ensembles convexes et compacts de A (G). Parmi les dlSments de A'(G) 

figurent en particulier les fonctions /E  A (G) qui dSfinissent la S-distribution /(g)= 

= f / g d x  et seule la fonction g = 0 de A (G) annulant toutes les S-dis t r ibut ions/E A (G) 

on en d~duit que dans toute topologie sur A'  (G) admettant  A (G) comme dual le 

sous-espace des S-distributions / est dense (cf. proposition 7 du w 2). 

3. Your les S-distributions /E  A (G) la formule de Planchcrel-Weil peut s'dcrire 

(:;t) (g)=1 (:~ ~j) 
off dans le second membre il faut prendrc soin de ne pas confondre ~ symbole de 

la transformation dc Fourier de r s G avec :~, inverse de la transformation de Fourier 

de G s ~ (on a -~:~]=] mais ~ / = ] ) .  

Cette formule montre que pour /, considdrde commc 515ment de A' (G), :~ /n 'es t  

autre que ]a transposSe de l'application ~ : ~  de A ( ( ; ) s u r  A(G). Nous sommes 

ainsi conduit s poser la dSfinition suivante: 

D$fini t ion.  On appelle trans/ormation de Fourier de A' (G) (~ A'  (d) l'isomorphisme 

S---> ~ S transpos5 de l'isomorphisme ]-~ ~ ] de A ((~) d A (G). 

On ddsignera encore par ~ le symbole de l'apl)lication inverse de S-~ :~S et on 

a comme ci-dessus - # ~ S = S  et ~ S = ~  (off ~ (/)= S(])). 

Remarque: Si /E  A (G) la formule de Plancherel-Weil prouve que sa transform6e 

de Fourier en tant  que S-distribution est ~galc s sa transform6e de Fourier usuelle. 

Plus g6n6ralement ceci est encore vraie pour toute /E  L v (G) p >_ 1. 

D6flni t ion.  On appellera spectre d'une S-distribution le support de sa trans/ormde 

de Fourier. 

4. La fin de ce chapitre est consacr6e h l'~tude des S-distributions ~ support 

ponctuel. Cette 6rude est bas6e sur les lemmes qui suivent et dont le premier permet 

de montrer que pour route / E A (G) il existe une suite de polyn6mes trigonom6triques 

~ .  et une suite de fonetions 0. E~ (G) 6gales ~ 1 au voisinage de 0 relies que dans 

A(G) la suite ( / - w ~ ) 0 .  tende vers 0 quand n ~ c ~ .  

Lemme i .  Pour toute partie compacte ~ de (~, tout polyn6me P sur (~ et tout 

entier positi/ 1 il existe." 

a) Une ]amille de polyn6mes Q~ sur ~ i = l, 2 . . . .  m. 

b) Une /amille /inie de caract~res d~.j sur G j= l, 2 ; . . ,  m~. 
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e) Une suite de /onctions O. ~;t(G) ggales d 1 au voisinage de 0 et d supports 

contenus dans un compact ]ixe. 

d) Un cntier positi/ d, ind@endant de l, tels que si on pose 

6t, n =[J((x'd~'~>-l)"'(<x'&'m'>-l)O",, si m~r  
[ 9 : O . = O n  m~=O 

on a 

1 ~ lim. sup. n z ]'IP (~) (0 .  (~c - b) - ~ Q~ (b) o , .  = (3c)) ] d }  = o 

2 ~ ht / a m i l l e  des / o n c t i o n s  n-~[ /3 [ -~]~ ,~  I est bornde s u r  tout  compac t .  

Nous d~montrerons successivement: 

A) Si le lemme est valable pour les groupes G' et G" il l 'est encore pour G ' x G " .  

En  effet toute  partie eompaete de O ' x O "  est contenue dans un produit  de compacts 

d ' x 0 "  et  tout  polynSme sur G ' x O "  est major6 par un produit  /3,/3,, de polynSmes 

rcspectivement d6finis sur O' et 0 " .  Prenons alors des 61gments 

. .  ' ~' . .  ' 0'n d' Q~' i =  1, 2, . m ,  a~.j/ '= l ,  2, . m~, (x), satisfaisant au lemme pour le groupe 

G' et relat ivement  ~ O', h P '  et s l ' = l + d " .  

. . . . .  . .  " On' d" ~)[' i =  1, 2 . . . .  m , a~.j i = l, 2 , .  m~ , (x"), satisfaisant au lemme pour le 

groupe G" et re]ativement h ^" /3" l"  C , h et h = l + d '  et posons: 

(5,., (~)= ~; (~') (5;' (~") 
d(~,,~)k=l'un des a~,~ ou a~,~ 

o. (x)= o'. (x') o'.' (x") 

dans ces conditions on a 
d = d' + d"  

O ( t . j ) ,n  ^P ~ t t  

puis 

f I/3, (~,) /3, ,  (:?,,) (On (~: -- ~) -- ~ Q,., 0o.,).  = (~))1 d ~: 

__ ^ ^ ^ p  ~) r  tn (~, . ,  d ~  ' t  < f l? ' (~ ' )P" (~" ) (~ ' . c~ ' -~ ' )o ' . '  c ~ " - ~ " ) - Z ~ ; ( ~ ' l o , . . ( ~ ' ) Z O ; ' ( i / ' )  ,. ))Ida' 

-< )1 e" (&") ~' (~"-//')I a~" ) I ~' (~')(6'. (~ ' - / / ) -  2 s (b') o,,. (z))1 a&' 
t 

+ ( 2  f l ~ '  (:?') ~)2 (Y') O g ,  n (X') [ dx ' )  f l~ 5 ' '  (~:") (0:' (:?" - Y") - Y- ~);' (Y") 0;,^ "n (x")) I d ~ "  
t t 

__ I b "  [ ~- I o'; I 0)") f i B '  (k') ('o" (Jc, - ~1') - Y. Q; (~1') o[ . .  (k')) I dk '  
t 

. ^ "  " "  (~") o;,. (~"))1 dk" § (~ ' ) ld~ ' ) j ' lb"(~,")(O.(x  - b " ) - Z g ~ ;  ' " "  
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mais 

(5') =Je~o + 0n (x - b~.s) n 

off les b' A, t.j appartiennent au sous-groupe engendr~ par les a~.s et ne d@endent  pas 

de n pas plus qua de l'ensemble fini I ( i ) :  donc 

fJP'(x')O;.n(x')Jd _ ~_, IP J-x-]0nJ(b~.j). 
/ C l ( t )  

On en d~duit que les ~16ments ainsi construits satisfont s la premi6re partie du 

lemme sur le groupe G'• et  relativement b~ C'• b~ P 'P"  et b~ 1 d 'autre part  

en vertu de 

n-~ I/3,~,,] ~ J~ ~'n' I = (n-a' l/3' I ~ I~'n I). (n-~" i/3,,i ~ i b"n'l) 

ces ~l~ments satisfont aussi ~ la seconda partie du lemme. 

B) Si G poss~de un sous-groupe ouvert compact H e t  si le lemme est valable 

pour H il l 'est aussi pour G; ceci est en effet une consfiquence triviale des propri6t~s 

suivantes : 

a) Le dual de H est d/H* oh H* est comme H ouvert  et compact. 

b) La mesure de Haar  sur G (rasp. ~) induit sur le sous-groupe ouvert  H 

(resp. H*) la mesure de Haar  de ce sous-groupe. 

c) Toute fonction continue sur G ~ support contenu dans H admet une trans- 

form~e de Fourier constante sur les classes suivant H" et r~ciproquement. 

d) Tout  caract~re sur H est prolongeable en un caract~re sur G. 

e) Toute partie compacte de (~ est contenue dans une partie compacte image 

r~ciproque d'une partie compacte de G/H* par l 'homomorphisme canonique de 

sur ~ / H*. 
f) Tout  polyn6me sur ~ est constant sur les classes suivant H*. 

de sorte que si on a construit des 616ments satisfaisant au lemme sur le sous-groupe 

H et relativement s l'image canonique de la partie compacte r de (~ dans O/H* 
et au polynSme /3 consid6r6 comma d6fjni sur (~/H* on en dfdui t  de suite des 616- 

ments satisfaisant au lemme sur ~ et rclativement ~ r et s /3. 

C) Si H est un sous-groupe compact de G et si le lemme est valable pour G/H 
on l'en d6duira pour G s l 'aide d'arguments analogues ~ ceux utilis6s en B)auxquels  

on joindra les propri6t6s de la mesure de Haar  sur G/H. 

D) Utilisons alors le th6or6me de structure qui permet d'ficrire pour tout  groupe G 

G= Rn• G' oCt G' poss6de un sous-groupc ouvert compact /1. Dans le dual de /" route 

partie compacte est finie et engendre un sous-groupa s un nombre fini de g6n6ra- 
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teurs H* et si H est dans F l 'orthogonal de H* le groupe G / H  est isomorphe h u n  

groupe TPx ~5 ou ~5 est un groupe fini. Les diff~rentes parties A) B) C) r6duisent 

donc la d~monstration du lemme au cas de l 'un des deux groupes R ou T (le cas 

d 'un groupe fini est trivial). Mais h l 'aide d 'un  isomorphisme local de T sur R la 

d~monstration (lu lemme dans ]e cas du tore T se calque pas ~ pas sur celle qui va 

en gtre donn4e dans le cas de R. Le lemme sera donc prouv~ quand nous l 'aurons 

prouv~ pour R. 

E) D~,monstration du lemrne dans le cas de R: pour tout  couple d 'entiers h e t  

k positifs posons 
d k 

[h, k ] =  ~ (exp. (2 iz~x) -  1) h (0) 

Oil  a 

= 0  si k < h  
[h,k] ~ 0  si k = h  

e t  d6terminons par r6currence sur k les polynSmes de d6rivation D h tels que 

d e k 
dx  ~ h~o[h,k]D h = 0  

les polyn6mes qui sont les transform~es de Fourier des polyn6mes de d~rivation D h 

satisfont alors aux relations 
k 

( - 2 i ~ y )  k -h~_:[h, k] Ph (Y) = 0 

de sorte que quel que soit y la fonetion de z 

k 

exp ( - 2 i r t y z ) - h ~ o ( e x p  (2 i~=i - 1) ~ Ph (Y) 

a toutes ses d6riv6es d 'ordre au plus ~gal h k nu v ~ pour z = 0 .  

Soit alors 0 (x) E 2 (R) et 

0(~)= f O(x) exp. (2iztkx)dx 

d'oh quel que soit rent ier  positif q si l 'on pose O ( q ) = -  

Posons alors 

on aura donc 

Io (=~)I ~ II o<~)Ih 14=~=1 -~. 

d ~ 0 
d x q 

o n  a 

0n (x) = 0 (n x) d'o~ 0n (x) = n 
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I~.(~)1 < - - -  
- n ( 4 ~ )  ~ 

done pour ~ assez grand indSpendamment de n 

sera major~ par  

N 

=[ . ( k - y ) - Z P h ( y )  i g x )  1) h Y2n 0 :~ (exp (2 - 0n [ 
h=O 

l[[O(q)[[~ (rn [ ) 
n (4=) q ~ : - y  h~0Z[Ph(Y) 12h } ' h n  q 

ce qui donne l'in6galit4 

O~ < F 

off F (~) est born4 sur tout  compact  en ~. Consid4rons alors l'int4grale 

- L  + L  + ~  

I . =  f l ~ l ~  = f + f +  f =  ll+:.+z~. 
- o o  - L  + L  

on aura pour L assez grand ind~pendamment de n 

I~  + 13 < 2 1 n ~ _ - -  F (~) Z ~ _  1 
q - a - l n  

d 'autre  par t  on a toujours 
N 

o.  <_ flO(n*)l'lexp ( - 2 i = b )  - Z Pn (~)(exp (2i~,)-l)hldx 
h=~0 

- n  h-o 

off le second facteur de l'int~grale est une fonction de x qui a toutes ses d~riv~es 

nulles jusqu'~ l 'ordre N pour x = 0 et dont la d6riv6e d 'ordre N + 1 est uniformdment 

born~e quand ~ d~crit un compact;  done 0 ~tant h support  compact  on a une in6galit6 

1 1 
Y2 n < B ( ~/ ) n U---+ ~ 

n 

off B(~) est born6e sur tout  compact  uniformdment en n; on obtient  donc la majorat ion 

2 F ( ~ )  n ~ 2 B ( ~ )  L o+1 
I n  < i q _ a _  1 + " " - n q - a - ]  n a + l n N+~ 

valable pour tout  L assez grand ind~pendamment de n; en choisissant alors pour des 

entiers 1 et N o dorm,s les quantit~s q, N e t  L comme suit 

q = N o + 2  N = ( N o + 2 ) 2 ( l + l )  

L = n 3+ N, ~ 
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on en d6duit que la suite n zIn converge vers 0 uniform6ment sur tout  compact en 

et quel que soit l 'entier positif a au plus 6gal s N o. D'autre part  on a 

I~l~ ~l'~nl(9)=j'ln& +91~ 
X 

de sorte que les fonctions n -~ ]~ ]a ~+ [ 0n ] sont uniform~ment major6es sur tout  compact. 

Ainsi quelle que soit la partie compacte C de /~= R, pour tout  polynSme /3 de 

degr6 No sur R et pour tout  entier l, on satisfera aux conditions du lemme en 

prenant : 

Q,=P,(~)) i = 0 , 1  . . . . .  (N o +2 )2 (1 + / )  

<x,d , . j )=exp. (2 i~x)  j = l , 2  . . . .  i 

d = N o  

10 (nx) oh 0 (x) est une quel- et en prenant pour fonctions 0n les fonctions 0n (X)=n  

conque fonction de 2 (R) 6gale '~ 1 au voisinage de l'origine. 

L e m m e  2. 0 appartenant d 2 (G) pour que des 0 / convergent vers 0 clans A1 (G) 

la /onction 0 dtant /ixe, il su//it que pour chaque polyn6me /3 sur G les ]]t '~/H~ con- 

vergent vers O. 

En effet la formule de Leibnitz et la formule duale (indiqu6e e n c  de la pro- 

position 2) montrent  que route scmi-norme sur les 0/  est alors major6e par une 

semi-norme IIb /ll,. 
T h 6 o r ~ m o  t .  Pour route S-distribution d support ponctuel 0 il existe un polyn6me 

de ddrivation 9dndralisd D tel que S (/)= D/  (O), 

En effet il est n6cessaire et suffisant de montrer que dans chaque A (K; H) il 

existe un polyn6me de d6rivation D tel que S( / )=D/(O) .  Or si 0 6 2 ( K / H )  est 

4gale b~ I au voisinage de 0 il existe d'apr~s le lemme 2 un polyn6me P tel que 

IS(l)l=ls(o/)l <-1t t'711ii. 
Supposons d'abord 3:/ h support compact 0 et d6terminons relativement h O, /3 et 

l=O les 616ments satisfaisant aux conditions du lemme 1, puis posons {" 1-I (<x, d~.j> - 1 )  m~ r 0 
~ = J=~ si 

1 mt = 0 

D,/(0)  = f T / ( ~ ) Q , ( ~ ) d ~  
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dans ces conditions si 

o n  a 

donc 

~ = P:~ ( ( / -  ~ D,/(0) ~ )  On) 
t 

~2n = P f ~ 1(~ ) ( 0~ (~ - ~) - ~ Q, (y) ~9,. ~ (~) ) d ~ 
t 

I nl-< rues. (C)Iltll,  up. flP@)(~o.(~-b)-~,(h)O,.n(~))ld~ 
y ~ C  t 

d'oh en vertu du lemme 1 et de S(O/ )=S( / )  quelle que soit 0 = 1  au voisinage de 0 

S (/) = ~ S (On ~ )  D~/(0) = D/(0).  
t 

Mais D est ind~pendant de C car si D / ( 0 ) = 0  pour toutes |es ] dont le spectre est 

contenu dans un compact il e n e s t  de m~me pour toute /. Le th~or~me en r~sulte 

finalement ~ l'aide de la proposition 5 exprimSe sur G. 

Toute S-distribution h spectre ponctuel dtant transform6e de Fourier d 'une 

S-distribution h support ponctuel on aura un 6nonc~ ~quivalent au pr6c6dent ~ l'aide 

de la notion suivante: 

D6flni t ion.  On appellera polyndme gdndralisd sur G toute [onction qui sur chaque 

sous-espace A (K; H) se rdduit d un polyn6me. 

Th6or&me 2. Toute S-distribution d spectre ponctuel 0 est un polyn~me gdndralisd. 

Remarque." Si l'on consid~re sur G l'alg~bre topologique A ~ dont les 61~ments 

sont les Ionctions continues sur G sommables ainsi que leurs transformdes de Fourier, 

munie de la norme II]1]1 + II:~]]h on pent 6tablir une suite de propositions analogues 

~. cel|es qui out ~t~ donn~es ici; en particulier pour toute ]E A ~ il existe une 

suite de fonctions h support compact On E A ~ ~gales h 1 au voisinage de l'origine 

telles que (/(x)-[(O))On-+O quan(l n-~oo et on en d~duit de suite que tout  id6al 

primaire (de composition ou de multiplication) de A ~ est maximal;  comme l'al- 

g~bre A ~ (G) est dense dans l'alg~bre (de composition) L 1 (G) on en d~duit le m~me 

r6sultat pour LI(G), r6sultat qui a ~t6 publi~ par Mr. I. Kaplansky. 1 
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