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Soit K (u), - c ~  < u <  ~ ,  une fonction continue et soit C o l 'espace de.s fonctions 

/(u), continues sur la droite entibre R de nombres rdels, et telles que /(u)-+O pour 

u-> +_ ~ .  Dans un m4moire r6cent M. H. Pollard a donn6 des conditions ndcessaires 

et suffisantes, portant  sur K (u), pour que ~ toute fonction / (u) fi C o e t  ~ tout  hombre 

positif E corresponde un polyn6mc P (u) tel qu 'on ait I / (u) - P (u) K (u) I < e. Voici 

le th6orSme ddmontr6 par M. Pollard: 

Pour que la ,quite {u ~ K (u)}~ soit complete dans l'espace Co, il /aut et il su//it que 

(I) I1 existe une suite de polyndmes pn (u) telle que 

A) l i m p , ( u )  K(u)  = l ;  B) [ p , ( u )  K ( u ) l  ~-~M, - o ~ < u < ~ .  
n--~ oo 

-R~o 

( l o g  I K (u) l du (II) 
J 

o o  
1 + u  2 

-oo 

(III)  K ( u ) *  0, - c o < u < o o .  

La condition ( I I I )  es~ une cons4quence imm4diate de (I A). D 'aut re  part ,  en 

appliquant le th4or~me de Weierstrass sur l 'approximation des fonctions continues, 

on voit que ( I I I )  entraine (IA).  

On peut  g4n4raliser le probl6me d 'approximat ion polynSmiale en prcnant,  au lieu 

de la droite enti~re R, un ensemble ferm~ quelconque E de points de R. C'est 

M. S. Mandelbrojt  qui a pos4 cette question et qui a donn$ le premier [3] des con- 

ditions suffisantes, por tant  sur la fonetion K (u), pour que la suite {u"K(u)} f f  soit 

complete sur l 'ensemble E.  Au lieu de la condition (II) on suppose dans ce cas la 

divergence d 'une int4grale plus compliqu4e (voir la condition I I*  dans le th4or~me 

2 0 - -  533807 .  Acta Mathematica. 91. I m p r i m ~  le 1 n o v e m b r e  1954. 
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III) .  Alors, si - log K (u) est une fenetion convexe de log u, la suite {u n K (u)}~ est 

complete sur E. 

Sur le conseil de M. S. Mandelbrojt j 'ai cherch6 s remplacer la dernigre de ses 

conditions (la convexit4 de - log K (u) par rapport  ~ log u) par une condition ana- 

logue s (I) de M. Pollard. Je suis parvenu ~ ddmontrer les th~orgmes I I  et I I I  off 

se trouvent des nouvelles conditions suffisantes pour que { u n K  (u)}~ soit complet 

sur E. 

Au cours de rues recherches j'ai trouv~ que la condition (I) est tr~s forte: elle 

est d6j~ suffisante dans le cas oh 1 / K ( u )  n'est pas une fonetion enti~re. Or, on 

salt que la suite { u ~ K ( u ) } ~  est complgte sur R, si - l o g  K ( u ) e s t  une fonction 

convexe de log u et si l'int6grale (II) diverge. Il s'ensuit de la remarque ci-dessus 

que ce fait n 'est  pas un cas partieutier du th~or~me de M. Pollard. Cela s'applique 

de m~me au th6or~me de M. S. Mandelbrojt, qui ne rdsulte pas immddiatement de 

mon th6orgme I I I .  

J 'a i  d~js indiqu~ les principaux r~sultats de ce travail dans deux notes parues 

dans les Comptes Rendus de l'Acad, des Sci. ([7] et [8]). 

Qu'il me soit permis d'exprimer ici mes remerclments les plus sincgres h M. S. 

Mandelbro]t pour son aide constante et pour les idles qu'il m'a  donn6 pendant ce 

travail. 

I .  Nous ddmontrerons d'abord quelques lemmes qui nous seront utiles dana 

la suite. 

Lemme 1. 8oit ](u) une /onction continue et bornge sur ( - ~ ,  c~): I] (u)[ < M. 

Soit a (u) une ]onction non ddcroissante telle que a ( ~ ) - a ( - ~ ) < ~ .  Posons 

H (z) = f / (U)__u_zd a _(u) , z = x + i y. (1) 

En tout point x o~ la ddrivde a' (x) existe (donc presque partout), on a 

In(x+iu)l  < A+Blloglull ,  (2) 

o~ A el B ne ddpendent que de x et de M,  mais son$ les m$mes pour toute ]onctlon 

/ (u) telle que ] / (u ) l  < M.  

On peut supposer x = 0 e t a  (0),= 0 sans restreindre la g~ndralit4 de la d4monstra- 

tion. Alors on aura 
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+ 1  - 1 r162 

H ( i y ) = f / ( u ) d ( r ( u )  f / ( u ) d a ( u ) f / ( u ) d a ( u )  
- 1  - - r  1 

I1 r6sulte d'abord de d a  (u) ~ 0 que 

- o o  I - - c o  

D'autre part, on obtient par l'int6gration par parties 

+1 +1 +1 

If I f / ( u ) d a ( u )  < M  do (u )  _ _ M _ a ! l ) ; f f ( - ! . !  + 

- I  1 - I  

Comme a' (0) existe, le quotient I a (u)/u I reste born6 pour I u ] ~ l, donc I a (u)/u I ~ m. 

On en ddduit 

+1 1 1 

)/(u2+y2) a iy(u2_+y2i ~ < 2 m  ~/u-2_~_y 2 - 2 m l o g _ _  [Yl ' 
1 0 0 

d'oh rdsulte imm6diatement l'in6galit6 (2). 

Lemme 2. Soit / (z) une /onction holomorphe dans le cercle-unitd l z ]< 1. 

~) Pour qu'il existe une [onction a (t~), 0 : ~ < 2 ~, ?~ variation bornde, telle que 

2~ 

l(z) = f e~_ze~o +z  
0 

do  (tg), (3) 

il /aut et il su//it que [ (z) soit une somme de /onctions /n (z), holomorphes pour lz I < 1 

et teUes que l'une des /onctions R [/n (z)], I [/~ (z)] air le signs constant clans le cercle 

Izl < l .  

~) Dans ce cas, lira / ( r e ta )= / ( e  t~ existe p .p .  et on a 
r--I.1 

2~ 

f I log I / t~ '~)l  I d ~  < oo (4) 
0 

si 1 (z) ~ O. 

at) Si a(O) est non d6eroissante, la fonetion /(z), d6finie par l'int6grale (3), 

a la partie r6elle positive pour [z I< 1. Comme on peut toujours 6erire a(tg)= 
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= al (vq) - a2 (v q) + i [a a (t~) - a 4 (t~)], les fonctions ak (tg) 6tant  non d6croissantes, il en 

r6sulte que la condit ion est n6cessaire. Supposons, d ' au t re  part ,  que R [/~ (z)] ~ 0 pour  

I z l < l .  Alors, d 'aprbs un  th6orbme de Herglotz  [1], il existe une fonetion non  

d6eroissante an (tg) telle que 

2~t 2~t 

f ef~ f ef~ /t n (z) = e~-V~-_z d an (a) + i I [/n(0)] = ~ d (~n (vq), 
0 O 

i 
oh nous avons pos6 an (tg)= a~ ( t g ) + ~  I [/n (0)] v~. II s 'ensuit  done que la condit ion 

est  aussi suffisante. 

~) Posons / ( z ) = l l ( Z ) - / ~ ( z ) + i [ I s ( z ) - / 4 ( z ) ]  off R [ f n ( z ) ] > 0 ,  n = l , . . . , 4 ,  pour  

] z I < 1. Les fonctions vn (z) = [/n ( z ) -  1]/[/n (z) + 1] sont holomorphes dans [z[ < 1 oh 

l 'on a [ vn (z) [ < 1. Pa r  suite, d 'aprbs le th6orbme de Fatou,  lim v (r e to) = ~ (e to) existe 
r--~l  

p .p .  D 'au t re  part ,  on aura  

/ ( z ) = 2  ! r l - r 2 )  (1 - r 3 )  ( 1 - ~ 4 ) + i  ( r 3 - r 4 )  (1 - r l )  (1 - r 2 )  _ ~I (z) 
~2 (z) (1--~1) ( 1 - ~ )  ( 1 - ~  s) (1 - v , )  

(5) 

f(z) est done le quot ient  de deux fonetions holomorphes et  born6es dans ]z I < 1. 

Pa r  consequent,  lim f (re ta) = ] (d ~ existe p .p .  

Soit main tenan t  ~o (z) une fonct ion holomorphe et  born6e, non ident iquement  

nulle pour  I z l <  1. De la formule de Jensen on d6dui t  que 

2 4  

J (r)= f log Iq~CretO) l dO 
0 

est une fonction eroissante de r, done ([3], p. 19) 

2/ I  

f log I a o >  - 
0 

en d6signant par  ~0 (e t~ = lim ~0 (re la) (voir aussi [5], [6]). De (5) on d6duit  log ] (e ta) = 
r--~l  

= log ~01 (e ta) - log ~0 z (e I ~), d 'oh il r6sulte que l ' int6grale (4) converge. 

Si nous raisons la repr6sentat ion conforme du cercle-unit6 sur le demi-plan 

zup6rieur y >  0, nous pouvons 6noncer le lemme ci-dessus sous la forme suivante :  

Lemme 2% Soit /(z) une /onetiou holomorphe dana le demi-plan y> O. 
~r Pour qu'il existe une ]onction a (u) dt variation totale bornde, telle que 
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+oo l(z)=f l+UZu_z 
- oo  

d a ( u ) ,  y > 0 ,  (6) 

il laut et il su//it que /(z) soit une somme de /onctions 1, (z) holomorphes pour y> 0 et 

~lles que l'une des/onctions R [/= (z)], I [ / ,  (z)] air le signe constant dana le demi-plan y > O. 

~) Darts cr cas, lim / ( x + i y ) = / ( x + i O )  existe p. p. et on a 
Y "-'~" -',- O 

- ~ o  

f II~ ~ (7) 1(~+~0) 11 d x <  
1 + x  ~ 

- - o o  

si 1 (z) ~- O. 

Les rayons  du cercle-unitfi se t r ans fo rmen t  dans  les cercles qui sont  o r togonaux  

sur  l ' axe  r6el. Pour  p rouve r  le l emme  2* il suffit  donc de d~mont re r  le fa i t  suivant :  

I (z) ~tant  une fonct ion repr6sent6e pa r  l ' intdgrale (6), on a 

lira { / [x+o t (v )  + i v l - / ( x + i v ) } = O  
v--~ t 0 

(*) 

pour  t o u s l e s  x off o ( x ) e s t  continue, si ~ (v) est  une fonct ion continue telle que le 

quot ient  [0t (v)/vglreste born6 pour  v ~  + 0. 

On pout  6v idemment  supposer  x =  0. Posons 

- too -r h - h  

f {; f I [= (v) + i vl - ! (i v) = ~ (v) ( u - - i ~  ( ~ -  = 2  i v) = ~ (v) + + 
- o 0  - I t  - ~  

Or, on a 

o o  

( l + u ' ) d . ( u )  t .  +. (,, ~i~)~(U----=~ v)j 
t t  

~ h  4 h  I (_(! +u')a~(u) 
a J ( u - i v ) ( u - a - i v ) I  <a--'vl f ( 1  

- h  - h  

+ u')l d .  (u) l. 

(8} 

La fonction o (u) 6 tant  cont inue pour  u=O, l ' int6grale k droite  t end  vers  z f ro  avee  

h-~0.  Comme le quot ient  10t (v)/v I ] reste born6, la premi6re int~grale ~ droite  dans  

(8) est  < e  pour  h assez pet i t .  Le nombre  h 6 taut  fix6, les deux  au t res  m e m b r e s  

dans  (8) t endent  vers z6ro avec  v ~ 0 ,  d 'ofi  r~sulte (*). Le l emme 2* se t rouve  ainsi 

d6montr6.  

On peu t  ~noncer 2* ~) aussi sous la forme su ivan te :  
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Lemme 2*% Soit [ (z) une [onction holomorphe clans le demi-plan y >  0 telle que 

/ (z) = ~ / d a !u_), (9) 
�9 ! U--Z 

a(u)  dtant une /onction it variation totale bornde. Alors lim / ( x + i y ) = / ( ~ c + i 0 )  existe 
y - - ~  0 

p. p. et l'intdgrale (7) converge, si / ( z )  ~ O. 

D'apr~s ]e lemme 2* c{), il existe une fonction al (u) telle que 

(1 + ~ )  d~ ,  (~) / (~) 

2** est donc une cons6qucnce du lemme 2*. ~ 

2. Soit E un ensemble ferm6 quclconquc de points de l 'axe r(~el et soit K (u), 

u E E, unc fonetion continue sur E jouissant des propri6tds suivantes: 

([*) II  existe une suite de polyn6mes p~ (u) telle que 

(A) lira p,, (u) K (u) = 1 ; (B) I P, (u) K ( u )  I g M,  u E E. 
n - - b o o  

Nous ddmontrcrons d ' abord  lc 

TheorY, me I. S'i l  existe une /onction a (u) it variation totale bornde, constante sur 

CE (compldment de E) et non dquivalente it une constante sur E,  telle que 

1 O n  t r o u v e  l a  f o n c t i o n  o" 1 (u) d e  l a  m a n i 6 r e  s u i v a n t e .  D ' a b o r d  o n  a 

4~da(u) f ( l+uz)da(u)  f uda{u)  
�9 s  = .  (i ;-;'~)Tu---- ii + -i+%,~" 

- O0 - O o  - - o o  

D ' a u t r e  p a r t ,  o n  t r o u v e  p o u r  I [z] > 0,  

4 o 0  

f (l+uz) du 
( i -T ~,~} { u ~  ) 

~ Oo 

- -  ~ r e i .  

D o n c ,  e n  d 6 s i g n a n t  p a r  c l a  v a l e u r  d u  d e u x i ~ m e  m e m b r e  k d r o i t e  d e  (**),  

- ~ o o  - t r  

f da(U)u - z  f (I +uz) --r 
- o 0  - - o 0  

o h  n o u s  a v o n s  p o s 6  

da(u) ci du 
d a  l ( u ) =  1 + u  s re " l + u  2" 

(**) 
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+oo 

f u " K ( u )  d a ( u ) = f u " K ( u ) d ( ~ ( u ) = O ,  n = 0 ,  1, 2 . . . .  (10) 
E - - r  

la [onction K (u) satisfaisant & let condition (I*), alors la suite de polyn6mes p ,  (z), 

z = x  + i y ,  converge uni/ormdment dana tout domaine /ini vers une [onction enti&e p (z) 

et on a 1 / K  ( x ) = p ( x ) ,  x E  E.  

Supposons, en eifet, qu'il existe une fonction a (u), non dquivalente ~t une con- 

stante sur E, vdrifiant les relations (10). Posons 

K ( u ) = K  l ( u ) + i K  s(u), a ( u ) = a l ( u ) + i a 2 ( u ) ,  

K 1 (u), K~ (u), a 1 (u), a2 (u) dtant des fonctions %elles de le~ variable rdelle u. Con- 

siddrons la fonction 

H (z) = u -  z J u -  z + i . . . . . . .  
�9 n - -  z 

- o o  - ~ o  - 0 r  

(11) 

4oO 

G (z) = f K1 d aAu,-z--- Ks d a2 ~: 0. (12) 

La fonction G (z) est holomorphe par tout  dans le plan de la variable z g l 'exception 

peut-6tre des points de I 'ensemble E. Dans le cas E = R (l 'ensemble E est la droite 

entibre), l'intdgrale (12) peut  reprdsenter deux fonctions analytiques distinctes pour 

y > 0  et y < 0 .  On a dvidemment G(~)=G(z) .  Des relations (10), que nous pouvons 

dcrire sous la forme 

4 0 0  4 0 0  

f u"(Kldal--K2da2)-O, f u'(Ktda2+Ksdal) -O, 
-oo -~o 

n =0 ,  1, 2 . . . .  (10") 

on ddduit d 'abord (voir [4], p. 873) 

d'ofi 

z ~ G ( z ) = f  u ' ( K  l 

- o o  

d a I - - / / '2  d a2) 
l t - - 2 ~  

Comme, d'aprbs (I* A), K ( u ) *  0, u E E, l'intdgrale H (z) est une fonction hoiomorphe 

pour y > 0  et y < 0  qui ne se rdduit pas g zdro dans les deux demi-plans. Donc, au 

moins l 'une des intdgrales g droite est ~ 0. Supposons par cxemple 
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pn (z) a (z) = f p.  (u) 
K~ d a 1 - K 2 d a2 

U - - Z  
[=  ,% (z)]. (13) 

D'au t re  part ,  on tire de (I*) que 

et 

, K 2 (u) 
lim p~ (u) K 1 (u) K 1 (u) lira p,~ (u) K 2 (u) = h;(u-) ' u ~ E 
~ K (u) ~-+~ 

]p,~(u) K~(u)] ~ ] p n ( u ) ] . ] K ( u ) l ~  M, ]p,(u)  K ~ ( u ) ] g M .  

En ver tu  de ces relations, la suite S ,  (z) converge uniform6ment  vers 

f K l d a l - K 2 d a  2 
,s, ( z )  = b , )  - z)  (14) 

dans les (leux (lemi-t)lans y > h  et y< .... h pour tou t  h > 0 .  I1 rdsulte done de (13) 

que p,, (z)::  Sn (})/G(z) tend vers p (z)-- S(z) /G(z)  pour tou t  point  z ~ x  § l y ] >  0, 

tel que G(z)~:  0. Or, nous verrons <tUG la suite p ,  (z) converge vers une fonction 

cntibre dans tou t  le plan de la variable complexe z. 

Pa r tou t  off la l imi tc  G(x  t i0)  ex i s t eon  a G ( x  i 0 ) -  0 ( x  t i0).  Soient main tenan t  

x I ct  x 2, x l- x 2, dcux points d e l ' a x e r d e l t e l s q u e :  l ) l e s l i m i t c s  (l(xk-t i0),  k : = l ,  2, 

existcnt  et sont diffdrentes (le zdro. Done, si 5 :> 0 est assez petit ,  on aura 

](;(xk t-iy)] ; m . 0 ,  k : = l ,  2, pour ]y]  :~ 5. 2) n n  t)osant (q(u)= : r  et 

a2(u) = a2(u) - f l i (u ) ,  a,-(u) et ilk(u) dtant  non d@roissantes, les dSriv6es :r (x,), 

fl~- (x,), k, n = 1, 2, existent et  sont  finies. Ddsignons par  71 un arc simple de longueur 

finic joignant les points xl.t iO et x~+i5,  situ6 tou t  entier dans le demi-plan y >  0 

et qui ne passe par  aucun zOro de G(z), et par  Y2 un arc j o i g n a n t x l - i d e t x ~ - i 5 ,  

ayan t  des propri~tds semblables dans le demi-plan y < 0 .  Les deux  segments x =  x 1, 

l Y] ~ 5 et x = x ~ ,  l yl ~ 5, et les arcs :~ ,  7e forment  une courbe fermde C. Sur eette 

eourbe, le module I G(z) I e s t  born6 inf6rieurement par  un nombre  positif m. D ' au t r e  

part ,  d 'apr~s le lemme l, en t enan t  compte  des propriOtOs des points x l ,  x 2 et de la 

forme de la fonction S,  (z), il existe deux constantes P et Q, ind6pendantes de n, 

telles que, sur C, on air ]S , ( z ) [  ~ p + Q l l o g l y l l .  Donc, il r(~sulte de (13) que, sur C, 

Ipn (z)j ? + -Q Iloglyll. 
m m 

(15) 

Les polyn6mes pn (z) d tant  pa r tou t  holomorphes,  on a 
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1 i p , f ~ l d ~  (16) p o  ( z )  = . . . . .  

C 

La suite Pn (z) converge sur C. I1 s 'ensuit  de l'indgalit5 (15) que l"intdgrale (16)con-  

verge aussi. Donc, dans le domaine limitd par  la courbe C, la suite p ,  (z ) tend  vers 

une fonction p(z) et on aura  

1 f p ( ~ ) d ~  
p ( z )  = " 

C 

I1 en rdsulte que p(z)  y est une fonction holomorphe.  Comme, dvidemment,  tou t  

domaine fini du plan z peut  ~,tre entourd d 'une  courbe C semblable, on conclut que 

la suite pn (Z) converge pa r tou t  vers une fouction entiSre p (z). On ddduit  ah)rs de 

( I ' A )  que 1 / K ( x ) = p ( x ) , x C E  et le thdor6me I e s t  ddmontrd.  

Nous pouvons donner  au thdor(,me I aussi la forme suivante :  

Th~ori~mc I ~. Si  ht /onction continue K (u), u E E,  satis/aisant ~t la condition (I*), 

n e, t pas l~n~erse d'une /onction enti~re, alors ~ toute [onction / (u) ,  continue sur E,  

avec / (u ) -~0 ,  u-> J_- oo, et it tout hombre positi[ E correspond un polyndme P (u) tel que 

l'on air I [ ( u ) -  l ' ( u )  K(u ) ] .<e ,  n E E .  

Supposons main tenant  (tue l 'ensemble E soit la droite chriS*re R. On sait (]ue, 

dans ce CaSe la ('ondilion (II)  cst n(,cessaire pour (lue la suite {u" K (u)}~ soit COml)l~,te. 

D'()h l 'on peut  tirer le 

Coro]laire: Si K ( u ) ,  continue sur ( . . . . .  , ~ ) ,  n'est pas l'inversc d'une /onetion 

enti~re et s'il  existe une suite de poly~l~)mes pn (u) satis/aisant 5 la condition (I), alors 

f!loglK(u)ll = d u  
1 ~ u  2 

Si 1 / K ( u )  est une fonction enti6re, alors la condition ( I ) p e u t  6tre satisfaite 

(u u, t sans que l ' intdgrale (1"/) soit divergente.  C'est  le eas pour  K (u) = 1 /  1 + l i + 8-i + . . . .  

= 2 / ( e o s h / U  § l/u), off (1) est dv idemment  remplie, mais (17) converge. 

Soit main tenant  1 / K ( u )  une fonetion enti6re. Si la suite {u ~ K ( u ) } ~  n 'est  pas 

complete, il rdsulte des eonsiddrations ei-dessus que l 'on peut  eonstruire les fonetions 

S(z)  m0 ,  G(z) m 0. Done p ( z ) = S ( z ) / G ( z ) .  D'apr~s le lemme '2"* on eonelut que 
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Parce que K (x) ~ l i p  (x) = G (x + i O)/S (x + i O) presque par tout ,  il s 'ensuit  que 

-F Oo 

f llog IKIxl II dx < o < 3  
1 + x  ~ 

- o o  

Par  cons6quent, la suite {u ~ K (u)}~ est complete, si K (u) satisfait aussi ~ la condi- 

t ion (II).  Nous avons ainsi d6montr6 le th6or~me de M. H. Pollard. Dans la dd- 

monstra t ion nous n 'avons  pas utilis6 les r6sultats obtenus par Loomis sur la trans- 

formde de Hilbert.  

Si la fonction K(u) ,  K ( - - u ) = K ( u ) ,  est telle qu 'on  ait 1 / K ( u ) = C  0~-C 2u 2+  

+C4ua+ ... , oh C,2,>0,  alors la condition (I) cst toujours remplie et la condition 

(II)  est suffisante. Mais dans le cas g6ndra], ( IA)  et ( I B ) s o n t  ndcessaires aussi pour 

que la suite {u~K (u)}q~ soit complete. En  effet, Four ]a fonction K ( u ) = e  -~(1~ ..... 

]es conditions ( IA)  et (]I) sont  remI)lies. Comme on a K ( n r t ) = l  pour  n - -  + l , •  

+ 5  . . . . .  il n 'existe pas un polyn6me p(u) non constant  tel que [p(u) K(u ) l  reste 

born6. Donc la suite {u '~ e ~(1  . . . . .  }(~ n 'est  pas compl6te quoique l ' int6grale (17) 

diverge. 

3. Soit ma in tenan t  l 'ensemble E ):R. Dans ce qui suit nous supposeroi~s (lu(" 

1 /K(u)  est une fonction cntibre et (tue le point  u=:() n 'aI)part ient  l)as .a E, c(, (Off 

ne restrcint pas la g6ndralit6 des considdrations. 

D6signons par  D u n  domaine simplement conncxe du plan z jouissant des l)r()- 

pridtds suivantes :  a) D contient  ie demi-plan y - 0 .  l)) Les distances de t o u s l e s  

points de D qui sont situ6s dans le demi-plan y < 0 ,  aux points de l 'ensemble E sont 

borndes inf6rieurement i)ar un nombre  positif ~}.'-0. Le domainc  D peut  d 'ail leurs 

se recouvrir partiellement. 

Si K (u) satisfait 's la condition (I*) et si la suite {u" K (u)}~ n 'es t  pas complete 

sur E, alors les fonctions S(z) et G(z) existent et ne se r fduisent  pas g z6ro. 

l 
Posons donc ~ (K 1 d al - K2 d az) = d ~v (u), q (u) & a n t  une fonction ~ variat ion totale 

born&. Alors nous aurons 

- r  

(18) 

Soit ~ (u) = ~01 (u) - ~0~ (u) + i [~03 (u) - ~4 (u)], les fonctions ~vk (u) & a n t  non d6croissantes. 

Si, dans (18), on remplace ~ (u) par  cette expression, on aura S ( z ) = S  1 ( z ) -S~  (z)+ 

+ i [ S  3 ( z ) - S  4 (z)], oh on a pos6 
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-Foo 

S~ (z) = f du_ z ~ (u) 
- o o  

- - - - ,  k = 1 , 2 , 3 , 4 .  

La  fonction S~ (z) est holomorphe dans le domaine D. La partie imaginaire I[S~ (z)] 

est positive pour  y >  0 et, d 'apr~s les propridtds du domaine D, I [S~ (z)] est bornde 

infdrieurement dans D :  soit I [S~ (z)] ~ - M .  En  effet, soit z ~ D u n  point  situ6 dans 

le demi-plan y ( - 0 .  ]l  rdsulte de la propridt6 b) que 

_ f d ~ ( u )  y f ,f ~ (u) ~:~- - ~2 d ~ (u), 

-boo 

si lY] ~5 l, et I[Sk(z)]V:--  Id~*(u) '  si 
,9 

y < - l .  

On peut  reprdsellter conformdment  lc domainc  D du i)lan z sur  le dotal-plait 

~] ~-0 dc la variable ~ :--~ t i ~ dc manibrc (]u'~'t z -  0 et z = oo corrcspondcnt  ~" . (bet 

~ =  oo. Soit ~ = ~  (z) la fonction qui rdalise cette reprdsentation. Sk (z) dcvient  une 

fonction holomorphe dans lc dcmi-plan ~ �9 0 : ,S'k [z (:)]~: \" z.~ (~). Comme on peut 6crirc 

~k(~)=- [Zk(~)  t M ] - - M ,  off I [ ~ k ( ~ ) - t  M] i~0 pour  ~ / - 0 ,  il cxistc, d ' ap r~ , s l e l cmmc 

2", une fonction 0tk (t) 's variat ion totalc born6c tcllc (lU'On ait 

~ .  (~):= f ( 1  ~ t~)doca(t)  
- t--~" 

~oo 

Donc, en posant  ~ (t) ~ at I (t) - 0t 2 (t) ~ i [0r a ( t ) -  :t 4 (t)], nous aurons 

f l + t~ d~(t). 
--oo 

Les mSmes considdrations sont  valables pour  la fonction G[z($)]  = I'(~). Il existe 

donc une fonction • (t) telle que, pour  ~] > 0, 

- o o  

Par  consdquent, ~ (~ + i 0) et / ' ( ~  + i 0) existent p. p. et on aura  ~ (~ + i 0 ) / /1  (~ + i 0) = 

= p [z (~)] = 1/K [z (~)]. On ddduit  du lemme 2", que 
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f I I~ d S <  ~ .  (19) 
IKr ( )lll 
1 +8~ 

o~ 

Nous avons donc @mont r6  

Th6or~me II .  Soit K (u) une /onction satis[aisant ~ la condition (I*). 

domaine D quelconque avec les propridt~s a) et b) on (t 

-~ o o  

f [ l o g [ K [ z ( ~ ) ] [ [  (20) 

oit z = z (~), ~ = ~ + i ~], est la /onction qui rdalise la reprdsentation con/orme du domaine 

D sur le demi-plan ~ > O, alors la suite { u ' K  (u)}~ r est complete sur l'ensemble E. 

Choisissons m a i n t e n a n t  le domaine  D de la maniSre su ivan te :  Soit h un nombre  

positif et  posons Eh = [ J ~ E  [xe h, xe~], off [xe h ,  x e  h] dGsigne l ' interval le  ferm5 

d 'ext r6mit6s  xe  h e t  xe  h. Ddsignons par  V l a c l a s s e d e s f o n c t i o n s  v(x),  - ~ ( < x < ~ ,  

continues, jouissant des propridtds su ivantcs :  l) v (x) possbde une (ldrivde v' (x) tetle 

que f x [ v ' ( x ) ] " d x .  ~)z. 2) v(x)=:�89 pour  x ~ E h  et  �89 :~ v ( x ) : _ ; ~ - s  I)our x C E , ,  <ill 

s - :  1 est  un nombre  positif. 

Ddsignons par  ('t l 'arc du cercle z i r e  i0 avec ~ v ( - t ) . : O - : z r v ( t ) ,  la fonc- 

t ion r(t)  apl )a r tenant  h la classe V. Soit D le domaine  [.J0 t ~ C.t. II est  ais6 de 

voir que D a l e s  prot)ri6t(~s a) et  b). Done,  (19) est  valable  lorsque {u ~ K (u)}~ n 'es t  

pas complet  stir E, 

D'apff ,  s les r6sultats  obtemls  par  M. Warshawski  [9] e t  Mine Lei<mg-Ferrand {2], 

]a flmction ~ (z) qui r6a]ise la repr6sentat ion conformc du domaine  D sur lc demi-  

de ]a propri~t6 su ivan te :  En  posant  ]z I - r ,  on a dans  tou t  ]e plan ~ > 0  jouit  

domaine  D 

Si  pour un 

tf at t I~(z) l = A ( 1  + e~) . exp~  [ v ( t ) i v (  - ~ 0 ] i j '  (21) 
ra 

.4 e t  r 0 sont  des constantes,  ~:, est  une fonction de z telle que t:,-+0 un i fo rm6ment  

avee r -~ ~ .  On suppose, bien entendu,  que v (t) appa r t i en t  ~ la elasse 1/. 

Tout  point  u de l 'ensemble  E est le centre d 'un  segment  de longueur  21 u I (1 - e  h) 

qui fai t  par t ie  de la fronti6re de D. P a r  suite, on pour ra  prolonger la fonction ~ (z) 

dans le demi-plan y < 0 & t ravers  ee segment  et  on au ra  ~ (~)= ~ (z). D6erivons a u t o u r  

du point  u comme centre un cerele de r ayon  ~ l u l = a ,  oh 0 < u < l - e  h. L a  fonc- 

t ion ~ (z) ne s ' annu lan t  pas  pour  z *  0, il rdsulte de la formule  de Poisson que 
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2~ 

1 (ar176 
~og ~- (z) = ~ j .  ~,o ~ - i ~ i  

0 

log [ ~ (u + ae i'~) [ d 0 + i .  I [log ~ (u)]. 

315 

On pout  ddrivcr 

pour  z = u 

le m e m b r e  g droite sous le signe de l ' intdgrale.  

2~ 

' fe-'O,og [~(u+ae~O) ldtg. (u) ~ a 
0 

On en obt ient  

(22) 

D ' au t r e  par t ,  il rdsultc de (21), en t enan t  compte  de ]a propri6t6 1) de v(x),  que 

l'on a 

I 
log j~(~)I=~ ~ v ( ; l ~ v ~ ' ~ i  log !~1~ o(~), I z - u l  ~ . ,  

off 2 est  une constante  et  o ( 1 ) ~ 0  un i formdmcnt  avec r - > ~ .  II s 'ensui t  de (22) que 

2~ 2~ 

[) 0 

d 'oh  l 'on obt ient ,  ~ (u)::~$ 6tant  rdelle, 

d ~ 1 d u d u 
........ ~ o(1) , u c E .  (23) 

$ vi~) t v ( - . )  u ,, 

Ddsignons par  E ] 'ensemble des l)oints de l 'axe  rdel $ qui correspond '~ E.  Commc  

~ - - 0  n ' a p p a r t i c n t  pas  h E,  on d6duit  de (19), si la suitc { u " K ( u ) } ~  n 'cs t  pas  

compl6tc,  quc 

f l l ~  eds~.< ~ .  

I |  rdsulte m a i n t e n a n t  de (21) et  (23) que 

lul 

I I ~  l [ ' c x p  - [ v ( t ) + v ( - t ) ] t  " lu[  
E 

Nous avons  donc ddmontrd 

< ~ .  (24) 

Th~ori~me I I l .  Soit K (u), u C E,  une /onction continue et soit v (r) une /onetion 

appartenant dt la classe V. S i  K (u) saris[air aux  conditions (I* A), (I* B) et & 
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(II*) 
lul 

E 

d t  } d u  
+ v ( - t ) ] t "i-u] = c~ ' 

alors la suite (u~ K (u)}~ est complete sur l'ensemble E. 

La condition (II*) est analogue s celle de M. Mandelbrojt ,  qui a suppos6, a,u 

lieu de (I*), que - log K ( u )  soit une fonction convexe de log u. 
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