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Erst  kfirzlich (Math. Ann. 124 (1951) S. 38) hat  Siegel den Wunsch ausgesprochen, 

man solle die Peterssonsche Methode auf den Fall der Hilbertschen Modulgruppe fiber- 

tragen. Diese Obertragung wird in der vorliegenden Arbeit durchgeffihrt. Fiir die 

Anregung zu der Arbeit und das Interesse an ihrer Durchffihrung mSchte ich Herrn 

Professor Dr. Petersson an dieser Stelle meinen Dank aussprechen. 

Ich will zun~chst einiges fiber die Peterssonsche Methode im Fall einer Variablen 

sagen. Zur Best immung der Fourierkoeffizienten einer ganzen Modulform hat Hecke 

das folgende Verfahren angegeben. Man subtrahiere yon der Modulform eine passende 

Linearkombination von Eisensteinreihen so, dass als Rest  eine ganze Spitzerdorm bleibt. 

Die Fourierkoeffizienten der Linearkombination der Eisensteinreihen sind unendliche 

Reihen bekannter  Bauart,  die sich auf endliche Teilersummen zuriickffihren lassen. Der 

jeweilige Fourierkoeffizient der ganzen Spitzenform tr i t t  als Restglied hinzu. Die 

Peterssonsche Methode kann hier zur Abschi~tzung dieses Restgliedes hcrangezogen 

werden. Ihr  wesentlicher Vorteil gegeniiber der Methode yon Hardy  und Littlewood 

liegt darin, dass man nicht wie bei Hardy  und Littlewood direkt die Fourierkoeffizienten 

der vorgelegten Funktionen abzusch~tzen sucht, sondern zun~chst auf analytischem 

Wege zeigt, dass die Funktion sich als Linearkombination einer Anzahl wesentlich 

besser bekannter  Funktionen, n~mlich yon Poincardschen Reihen, darstellen l~sst. Mit 

Hilfe der Metrisierung beweist man hierzu den Vollst~ndigkeitssatz ffir Poincar6sche 
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Reihen. Die Poinear6schen Reihen entwickelt man nun in Fourierreihen. Ein gegen- 

fiber der fiir Spitzenformen allgemein leicht erh~ltlichen Abschi~tzung der Fourier- 

koeffizienten erheblich verbessertes Ergebnis erh~ilt man durch die nicht-triviale Absch~t- 

zung der auftretenden Kloostermanschen Summen, wobei eine neue Absch~tzung yon 

A. Well eine wesentliehe Rolle spielt. (Siehe [14]) 1 

Bei der Behandlung der Hilbertschen Modulgruppe zeigt es sich, dass man mit 

den gleichen Methoden zum Ziel kommt wie im Falle einer Variablen, dass sieh also 

die Peterssonsche Methode direkt fibertragen l~isst. Die bei einer Obertragung auf 

den Fall mehrerer Variabler verst~ndlicherweise auftretenden Komplikationen sind 

hier rein technischer Natur, die Grundziige des Verfahrens bleiben unge~ndert. 

Bekanntlich treten die Darstellungsanzahlen ganzer Zahlen durch eine positiv- 

definite quadratische Form als Fourierkoeffizienten gewisser Modulformen auf. Die 

Bestimmung der Darstellungsanzahlen ist daher gleichbedeutend mit der Berechnung 

der Fourierkoeffizienten dieser Modulformen. Ich will gIeich fiir einen algebraischen 

ZahlkSrper skizzieren, was man zu ihrer Bestimmung zu tun hat. 

Es sei K ein total-reeller a]gebraischer ZahlkSrper vom Grade n fiber dem ra- 

tionalen ZahlkSrper. ~c1), ..-, T(,) seien n komplexe Variable, die auf den Teilraum 

Im (r (~)) > 0, k =  l, . . . ,  n, beschr~inkt werden sollen, z (e) bezeichnet man als die k-re 

Konjugierte yon ~. (Im Sprachgebrauch und in der Bezeichnung schliesse ich mieh 

weitgehend an [5] und [6] an; hier nicht besonders erkl~rte Bezeichnungen kSnnen 

dort nachgeschlagen werden.) S vor einem Ausdruck bedeutet Bildung der Summe 

der Konjugierten (Sp~rbildung), N Bildung des Produktes (Normbildung). Auf Ideale 

angewandt bedeutet N die Bildung der Idealnorm; fiir eine Zahl ~ aus K ist daher 

(das dutch r162 erzeugte Hauptideal wird durch (~) bezeichnet) 

-~ ((~))= I -~: (~)l .  

Unter der zum KSrper K gehSrenden (engeren) Hilbertschen Modulgruppe 1" 

versteht man die Gruppe dcr quadratischen zweireihigen unimodularen Matrizen, deren 

Elemente ganze Zahlen des KSrpers K sind. Ffir ganze Ideale c aus K definiert 

man die Hauptkongruenzuntergruppe F(c) der Hilbertschen Modulgruppe zur Stzi/e C 

als die Untergruppe der Matrizen aus _F, die zur Einheitsmatrix m o d r  kongruent 

sind, wobei die Matrizenkongruenz wie fiblich elementweise zu verstehen ist. 

1 Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 
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sei eine Matrix aus F.  Man versteht  unter  L (3) oder einfach L v die Transformat ion 

a (k) T(~) + b  (k) 

~(k) __> d(k), k ~ l , . . ,  n, C (k) T (k) -7 

also eine simultane linear gebrochene Transformat ion in den Variablen ~(~), k = 1, . . . ,  n. 

t t ie rdurch wird der Gruppe /" (und ebenso / ' (c))  eine (diskontinuierliche) Substi tu- 

t ionsgruppe im R a u m e  I m  (z (k)) > 0, k = l  . . . .  , n, zugeordnet,  die gelegentlich als 

inhomogene Modulgruppe bezeichnet wird. Die Gruppe hat  einen Fundamentalbereich,  

der in einigen Punk ten  der Form z =  ~ =  Zahl aus K (T=~  bedeute t  ~(k)=~(k), 

/C = 1, . . . ,  n) an  den Rand  des Bereiches I m  (~(k)) > 0, k = 1 . . . . .  n, heranreicht.  Die 

Punk te  ~ = ~  nennt  man  Spitzen yon  F(c) (siehe [5]). Der  auf dem Rande  des 

Bereiches I m  (~(k)) > 0, ]c = 1 . . . . .  n, liegende P u n k t  ~(k)= co, k = 1 . . . .  , n, ist F ixpunk t  

einer Untcrgruppe  yon F ( Q ,  der a/linen Gruppe yon F(c )  im Punk te  ~ ,  die aus 

den Matrizen 

(20 b * )  ~ t = E i n h e i t a u s K  b * g a n z i n K  
�9 X_ ~ mi t  2 1 m o d c  

mit  gewissen Einsehri inkungen fiir die b* besteht.  Die Gr6ssen )2 bezeichnet man  

als Multiplikatoren yon if(c) in der Spitze ~ .  Diejenigen Matrizen, in denen 2. 2=  1 

ist, bilden eine Untergruppe  von Matrizen der Form 

�9 (10 

Die hier auf t re tenden algebraischen Zahlen b bezeichnet man  als Translationen in der 

Spitze ~ .  Is t  ~ eine Zahl aus K,  so gibt es eine unimodulare  Matrix A mit  Ele- 

menten  aus K so, dass A (~) = ~ ist. Die Gruppe A F (C) A 1 hat  wieder e~ne Unter-  

gruppe mit  dem F ixpunk t  co, die affine Gruppe zum Punk te  A 1 ~ .  Durch  sie sind 

die Multiplikatoren sowie die Translat ionen zur Spitze ~ = A 1 definiert. Die 

zu den Translat ionen geh6rende Untergruppe  yon A F ( c ) A  1 bezeichnet man  als 

T (A, F (c)), sie h~ngt  nicht  nur  yon ~ sondern auch von A ab (A ist nicht  eindeutig). 

Eine in Im  (~(k)) > 0, k = 1 . . . .  , n, holomorphe Funkt ion  heisst ganze Modul/orm 

der Dimension - r  zu /~(c), wenn sie die Funkt ionalgleichungen 

erfiillt. 
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Die ganzen Modulformen der Dimension - r  zu F (c )  bilden eine lineare Schar 

endlichen Ranges,  die wir mit  {F(c) ,  - r ,  1} bezeichnen (fiir Formen  {F(c) ,  - r ,  v} 

mit  Faktorensys tem v siehe [6]). [(T) heisst Spitzen/orm, wenn sie versehwindet,  

wenn man  innerhalb des Fundamentalbereiches  in die Spitzen hineinli~uft. 

Eine ganze Modulform ist n-fach periodisch und  ha t  eine Fourierentwieklung 

der Fo rm 
! (~) = Y~ b 0') e ~'~ ~(~) .  

r~-O rood c-~b - '  

Man kann  zeigen, dass b ( v ) = 0  ist, falls eine der Konjugier ten von v negat iv ist 

(siehe w 1); es ist also nieht  nStig, diese Eigenschaft  als Forderung in die Definition 

aufzunehmen,  wie es bisher iiblich war, man  beachte jedoch, dass dies nur  fiir n >  1 

mSglich ist. 

Man definiert nun die verallgemeiuerten Thetareihen 

(a) O(T,Q, Qj, 0 , ) . ) =  ~ e "~is(~Q(~)a-') @j=O rood a, i = l ,  . . . ,  2r .  
~j'~ej rood C a 

1<1<2r  

a und r sind ganze Ideale von K und  so gew/~hlt, dass c a~b=(1 )  ein Haup t -  

ideal mit  der total-posi t iven Erzeugenden )l wird; b ist die Differente von K. 

Q ( u ) = Q  (u 1 . . . .  , u2r) ist eine total-positiv-definite quadrat ische Form mit  ganzen Ko- 

effizienten in K. v q (T) ist n-fach periodisch und  ha t  die Fourierentwicklung 

(b) vq (T, Q, eJ, a, t )  = ~ a (v) e 2=~s(t '~  ,) 
v~O Inod (l~ 

(v > 0 heisst v total-positiv),  a (v) ist gleich der Anzahl  der Darstel lungen der total- 

posit iven Zahl v durch die quadrat ische Form Q(~) unter  der Nebenbedingung 

~j ~ ~j- m o d r  a, ~ = 1 . . . . .  2 r. Es stellt sich heraus, dass vq (v) eine ganze Modulform 

aus {F (Q ,  - r ,  1} fiir passendes c ist. Die Reihen (a) sind yon  Heeke und  in dieser 

Fo rm zuerst yon  Kloos terman aufgestellt  worden, der auch die Stufe bes t immt  ha t  [4]. 

Man bes t immt nun  zu v q (v) eine Linearkombinat ion  von Eisensteinreihen so, dass der 

Rest  eine ganze Spitzenform ist. Dami t  wird 

(c) a (~)) = N (v)  r -  1 ~_, (~2) .~ a *  ( v ) .  

Das erste Glied reehts ist der Fourierkoeffizient der Linearkombinat ion der Eisen- 

steinreihen und  yon Kloos terman bes t immt  worden (Genaueres f indet  man  in [3] 

und  [4]). Das Restglied a* (v) ist der Fourierkoeffizient einer ganzen Spitzenform. 

Hier war bisher nur  die triviale Abschiitzung [3] 

a* (v) = 0 (N (v)~ r) 
bekannt .  
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I m  Falle n =  1, also bei der gewShnlichen Modulgruppe, gelingt es nun, unter 

Benutzung nicht-trivialer Absch~tzungen der sogenannten Kloostermanschen Summen, 

mit Hilfe der Peterssonschen Methode (siehe insbesondere [8]) die bessere Absch~tzung 

(d) a* (v) = 0 (vlr-ttl-l]), (n = 1 !) 

zu erhalten. 1 h~ngt yon der Absch~tzung der Kloostermanschen Summen ab. Man 

erhielt zungchst / = ~ + e  ([1], [11], [13]), mit  einer verbesserten Absch~tzung yon 

Sali~ schliesslich l = ~ + e  ([12]). Mit einer neuen Absch~tzung yon A. Weil gelangt 

man bis auf l =  �89 + e herunter ([10], [14]). Die Ermit t lung einer (d) entsprechenden 

Abschi~tzung ffir n > 1 ist das Hauptziel  dieser Arbeit. 

Ich behandle zun~chst den Fall, dass r > 2 ist. Da dann unter den Poincar~schen 

Reihen eine (endliche) Basis der Schar der ganzen Spitzenformen vertreten ist (nach 

dem Vollst~ndigkeitssatz [6] Satz 11 Seite 577), kann man sich damit  begnfigen, die 

Fourierkoeffizienten dieser Reihen abzusch~ttzen. Solch eine Poincar~sche Reihe zur 

Spitze ~ = A  lcr hat  nach Maass ([6]) w 2) die Gestalt ( v = l  gesetzt) 

(..) (e) G_r( r , l ,A , l~ (C) , t~ )=  ~ N(mtT+m~)-~  e e€ M =  ; 
M c V I ( A F ( r  ) m] m 1 

V 1 (A/ ' ( r  ist ein volles System yon Matrizen mit  verschiedenen zweiten Zeilen aus 

der Klasse AF(r A loo ist Spitze yon F(C), # ist eine ganze total-positive Zahl 

a u s  K .  

Zur Ermit t lung der Fourierentwicklung yon G_~ in der Spitze B --loo ist es not- 

wendig, die Matrizen aus der Klasse A F ( c ) B  1 bis zu einem gewissen Grade explizit 

zu bestimmen. Ausserdem benStigt man die Multiplikatoren ;t ~ (genauer die ;t selbst) 

und die Translationen. Jm w 1 werden diese Bestimmungsstficke der Gruppen / ' ( r  

ermittelt.  Eine wesentliche Erschwerung gegenfiber dem Fall n =  1 liegt natfirlich 

darin begrfindet, dass die Klassenzahl nicht 1 zu sein braucht,  so dass z. B. A und B 

im allgemeinen nicht ganzzahlig gew~hlt werden kSnnen. Die Multiplikatoren~ die im 

Fall n~--1 nicht auf~reten, kSnnen fiberhaupt nur auf Umwegen best immt werden. 

Zur Festlegung der Elemente der Matrizen aus A F ( C ) B  -I, die zum Teil durch Kon- 

gruenzen erfolgt, ist es notwendig, eine ganze Anzahl yon Hilfszahlen passend zu 

w~hlen. Die MSglichkeit einer solchen passenden Wahl wird im allgemeinen durch 

den sogenannten verschdr/ten Ann~iherungssatz der algebraischen Zahlentheorie (Hasse, 

Zahlentheorie S. 280 [Akademieverlag Berlin 1949])gew~hrleistet, der grob gesprochen 

besagt, dass in einem algebraischen ZahlkSrper Ann~herungsforderungen nach endlich 

vielen Primdivisoren immer mit  einem fiir die anderen Frimdivisoren ganzen Element 

des K5rpers erffillt werden kSnnen. 
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I m w  2 werden zun~.chst die Fourierkoeffizienten der G-r (~) bestimmt. Sie haben 

die Form 
i y + r 1 6 2  

[f ] 
(f) a ( v ) =  ~ - ~  ," I N(m) ~ ~y_ 

2 > 0  m 

Die genauen Summationsbedingungen ffir m sind dabei weggelassen. W (m, A, B, F (r 
sind verallgemeinerte Kloostermansche Summen. A ist bis auf das Vorzeichen das 

Volumen des Periodenparallelotops im Raum I m ( r ) = y ;  b*=b*(2) ist eines der ffir 

festes 2 in den Matrizen der Form 2 1 auftretenden b* (welches man nimmt, ist 

gleiehgiiltig). Wesentlieh neu gegeniiber dem Fall n = 1 ist das Auftreten der Summa- 

tion tiber die Multiplikatoren 2 mit ~.>0, d. h. fiber die total-positiven Einheiten, 

die ~= 1 mod c sind. Man muss bei der Absehiitzung der Integrale reehts die ~t 2 so 

herausholen, dass einerseits die Konvergenz der Summe tiber ). erreieht wird, anderer- 

seits das mit 2 ~ verbundene m 2 nieht st6rend in Erseheinung tritt. Hierzu ist es 

n6tig, die einzelnen Integrale des Produktes reehts versehieden abzusehiitzen, damit 

sieh nieht infolge N (2 2) = 1 die Konjugierten yon ;t 2 gegeneinander wegheben. Die 

Integrale entpuppen sieh aueh hier wieder im wesentliehen als Besselfunktionen, ffir 

die jetzt jedoeh die triviale Absehi~tzung nieht mehr ganz ausreieht. Set, zt man ffir 

W eine Absehiitzung der Form 

.:!- 

(g) W(m,A,B,  F(c))=O(N(ex)ZN(e2)~), (m)= r r 

voraus, worin e~ der zu 2 teilerfremde Idealfaktor yon (m) ist, so erhiilt man 

(h) a (v) = 0  ( N  (v) -~-tt l  -zl ~). 

Die Summen W (m, A, B, F(r lassen sich nun, wie in w 4 ausgefiihrt w~;rd, auch 

bei beliebiger Klassenzahl von K mit den Methoden yon Sali6 [11] behandeln. Unter 

Hinzunahme eines Ergebnisses yon A. Well [14] gelingt es, die oben angegebene 

Absch~itzung allgemein mit l = �89 + e herzuleiten. Diese Absch~tzung ffir W lii sst sich, 

wenigstens ffir n = l ,  nicht mehr verbessern, wie Sali6 gezeigt hat ([12] S. 107). 

Um auch den Fall r = 2 behandeln zu k6nnen, ist es notwendig, die den 

Poincardschen Reihen ffir r > 2 entsprechenden Spitzenformen zu konstruieren und ffir 

diese Schar den Vollst~indigkeitssatz zu beweisen, da die gewShnlichen Poincar~schen 

l~eihen fiir r = 2  nicht mehr konvergieren. Man fiihrt hierzu eine komplexe Hills- 

variable s ein und wendet das Heckesche Summationsver/ahren an. Die Reihe 
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(j) G_2(3, s,A,F(C),/~)= ~ N(m13+m2)-21N(ml~:+m2)l-Se ~ts"M(~) 
Mc. VI(A F(C)) 

ist fiir R e (s)> 0 eine holomorphe Funktion yon s und hat  als Funktion yon 3 die 

Transformationseigenschaft 

(k) G_2 (L3, 8, A, F(c),/~) = 

= N (c 3 + d) 2 [ N (c v + d) ]s G 2 (3, s, A, F (c), tt) fiir L aus F (c). 

Die Reihe (j) ist fiir jede Spitze yon F(c)  nach Transformation der Spitze nach 

n-fach periodisch in v (bzw. in A 3, falls A 1 die Spitze ist), litsst sich also in 

eine Fourierreihe nach 3 bzw. nach A 3 entwickeln. Von diesen Reihen weist man 

nach, dass sie als Funktionen yon s in einer vollen Umgebung yon s = 0  holomorph 

sind. ])er Nachweis gelingt mit  Hilfe der Absch~tzung der Kloostermanschen Summen. 

Die Fourierkoeffizienten haben ein fi,hnliches Aussehen wie (f) und werden nach dem 

Vorbild yon w 2 behandelt. Die Absch/~tzungen werden jedoch komplizierter, da auch 

negative v auftreten, die Koeffizienten fiir 8 #  0 nichtanalytische Funktionen yon 3 

sind und die Integrale sich nicht mehr auf Besselfunktionen zuriickffihren lassen. 

(Die hier ben6tigten Integralabsch/~tzungen sind in w 5 am Schluss der Arbeit ge- 

sondert durchgefiihrt, um den Gedankengang des Verfahrens nicht zu st6ren.) Diese 

Reihen liefern also die analytische Fortsetzung der Funktionen G-2 (3, s ) a l s  Funk- 

tionen yon 8, wenn 3 in einem endlichen abgeschlossenen Bereich oder in dem zuge- 

hSrigen ,Spi tzensektor"  liegt. Fiir 8 = 0  sind sie holomorphe Funktionen der ~. Da 

die Transformationsformeln (k) infolge der Permanenz der Funktionalgleichung in s 

auch ffir s = 0  gelten, ist diese analytische Fortsetzung fiir s = 0  eine ganze Modul- 

form, da auch die konstanten Glieder in den Spitzen verschwinden, sogar eine ganze 

Spitzenform. In  den Funktionen 

G_2 (3, 0, A, F (c), p) 

haben wit somit eine Schar ganzer Spitzenformen aus {_F(c), - 2 :  1} erhalten. 

Zum Beweis des Vollst/~ndigkeitssatzes muss man zun/ichst das Metrisierungs- 

integral ausrechnen (Maass [6] w 5). Man setzt das Integral  in etwas modifizierter 

Form ffir R e  (8)> 0 an und rechnet es durch Einsetzen der ffir G 2 (3, 8)hier  giiltigen 

Reihenentwicklung (j) aus. Man zeigt dann, dass das Integral  in einer Umgebung 

yon 8 = 0  eine holomorphe Funktion yon 8 ist, so dass der Wert  des eigentlichen 

Metrisierungsintegrales, also der Weft  unseres Integrales ffir s = 0 ,  gleich dem Funk- 

tionswert der sich ffir R e ( s ) > 0  ftir das Integral  ergebenden holomorphen Funktion 

an der Stelle s =  0 ist. Der Rest  des Beweises geht w6rtlich wie fiir r > 2 vor sich. 
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Nachdem man  den Vollstiindigkeitssatz hat,  geniigt es wieder, die Fourierkoeffizienten 

dieser erzeugenden Funkt ionen  der Schar abzusch~ttzen, was nach dem Vorbild des 

w 2 keine Schwierigkcitcn mehr  bcrcitet.  Es zeigt sich. dass die Absch/itzung (h) auch 

im Fall r = 2  richtig ist. 

w 1. Die Bestlmmungsstiicke der Gruppen 1" (r und die Regularitiit einer ganzen 

Modulform in den Spitzen 

h i  diesenl w werden (lie Grut)pen F(c)  lfii|mr untersucht,  insbesondere werden die 

Multipl ikatoren in den Spitzen best immt und die Matrizen der Klasse A l l ( c ) B  a n~iher 

charakterisiert .  Die Ergebnisse lassen sich in zwci SStzcn formulieren:  

Satz 1. ~ sei ei~e ZaM aus K ,  die mit  Hil /e  zweier g,~zer Z(tMen y, 5 aus K als Quo- 

tient ~ . . . .  5 / 7  dargcslellt werde, a ::: (~', 5) sei dus dutch 7, b de.[i~ierte gt~nze Idecd in K .  

Dr gilt : 

a) 7, 6 lassen sich so clusw~hle~, dass (a, c ) - 1  ist. 

b) Es  gibt zwei Zahlen ~, /3 aus K so, dass :(5 - f l 7 - - 1  ist u~d (x, f i ) - a  a ist. 

c) Is t  

. 4  = 
t yc$ !  

so .si~d i~ der Spil-e ~ == A ~ ~ die Multiplikatoren you F (c) die Z,ihlen 2 mi t  

). ~ 1 rood c, ). Einheit  aus K 

und die Translt~tionc~ die Ztdden b aus K ~nit 

b -  0 rood r n 2 

Satz 2. ~ sei eine Zahl aus K ,  ~, t 3, y,  6 und damit ll und A seien nach S(ttz 1 a) - c) 

bestimmt. ~1 -- - 61/7a sei eine weitere, eventuell die gleiche, Spitze. 71, hi, ~162 fll mit  

(~1~" (~1) : ~ '  B - - ~  0~1 fll~ Ilt(JgeTb de,b Bedi,lgll,~e,'~ a) "~l~ld b) uo,t S(Itz 1 ge,~ige,~. Die 
\ 71 bl ! 

Matrizen M aus A F  (c)  B 1 seien mit 

bezeichnet. Wir  setzeu 

(( y/~lA~-(~Or C a b  l )=CaQb-1 .  
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Dann gilt : 

a) Yl, 81 k6nnen so gewdhlt werden, dass (c, b) = 1 ist. 

b) I n  (1) durchl~u/t m die L6sungen von 

m-=y($1-~lmodcaw m~-0modab.  

c) r liisst sich so in ein Produkt c = q c2 zerlegen, dass 

(q,  C~)=l, ( Q , m ) = l ,  Ca[r 

/iir alle m gilt, die yon Nul l  verschieden sind. 

d) Bei /estem m gibt es ein Z aus K mit (Z, m)  = a b- '  so, class n in (1) die Rest- 

klassen Z ] mod ( m )  c b -2 durchldufl, wobei ] alle LSsungen von 

? '-6* rood cr 1, (j, cca I m a  -1 b - i ) = l ,  j - - 0  mod (1) 

rood c r (m)  a 1 b-1 genau einmal durchldu/t. 

Welter ist 
h l - = j ~ + ~ * z m o d  (m) ca 2 

mit 
(9~ab -1, m c t - l b - 1 ) = l  

q~, c~*, ~ hdingen yon m, aber nicht yon n a b .  j ist dureh 

i J-- 1 mod C C31 (m) ct -1 b -1 
bestimmt. 

Durchl~uft ~ die Primideale yon K, so ist der Index yon F (c) in / '  nach [2] 

S. 250. 

(2) ( F : / '  (C)) = N (r 1~ (1 -- N (~.)-2), 

also jedenfalls endlich. Es handelt sich urn den Index der homogenen (~ruppe; der 

Index der inhomogenen Gruppe in der inhomogenen Modulgruppe ist kleiner, falls 

- I  in F(c)  liegt, und zwar dann �89 ( F : / ' ( c ) ) .  

Zur Bestimmung der weiteren uns interessierenden GrSssen yon / ' (c)  ben6tigen 

wir den 

Hi l fssa tz  i .  y, 5 und y~, 51 seien zwei Paare ganzer Zahlen aus K,  die das gleiche 

Ideal de/inieren, es sei also 

(3) (Y, ~) = (Yi, (~1) = a 7, (~, Yl, (~i ganz in K .  

Unter der Voraussetzung (3) gibt es dann und nur dann eine Substitution L aus iF(c) so, dass 
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(4) 

wenn 

(5) 

ist. 

(~)=LiY'~, LausI'(Q 

7 ' - - y x m o d c a  und 6-6jmodca 

Es handelt sich hierbei um den bei Kloosterman ([3] S. 169) ohne Beweis an- 

gegebenen Hilfssatz 2. Setzt man (3) und (4) voraus, so folgt (5)trivialerweise. Zum 

Beweise des Satzes miissen wit also nur noch unter der Voraussetzung, dass (3) und 

(5) erffillt sind, eine Matrix L so konstruieren, dass auch (4)erfiillt wird. Bezeichnen 

wir die Klassenzahl yon K mit h, so ist a h Hauptideal und kann als a h =  (v ~) darge- 

ste]]t werden mit (v)= a in einem ErweiterungskSrper Ka yon K mit vh in K. Unter 

diesen Umst~nden l~isst sich v ~ bekanntlich in der Form 

(6) ~h = g Y +/2 6 und ~h = ~, ~F, -]-/21 (~1 

•' ~1'  /2' /2, ganz  in  K 

so darstellen, dass Z, Z1,/~, ~1 durch ~h-1 teilbar sind. 

( und 
1~ = ~(~/1) -- X/'P h-1 / = \(~1/~ 

Wir bilden nun die Matrizen 

]. 
-- ~1/y h - aft 

Wegen (6) sind die Koeffizienten yon R und R 1 ganze Zahlen aus Ka, ausserdem ist 

offenbar ]R]~]R1] : lundL~R1R- I : (  a b)a,b,c,d ganz in K, d.h. L ans / ' .  
\ -  

Wegen (5) ist 
R-~R l m o d c  in Ka, s 

also 
L = R 1 R-1 - I m o d c  in Ka. 

Da aber c ein Ideal aus K ist und die Glieder der Kongruenz ebenfalls in K liegen, 

gqt die Kongruenz bereits in K ;  das bedeutet 

Weiter ist 
L liegt in F(c). 

Da die Anzahl der in~quivalenten Spitzen von /" endlich ist und der Index von 

1"(c) in /1 ebenfalls endlich ist, enth~lt auch ein volles Vertretersystem ~ m o d / ' ( c )  

in~quivalenter rationaler Punkte - 6 / y  nur endlich viele Punkte. Man kann daher 

Bei passender Wahl yon Z~, ~Ur 
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annehmen, dass die Zahlenpaare y, 6 mit - 6 / y  aus ~, fiir die die Ideale @, 6 ) in  der 

gleichen Idealklasse liegen, auch das gleiche Ideal definieren. Beriicksichtigt man, 

dass (y, 6 )=  (e y, e 6) ist, wenn e eine Einheit ist, und dass -6 /~ ,  = --e 6 / ey  der gleiehe 

Punkt  ist, so erhiilt man mit Hilfe yon Itilfssatz 1 durch eine einfache Abz~hlung 

als Anzahl der iniiquivalenten Spitzen yon _F(c) die Zahl 

N(c) ~N N _o 
(7) h ~ - ~  ~.1~ (1 - (~) "), 

w (c) ist hier die Anzahl der m o d c  in~quivalenten Einheiten von K. (Die Zahl wurde 

zuerst yon Kloosterman [3] S. 170 angegeben.) Dass diese Punkte wirklich Spitzen 

im Sinne der Definition yon Maass sind, dass also insbesondere hinreichend viele 

unabhi~ngige Multiplikatoren existieren, ergibt sich durch Bestimmung der zugeh6rigen 

affinen Gruppen. 

- 6/y  sei eine Spitze, (y, 6) = a. y, 6 kSnnen so gewi~hlt werden, dass (a, c) = 1 ist. 

Es gibt dann Zahlen :r fl aus K so, dass 

(8) 

ist. Wir setzen 

(9) 

Damit ist 

e 6 - f l ~ = l  u n d  ( (~ , f l )= t t  -1 

also 
y - y  

A _ = ~ ,  A - l o o =  _ - .  

Y 

6 
Um die Spitze 

Y 
A F ( c ) A  -1 befassen. Die Gruppe der Translationen sei 

T(A,I'(c))={+Ub}, [ U ~ = ( ~  ~)' D~=(~t  0 

von _F(c) zu behandeln, miissen wir uns  mit der Spitze oo von 

b durchliiuft dabei den Modul der Translationen. Zur Bestimmung dieses Moduls be- 

t rachtet  man 

A-~ T (A, I- (o) A = { + (I + Y 6 b 6~ b) t 
- -  y*  b 1 - ~ 6 b  ]" 

Not~vendig dafiir, dass diese Matrizen in _P(C) liegen, ist 

(~2b=-0modc, _ y 2 b _ : 0 m o d r  

also, da (6 2, y~) = a ~ ist, 
b~O mod ca -2. 
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Unte r  dieser Vorausse tzung  e rha l t en  wir  

A - 1 T ( A ,  T'(r A ~ { _+I )  mod  C 
und  d a m i t  schliesslich 

( 1 0 )  T(A,F(c))={Ub}, b ~ O m o d c a  - e  , 2 $ O m o d c  

bzw.  

(11) T(A, I ' ( c ) )={+_Ub} ,  b ~ O m o d c a  -2, 2 - ~ 0 m o d c .  

Zur  Bes t immung  der  Mul t ip l ika to ren  verwenden  wir die Nebenklasse  

(12) mJt 

m 1, m 2 durch laufen  offenbar  genau die Zah lenpaare ,  ffir die 

r,c ,  undd hor ,ol 
\ ] \ o / m  2 

ist.  Nach  Hil fssatz  1 k6nnen  wir  also fes ts te l len:  ml ,  m 2 dureh laufen  genau die 

L6sungspaare  von 

(13) ml ~ 7 ,  m2~r mod Ca, (ml, m2)=fl , ml, m 2 ganz in K.  

Als Mul t ip l ika to ren  k o m m e n  nur  E inhe i t en  aus  K in Be t rach t .  Zwei Matr izen  aus 

A / ' ( c ) ,  deren zweite Zeilen sich nur  um einen F a k t o r  ). unterscheiden,  un tersche iden  

sich offenbar  nu t  um eine Mat r ix  U b* D~. aus A F ( c ) A  ~-1 als L inks fak tor .  U m  alle 

Mul t ip l ika to ren  zu bes t immen,  geni igt  es daher ,  die E inhe i ten  zu bes t immen,  um die 

sich zweite Zeilen yon A F(C) un te rsche iden  k6nnen.  Nun  ist  

2 7 ~ 7  rood c a  <--+ ( 2 - 1 ) 7 - - - 0  
2 c 3 ~ 6  (2 1 ) 8 ~ 0  

mod ca  < - ~  2 ~  1 rood c. 

Die Mul t ip l ika to ren  sind also die Einhe i ten ,  die kongruen t  1 rood c s ind;  d a m i t  ist  

auch festgestel l t ,  dass  es n - 1  unabhang ige  Mul t ip l ika to ren  gibt ,  dass also - -  eine 
Y 

Spi tze  im Sinne der  Def ini t ion yon Maass ist. 

61 - - -  sei nun eine weitere (eventuel l  die gleiche) Spitze,  (Yl, 51)= D, 71, r k6nnen 
Yl 

so gew~thlt werden,  dass ((l, 13)= (c, ~ ) =  1 ist. Wi r  setzen 
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und denken uns ~1 und fll so bestimmt, dass 

(14 a) 

wird. 

( ~ 1 , / ~ l ) = b - ' ,  I B [ = I  

durchlaufen. 

(lS) 

geniigen. 

321 

(20) 

gilt. 

(21) 

Dann ist 

( - - y f i l q - b ~ l ,  C ( t b - 1 ) = C a N b  -1. 

(Ca, m) = 1. 

Wir zerlegen c so in zwei teilerfremde Faktoren q und c~, dass 

C = C 1 C2, ( C l ,  C~) = 1 und (c2, m) = 1, ca[ c 2 

Wir w/ihlen zwei Zahlen ~7 und Z aus mit 

B = O m o d ( m )  c und (g )=czab - lg ,  ( ~ , g ) = l .  

(7, Z) = ca a b- 1 
und 

2 1 -  543808. Acta Mathematica. 92. Imprim6 le 31 d~cembre 1954. 

Wir setzen nun 

(19) 

Es ist natiirlich 

Es ist 

- -  = c ~ ,  B - I ( ~ ) =  - -  •1" 

Wir wollen jetzt die Matrizen 

(15) ( ~  n k) aus A T'(c)B -1 

bestimmen, jedenfalls soweit, wie wir es flit unsere Zwecke ben6tigen. Diese Matrizen 

haben die Gestalt 

(16) ( ~  nk)=(mk: : : )B_~= (k~5~- k 2~ - k~fix+ k 2::). 

Wie wir wissen, durchlaufen ml, m 2 genau die L6sungspaare von (13). Man rechnet 

leicht nach, dass m, n die L6sungspaare yon 

(17) m ~ ~ ' ( ~ 1 - - ~ ' 1  mod cab  (mb 1, n b ) = a  
n ~ - - 7 / ~ 1 - } - ~ 1  mod cab  -1 

~berdies stellt man lest, dass h 1 und k den Kongruenzen 

h 1 ~ 1 - ( ~ :  q m o d c a  lb, k=--ctfil+fl~ lmodca xb-1 
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(21 a) 

Aus 

schliessen wir 

und umgekehrt. 

sehliessen wir 

n=~z+]xrl=-~z mod (m) c, -~ , f l :+(~a j_=b*zmocl  (m)r 

Aus 

n-L- - y f l : + ~ 0 ~ :  mod c a t - :  

jZ=--5*Z mod c a t - :  und j-=5* mod cc~ ~ 

(mb-: ,  n b ) = a  

(CCzlma :b 1, ])=1, da ((~*, CCa:):l ist, 

und umgekehrt, n liege in einer festen Restklasse mod c(m) b-". Dann liegt ] in 

einer festen Restklasse m o d r  ca: (m)a- :  b-: und umgekehrt. Durchl~uft n also ein 

volles Restsystem mod c(m)b -2 unter den Nebenbedingungen 

(22) n ~  -7flj+(~(xx mod caD-:,  (nb, mb-:)=fl, 

so durchlfi.uft 7" ein volles Restsystem mod cc31(m) tl-lb-1 unter den Nebenbedin- 

gungen 

(22a) j:6* mod ccs: und (j, CC3:(m) tl-lb-1)=l. 

Zur Bestimmung von h 1 wahlen wir zwei Zahlen ~ und ~o so aus, dass 

(23) 
(~) = C 1 (91/) (~- '  b ~2' (~/)) = C2 1~-1 b ~1 

( ~ : '  ~2) • (~1'  C m)  = (~2, C m) = 1 

ist. h I stellt sich dar als 

(24) 
h , - ~ h ~ o m o d q ( m )  a 'b, 

Wir wissen nun, dass 

h a=hv2+h2:r 

h: = h 2 r. m o d  c2 a - :  b. 

nh l=  l §  l + m ( - ~ l ~ l  + l~<xl) mod Q ( m ) a - l b  : 

ist (vergleiehe (18), c2 ben6tigen wir hier nieht und haben es daher weggelassen). 

Naeh (21 a) und (24) erhalten wir 

j h z y ~ :  1 §  ~ ~1-~- ~ ~1) modc  (m) n-: b-:. 

(21) und (23) liefern 

(Z~p)=c2cag~l, also ( Z y ) , c l m a - l b - : ) = l .  

Es existiert somit eine ganze Zahl (Z~0), die so bestimmt sei, dass 
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(Z ~P) (Z ~P) - 1 mod  Q (m) a - i  b -1 ist. 
D a m i t  wird 

i h  = - (Z~o) (1 + m {  --  g i l l  q - ~ l } )  mod C 1 ( m ) Q - 1  ~}-1. 

Da (], r c~ 1 m a -~ b -~) = 1 ist, ist endlich 

(25) h=-] (ZyO (1 + m  { - : r  + f l  :q}) mod el(m) {l-1 b -1. 

Hierbei  sei 
7" ]-= 1 mod ' c  cff 1 (m) a -1 b -1. 

Durch  (25) ist h ~  rood c (m)a  -2 festgelegt. Nach (18) und (24) ist 

h l - h ~ x ,  h l - ~ c 6 1 - 8 o q - a * x  mod C2(1-1 b, 
also 

h~ ~ = ~* ~ mod  c~ n- 1 5, 

oder, da  h 2 und  ~* ganze Zahlen sind und ~ - 0  mod  c l ( m ) a - X b  ist, sieher 

h~ ~ -  0r x mod  c (m) a -s, 

womit  aueh h 2 z und  dami t  h I m o d  c (m)ct -2 festgelegt ist. Fass t  man  diese Ergeb-  

nisse zusammen,  so erh/~lt m a n  die Si~tze 1 und 2. 

Der  Beweis, dass eine in I m  (3 (~)) > 0  holomorphe Funk t ion  / (3) ,  die die Trans-  

format ionsre la t ionen einer au tomorphen  Form zu einer hyperabelsehen Transformat ions-  

gruppe (~ erfiillt, bereits  der Regularit i~tsforderung in den Spitzen geniigt, verl/iuft 

wie folgt:  Die Spitze sei o . B . d . A .  ~ .  Die Fourierkoeff izienten sind nach Maass 

lff a (~  + ~)  = ~- ... / (3) e -2"~ s ( ,+ . )~  d x ( , ) . . . d x ( ~ )  

P 

P ist ein Per iodenparal le totop im R a u m  I m ( z ) = y .  [A[ ist das Volumeh von P.  

y ist willkiirlich wiihlbar. N u n  gilt offenbar  

[ a ( b e §  _< M a x i m u m  [/(T)[  e 2"s("+~)y. 
Im (3) = y 

Das M a x i m u m  yon I/(3)1 fiir I m  ( v ) = y  ist natiirl ich gleich dem Max imum in einem 

der Periodenparal lelotope.  2 2 sei nun  ein Mult ipl ikator  von ~ in ~ .  Wiihlt m a n  

y = 2  ~ my 0, SO ergibt  sich 

[ a (be + ~)] < M a x i m u m  [ / (3)[ e ~=s(~'~ ~)~2 my.. 
Im (z) =). 2 my  o 

Nun  ist aber  
] / ( 3 ) [ = [ / ( 2  -2m3§ fl**reell,  

also 
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M a x i m u m  [ [ (v) [ = M a x i m u m  I [ ( ;t-2mv) l = M a x i m u m  ] [ (v) l 
Im (v) ffi),2 m y ,  Im  (~) ffi)2 m y ,  I m  (v)=  Y0 

und dami t  schliesslich 

I a (# + u) I -< M a x i m u m  I [ (v) ] e~"s(~)~2my" 
I m  ( r )  = yo 

I s t  nun  eine K o m p o n e n t e  von # + u, e twa  ]~(D+ u(1)< 0, so kann  m a n  ;t ~ so w~hlen, 

dass ;t(1)2m > l, ;t(J)2m < l,  ? '=2,  . . . ,  n, ist. Fiir  m > m o ( e  ) bedeute t  dies 

a ( /~+u)  ist daher  nur  dann  yon Null  verschieden, wenn alle K o m p o n e n t e n  yon 

# + u ~ > 0  sind, das  ist aber  die Regular i t~ t  in oo. Dieser Beweis beruht  auf  dem 

Auf t re ten  der Mult ipl ikatoren und gilt daher  nur  fiir n > 1. Fiir  n =  1 ist die Be- 

haup tung  iiberdies sogar sicher falsch. 

w 2. Die Fourierkoeffizienten der ganzen Spitzenformen der Sehar { / ' ( r  1} 

f'dr gan,~s r > 2 

Das Ziel dieses Pa rag raphen  ist der Beweis des Satzes 3 fiir r >  2. 

Satz 3. / (v )  sei eine ganze Spitzen/orm aus der Schar ( / ' ( c ) , -  r, v =  1}. Ist  

B 1 _  (~1 eine Spitze yon F(c) ,  so gilt [iir die Fourierkoe//izienten der Entwicklung 

yon / (v)  in - 5_A die AbscMitzung 
71 

] a* (v) ] = O (N (v) (�89 i +~)) 
//Jr r = 2 , . . . .  

U m  die Fourierkoeffizienten der ganzen Spi tzenformen der Schar abzusch~tzen,  

geniigt es, wegen des Vollst~ndigkeitssatzes fiir Poincar~sche Reihen ([6] S. 577 Satz l l ) ,  

die Fourierkoeffizienten der Poincar~schen Reihen 

G_r (v, 1, A, F(C),/~) fiir / ~ > 0  
abzusch~tzen.  

Wir  be t rach ten  nur  den Fall, dass r eine ganze Zahl ist. A sei wie in Satz 1 

bes t immt .  V(A F(c))  sei ein volles Sys tem von Matrizen aus A F(C) mi t  nicht  asso- 

ziierten zweiten Zeilen. Nach  Maass ([6] w 2) ist dann  

(..) (26) G r (v, 1, A, F (c), /~)= ~ N ( m z z + m z )  -~ ~. e 2~fSI'(]~'M(T)~b*), Mj = 
M~cV(AF(Q) ,= : . 0  m 1 "m2~ 

Die auf t re tenden  A sind in jedem Falle genau die total -posi t iven Einhei ten aus K ,  

die kongruent  1 m o d c  sind (b* ist in der Einlei tung erkl~rt).  
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B i c y  (B wie in Satz 2 gew~hlt) sei eine Spitze yon F(r Um die Fourierent- 

wickiung yon G-r in B lc:~ ZU erhalten, miissen wir die Entwicklung yon 

G ~(B-lz,  1, A, F (c ) , # )=  ~ N ( m l B  1T+m2) -r ~ e 2n~sl'('~'M'B'(r)+b*) 
MI C V ( AF(c)) 2>0 

im Punkt  ~ berechnen. Nun ist, wie man nachrechnet, in der Bezeichnung von 

Satz 2 

G r (B 1~, 1, A , / ' ( C ) , / ~ ) = N ( - 7 1 ~  ~:q)* ~ N(mT+n)  -r ~ e 2~iS"(a'M(*)~b*). 
McV(AI'(C) B ') ~>0 

Von dieser Reihe trennen wir den Teil ab, fiir den m = 0  ist. Dieser Teil ist 

(27) N (--~ '1z '+%) r ~ N(n) r ~ e2~is"@h~'~n~+b*) 
McV(AF(r B J) 2>0 

m=O 

Da es in V(AF(c )B  1) nur eine feste yon K u n d c  abh~ngige Anzahl von Matrizen 

M mit m = 0  gibt, wenn m = 0  fiberhaupt vorkommt, so ist dies bereits eine Fourier- 

reihe, deren Koeffizienten durch eine nut von K und r abhiingige Schranke beschrKnkt 

sind. Es geniigt daher fiir unsere Zwecke, die Fourierkoeffizienten a (v) des Restes 

abzusch~tzen. Fiir m 4= 0 ist 

m m(mT+n) '  m aus V(AI'(c)B-1). 

Die Nichtassoziiertheit yon M =  {m,n} erreichen w'r dadurch, dass wir nur nichtas- 

soziierte m zulassen, was wir durch (m)c andeuten wollen. Wir kSnnen jetzt Satz 2 

anwenden und die Summationsbedingungen hinschreiben; die Summe mit m4=0 wird 

dann 

( 2 8 )  N ( - - ~ ' l T + ~ l ) r ~ a ( v ) e  2~isv ' := 
v 

tt)3 2~iS 
m~(v+lm xj+b) 

2~i SH)3 h' 
= N ( - Y 1 " v + ~  e2~'s"b*~N(m) r Z e 

2>0 m e )  ]c~(m) b:=3m~ T-t- ~ , ]  [-b 

Die Fourierkoeffizienten a(v) berechnet man nach bekannten Verfahren (Lipschitzfor- 

mel) (man ffihre eine Basis yon c5 2 ein) und erhS, lt ( y = I m  (~)) 

�9 . 2 - 0 / *  

N (m) ~ [ J x ~ 
2>0 mC,~ ~y+or 
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Hier in  bedeu te t  

m ~ y ~ x - ~ y  1 mod  c a b  

die Summ.-Bed .  m ~ 0 m o d  a f) 

m 4=0 (m)r 

ft. (m) 
j = ~ *  m o d  CC] 1 

(j, C C~ -1 m Ct -1 b "-1) = 1 

j mod  r C~a(m) a 1 ~}-1 
und  

(30) W (m, A,  B, F (e)) = ~. e ,m m , . 
icti(m) 

Die in (29) au f t r e t enden  v s ind die to t a l -pos i t iven  Zahlen  des Idea ls  c 1 b2b 1. A ist  

die Subs t i t u t i onsde t e rminan te ,  die bei de r  E l imina t ion  der  Idea lbas i s  a m  In t eg ra l  auf- 

t r i t t  und es is t  (siehe e twa  auch [6] S. 545) 

] A[=N(c)]di 1, d =  Di sk r iminan te  von K.  

Um a (v) abzusehgtzen,  benSt igen  wir zun~chst  eine Absch~tzung  von 

Hierzu  se tz t  man  

und  erh~l t  

i y -o r  

r > O ,  / t > O .  

f 2.~i .... ~- " f )~ m I [ dt .  j =  e ~ m'~:J dx=o~  1 e-2,,,(~t, . (t:t,) 
.1 g 

| y  - ~  iQy-or 

Setz t  m a n  nun noeh $ = -  it, so erg ib t  sich 

1 
j=2~e-�89 r - I  2 ~ i  

y=ioo 1. I).1 
p 2n0'P) ~" I I (,~ -~ ') 

_ _ _  / e )m, d r  
J U 

Jr--1 ist  die r - 1 - t e  Besselfunkt ion.  F i i r  die Besse l funkt ionen h a t  m a n  d ie  be iden  

Absch~tzungen  

[JT I ( Z ) [  ~ C'I z r -1  e 0 -~ ~: <~ 1, Z > 0  

[Jr l ( z ) [  < C2z ~ z > O. 

D a m i t  wird  
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(31) 

Bei der Verwendung der Absch/i.tzung (31) w~hlt man nun fiir die verschiedenen 

Konjugierten verschiedene Werte yon s. I s t  A(J)< 0, so ws man ffir die i-re 

Konjugierte s : 0 ,  ftir die restlichen Konjugierten n immt man einen gemeinsamen 

Wert  s > 0. ])as liefert 

(32) 

~ y - o v  

< CsN(v) ~-1 [I Vk)-�89 X(k)} 
l < k < n  

(33) 

fy+~o .[ 2Lul 

,i(k)> 1 
l < k < n  

(34) 

wobei 

Fiir W (m, A, B, I' (r wollen wir eine Absch~tzung folgender Art voraussetzen 

4 
J W ( m , A , B , F ( c ) ) [ _ < C  7N(eJ)tN(e2)s, l < l ,  

(m)=r  ist mi t  e2= ~-~ ~ ;  

r [ 2  

dabei soll ~~ I]m heissen, dass ~~ und ~o~+1 X m, e2 ist also genau der Teil von (m), 

der zu 2 nicht teileffremd ist. 

Wie schon bemerkt,  kommen nur solche a (v) vor, bei denen v total-positiv, 

r > 0 ,  ist, da es sich um ganze Spitzenformen handelt (DiG in (27)abgetrennte Reihe 

enth~tlt nur Anteile fiir total-positive v). Is t  ~ _= 1 m o d c  eine Einheit aus K, so ist 

(35) l a ()2v)] = [a (v)[ 

(siehe [6] S. 545). Von den ~, dig sich nur um eine Einheit unterscheiden, braucht  

man daher nur eine feste endliehe Auswahl zu betrachten, die ausserdem so best immt 

werden kann, dass fiir ein derartiges 

1 1 

(36) c~  1 IN  (~)I n -< ~ -< c8 ]lv (~)] ~ 
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ffir alle Konjugierten gilt. Entsprechend kann das System nicht assoziierter m so 

ausgew~hlt werden, dass 
1 1 

(36 a) Cg' IN (m)I ~ _< Im I _ c. I N (m)I ~ 

ffir alle Konjugierten gilt. Da die m nicht assoziiert sein dfirfen, ist die Anzahl der 

verschiedenen m zu gleichem Hauptideal  (m) durch eine nur yon K und c abh~ngige 

Konstante  beschr~nkt. Nun ist 

N (e l l  -r N (e2)5 = IN (m)[1-~-~ N (ej/-x+~ N (e~) -~+~ 

Ffir. a (v) erhalten wir die AbsehEtzung 

(37) la(v) l <  h c, IN(m) 
m e @  

ty+r162 -2~,i Ivx+ .~Lu_ 

).>0 ~ I t - ~  

Die Summe fiber m zerspalten wir in zwei Teile, und zwar 

Zl=  _~ , Z ,=  5 �9 
N(e0 < N 0,)�89 N (eD > N(v) �89 

In  Z 1  w~hlen wir ffir das Integralprodukt  die Absehgtzung (33), erhalten also unter 

Beriicksiehtigung von (36) und (36a) 

I ~ 1  I -< ~ C 5  N (y)�89 N (if)-  � 89  (m)I-'N (e,)'---  
m 

2>0 l < k < n  

mit 

IXll ~ C6 C~"'N (~)-~(r-,)~,, N (v)t(r-,) 

N ( e l ) / - i + e  N (e2) - l + e  ~ l - ]  ~ ' k ' - ~  
~,~,1 C ~ 2>0 2(k) >1 

l < k < n  

It* = [Maximum (#(~), ~(k)-l)] .  
l<k<<_n 

In  der Summe fiber m kSnnen wir die Teilsumme fiber e, ffir sieh abschEtzen. Es ist 

1 , 1 'e 
7N(e~)  -~'~_< 7 N ( F ) - w  <_C(~), 

a:12 
l_<w<oo 
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wobei e2 die zu einem festen el vorhandenen e2 durchl/iuft. Is t  nun N (ex)=j,  so ist 

el ein Teiler von j, die Anzahl der ganzen Ideale, die j als Norm haben, ist also 

h5chstens so gross wie die Anzahl der Idealteiler d (j) von j ;  nun ist abet  

d (j) = 0 (N (jr ') = O (~), j ganz rational 

(siehe hierzu Landau, Vorlesungen Band I Satz 260; der Beweis l~sst sich fast wSrt- 

lich auf algebraische ZahlkSrper iibertragen). Damit  ist 

(38) 

N (r z - l - e  N (e2) - l + e  _( ~ C (8) N (e l )  l l+e  
m (1)[e~ 

N (el) ~< N (v) ~" N (e,) ~< N (v)�89 

~ d(j)~ t-l+e = 0  (N(v)�89 
I<N(r)�89 

In  E 2 n immt man fiir die Integrale die Absch/~tzung (32) und erh/~lt 

t ~a2 [ ~'~ C6 C2ne C (c) 2V ( v ) r ' - l ~  * ~ N (e l )  / r e ~ 1-I 2(k) e 
N(r N(v)~ 2>0 ).(k)>i 

l < k < n  

sowie genau so wie in (38) 

(39) ~ N (e:)~ ~ *~N (e2) -1+~ = 0 (N (v)-.i(~-,)+ �89 
m c 9, N (e,) > N(v)�89 

Zur Behandlung yon 

A>0 ~.(k) > 1 
l<k<n 

begeben wir uns in den l%aum der Logarithmen der Komponenten.  Die Vektoren 

(e log 4 (l) . . . .  , e log 2 (n)} bilden ein Gitter auf der Hyperebene H durch den Nullpunkt 

senkrecht zu dem Vektor {1, 1 . . . .  , 1}. Man schneide nun die positiven Achsen in der 

HShe g (g sei eine natiirliche Zahl) durch zu den betreffenden Achsen senkrechte 

Hyperebenen ab. Diese Hyperebenen schneiden aus der Hyperebene H einen Simplex 

des Rn_: mit  dem Mittelpunkt 0 aus. Bei jedem ausserhalb dieses Simplex liegenden 

Git terpunkt  ist mindestens eine der positiven Komponenten > g .  In  dem Simplex 

liegen somit alle Git terpunkte mit  

s l o g 2  (~)<g, d .h .  1-[ Jt (k) ~>e  g. 
),(k) >1 ~t(k)>l 
l<k<Zn l<k<n 

Die Anzahl der Gitterpunkte in dem Simplex ist proportional dem Volumen, also 

< C9 gn-1. 
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Diese Zahl ist offenbar auch eine obere Schranke fiir die Anzahl  der 2 mit  

Dami t  erh~lt man  

e - ~  I-~ /t (~) e_<e (0 1). 
).(k) > 1 
l < k < n  

).>0 ).(~) > 1 g = l  
l < k < n  

e - ( g  1). 

Diese Summe konvergiert  natiirlich. Dami t  erhalten wir aus (37), (38), (39) 

a (v) = O (N (~,)�89 �89 

Da wir die Abschiitzung fiir W in w 4 mit  l = �89 + ~ erhalten, ergibt sich der Satz 3 

fiir natiirliches r >  2, wit werden aber in w 3 sehen, dass er auch ffir r= 2 richtig ist. 

w 3. Die Reihen G_2 (r, s, A, /1 (r y) 

Wir wollen jetzt  eine Basis der Schar der ganzen Spitzenformen fiir r = 2  (v= 1) 

konstruieren und mit  ihrer Hilfe die Giiltigkeit von Satz 3 fiir r=2 beweisen. Zur 

Kons t ruk t ion  der Basis benutzen ~i r  die in v nicht  analyt ischen Reihen 

(40) G_2(v,s,A,F(c),F~)= ~ N(mlv+m2)-2]N(ml~+m~)pS~e 2~s~'(~:M'(~)~*). 
M I C ( A F ( r  ~>0 

G~ (v, s) ist eine gleichmi~ssig konvergente  Reihe fiir z in einem endlichen abge- 

schlossenen Bereich in Im  (v (~)) > 0, k = 1, ..., n, Re (s) > a > 0. G_ 2 ist fiir festes z eine 

holomorphe Funkt ion  von s in diesem Bereich und geniigt den Relat ionen 

(41) G_2(Lv, s)=N(cv+d)2IN(c'c+d)I~G_o. (v,s) f i i r L = (  a a u s / ' ( c ) .  

Wir  wollen G 2 (v: s) als Funkt ion  yon s bis in den P u n k t  s = 0 analytisch fortsetzen. 

Hierzu sei 

(41a) - a _ <  Re(s)_< + a ,  - T _ < I m ( s ) < _  + T ,  

der Bequemlichkeit  halber wiihlen wit 0 < a < ~. Wir  teilen einen vorgelegten Funda-  

mentalbereich in einen ganz in y >  0 liegenden abgeschlossenen Teil und die ,,Spitzen- 

sektoren" aui. - ~ 1  sei eine der Spitzen. Wir  wollen diese Spitze und den ganz in 
7,  

y >  0 liegenden Teil des Bereiches betrachten.  Hier  ist y >  Y0 fiir alle Komponenten ,  

wenn - 51 nach oo transformiert  worden ist. Wie in w 2 teilen wir die Reihe auf, 
71 
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(42) G_2(B -~ v, s)=N(-~v+:r ~ [ N ( - ~ , I ~ + ~ )  V [ ~  + ~ ] .  
m ~0 m~=0 

Die erste Summe ist eine in ~ holomorphe Funkt ion  fiir y > 0, die yon  s nicht  abh~ingt 

und  braueht  uns daher zun~ehst nicht  welter zu bekiimmern. Die zweite Summe 

entwiekeln wir genau wie in w 2 in eine Fourierreihe nach x = Re (~) fiir festes y = I m  (r). 

Wir  erhalten 

(43) ~ = ~ a(v,s,y) e e€ 
m~O ~,__~0 mod C--~ l~ b -~ 

Hier kSnnen wir allerdings v nicht  auf total-posit ive Zahlen beschr~nken, a (~, s, y) 

h~ngt ausserdem yon  y =  Im  (~) und natfirlieh von s ab. Wie in w 2 wird 

(44) a(v,s,y) = I~'e2~*s"b*~---'W(m'A'B'F(C))NA ~ / ~  y~--m~ i ~ ) ~  [ j- -~]~--~ dx]. 
).>0 rn C.~ i y - a r  

Is t  eine Konjugier te  von v < 0  oder v = 0 ,  so verschwindet  das zugehSrige In tegra l  

reehts, wie man sieht, ffir s = 0 ,  also ist 

(45) a (v, 0, y ) = 0  ffir v nicht  total-positiv. 

a (v, 0, y) h~ngt  ausserdem nicht yon  y ab. Wir  werden zeigen, dass die Reihe (43) 

absolut  und gleiehm~ssig konvergiert  fiir y > Y0, - a -< Re (s) ~ a, - T _< I m  (s) _< T. 

Zu diesem Zweck benStigen wir passende Abseh~ttzungen ffir die Integrale.  Dabei  

miissen wir fiir jede Konjugier te  v(k), k =  1, . . . ,  n, von ~ die F~ille v(~)> 0, v(~)< 0 

sowie den Fall v = 0  unterscheiden. Ffir die /c-te Konjugierte  des Integrales nehmen 

wir die Absch~tzung yon Hilfssatz 2, wenn v(k)> 0 ist, und die Absch~tzung yon 

Hilfssatz 3, wenn v (k) < 0 ist (siehe w 5). Dabei w~hlen wir e~-0, wenn 2(~) < 1 ist, 

anderenfalls benutzen wir einen festen Wer t  e > 0. I m  Falle v~:0 liefert das 

(46) IN[f][  <_ C~ N (yo) -2 :s l~l~ [ YI V ~)~] 
~u(k) l > l  
l ~ k < n  

~ ( k )  e 

[ v (k) I.< 1 ~,(k) < 0 ) (k)  > 1 
l < k < n  lr  l<k<_n 

Fiir v - - 0  erh~tlt man  nach Hilfssatz 3 ebenso 

1Ek<. n 
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Je tz t  kSnnen wir die a (r, s, y) abseh~tzen und erhalten, wenn wir die m wie in 

w 2 ausw~hlen (36 a) und in der Abseh~tzung fiir W } an Stelle yon 1 nehmen (was 

ja sicher zuliissig ist) 

(47) i A I  -4-2~e+a n ] a ('p, 8, y ) ]  ~ C8e C7 ~m I ~'~T (m)15 C l l  .N (yo) -2  

[ 1-[ ,,<~'~] [ 1-I ~,<~' ~] [ 1-I 2 <',-~] [ I-I ~'"'<~'~<~'] ~=~"~ 
t v(k)l >1 I v(k)l < 1 2(k)>l v(k)< O <k<n l < k < n  l < k < n  l < k < n  

C12 [ I-[  i"<k)2] [ I-[  'l)<k'-2] [ VI  elni'<k'Y<k'] eSnlrlY" 
j,(k) <1 ~,(k)<O I,(~)1 >l  t <kl~n < k < n  l < k < n  1 

Fiir ~ = 0  miissen wir (46 a) anwenden und es ergibt sieh 

(48) I a (0, 8, y) l -< c,~. 

Nach diesen Vorbereitungen kbnnen wir daran gehen, eine Majorante fiir die 

Reihe fiir G-2 anzugeben. Zun~chst behandeln wir die erste Summe in (42). Wir 

finden 

(49) I~:1 -< ~ ~;~ ~ '~""~ '~ 
m=O ().*)r )~>O 

1 

_< ~ e-c'N("~"u)n (C8+C91 log N (/~ 2"2 y)I n '). 

2* durchl/~uft dabei ein System nicht-assoziierter Multiplikatoren, die Summe rechts 

ist also eine endliche Summe. Die zweite Summe in (42) liefert 

(50) IZI-< la(o,s,y)l + Y~ la(v,s,Y) l e - ' ' s ' '  
m*0 v~0 rood C ~ [jz b-~ 

, ,~0  m o d e l  b' i) '- I ll'(<~ I<>n 1 I I"<k)l<k<nl<l 

x, Vie in w 2 (36) kSnnen wir aus dell r,  die das gleiehe Hauptideal  (v)definieren, eine 

Auswahl ~ ((v)), deren Anzahl nur von K u n d c  abh~tngt, so aussortieren, dass 

1 1 
C 7 1 1 N ( v ) l  " -< I,'1-< c . l -u  ~ fiir vc~((v)) 

ist und alle anderen ~' mit  (v ' )=(v) die Gestalt 

r ' = 2 2 r  mit  r aus ~ ((v)) 

haben. Da IN(v) [  nach unten besehr~tnkt ist, erhalten wir 
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m#O C*b~b ~ ] (v) ). (k) >1 

Fiir v c ~((v)) ist nun 
1 

Ivl -~ C~-lN(cb) -~,  

da ausserdem y >  Y0 ist, so kSnnen wir 

]-[ 2(~)z< C]~N(cb)N(yo) -1 ~ e�88 "a(k)21"(~)ly(k) 
]~.(k) J> l  J ~,(k) J> l  
l < k < n  l < k < n  

setzen. Nun ist 

Hiermit erhalten wir 

1-I 2 (k)-2= /-~ 2 (k)2 da IN(2)I = 1 ist. 
la(k)  l < l  I ~l(e) l > l  
l < k < n  l < k < n  

[~[<- C12+Cl~N(Cb)aC~'~N(yo)-~(4)2n N(v)2~e -t'~s'~t~'~ 
m4-O -~ c-' b2 ~-' I(v) 2 

Nach Maass (77)([6] S. 533) ist 

1 71) ~e -�89 ~ e -t~'m')~ ~(~)~ cs+ log N(y) 

1 1 

<_ Cla e -i~,N(~)'~ N(~) ~" 

da N (v) und N (y) nach unten beschrEnkt sind. 

Wir kSnnen jetzt die Majorante fiir die Reihe ffir G-2 (3, s) angeben, sie ist 

[ - /~ ( - -  ~21 T + (~1)[2~Re(s)  

1 
( - (51) {~ e-c'N(~'a''y)" (cs+c9 I log N (# 2*z y)1"-1)} 

. ( 4 )  2 .  
+ C 1 2 + C 1 2 N  ( e b ) 3  C 8  C 1 3 N  (Y~ \~ /  c'~'~'l(.)-- 

c r~ ((~)) 

1 

2 !c~ N ) N (~) e 5 (~y)~ . 

Diese Reihe entspricht bis auf geringfiigige Unterschiede der Betragreihe der Ent- 

wicklung einer ganzen Form der Dimension - 2 -  Re  (s) zu der betreffenden Spitze. 

Die Reihenentwicklungen zu den Spitzen liefern offenbar, da die Reihen in y >  Yo 

absolut und gleichmEssig konvergieren, die analytische Fortsetzung von G-2 (v, s) ffir 

beliebiges 3 als Funktion von s in das ganze Gebiet - a-< Re (s) _< a, - T _< Im (s) _< T. 

G-z (3, s) ist ausserdem natfirlich stetig in 3. Wegen der Permanenz der Funktional- 

gleichung gelten die Transformationsformeln (41) auch fiir die so fortgesetzte Reihe. 



334 K . - B .  G U N D L A C H  

I m  Punkte  s = 0  wird nach (45) a ( v ) = 0 ,  ausser, wenn v # 0  und total-positiv ist. 

G_2 (3, 0) ist analytisch in 3 und verschwindet in den Spitzen. Ausserdem erfiillt es 

die Transformationsbedingung einer Modulform, also 

(52) G_2 (3, O) ist eine ganze Spitzen/orm aus {F(c), - 2 ,  1}. 

Um den Vollstiindigkeitssatz ([6] S. 557) auch fiir die G 2 abzuleiten, bilden wir 

zuni~chst das etwas modifizierte Skalarprodukt mit  einer Spitzenform 

~ (/, G_2 (,, 8), 8) = f ~ f / (3) ~_~ (3, 8) N {y~S dx dy}. 

Da G-2 (v, s) eine analytische Funktion von s bei beliebigem 3 ist, ist das Integral  

fiber den Teil yon 5 ,  der einen beschr~nkten und abgeschlossenen Bereich in y >  0 

bildet, eine holomorphe Funktion yon 8. Das Verhalten der Majoranten (51) in der 

jeweiligen Spitze garantiert  die gleichm~ssige Konvergenz des Integrales in der Spitze. 

Damit  haben wir festgestellt, dass das modifizierte Skalarprodukt eine holomorphe 

Funktion yon 8 ist ( s i m m e r  in - a -< Re (s) _< a, - T _ < I m ( s ) _ < T  gedacht). Sei 

zun~chst Re (s)> 0. Dann berechnet man das Skalarprodukt w5rtlich wie bei Maass 

und erh~lt 

(/, G_2 (,, s), s) = 2 ~. ~V (~)-1 • { (4 ~)-~ F ( s  + 1)} ~ c (~). 

c(p) ist der Koeffizient yon e ~is~'~ in der Entwicklung von /(3) in der betreffenden 

Spitze. (~o ist 1, wenn - I  in F(c)  liegt, sonst 0. Der Unterschied zu Maass (2 ~) 

kommt  daher, dass wir die Substitutionen Ek ([5] S. 10) hier nicht hinzugeffigt haben, 

so dass im Gegensatz zu Mass ([6] S. 575 oben) jeder Punkt  yon ~ nicht 2~-fach, 

sondern nur doppelt oder einfach fiberdeckt ist. Die Permanenz der Funktional- 

gleichung liefert uns somit 

( / ,  G_ 2 (,, 0), 0) = 2 r176 N ( /a)  - 1  i l  I (4 ~)- n c (/~) = (1, G-2 (*, 0)). 

Damit  ist die Gfiltigkeit des Vollst~ndigkeitssatzes auch fiir r = 2  gew~hrleistet. Man 

iiberzeugt sich, dass die Fourierkoeffizienten yon G_2(3,0, A,  F(r aus den ent- 

sprechenden Ausdrficken des w 2 hervorgehen, indem man dort r = 2  setzt. Satz 3 ist 

damit  auch ffir den Fall r = 2  bewiesen. 

w 4. Die verallgemeinerten Kloostermanschen Summen ~ (u, v, d*, r r 

Die GrSsse W ( m , A , B ,  F(c)) aus (30) hat bis auf einen Faktor  des Betrages 1 

die Form 
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(53) 
u ~ v ~ 0 r o o d  e- '  b- '  

Z(U,V ,  6*,C,r = ~ e 2"is(ut+vf) tie 
] --= $* rood  e f i i r  e a [ e ] s t  v ~- 0 rood c-~ e3 b 1 

] m o d e  (],e) = 1 f a i l s  n i c h t  ea[e4 

e4 ]st nach  Satz  2 ein Ideal ,  das  nur  yon a, b, # abh/~ngt. ] ]st erkl/~rt dureh  

] ] ~  1 rood e. 

Durch  Ver tauschung  von u und  v en t s t eh t  eine gle ichar t ige  Summe,  da  wegen 

(54) 

]st. Es  sei nun 

Dann  ]st 

i -- 6" mod  c +--+ ] ~ 6* mod  c fiir 6" (~* ~ 1 mod  e, 

Z (u, v, 6", c, e) = Z (v, u, 6", c, e) 

(o) = c -1 b -1 g mi t  (g, c b) = 1. 

1 e2~iS:o(Z_~,)~ 1 1 ffir l =- ~* m o d c  
N (c), ~ " = rood  e 0 s o n s t ~ .  

((6", e ) =  1) 

W i t  k6nnen daher  schreiben 

(55) 

Z (u, v, 6", c, e) = e-2niS(ui+v~) 1 ~ e2~is[e(/-~*)r] 
] m o d e  N (C)  r m o d  C 
(Le)  = l 

N (c) ,mod~ /mode 
(],  e) = 1 

Wir  k6nnen uns wegen (55) da r au f  beschr~nken,  

(56) Z (u, v, e) = ~ e e€ u ~ v =- O m o d  e - l b  -1 
] rood  e 
(Le) = 1 

abzusch~tzen.  

Als erstes zeigen wir, dass Z eine Ar t  d i s t r ibu t ive r  F u n k t i o n  yon e ]st. Es sei dazu  

r = eJ r (el ,  r = 1, b (u) = ~ ei -1 e 2 1 ,  

Wir  w/~hlen zwei Zahlen  u~ und  u~ so aus, dass  

]st. 

und  

, g*) = 1 el b r b ( g L e b ) = ( g L e b ) = ( C ,  

D a n n  ]st 
(uL u~) - (g' e) 1 

e b 

u = ~ u p + f l u ~ = u 1 + u ~ ,  cr ganz. 
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Ersichtlich ist 
(~, el) = (fl, e~) = 1. 

Ist (j, el e z )= l ,  so ist 

S (u j )  - S (~u 1 + iu2) =- S ( ha  1 + l u g )  mod (1) 
mit 

- h  rood el and ~ = l  m o d e s -  

Durchl/iuft j ein volles System teilerfremder Reste mod el e2, so durchlaufen h and l 

je ein volles System teilerfremder Reste mod el bzw. mod e~. Es ist selbstver- 

st/indlich 

i -=h mod el and ] - - 1  m o d e  2, 
wean 

h h ~ - 1  mod e j , l l - - 1  mod e~ and ~-~h mod e l , ~ l  rood e2 

ist. Genau wie u stellen wir auch v als 

~3 ~ V l  -}- V 2 

dar, wobei b (vl) den zu e z teilerfremden Teil des genauen Nenners yon b (v) als 

genauen Nenner hat, entsprechend v z .  Somit erhalten wir 

(57) Z(u ,v ,e )= ~ Z d"~(""§247176 
h r n o d e t  I m o d e ,  
( h , e t ) ~ l  (I, Ct )~  1 

= Z (u l ,  vl ,  el) Z (u~, v2, e~). 

Hieraus folgt natiirlich 

(58) Z (u, v, e)= I-I Z (u,, v,, g'). 

Nenner yon b (u~)=(Nenner yon b (u), ~i), 

Nenner yon b (v~)= (Nenner yon b (v), ~'~). 

Dabei bedeutet ~r' II e: xr, l e and ~[,.1 X e (~ = Primideal). 

Wegen der Produktdarstellung (58) brauchen wir nur noeh die Summen 

Z ( u , v , ~ 7 ) =  ~ e~is(uj+~i) u = - v ~ 0  mod ~-"b -1 
] rood  ;t. v 
(1, ~) = 1 

zu behandeln. Offenbar ist 

(59) Z (u, v, ~') = Z (v, u, ~"). 

Wir wollen zun~ichst nur den Fall erSrtern, dass ~ X 2. 
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Sei je tz t  

aber  

so ist 

also 

(60) 

b ( u ) - b ( v ) ~ 0 m o d ~ - ~ ,  0_<k_<v 

b (u) =~ 0 mod  ~k+l ~ oder b (v) ~= 0 mod  ~g41-~ falls k < v, 

S (Ujl) ~ S (uj2) mod (1) fiir ?'1 ~= J2 mod  ~,,-k 

S ( v ~ ) -  S (v j2 )  rood (1) fiir Jl ~ J2 mod  ~ k, 

E (u, v, ~ ) = N  (if) E (u, v, ~" ~:) fiir k < v  

Z (u, v, ~)  = ~v (~)  fiir k = v. 

Setzen wir v - k = v * ,  so mfissen wir 

fiir v* > O, 
(61) E (u, v, ~*) 

aber  nicht  

b (u) ~ b (v) ~= 0 mod  ~ .... 

b (u) ~- b (v) ~ 0 mod  ~'-  ~* 

absch/~tzen. Wir  un~erscheiden mehrere  F~tlle: 

1) b (u) ~ 0 rood ~ l - v *  oder b (v) - 0 r o o d  ~1-~*  

O. B. d .A.  sei dann  

b (v) ~ 0 rood E l-v* (beachte (59)), also b (u) ~ 0 rood ~1 ~*. 

p sei ein ffir alle yon  ~ verschiedenen Pr imideale  ganzes Pr imelement  ffir ~, also 

(62) (P) = ~ ~, 0,', g) = 1. 

j mod  ~'* kSnnen wir darstel len als 

Natiir l ich ist 

Das  liefert 

im Falle v > 1 

J~- Jl + P~*-l J2 m ~  ~ "*, Jl m o d ~ ,  1 j~mo(~t : .  

j ~ ( j , + p V * - ~ j ~ ) = ~ m o d g  .... 1, ( j j=:-i .~odg ~. 

2; (u, v, ~"*) = X e~., s(u.~* ' s,> ~ e~=~ ~(us,+.i,> = 0 
/'2 rood ~. j~modl~V* 1 

( j .  g )= l  

Z (u, v, g"*)= ~ e 2 ' ' * ( " j ) =  - 1, 
J mod ~. 
(], ~) = 1 

im Falle v* = 1. 

In  jedem Falle ist also 

(63) { E (u, v, ~'*) I <- 2 N (~")�89 
22 - 543808 .  Acta Mathematica. 92. I m p r i m ~  le 31 d 6 c e m b r e  1954.  
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2)  

2 a) v * = l .  Dann  ist 
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b (u) * 0 * b (v) rood ~1-~*. 

Z ( u , v , ~ ' ) =  ~ e ~'~("j+~j). 
j rood 
(j, ~.) = 1 

Fiir diesen Fall  ha t  Andr6 Weil gezeigt ([14] S. 207 oben):  

(64) ] E (u, v, ~:')] _< 2 N (~)i. 

2b)  v * >  1. Wir  bes t immen  eine Zahl w mi t  

(w)=~-~*b  - l g t  und  (~b, g l ) = ( g , ~ l ) = l .  

g i s t  dabei  das zu ~" te i lerfremde Ideal  aus (62). Dann  ist 

(w, p"*)=~-'* b -~ 
und  

U = U l W + U 2 p  , v = v ~ w + v 2 p  ~* 

mit  ganzen ul ,  u2, Vl, v2, und  nach Voraussetzung gilt 

( u l ,  ~') = (v l ,  $) = 1. 

D a  mi t  j auch u 1 j ein volles Sys tem pr imer  Restklassen mod  ~* durchlAuft, ist 

Y. (u, v, 5"*)= ~ e 2~s(t''j§200 ~) -- ~ e2,,~ s (w: j . , , . ,~ .  
j rood ~r* j mod Ii v* 

(/, 1:)=1 (j, ~:)=1 

Nach Voraussetzung ist v * _  > 2. j und  ] sind dann,  wie man  nachrechnet ,  in der Fo rm 

, . v *  
- h + r p  ' * - 1  mod ~ , h mod  ,r ~*-1, r mod  

~ h _  rh2 p,.*-i mod  ~* (h, t")= 1 

darstel lbar .  Setzt  man  das in Z ein, so erh~lt  m a n  

X (W, U 1 V 1 W, ~u*) = ~ g2~iS(w[h+ . . . .  hi) ~. e2~is(wpV* 111 . . . . . .  h~]r) 

h rood ~r*-I  T rood 
(h, ~)= 1 

I s t  u 1 v 1 quadrat ischer  Nichtres t  mod  ~', d . h .  quadrat ischer  Nichtres t  mod  ~ , da  

~ X 2 vorausgesetz t  war, so ist 

Ul Vl h2 .~ 1 m o d  ~'* 

und die zweite Summe  ist immer  Null. Es  sei also 

u 1 v 1 = 12 mod ~*. 
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Mit h durchl~uft auch lh ein volles System primer Restklassen mod ~*-~, also ist 

Z(w,~d~iVlW,~ '*)  "~-- ~. e 2~iS(wl[h+~]) ~ s 2 " i  8 ( w p ~ * - l [ 1 - ~ ' ]  r) 

h rood ~u*- 1 r rood 
(h ,~)=l  

=N(~)  ~. e ~s(~t~+h~) ,  ~*_>2. 
h rood ~'* - 1 
h ~ + l  rood 

Durch vollst~ndige Induktion erh~lt man hieraus 

(65) Z ( w , u ~ v ~ w , ~ * ) - - N ( ~ )  ~ ~ e ~'~z(~a~§ ~*_>2o. 
h raod ~ * - ~  
h ~ ~: l rood T0 

Sei n~mlich v*>20  +2.  Dann kann man h und ~ als 

h =- j + rp "*'~-1 rood ~'*, j mod ~,.-q-1, r mod 

h - - j - ? ' -~ rp~ ' - e -~mod~  ~* (~,~')---1, ] ' - - - - •  

schreiben. Setzt man dies in (65) ein, so erh~lt man 

Z (W, U 1 V 1 W, ~u*) = N  (~)q ~ e 2nis(wl[]+]]) ~. e 2=ts(wlpv*-O-l(1-]gr) 
J rood ~u*-Q-1 r rood ~. 

] ~ : 1  rood ~o 

= N  (~)0+l ~ e 2"is(wl~i+iJ), ~*_> 2 (~ + 1). 
J rood ~ v * - ~ - I  
j--=~l rood ~Q+I 

Wir unterscheiden nun ~*~0, 1 rood (2). 

cr r * ~  0 mod (2). In diesem Falle gilt (65) mit Q = �89 v* und wir erhalten 

Z (w, ul vl w, ~'*) = N  (~)�89 ~ e 2"~sCwc~+~" 
h rood ~�89 

h~=L1 rood ~�89 

= N (~)�89 (e ~=~ s(~z~) + e~=~ s(-2z~)) 

= 2 N  (~)�89 cos (4 ~ S (lw)). 

~) v * ~ l  mod (2). Wir wenden (65) mit ~ = ~ ( v * - l )  an 

Z (w, u 1 vlw,  ~*) = N (~)~(~*-" ~ e ~is(z~th+~" 
h rood ~�89 

h ~ :  1 rood ~�89 

r* ist _> 3 und h, ]~ sind darstellbar als 

also 

h ~ • 1 § rp �89 mod ~*, 

f~-~ • l--rp�89177 p ~*-1 mod ~*, 

r mod 
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X (U', U 1 V 1 W, ~ v * ) = N  (~ ) i (v*- l )  (e2Ztis(lw2) ~ e2rciS(lwp . . . .  l r : )  
r rood 

+ e 2 : t i s ( 2 1 w )  ~ e 2aiS(lw2aV* lr~)). 

r mod 

Nun ist bekannt l ich 

Das liefert 

~. e,,~s(z~D .... l~,) = N  (~)~ e ~i~,  ~ reell. 
r rood 

Z (w, u, v, w, ~'*) = 2 N (~')t'* cos (4 ,~ S (lw) + 2 ~ ~). 

In  beiden F~llen erhal ten wir somit (~r und /~)) 

(66) I X (u, v, ~"*) I <- 2 N (~)~*. 

Aus (63), (64) und (66) erhal ten wir in Verbindung mit  (60) 

(67) I Z (u, v, ~) [___ 2 N (~)�89 N ((Nenner v. b u, Nenner  v. b v, ~ ) ) ,  ~ X 2. 

Da 1-I 2 < d ( e l ) - O ( N  (el) ~) ist (d ( r  Anzahl der Idealteiler von r so erh~ilt man 

aus (66) und (58) 

(68) ] X (u, v, c)[_< C; N (ex) ~ ~' N ((Nenner b u, Nenner  b v, e~))t ] X (u*, v*, ez) [ . 

Fiir den Rest,  also dell Ant eil yon e~ benStigen wir keine so seharfe Abseh/~tzung. 

Man kann etwa das Verfahren yon Es te rmann (siehe die Vereinfaehung yon Walfisz 

[13]) fast wSrtlich i ibertragen und erh/ilt eine entspreehende Abseh/itzung mit  ~ an 

Stelle yon ~. Wir wollen s ta t t  ~ + e  hier ~ nehmen.  Nach (53) bedeute t  das 

4 
(69) I W (m, A, B, F (c)) [ < C 7 N (e~) �89 N (e2) s. 

w 5. Integralabsehiitzmagen 

In diesem w wollen wir die in w 3 benStigten Integralabsch~tzungen herleiten. 

Die Ergebnisse formulieren wir in drei Hilfss~tzen: 

Hilfssatz 2. Es sei s komplex, I Re (s)[_< a < �88 Jim (s)]<_ T. 4, m seien reelle 

Zahlen, /~, y positive reelle Zahlen. Welter sei y > y 0 > 0 .  Dann gilt fiir positives v 

f - ~ i x [ ;  dx <_Cx, y~'" Maximum (v~,v-2) e~"~]2l-*lml* 
i y 0r 

[iir O < e < a .  
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Hilfssatz 3. Unter den Voraussetzungen von Hil /ssatz  2 g i l t / f i r  negatives 

I j _< y6 ~ M a x i m u m  (v z, ~)--2) (3-3n [ulY ] ~ [ e ] ]e e l l  m 

iy -o~  
/iir O<_e<a.  

t I i l i ssa tz  4. Unter den Voraussetzungen von Hil /ssatz  2 gilt 

i y ~-e.o . Ae t t 
' ; .  - 2 . - , ,  - 

| e  . . . . .  d x  -2  [e. 

~ y - o o  

Der  Beweis yon  Hilfssatz  2 ver l~uf t  fo lgendermassen :  Wie  m a n  durch die 

Subs t i tu t ion  x = t + iy, ] t + iy ]~" = (t + iy) (t - iy), einsieht ,  .ist 

i y -cr i y - oo 

dx .  

Hierbei  denkc  man  sich die x -Ebene  1/ings der  imagini i ren Achse von 0-+ - i ~  und 

yon _Oiy-+i~.  aufgeschni t ten  und wiihle in der  rechten Ha lbebene  den H a u p t w e r t  

des Loga r i t hmus  fiir log x bzw. log (x + 2 i y). W i t  setzeu j e t z t  

und e rha l ten  durch die Subs t i tu t ion  ~ = - 2.n i z 9 x 

(70) 

Dabe i  is t  

d "  

~) ' , 1 ~  v 1 ~ + ~ ( _ , . ~ )  , J .  

[arg  (~)[ ~1 ( ~ _  __ 

auf dem In tegra t ionswege .  Es  ist  

] ~2 -�89 [ == e(2~ t Re (s)) log [ ~[ - �89 Im(s) arg (~) 

] ( ~ _ _ 4 ~ v y ) ~ [  = e} ne (~) log l: ~, ,ul  ~Im~s) arg(:-4u,,y) 

Clo  1 ~ e-�89 Im(s)arg (:) ~ C10 

Clo 1 _< e ~ Im(s) arg(~ 4,-,,,~,) _< Clo 
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mit  passendem Clo nach der Voraussetzung fiber s, wenn ~ in der aufgeschnit tenen 

~-Ebene variiert. Weiter  ist 

I (2rtz) t 
r ae(:)- (r ae(r 

e r ~ e  

Wir verschieben den Integrat ionsweg auf die Parallele zur imagin/~ren Achse durch 

~r v y und teilen diesen Weg in drei Teile. 

Es sei zun~ichst re v y <_ 1. Dann  ist auf ~ 1  

(2 n z)*- 
e -  ~ _<e " ~ ,  I$ ~ l > _ ( ~ v y ) ~  

~ '  I > C~o ~ eae (~)  ~o~ ~ ~ = Cio~ e~ ~" (~) ~o, (~)§ ~o.~ (~1 : l ,  

> Cfo ~ 3- �89 ~ 

-~vy+ 2~:ivy 

(~ 7:vy 

so ist 

I 

4 :zv y 

2n ivy  

](~-4 rrvy)�89 > C1~ 5-~" (r:vy) ~ 

also 

:,,.ye2ai,,yf e~- (2:,z),r ~ _< 

~2+�89 ( ~ _ 4  ~ v  y)~ s d  
7tt, y - 2 ~ i r y  

Auf ~ 1  ist 

,_ (2.~ ~): I m  (~) 
e" ~ < e ~ ;  sei t -  ::vy 

Clo 15! ~  e "~"~ (r~vy) -l-~ 

also 

und damit  

]C.~ 8] _> ( = v y ) ~ .  ] 1 + it ]-~ " Clo ~ >>_ 2 - �89  ~ Cio ~ (7: v y )  �89 ~ t - ~  ~ 

l(~-4~:vy)iS]> 3-~~ ~ (=vy)~Ot-~ o, Ic-'l>t~ (7tvy) 2 

f < ,~,.~ F dt 2-6i~  (revy) -~ Je j t ~  

< 2 o 6 ~ O C ~ o ( i _ a )  le~, ,y(~vy ) ~ 1, 

(71) 

�9 ior 

If 
(2 .~ z) ~ 

e r 
~2-+~8(~_4rc~y)~ d~ _ < 4 - 1 5 ! ~ C ~ o ( 1 - a )  l e ~ y ( ~ v y )  1-~ 

ffir rcvy < 1. 
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Is t  ~:vy_>l ,  so erh~lt man  offenbar auf die gleiche Weise ( a< �88  

(72) 

~v y-~o~ (2 ~ z) ~ 

~u+�89 ( $ _ 4  rzvy)i sd$ _ < 4 ( l - a )  ~ C ~ o e ~  (rc~y) ~ 

l m  Falle ~:uy>_~z>_l erh~lt man  aus (72) 

fiir ~ y > _ l .  

~u y- icy  (2~ z)~ 

(72 a) ~+�89 ($ - 4~xvy)�89 sd ~ -< 4 (1 - a) -~ C~o e " ~  (~yy)Za-1 (gz)-a 

fiir zevy>_rez >_ l.  

Is t  nun aber r:z>_l>_r~uy, so teilt man  den Weg anders und  verfi~hrt wie folgt: 

z ~ v y + 4 ~ i z  

711 

I 

47~ry 

i 

!-:~ ~, y - 4.n i z 

~2 

Auf 9~ 1 ist 

~ = r  (q)) e ~ ,  d ~ - d r ( q ) ) e i V  § ir(q~) e i~ 
dcp ' dq~ 

dr(q~) 
r = z c v y  cos -1 (~0), ---d(p = ~ v y  sin ((p) cos-2((p), 

also 

d ~ _  -r~(=vY) -1" 

Weiter  ist 

I ~ S l  > [~-1  ~-- �89 (s) log ] ~ [ -  ~10 = C101e ,~R e ( ~ ) ~  [log (~v y)+log [ ~  ] ~  YJ 

Das ergibt 

Wegen 

.%+~I.0 0 

cos (~)_>~ (~=-~), o_<~_<�89 

erh~tlt man  hieraus 

rf I _< 5 C~o 30 ~~ e ~vy (~vy)  -1 -2~  (fez) ~-1" 
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Auf ~ 1  ist wieder 

(2nz), I 
e r  _<e  "~'u, s e i  t -  - - - ,  so ist ] ]>_t 2 

und 

1~* > _ ( = z ) - ~ - o 2 - i o c i g t - i  ", [ ( ~ - 4 . ~ v y ) i * [ > _ ( a z ) - t o C { o ~ 3 - i . t - � 8 9  o 

<_ u J ,~ ,, 

I 

2" 6 ~ C~o ( . ~z )  " -~  e "~" t~ ~ < _ 2" 6 ~ "  (1 - (~ ) -1  C~o e "~ u ( n  z)  " - ~  �9 

"~ + ')3~ 2 

Das gesamte Integral  wird somit 

If I (73) ~25~ ~-(~- 4 a r y ) }  ~d~ _< 12 .15  !" C~o (1 - a) -1 (,~ ~y)-1-2o ( T g g ) a - - 1  e a r y  

~ v y + i ~  
fiir n z > _ l > z v y .  

Entsprechend erh~lt man im Fall a z ~ . ~ r y ~ l  

.~vy iov . ( 2 ~ z ) :  

(74) e" ~ -  ;d  < 1 2 . 1 5 ~ ( ' ~ o ( 1 - a )  l ( ~ r y ) 2 ~ - l ( ~ z ) ~ - l e  ~ 
~2.~s (~_  4~vy)~ 

~vy+ior 
fiir .~ z ~ .~ v y >_ l. 

Beachtet  man,  dass 0 <  a <  �88 angenommen war und y:> Yo sein sollte, so erh/~lt man 

aus (71), (72), (72a), (73) und (74) 

21ry i~= ~ 12n Z)-* 

f " : I . . . . . . . . .  (75) ~d~ < 1 2  15~ (to(1-a) l e " "Uyo- ( .~ z ) -~Max lmmn(v - . 1 )  
~2, ~, (~ _ 4.~ v y)l 

."lvy§162 
fiir 0 ~ . < a  

und hieraus nach (70) unmit te lbar  die Aussage des Hilfssatzes 2. 

Zum Beweise yon Hilfssatz 3 beginnt man genau wie bei dem Beweis yon Hilfs- 

satz 2, setzt aber dann  o und z mit I v] an Stelle yon  v an. Mail erh/ilt an Stelle 

yon (70) ein Integral ,  das gegen (71)) nur  dadureh ver/mdert  ist, dass im Exponenten  

yon e - ~  an Stelle von ~ steht und r durch Iv I ersetzt ist. Man verfiihrt weiter wie 

bei Hilfssatz 2, nu t  dass man als Integrat ionsweg die Parallele zur imagini~ren Achse 

dutch 3 ~ ] v l y  w/ihlt. Geht man die Herlei tung yon (71) dutch,  so sieht man, dass 

dort  nur  e ~'y dureh e 8~I'Iy zu ersetzen ist, (lie Rollen yon I~!sl und ] ( ~ - 4 ~ ] r [ y )  �89 

in den Abschiitzungon veriauschen sieh, ansonsten hat  man nichts zu iindern. Ebenso 

geht es natiirlich auch bei (72) und (72 a). Bei der Herlei tung yon (73) hat  man 

jetzt  r = 3 ~ l v l y  eos--l(~c), was sieh dahingehend auswirkt,  dass ~ einen Faktor  .} 
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a u f n i m m t .  A n  Stel le  v o n  - ~ z  cos (~) im  E x p o n e n t e n  h a t  m a n  zu  schre iben  

- ~ z  cos (q~). M a n  erh~l t  also die  Absch~i tzung (73) m i t e  -3~1~1~ an  Stel le  y o n  e "~y. 

( ;J Der  F a k t o r  ~s, der  wegen  �89 aus  u n d  - �89 ~ z cos (~0) s t a r t  - ~ ~ z cos (~) h i n z u k g m e ,  

ist  ve rnaeh l~ss ig t . )  Das  E n d e r g e b n i s  e rhMt  m a n  wieder  g e n a u  wie bei  Hi l f ssa tz  2. 

Das  in  Hi l fssa tz  4 a u f t r e t e n d e  I n t e g r a l  u n t e r s e h e i d e t  sieh y o n  d e m  I n t e g r a l  des 

Hi l fssa tzes  2 n u r  dadu reh ,  dass  im E x p o n e n t e n  y o n  e das  Glied ~ fehl t  u n d  dass  

s t a t t  v 1 zu se tzen  isg. M a n  erh~l t  somi t  die  gleiehe Abseh i i t zung  wie im  Hi l fssa tz  2 

bis auf  d e n  Ungersehied ,  dass  e ~"y n i eh t  aufgr i t t  u n d  ~ = 1  zu se tzen  ist.  Die  Ab-  

sehi~tzung des Hi l fssa tzes  4 e rg ib t  sieh also u n m i t t e l b a r .  
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