
ZUR REKURSIVEN FUNKTIONENTHEORIE 

VON 
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Bedin-Dahlem 

I. Einleitung 

In  den letzten Jahren sind Versuche un~ernommen worden, einen konstruktiven 

Aufbau der Analysis zu gewinnen dureh Benutzung der Theorie der rekursiven Funk- 

tionen. R, L. Goodstein (Literaturverzeiehnis [3], [4], [5]) hat eine Reihe yon S~tzen 

aufgestellt, die als Analoga gelten kSnnen ffir bekannte Aussagen der klassischen 

Analysis. Er  beschr~nkt sich dabei auf rationale Zahlen als Argument. Der Gedanke 

liegt nahe, diese Ergebnisse zu erweitern und auch ,,berechenbare" irrationale Zahlen 

zuzulassen. Wie aus einer Arbeit yon Specker [2] hervorgeht, stehen einem solehen 

Verfahren aber erhebliche Sehwierigkeiten entgegen. Er  zeigt u. a. folgendes: 

Es sei ~1 die Klasse der primitiv rekursiven reellen Zahlen 1, ~2 die Klasse der 

primitiv rekursiven Dezimalbrfiche, ~ die der primitiv rekursiven Schnitte. Dann gilt 

~1 ~ ~ ~ ~3, wobei die auftretenden Inklusionen echt sind. Damit h~ngt es zusam- 

men, dass eine Reihe von S~tzen der klassischen Analysis nicht ohne weiteres in der 

, ,rekursiven" gelten. 

Im Kapitel I I I  der vorliegenden Arbeit sollen einige weitere Aussagen fiber 

(allgemein) rekursive Zahlen gemacht werden. Es wird insbesondere gezeigt, dass die 

Klasse ~ der rekursiven reellen Zahlen eine wohlbestimmte Art von ,,Intervallschach- 

telung" zul&sst. Damit ist die Voraussetzung geschaffen zur Erweiterung einiger 

S~tze der Theorie yon Goodstein (Kap. IV). Es handelt  sich dabei um Aussagen 

fiber stetige Funktionen. Die Goodsteinsche Theorie enth~lt eine Reihe yon S~tzen 

fiber differentiierbare Funktionen, kann aber durch eine saubere Fassung des Ste- 

tigkeitsbegriffes noeh erg&nzt werden durch S~tze, die als Analoga zu bekannten 

klassisehen Theoremen gelten kSnnen. 

1 Die Definitionen dieser Begriffe folgen im Kapitel II dieser Arbeit. 
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ERKL.~RUNG I. Eine 

pr imit iv  rekursiv), wenn 

I I .  D e f l n i t i o n e n  

Folge (I)(n) rat ionaler  Zahlen heisst rekursiv 1 (bzw. 

(n) - ,/, (n) ,  
(I) (n) 

Z (n) 

und die Folgen q (n), F (n) und  Z (n) (primitiv) rekursive Funk t ionen  sind. 

E R K L ~1 ~ U N G I I .  Eine (primitiv) rekursive Folge ra t ionaler  Zahlen heisst (pIi- 

mitiv) rekursiv konvergent ,  wenn es eine (primitiv) rekursive Funk t ion  N (n) gibt,  

so dass 2 
r (/~) - r (~) = 0 (m) 

gilt fiir /~, ~ _> N (m). 

(I) (n) heisst eine rekursive Nullfolge, wenn es eine rekursive Funk t ion  N (m) gibt,  so 

dass (I) (n) = 0 (m) ffir n _> N (m). 

E R K L X R U N G  I I I .  Eine (primitiv) rekursive und  (primitiv) rekursiv konver-  

gente  Folge rat ionaler  Zahlen heisst ein (primitiv) rekursiver  Schnit t ,  wenn es eine 

(primitiv) rekursive Beziehung (in m u n d  n) gibt,  die dem PrKdikat 

m 
- -  >(I ) ( r )  fiir v ~ N(n) (1) 

~quivalen~ ist. 

Es  ist  bekannt ,  dass die , ,Faktoriel lenentwicklungen" diese Eigenschaf~ haben  

([1] S. 78 ff): I s t  n~mlich ~ (v) pr imi t iv  rekursiv und  

~t ~ (n) = ~ -g (~') g (~) < ~,--1, 
•0 ~ T  ' 

so ist 

�9 - 0  ~ !  

(1) ist dann  der  pr imit iv  rekursiven Beziehung 

1 ,,Rekursiv" ohne den Zusatz ,,prtmlhv bedeutet in dieser Arbeit stets ,,allgemein rekurmv . 

2 Fiir ]a[ ~ 1 10 m sagen wit auch nach GOODST~IN : a = 0 (m). 



ZUR REKURSIVEN FUNKTIONENTHEORIE 11 

~quivalent. 

Umgekehrt entsprich~ jedem ,,primitiv rekursiven Schni t t"  eine primitiv rekursive 

, ,Faktoriellenentwicklung" ([1] S. 190 ft.). Diese Aussagen bleiben sinngem~ss giiltig, 

wenn man iiberall die primitive Rekursiviti~t durch ,,allgemeine Rekursivit~t" ersetzt. 

Es liegt der Gedanke nahe, eine konstruktive Analysis aufzubauen fiir die Klasse 

der primitiv rekursiven (oder der allgemein rekursiven) Schnitte. Das ist aber deshalb 

nicht gut mSglich, weft bereits die Summenbildung aus dieser Klasse herausfiihrt. 

Das folgt (bei der Voraussetzung der Rekursivit~t) aus Satz 2 und 3 yon Specker 

[2] und ergibt sich auch aus einem sehr einfachen Beispiel in Kapi te l  III .  

Es wird sich aber zeigen, dass jede rekursive und rekursiv konvergente Folge 

rationaler Zahlen zwar nicht fiir alle, aber doch fiir gewisse beliebig grosse Nenner 

eine Art  ,,Schnitteigenschaft" aufweist. 

Notieren wir vorher noch die Definition des (primitiv) rekursiven Dezimalbruchs: 

E R K L A R U N G  I V .  Eine Folge 

O (n)= 
(v) 

,=o 10 ~ 

heisst ein (primitiv) rekursiver Dezimalbruch, wenn die Funktion ~ (v) (primitiv) re- 

kursiv ist und V (v)_< 9 gilt. 

III. Berechenbare Zahlen 

Es sei (I)(v) eine rekursive und rekursiv konvergente Folge. Es ist also 

r (v) = ~ (v) - ~ (~), 

wobei ~ (r), ~0 (r) und • (~) rekursive Funktionen sind. Es gibt ferner eine rekursive 

Funktion N (k), so dass aus n, m _> N (k) folgt ( I ) (n) -  (I)(m)= 0 (k). Also gilt 

k .  r (~) = k .  r (N  (k)) + k .  0 (k) 

fiir ~ _> N (k), und k. 0 (k) < 1 fiir k _> 1. Falls nun die erste Dezimale yon k. (I) (N (]r 

yon 0 und 9 verschieden ist, 

cr (/c) = [10. k. (I) (N (]c))] - [It (I) (N(k))] :~0, =~9, (2) 

so gilt wegen k. 0 (k) < ~ : 
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ffir v > N (k), also 
1 = [k- r (N (k))] = [k ~ (~)] 

l / + 1  <~(~)<  / . .  (3) 

Falls ~ (k )=0  oder 9, so fiihren wir die primitiv rekursive Funktion 

2 < ~ >  = Max ~[~/q < 2 p A ~  ungorade] 

ein ; ~,/P>_ ist also der Abstand der Zahl -pq yon der ni~chstkleineren Zahl yon der 

Form g + l ,  wo g ganz. 

Dann wird: 
<k.  r (v)> = <k.  ~) (N (k))>=~.  

Es wird also: 
~ t < k - ( I ) ( v ) < ~ + l  ffir v > N ( k ) ,  

und wenn wir setzen 

so haben wir 

X = 2 P +------~1, 
2 

2 p + 3  2 p + 1 _ (I) (v) < �9 (4) 
2k  2k  

Beschr/inken wir uns auf den ]qenner von der Form 10 Q, so erhalten wir 

SATZ 1 (0B~.R D I E  I N T E R V A L L S C H A C H T E L U N G ) .  E8 sei dp (v) elne rekurslve 

Folqe ra$ionaler Zahlen, N (k) eine rekursive Funldion und 

Ferner sei 1 
(I) (v) - �9 (p) = 0 (k) f f i r  v > N (k), 

f l ,  falls •(]0q)=0 oder 9, 
fll (5) = ~0 sonst, 

/, >_ N (k). 

f12 (5) = -~  & (5), 

wobei a (k) die dutch (2) de/inierte rekursive Funktion ist, und 

a~ =/~2 (5) [10~" e~10~ (~  (10~))1 +/~, (e) < 10~- (Pl0~(N (10~)) > , 

[]o~ ~) (N (lO~))] + i < ]OQ r (N (]Oq) > + ] 
bo =flz (e) lOO + p~ (e) 10 ~ 

(5) 

s g l ( n ) = l - s g l ( . ) ;  a l s o ' s - g l ( n ) = Z ,  fal ls / (n) = O, 
0 sonst. 
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Dann  gilt 
% < %÷1 < bQ+i < bQ 

um/ 
% < • (a)< b~ fiir ~ > N (10Q). (6) 

Es ist zu beaehten, dass der im Nenner des zweiten Bruches yon (5) stehende Aus- 

druck <10e .~  (N(10Q))> keine ganze Zahl ist, sondern ein Bruch mit dem Nenner 2. 

Die durch die Definition yon ~1 und fl~ getroffene Fallunterscheidung und die 

Beschri~nkung auf ungeracle Zi~hler 2 g  + 1 bzw. 2/~ + 3 in (4) ist nicht zu vermeiden. 

Man denke etwa an eine Folge, die yon beiden Seiten gegen 1 konvergiert. Man 

kann dann kein Intervall [1, 1 + 10 -~] angeben, in dem ,,fast alle ' ' l  Zahlen der Folge 

liegen. 

Um die Eigenschaften der rekursiven und rekursiv konvergenten Folgen gegen 

die mit  der vollen Schnitteigensehaft abzugrenzen, sollen einige Beispiele untersueht 

w e r d e n .  

Dazu betrachten wir die bei Peter ([1] S. 152 bzw. 187) definierte primitiv rekursive 

Funktion 
(m, n) = ~ (m, m, n). 

Es wird dort gezeigt, dass das Pr~dikat 

(Ex) [e (m, x) = 0] 

nicht entscheidbar ist. ~ Definieren wit nun die Funktionen 

und 

{~, falls (x) [x _< n ~ ~ (m, z) # O] 
~, (m, n) = sonst (7) 

Z (m, n) ~ D  V' (m, n). 

Aus der Definition folgen die Ungleichungen 

(8) 

~(m,n+l)>~(m,n); x(m,n+l)<_)~(m,n). 

Mit Hilfe dieser Funktionen definieren wir die Folgen 

(9) 

I ,,fast alle" nach der bekannten Definition von KOWALEWSKI : ,,alle mit  Ausnahme yon hSeh- 
stens endlich vlelen". 

8 Dieses Pri~dikat ist n~mlich der Aussage gleiehwertig: m ist die GSdel-Nummer einer allge- 
mein rekursiven Funktion, und n ist die GOiel-Nummer der ,,Ableitung" dieser Funktion ftir den 
Argumentwert  m. 

Mit Hilfe von ~ (m, n) wird bei PETER ([1] S. 187) eine primitiv rekursive Folge rationaler 
Zahlen definiert, die monoton und beschr~nkt, aher nicl~ rekursiv konvergent ist. 
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x (m, ,,-, (m' (10) 
~ = 0  y I ~n ~ y t ' 

• v ~ l  • 

n (m, ~,) 
v(~m) = ~ Y~ w(~m) = 1-v(~ ~). (11) 

• ~o 10 ~ 

Fiir jedes feste m ist .~,-(~) und w(, ~) primitiv rekursiv und primitiv rekursiv kon- 

vergent. 

n ~  Die Folgen u(~ m) und t(n m) haben dariiber hinaus als ,,Faktoriellenfolge die voile 

Schnitteigensehaft. Es ist aber nicht entscheidbar, fiir welches m u(~ ~) gegen eine 

rationale Zahl konvergiert. 

Das ist bei einer Faktoriellenentwicklung dann und nur dann der Fall, wenn 

von einer gewissen Nummer an der Koeffizient 0 wird. Das heisst hier: u(n m) kon- 

vergiert genau dann gegen eine rationale Zahl, wenn m die G6del-Nummer einer all- 

gemein rekursiven Zahl ist. Das ist aber nieht entscheidbar ([1] S. 177)• Ebenso 

-st es mit  dem Pr~dikat (En)  (m) 1- wn --1. Es gilt also: 

SXTZ 2. Es seien u(n m) und w(, m) die dutch (10) und (11) definierten Folgen ratio- 

naler Zahlen. Dann sind die Pr'ddikate 

(E n) (E p) (E q) [p = q • u(~ m) -~ p = q" un+lj(m) 1 

und (En) [wT ) < 1] 

nicht aUgemein rekursiv in m. 

Daraus folgt, dass es kein allgemeines Reehenverfahren geben kann, durch das 

entschieden werden k6nnte, ob eine vorgegebene rekursive und rekursiv konvergente 

Folge rationaler Zahlen gegen eine rationale Zahl konvergiert. 

Dieses Beispiel der Folge w(~ m) zeigt, dass es rekursive und rekursiv konvergente 

Folgen gibt, denen kein rekursiver Dezimalbruch zugeordnet werden kann: Es ist ja 

nicht entscheidbar, ob die Stelle vor dem Komma 0 oder 1 i s t . -  Fiir p r imi t iv  

rekursive Folgen finden sich ~hnliche, auf anderem Wege gewonnene Ergebnisse 

bereits bei Speeker [2]. 

Fassen wir zusammen: Die rekursiven und rekursiv konvergenten Faktoriellen. 

entwicklungen haben zwar vor der ailgemeineren Klasse der rekursiven und rekursiv 

konvergenten Folgen die Schnitteigenschaft und die MSglichkeit der Entwicklung eines 

~quivalenten Dezimalbruches voraus. Die ~rage, ob ein rationaler Grenzwert existiert, 

ist auch bei diesen Folgen nicht generell zu entscheiden. Die Summe zweier rekursiver 

Sehnitte (FaktorieUenentwicklungen) ist nicht unbedingt wieder ein rekursiver Sehnitt, 
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aber (wie man sich leieht iiberzeugt) die Summe zweier rekursiver und rekursiv 

konvergenter  l~olgen ist wieder eine Folge dieser Art. 

Da diese Folgen wenigstens die Eigenschaft der Intervallsehachtelung zulassen 

(Satz 1), erscheint es sinnvoll, diese Folgen zur Fundierung einer konstrukt iv  be- 

griindeten Analysis heranzuziehen. 

E R K L A R U N G  V. Eine rekursive und rekursiv konvergente Folge rationaler 

Zahlen heisst eine rekursive reelle Zahl. Zwei reelle Zahlen heissen iiquivalent: 

{~ (~)} ~ {~ (~)}, 

wenn {~ ( ~ ) - p  (~)} eine rekursive Nullfolge ist. 1 

Die ~quivalenz rekursiver reeller Zahlen ist offenbar eine symmetrische,  transit ive 

und reflexive Beziehung. 

Falls (~(p)} ~ /~} '  wobei {~} eine Folge ist, deren s~imtliche Glieder gleich der 

rat ionalen Zahl ~ sind, so sagen wir auch:  {~ (p)} konvergiert  rekursiv gegen -P- 
q q 

IV. Relative lind absolute Stetigkeit 

Goodstein hat  in mehreren Arbeiten die Grundziige einer rekursiven Funktionen- 

theorie fiir Funktionen mit  rat ionalem Argument  entwickelt. Wegen der Grund- 

begriffe sei auf die Arbeiten [3], [4], [5] verwiesen. Wir  wollen hier nur zwei der 

wichtigsten Definitionen wiederholen~: 

ERKL~[RUNG VI. Eine rekursive Funkt ion / (~ ,~ )  einer positiven ganzen Vari- 

ablen n und einer rationalen Variablen x heisst rekursiv konvergent  in n, fiir ein 

Interval l  a __% x ~ b, wenn es eine rekursive Funkt ion N (k, x) gibt, so dass N (k+  1, x)_> 

_ > N ( k , x ) > k  und fiir n l ~ n 2 _ > N ( k , x )  und a _ < x < _ b  

gilt. 
/ (n~, x) - / (ns, x) = 0 (k) 

1 Man kSnnte daran denken, nicht die einzelne rekursive Folge, sondern die Klasse der ~qui- 
valenten Folgen als rekursive reelle Zahl zu definieren. Es bestehen aber Bedenken, den Begriff der 
reellen Zahl auf eine solche Mengendefinition zu begriinden, weil es nicht immer entscheidbar ist, ob 
zwei vorgegebene rekursive und rekursiv konvergente Folgen ~quivalent sind: w(n m) und (1~ z.B. 

2 Wit setzen rekursiv ( = aUgemein rekursiv) an Stelle yon primitiv rekursiv. Im iibrigen gelten 
sinngem~iss die Bezeichnungen von [4] S. 172. 
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E R K L J [ R U N ( ]  V I I .  1 ] (n , x )  heiss t  r e l a t i v  s t e t ig  in [a, b], wenn es eine rekur -  

s i re ,  F u n k t i o n  M (k; xx, x~) u n d  e ine  rekurs ive ,  s t reng  mono tone  F u n k t i o n  c (k) g ib t ,  

so dass  fiir al le x l ,  x~, fi ir  d ie  a<_~l<_x~<_b u n d  x l - x ~ = o ( c ( k ) )  gi l t  u n d  fiir  al le 

n _> M (k, x 1 , x,)  folgt  
! (n, zx) - I (n, :~) = 0 (k). 

S ATZ 3. Es gibt relativ stetige Funktionen, die nicht beschrdnkt sind. 

Zum Beweis  geben  wir  e in  Beisp ie l  an,  bei  d e m  wir  die  Dez ima lb ruehen tw ick lung  

der  Zahl  e heranz iehen .  W i r  def in ie ren  die  p r i m i t i v  r ekurs iven  l~olgen~ 

[¢" 10 n- i ]  [e" 10 n- l ]  + l 

a . =  lO,~_x , bn = lOn_ a 

J e t z t  wi rd  im I n t e r v a l l  2 _< x < 3 ] (n, x) durch  S t reckenzi ige  e rk l~r t  : 

u n d  

x _ a l  

] (1, x) = 1 

bl 
( b~ b 1 

fiir al <_ x <_ a ~ 

fiir  a~<x<b~  

ffir b2 <_x<_b 

I (n, z) = 

= I ( n -  ],  x) 

x- -an  ~(n-]) 
an+l -- an 

x - b n  
b n + l  - bn ~ (n - 1) 

fftr al <_x<_an u n d  bn <_x<bx 

fiir an ~ x ~-- a n  + l 

fiir  an+x <_x~bn+l 

fiir bn+l <_X<_bn. 

Diese de f in ie r t e  F u n k t i o n  ~ (n, x) i s t  p r i m i t i v  r ekur s iv  u n d  p r i m i t i v  r ekur s iv  konver -  

gen t  3 und  r e l a t i v  s te t ig .  Das  e rkenn t  m a n  sofort ,  wenn m a n  beach te t ,  dass  

1 (n + u ,  x) = I (n, ~) 
g i l t  fiir 

x < [ e ' - - 1 0  n- l ]  ode r  x _ > [ e ' 1 0  n - 1 ] + l  
lOn-1 10n-1 

1 Bei GOODSTEIN [4] S. 174 wird die Funktion M (n, xl, x2) nieht erwahnt. Es heisst: ,,for 
majorant n". Aus der Definition dieses Begriffes [4] S. 173 geht aber hervor, dass diese Schranke 
auch yon Xl, x~ abh~ngen kann. Es ist deshalb zur Vermeidung von Missverstiindnissen angebracht, 
diese Abh~ngigkeit der Stetigkeit zum Ausdruek zu bringen. 

Wegen der primitiven Rekursivit~t vgl. [1] S. 78. 
a Die Definition der rekursiven Konvergenz erhgdt man aus Erkl~irung 6, wenn man das Wort 

..rekursiv" jedesmal durch ,,primitiv rekursiv" ersetzt. 
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Fiir  jede ra t ionale  Zahl  ist also rekurs ive  Konvergenz  und  re la t ive  Ste t igkei t  ge- 

siehert.  Dabei  ist  al lerdings die rekurs ive  Konvergenz  nicht  gleichmiissig, und  aueh 

bei der  Ste t igkei t  hiingt das , ,ma jo ran te"  n, ffir das  

/ (n, x) - / (n, y) = 0 (k) 

gilt, yon  x, y a b .  Das  ist abe r  bei der  Defini t ion der  re la t iven  Ste t igkei t  ausdrficklieh 

zugelassen. Es  ist  deshalb  angebracht ,  den Begriff  der  re la t iven  S te t igke i t  dureh  

e inen sehiirferen zu ersetzen.  

E R K L . ~ R U N Q  V I I I .  Eine  re la t iv  s tet ige F u n k t i o n  heisst  absolu t  stet ig,  wenn 

d i e  rekurs ive  Konvergenz  gleichm~ssig ist. 1 

S ATZ 4. / s t  / ( n , x )  absolut stetig, ao glbt es re!cursive F u u ~ i o n e n  N 1 (k) und  

c x (Ic), so dass 
/ (n, x) - ! (n, y) = o (k) 

gilt [iir n > N 1 (b) 

und  x - y = 0 (c 1 (/¢)). 

B E w ~ . I s :  Naeh  Vorausse tzung ist ! (n, x) rekurs iv  konvergen t ,  d . h .  es g ib t  eine 

rekurs ive  Funk t i on  N (k), so dass  

l ( ' ,  ~) - l ( n , ,  ~) = 0 (k) 

gilt ftir n, _> N (k). Fe rne r  gilt  wegen der  re la t iven  Ste t igkei t  

l (x, n)  - l (n, y) = 0 (k) 

fiir x - y = 0 (k) 

u n d  n _ M (It ; x, y). 

Wir  haben  zu zeigen, dass  es un te r  den  gemach ten  Vorausse tzungen  eine yon 

Falls M ( l c ; x , y )  <_ N ( ] ¢ + I )  gilt  fiir alle x, y x, y, unabh~ngige  Schranke fiir n gibt.  

des In terval l s ,  kann  m a n  
Na (1¢) = N ( k +  1) 

setzen und  
c (k) = c a (k). 

I s t  M (k, x, y) > N (k + 1), (12) 

so setzen wi t  

1 Wenn also N (k, x) in Erkl/irung 6 nur yon k, nicht aber yon x abh~ngt. ~ Beispiele fiir 
,,absolut stetige" Funktionen sind z. B. E (n, x) und sin (n, x) in [4]. 

2 -  563801. Acta Mathematica. 95. Imprlm6 le 18 f4vrier 1956. 
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! (n, x) - ! (n, y) = (! (n, x) - / (M (x, y), x)) + ([ (M (x, y), x) - / (M (x, y), y)) + 

+ (! ( i  (x, y), y) - ! (n, y)). 

Wegen (12) sind der erste und  der  dr i t te  Summand  gleich 0 ( k + l ) ,  und,  wenn 

x - y = O  (c (k+ 1)), gilt das auch ffir den zweiten Summanden .  Also wird: 

! (n, x) - l (n, y) = 3.0 (k + 1) = 0  (k). (13) 
(13) gUt f~r 

n>_ N~ (k) = N  (I¢+ 1) 
und  

x - y = O ( c ( k + l ) ) = O ( c l ( k ) ) ,  q .e .d .  

SATZ 5. 1st ] (n, x) absolut stetig, so ist !iir ]ede rekursive und rekursiv konver. 

genre Folge x ,  die Folge l (n ,  xn) rekumiv konvergent. 

B EWEIS .  Die Folge x~ ist rekursiv konvergent ,  d .h .  es gibt eine rekursive 

Funk t ion  N~ (k), so dass 

x ,  - x~ = 0(k) fiir n > N~ (k), m > N~ (k). 
Sei j e tz t  

Ns (k) = M a x  (N x (k+  1), N z (c 1 (k+  1))). 

Dann gilt fiir n _> N s (k), m _> N a (k): 

x ,  - x ~  = 0  (c 1 (k+  1)) 
und  

l (n, x~) - l (m, x . )  = ( / ( n ,  z . )  - l (n, x~) )  + (l (n, x~)  - t (m, z . ) )  = 2 .0  (k + 1) = o (k), q . e . d .  

SATz  6. Sind (xn} und {y,} dquivalente rekursive reeUe Zahlen aus dem IntervaU 

[a, b], so sind auch die rekursiven reellen Zahlen {] (n, xn} und {! (n, yn)} d~quivalent 1. 

B E W E I S .  

gi l t  fiir 

Also ist 

und  es wird 

fiir 

Nach  Voraussetzung gibt es eine rekursive Funk t ion  T (k), so dass 

x .  - Yn = 0 (k) 

n _> T (k). 

xn - - y ,  = 0  (c (k)) fiir n >  T (c (k)) -~T 1 (k), 

] (n, xn) - ! (n, y . )  = o  (k) 

n >__ M a x  ( T  1 (~), N 1 (]~)) = T i  (k), q . e . d .  

1 Vgl. Erkl~rung V. 
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[ Inter  Benutzung der Erkl~rung V kann dem Satz 6 auch folgende Fassung gegeben 

werden : 

S A T Z 6 a. Jeder absolut stetigen rekursiven Funk t ion  / (n, x) entspricht eine F u n k .  

tion $ = F  (~), die dquivalenten rekursiven reellen Zahlen ~ dquivalente re]cursive reelle 

Zahlen 3 zuordnet. I s t  
~={~), ~' ={~'~}~, 

so ist 
3 = F (~) = {/(~, ~)} ~ 3~ = F (~' )  = { / ( n ,  ~')}. 

Um die Stetigkeitseigenschaft der so definierten Funktion formulieren zu kSnnen, 

erkli~ren wir: 

ERKL.~RUNG I X :  ~ - t ) = 0 ( / )  heisst: Es gibt eine natiirliche Zahl N, so dass 

x n - y ~ = O ( l + l )  fiir n>_N.  

Dann kann (nach Satz 4 und Erkl~rung IX) die Stetigkeitseigenschaft von F (~) so 

formuliert werden: 

Es gibt eine rekursive Funktion 

C 2 (k)  = C  1 (k  ~- 1) "--l, 

so dass aus ~- t~  =0(c2(k))  

folgt F (~) - F (t)) = 0  (k). 

S A T z 7. / (n, x) sei in [a, b] absolut stetig, / (n, a) > 0, / (n, b) < 0/ i£r  alle n. Dann  

gibt es mindestens eine rekursive reelle Zaht ~ = (xn), a <_ xn <- b , / i i r  die F (~) ~ (0) gilt. 

B E W E I S .  Wir definieren: 

~, = Max y [y _< 10" A / (n, a + (b - a) y 10-" > 0]. 

Diese Folge ist rekursiv. Das gleiche gilt fiir 

un = a  + ( b - a )  qn" 10- ' .  

Diese Folge ist aber auch rekursiv konvergent,  denn offenbar ist 

un+l -- un = (b - a) 0 (n). 

Also ist nach Satz 6 auch / (n ,  un) rekursiv und rekursiv konvergent.  

sprechenden Aussagen gelten fiir 

Die ent- 

vn = a +  ( b - a )  (~,, + 1) 10 -n 
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und  I (3, v.) .  

und  vn zusammengesetz te  Folge 

W 2 n -  1 ~ U  n 

W 2 n  ~ -  V n 

H. MESCHKOWSKI 

Die I) ifferenz konvergier t  gleichfalls rekurs iv  gegen 0. ~ Die aus u .  

ist dann  auch rekursiv konvergent ,  und  ebenso die Folge ] ( u , w , ) .  Da die Funk-  

t ionswerte  ](n,  wn) abwechselnd posit iv und  negat iv  sind, muss die Folge rekursiv 

gegen 0 konvergieren,  q. e. d. 

S A T Z  8 ( Y O N  D E R  O B E R E N  G R E N Z E ) .  [(n, gg) 8e~ abso~ut 8te$~g in [a,b]. Da~3 

existier~ eine rekursive und relcursiv konvergente Folge bn yon rationale3 Zahlen und  

eine relcursive F u n ~ i o n  L (k) yon folgender Eigenscha]~: Es  gilt 1 

] (n , x )<_bn+O(k )  /iir 3 > L ( k ) .  

BEw~.IS. Es sei b - a  < 10 a. Dann  wird definiert :  

a(.n) = a + ( b - a ) . v .  10 -c'(')-~ 
u n d  

Max ( / (n ,  a(~n))) -- / (n, a(. n)) = b . .  

Offenbar gilt bei dieser Interval le intef lung 

a(") -(") 0 (cl (n)).  ~ + 1  - -  ~ v  

Wi t  be t rach ten  je tz t  die Differenz 

bn+m - b.  =]  (n + m, a(. n+m)) - / (3, a(.")). (14) 

Nehmen  wir  zuers t  an,  dass bn+m-b.>_O sei. Dann  schreiben wir fiir (14): 

bn+m - ba = / (3 + m, a(. "+m)) - / (n, a(. "+m)) + / (n, a(. n+m)) - / (n, a(.")). 

Nun  gilt  flit  3 > _ N x ( k + l )  nach Satz 4: 

l (n, a(. n+')) - l (n, a(,, n)) = 0 (k + 1), 

wobei die Zahl  a(~ ") bes t immt  ist durch die Vorschrif t :  

a(an) ~- . (n+m)  t -  . (n )  

* Bei  , v e r n t i n f t i g e r "  Def in i t ion  des  < -Zeichens fiir r ekurs ive  reelle Zah len  k a n n  m a n  den  Sa tz  
a u c h  so fo rmul ie ren :  

F (~) ~=< b = {b.}. 
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Setzt man das ein, so wird 

b,~+m - b, = 2.0 (/c + 1) ÷ ! (n, a(a n)) - [ (n, a~,m)). 

Nun ist aber naeh ])efinition yon a(.n): 

Also wird: 

Ist  umgekehrt 

so sehreibt man fiir (14): 

/ (n, a(a '~)) < (n) _ ! ( n , a ,  ). 

b ,~+m-bn ~- 2.0 (k+ 1) < 0  (]c). 

bn+m - bn < O, 

bn - bn + m = ( - ! (n ÷ m,  a(, n +m)) ÷ / (n ÷ m,  a(.n)) ) ÷ ( - / (n ÷ m,  a(. n)) + ! (n, a(.n))). 

Hier ist der erste Summand negativ, denn die Zahl a(. n) ist ja auch gleich irgendeiner 

der Zahlen a~(n+m), und a(. n+m) ist die Zahl, fiir die / (n+-m, ~,-(n+m) das) Maximum 

annimmt. Also gilt in jedem Fall 

Ib,,+,,,--b.]>O(k) f~r n_>/Vl(k+l ). 

Damit ist gezeigt, dass die Folge bn rekursiv konvergiert. Sei jetzt x eine rationale 

Zahl des Intervalls a(~ n)_< x_< a(~)l. ])ann gilt 

falls n_> N 1 (k) und 

Also erhalten wir 

/ (n, x) - ! (n, aS n)) = 0 (k), 

a(n )<:~ l~ (n )  

/ ( n , x ) < _ b , , + O ( k )  fiir n _ > N l ( k ) = L ( k  ), q .e .d .  

Nennen wir die durch die rekursive und rekursiv konvergente Folge bn definierte 

rekursive reelle Zahl ~)= {bn} die obere Grenze der ,,zugeordneten" Funktion F (~), 

so liegt die Frage nahe, ob fiir diese Funktionen auch der Satz yore Maximum gilt. 

Das heisst: Gibt es zu jeder Folge von extremalen Funktionswerten 

bn -- Max (/(n), a~ n)) = / (n, a(, n)) 

einer absolut stetigen Funktion ] (n, x) eine rekursive Teilfo]ge b~, so dass die Folge 

der Originalwerte 1 a(. ") rekursiv konvergiert und damit eine rekursive reelle Zahl 

definiert, fiir die t) ~ F (~) gilt ? 

Um das zu untersuchen, definieren wit: 

x Sic sei im Folgenden ,,Extremalfolge" genannt. 
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~ ( m , n ) = M a x v [ v < n A  r I  ~ (m,a) ~ 0]. 
(7=1 

Dabei ist Q (m, v) die in Kapitel  I I I  definierte primitiv rekursive Funktion, die bei 

der Definition yon ~fl(m,n) und Z (m,n) in Kapitel  I I I  (7) und (8) bereits benutzt  

wurde. 

Es gilt dann c¢ (m, n ) <  n. a (m, n) ist primitiv rekursiv, aber es ist nicht ent- 

seheidbar, ffir welche Zahlen m (En)[ct (re, n)< n] gilt. Diese Aussage ist ja dem 

nicht entscheidbaren Prfi~likat 

(Ex) [e (m, x) =0] (15) 

gleichwer~ig. Mit Hilfe von ~ (m, n) wird nun definiert 

](m)(n,x )= l (1 -2 -a (m 'n ) )x  ffir 0_<x~<l, 
- ( 1 - 2 - n + l ) x  f i i r - l < x < 0 .  (16) t 

Fiir jedes feste m i s t  [(m)(n,x) primitiv rekursiv und absolut stetig. Nehmen wir 

zuniichst an, dass fiir gegebenes m das Priidikat (15) nicht zutrifft. Dann ist 

(m, n ) =  n fiir alle n, und die ,,Extremalfolge" a (m, n) (die der Folge _,a, (n) im Be- 

weis von Satz 8 entspricht), besteht aus lauter Einsen. Ist  dagegen (15) richtig ffir 

das gegebene in, so bleibt [(m)(n, x) konstant fiir festes x und m i m  Intervall  [0, 1] 

yon einer gewissen Nummer n = n o an. Die Extremalfolge a (m, n) springt dann auf 

- 1  ffir n > n o + l .  

Natiirlich kann man im Sinne der klassischen Analysis sagen, dass die Folge 

entweder gegen + 1 oder gegen - 1  konvergiert. Es handelt sich hier aber um die 

Frage, ob dieses , ,Entweder-Oder" ,,entscheidbar" ist. 

Wiire fiir jedes m die Folge a (m, n) rekursiv konvergent, so mfisste es rekursive 

Funktionen S (m) (k) geben, so dass 

a (m, hi) - a (m, nu) < 

f f i r /n l}  > ~ ~ ( m ) ( r e ,  n) w~re dann ffir n _  (1) n~ - ~(1). a ~ S  (m) konstant. Das Pr~dikat (15) mfisste 

dann dem bereehenbaren Pri~dikat 

(E~) [x_< S(")(1) A (0 (re, x) :0)7 (17) 

iquivalent  sein. Wir sagen hier ,,berechenbar <' und nicht ,,(allgemein) rekursiv",  weil 

ja nieht bewiesen wurde, dass S (~) (1) allgemein rekursiv in m sein miisste. Nun ist  

es ein ,,Erfahrungssatz" ([1] S. 153, [6] S. 48), dass jede berechenbare Funktion (und 
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entsprechend jedes berechenbare Pr~dikat)  auch allgemein rekursiv ist. D a  ( 1 7 ) u n d  

(15) ~quivalent sind, kann  es also - -  nach dem E r f a h r u n g s s a t z ! -  keine Funk t ionen  

S (m) (k) mi t  den erw~hnten Eigenschaften geben. Es  ist also nicht  zu erwarten,  dass 

der Satz vom Maximum ein Analogon in der , ,rekursiven Funkt ionentheor ie"  hat .  
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