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Die vorliegende Abhandlung kniipft an zwei allgemeine Untersuchungen an, die die 

automorphen Formen yon positiver (reeller) Dimension und die multiplikativen Modul- 

funktionen zu Kongruenzgruppen betreffen ([2], [3]) 1. In beiden handelte es sich um die 

Bestimmung der Fourier-Koeffizienten der genannten Funktionen auf der Grundlage 

analytischer Identit~ten; in der zweiten, die wir im folgenden mit (P I) zitieren, wurden 

fiberdies die ersten Anwendungen auf eine gewisse Klasse von Partitionenproblemen gegeben. 

Diese Partitionenprobleme waren von so allgemeiner Art, dass die entwickelte Methode 

gewissermassen nur global angewendet werden konnte. So ergab sich zwar eine Reihe all- 

gemeiner Aussagen, zugleieh mit der MSglichkeit der Spezialisierung auf arithmetisch 

besonders markante Sachverhalte; das globale Verfahren lieferte aber in den interessanten 

Spezialfgllen naturgem~ss keine allzu genauen strukturellen Einblicke. Aus diesem Grunde 

werden jetzt  einige Partitionenprobleme mit Kongruenz-Bedingungen nach einem Prim- 

zahlmodul q gesondert behandelt. Das Ziel besteht - -  allgemein ausgedriickt - -  darin, die 

entwickelte Theorie im engeren Rahmen bis in die letzten /iir sie prinzipiell erreichbaren 

Einzelheiten auszugestalten; was dies genauer bedeutet, soll noch erlgutert werden. 

Dass hier eine lohnende Aufgabe vorliegt, war nach einem speziel]en Resultat aus 

(P I) von vornherein zu erwarten. Ich zitiere diesen Sachverhalt zugleich mit einer Ver- 

scMir/ung, die in (P I) noch nicht formuliert wurde. 

1 Die Ziffern in eckigen K l a m m e r n  beziehen sich auf  das Li teratur-Verzeichnis  am Ende  dieser 

Abhandlung.  
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Fest gegeben sei eine Primzahl q ~  1 mod 4, q > 5. Ffir jedes natiirliche n bezeichne 

~z+~ (q) bzw. ~ (q) die Anzahl der Partitionen yon n in durch q nicht teilbare Summanden, 

welche s~mtlich quadratische Reste bzw. Nichtreste mod q sind. Dann grit 

~+(q)=eh( l+eo(q)as(q)n- �89  (n-->~), (0.1) ~ (q) 

und hier bedeutet 

e die Grundeinheit > 1 / des reell-quadratischen ZahlkSrpers P (l/q), 
h die Klassenzahl t 

c o (q) eine triviale Konstante < 0, 

a 5 (q) die Anzahl der Darstellungen von q als Summe von ffinf Quadraten. 

Von diesem Ergebnis existieren zahlreiche Verallgemeinerungen. Sie lassen sich s~mt- 

lich aus einer zwischen allgemeinen Partitionen]unktionen bestehenden asymptotischen Rela- 

tion ableiten, die ihrerseits aus dem Satz 14 in (P I) durch eine geringffigige Rechnung zu 

gewinnen ist und die ich, da sie in der vorliegenden Arbeit angewendet werden soll, kurz 

zitiere. 

Bezeichnen 

Pn = Pn([]r [l], N) und p~ = p,([k*], [l*], N*) 

zwei Partitionenanzahlen, die den Voraussetzungen jenes Satzes genis und nennt man 

Q~, coo, fi*, ~* = �89 fl* die aus bzw. ~1, coo, fl, ~ = �89 

beim ~)bergang yon [k], [l], N zu [k*], [l*], N* entstehenden GrSssen, so gilt,/alls el = Q1 ist: 

. (1)) p~ = o~ ~1 + Q~ (~* " ~ )  ~- 0 (0.2) 
pn ~o0 2 Vn 

Auf die genaue Erkl~rung dieser Pn kann hier verzichtet werden; in einer gewissen 

Spezialisierung werden Partionenanzah]en des gleichen Typus in dieser Einleitung und im 

w 5 der vorliegenden Darstellung exakt definiert. Zur Orientierung fiber die allgemeinen 

Probleme und die LSsungsmethoden empfiehlt sich die Lektiire der einleitenden Abschnitte 

1. und 2. yon (P I). Die gegenw~rtige Untersuchung basiert auf den allgemeinen analy- 

tischen Identit~ten aus [2] und [3]; diese werden unten in w 1 genau und ausfiihr]ich 

formuliert. ~ber  die prinzipiellen MSglichkeiten der Anwendung der analytischen Identi- 

t~ten findet sich am Schluss yon (P I) 7. eine kurze Beschreibung; danach ist fiir die vor- 

liegende Abhandlung das dort mit A. bezeichnete Prinzip wir]csam. 

Da auch hier neue asymptotische Relationen abgeleitet werden sollen, sei es gestattet, 

auf diesbeziigliche Ergebnisse yon (P I) kurz referierend hinzuweisen. Die allgemeinsten 
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Relationen dieses Typus von arithmetischem Interesse sind gewisse Verallgemeinerungen 

yon (0.1), in denen die Klassenzahlen der reellen absolut-abelschen Zahlkdrper auftreten und 

die in (P I) l l .  behandelt werden. Sic geben jedoch eine Veral]gemeinerung nur beziiglich 

des Hauptgliedes auf der rechten Seite von (0:1) mit einem Fehler 0 (n-�89 auch inzwischeI1 

war eine ~hnlich instruktive Deutung des ersten Fehlergliedes (Faktors von n-~) wie in 

(0.I) nicht zu erlangen. 

Auf eine Modifikation yon (0.1) und ihren Vergleich mit (0.1) bezieht sich der letzte 

Abschnitt 12. von (P I). Bildet man die oben erkl~irten Partitionenanzahlen ~ (q) unter 

der Nebenbedingung, dass jeder Summand in den Partitionen beider Arten hSchstens 

(l - 1)-mal auftreten darf, wo 1 eine feste ganze Zahl ~ 2 angibt, so gilt fiir die durch diese 

Modifikation entstehenden Anzahlfunktionen ~ (1, q): 

zt + (l, q) l+el(l,q)%(q)n �89 -1) (n-->~o). (0 .3)  
z ~  (/, q) 

Dabei bezeichnet wieder c 1 (/, q) eine triviale Konstante > 0, und die Bestimmung des 

Faktors von n - t  erfolgt wie bei (0.1) erst in der vorliegenden Arbeit. (P I) 12. enthi~lt eine 

eingehende Diskussion fiber die Frage, wie sich das asymptotische Verhalten einer der all- 

gemeinen Partitionenanzahlen Pn yon (P I) Satz I4 bei der Tilgung eines oder mehrerer 

gegebenen Summanden i~ndert. Dabei ergibt sich ein wesentlicher Unterschied, je nachdem, 

ob der betreffende Summand vor seiner Tilgung einer H~ufigkeits-Besehriinkung unter- 

worfen war oder nicht. Dieser Unterschied erSffnet ein erstes Verstgndnis dafiir, dass der 

Limes der Quotienten auf den linken Seiten yon (0.1,3) im ersten Falle > 1, im zweiten = 1 

ist; vgl. dazu auch die einleitenden Bemerkungen in (P I), 12.1 

Zum Schluss dieses Berichtes sei betont, dass die hier zitierten asymptotischen Re]a- 

tionen zwischen den Partitionenanzahlen p~ nur den ~usseren Umriss des in (P I) entwiekel- 

ten Resultatbereichs wiedergeben. Als Kern der Ergebnisse hat man die genauen Darstel- 

lungen der Partitionenanzahlen durch lineare Aggregate absolut konvergenter Reihen anzusehen, 

die der Reihe in der Rademacherschen Partitionenformel entsprechen und ~hnliche 

Eigenschaften aufweisen wie diese. (Zur Frage des asymptotischen Verhaltens der Pn vgl. 

(P I) 7.) 

xe + (/, q) 
1 Herr ERI)SS sagte mir, er halte die Relation lim ~ = l fiir elementar beweisbar. Da- 

n-~or :z~ (l, q) 
+ 

gegen beurteilte er elementare Beweisversuche fiir lira ~n (q) h - - = e  oder die sch~rferen Relationen 
n-~cr 7t~ (q) 

(0.1,3) als aussichtslos, 
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Ich  gelange nun  zur Formulierung der Probleme, die mit  den genaueren Methoden der 

Theorie hier behandelt  werden sollen. 

I .  Es sei q eine Primzahl  => 2, es seien /c o und ]~1 ganze Zahlen __> 0 mit  der Summe k = 

/c o + k 1 > 0. Man denke sich die durch q nicht  teilbaren natfirlichen Zah]en in /c  ver- 

schiedenen Farben  vorgelegt und betrachte  die Anzahl r~ (/c o, kl; q) der in der folgenden 

Art  zu bildenden und zu z~hlenden Par t i t ionen der natiirlichen Zahl n in durch q 

nicht  teilbare Summanden:  Die Summanden  t re ten in den genarmten k Farben  

auf, und zwar in den ersten ]c o Farben  beliebig oft, in den rest l ichen/Q Farben  je 

h5chstens ( q -  1)-mal. Zwei solche Par t i t ionen gelten als gleich, weun in beiden d i e  

gleichen Summanden  auftreten und wenn jeder Summand  in beiden in jeder der k 

Farben  gleich oft auftr i t t .  Das Verschwinden yon k o oder k I bedeutet ,  dass al]e 

bzw. keine Summanden  einer H~ufigkeits-Beschr~nkung unterliegen. 

Das Problem fiihrt auf mult ipl ikative Modulfunktionen F(~), die in der oberen 

Halbebene regu]/~r sind und zu der wie folgt erkl~rten Untergruppe  I'o ~ [q] der Modul- 

g r u p p e F  g e h S r e n : L  ( ~ )  = c F liegf genau dann  in Uo ~ [q], wenn fl ~ ~ --= 0 mod q 
7 

ist. Die Spitzenanzahl  eines Fundamenta lbere ichs  yon  F ~ [q] betr~gt  q + 1; die erw~hnte 

allgemeine analytische Identit~it fiihrt auf besonders einfache Darstellungen fiir 

r n (ko, kl; q) infolge des nicht  voraussehbaren Umstandes,  dass F(~) in hSchstens zwei 

der genannten q + 1 Spitzen Pole besitzt. - -  Die Untersuchung bietet kein sonderliches 

ari thmetisches Interesse, ha t  aber den Wer t  eines inst rukt iven methodischen r 

beispiels. 

I I .  Es sei q eine Primzah] mit  den Eigenschaften q - 1 mod 4, q > 5; es seien k + und k-  

ganze Zahlen => 0 mit  der Summe k = k + + k-  > 0. Man denke sich die natiir]ichen 

Zahlen m m i t  (m/q)= + 1 bzw. (m/q)= - 1  in k + bzw. /c- Farben  vorgelegt und 

betrachte die Anzahl  n~ (][, q) der in der folgenden Art  zu bildenden und zu zghlenden 

Par t i t ionen der natiirlichen Zahl n in durch q nicht  teilbare Summanden:  die Sum- 

manden  m mit  (m/q)= + 1 t reten in den gegebenen k*, die Summanden  m mit  

(m/q) = - 1 in den gegebenen ]c- Farben  auf. Die H~ufigkeit  des Auftretens wird in 

keiner Farbe  beschr~nkt.  Zwei solche Par t i t ionen gelten als gleich, wenn in beiden 

die gleichen Summanden  auf t re ten und wenn jeder Summand  in beiden in jeder der 

fiir ihn zugelassenen Farben  gleich oft auftr i t t .  Das Versehwinden yon k ~ oder k-  

bedeutet,  dass keine Summanden  m mit  (m/q)= + 1 bzw. (m/q)= - I  auftreten.  

Das Problem fiihrt auf multiplikative Modulfunktionen F(~), die in der oberen 

Halbebene regular sind und zu der wie folgt erkl~trten Untergruppe  F ~ ~ [q] der Modul- 

= ( ~  ~ t ~ P  liegt genau dann  in F~ wenn ( s / q ) =  + 1, gruppe P gehSren: L 
\ O/ 
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fl ~ 0 mod q. Die Spitzenanzahl eines Fundamentalbereichs von F ~ [q] betr~igt 4; 

auch hier ergibt die erwi~hnte analytische Identit~t relativ einfache Darstel]ungen 

fiir ~n (3, q), weil F(~) in hSchstens 3 der genannten 4 Spitzen Pole besitzen kann. - -  

Die Untersuchung demonstriert einen nicht-trivialen IdealfalI vollst~ndiger Aus- 

reduktion der analytischen Methode. 

I I I .  Es seien q, k +, k- wie soeben bestimmt, es sei k ~ eine natiirhche Zahl. Man f~rbe die 

natiirlichen m ~ 0 mod q gem~ss II .  und ausserdem die natiirlichen m-~ 0 mod q in 

k ~ Farben. ~n(~, q) bezeichne die Anzahl der Partitionen der natiirlichen Zahl n in 

beliebige natiirliche Summanden, yon denen die m ~: 0 mod q gem~iss II.,  die m ~ 0 

mod q in ihren ]c o Farben auftreten. Die H~ufigkeit des Auftretens wird in keiner 

Farbe beschr~inkt. Die ~Jbereinstimmung zweier Partitionen und die Bedeutung des 

Verschwindens yon k + oder k sind genau analog zu II .  erkl~rt. Das Problem ffihrt 

auf Modulformen, die in der oberen Halbebene reguliir sind; sie gehSren zwar zur 

gleichen Gruppe F ~ [q] wie die Modulfunktionen F(~) yon II. ,  besitzen aber zum Unter- 

schied von diesen die positive Dimension 1/c ~  , weshalb zur Darstellung der Qn([, q) 

die Ergebnisse yon [2] anzuwenden sind. Abgesehen vom klassischen Partitionen- 

problem handelt es sich hier um die erste Anwendung dieser Ergebnisse. Hinsichtlich 

der Ausreduktion des analytischen Apparats gilt das unter II .  Gesagte. 

Die hier genannte Ausreduktion des analytischen Apparats soll am Beispiel des Pro- 

blems I I  noch kurz erl~iutert werden. Von dem Apparat ist zun~ichst zu sagen, dass er fiir 

die Fourier-Koeffizienten einer jeden multiplikativen Funktion F, die zu einer Kongruenz- 

Untergruppe F0 der Modu]gruppe F u n d  zu einem sog. Kongruenzcharakter v als Multi- 

plikatorsystem gehSrt, eine fertige Formel bereitstellt, in die die folgenden Daten yon F 

eingehen: 

1. Die Gruppe F0; man benStigt ein volles System mod F 0 inkongruenter Spitzen $ von F o 

und, wenn ~ = A 1 ~ mit A c F gesetzt wird, fiir gewisse dieser ~ die genaue Kenntnis 

des Systems der zweiten Zeilen (ml, m2) der Matrizen der Nebenklasse A F  o. 

2. Der Charakter v; seine Werte treten als Koeffizienten in Exponentialsummen vom 

Kloostermanschen Typus auf; in diesen Exponentialsummen lokalisiert sich die gesamte 

arithmetische Struktur der Formel fiir die Fourier-Koeffizienten yon F. 

3. Die Hauptteile yon F in den unter 1. genannten Spitzen ~; man benStigt die genauen 

Werte der Hauptteil-Koeffizienten und insbesondere die Polordnungen yon F in jenen 

Spitzen ~. 

Im konkreten Fall des Problems I I  ist, wie erw~hnt, F 0 = F ~ [q]; ein volles Vertreter- 

system fiir die Spitzen und das Bildungsgesetz fiir die zweiten Zeilen der Matrizen yon A F0 
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sind leicht zu erlangen. Zum Vergleich sei bemerkt:  Bei Anwendung der ,,globalen" 

Methode yon (P I) h~tte man in der Schlussformel nicht drei yon den vier Spitzen der F ~ [q], 

sondern mehr als die Hi~lfte yon den �89 1) Spitzen der Hauptkongruenzgruppe l~[q] 

zu beriicksichtigen. 

Die Bestimmung der Charakterwerte v ist angesichts der Rolle, die sie gemiiss 2. spie- 

len, von entscheidender Bedeutung. Sie gelingt durch elementar-arithmetische (Jberlegungen 

klassischer Art und ffihrt auf Werte yon unerwartet  einfacher Struktur. Nicht wesentlich 

komplizierter sind gewisse Konstanten,  die als Faktoren bei der Transformation der vier 

Funktionen auftreteh, die durch die Problemstellung und den Ansatz den vier Spitzen der 

r~ zugeordnet werden. In  zweien dieser Faktoren erscheinen erstmalig die Zahlen 

e• der bei (0.1) angegebenen Terminologie; sie sind fiir den Grenzwert e ~ in (0.1) verant- 

wortlich. Von den vier Funktionen haben zwei ganzrationale, die anderen ganz algebraische 

Fourier-Koeffizienten aus P 0/q). 

Als Hauptteil-Koeffizienten ergeben sich Werte von Anzahlfunktionen vom Parti- 

tionentypus; sie miissen in jedem (durch numerische Werte q, k s gekennzeichneten) 

Spezialfali numerisch berechnet werden. Wie welt man hier rechnen muss, h~ngt v o n d e r  

betreffenden Polordnung ab. Eine der drei Polordnungen und mit  ihr eine Konstante,  

die, als ,,Anfangsphase" ~ mit der natiirlichen Zahl n aus I I .  zu n - :r verkniipft, den ganzen 

Formalismus durchzieht, steht in enger Verbindung mi t  der bei (0.1) genannten Anzahl 

a 5 (q); deren Auftreten in (0.1,3) wird durch die Anfangsphasen der ~ bewirkt. Der Para- 

meter  as(q) iibt einen tiefgreifenden Einfluss auf den Mechanismus der rcn(~, q) aus. So 

sieht man, dass die Stelle, an der gewisse Glieder in die asymptotische Entwicklung dieser 

~n eintreten, wesentlich durch a 5 (q) fixiert wird; elementar l~sst sich diese Stelle daher nur 

in grober und nicht immer hinreichender N~herung abgrenzen. Bemerkenswert ist ferner 

das Auftreten von a 5 (q) in einer Vorzeichen-Bestimmung fiir die Exponentialsummen W2. 

Nicht zu den erreichbaren Einzelheiten der Theorie darf man die Berechnung der unter 

2. genannten Exponentia]summen zi~hlen. Hier sind wir von echten strukturellen Einsichten 

noch weit entfernt. Jedoch liefern allein die (weiter unten mitgeteilten) Werte der ersten 

zwei dieser Exponentialsummen (W1 und W2) bereits die exakte Kenntnis einer ganzen 

Reihe von Gliedern der asymptotischen Entwicklung von ~ .  (t, q). In  dieser Richtung wer- 

den die Ergebnisse yon (P I) erheblich iibertroffen. 

Von den in w 5 dargestellten Ergebnissen erw~hne ich erstens gewisse asymptotische 

Relationen zwischen Partitionenanzahlen, die aus denen der Typen I I  und I I I  durch Til- 

gung endlich vieler gegebenen Summanden hervorgehen; zweitens einen ziemlich allgemei- 
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nen Satz fiber die asymptotischen Entwicklungen im strengen Sinne, die aus den Reihen- 

Dars te l lungen ffir die Fourier-Koeff iz ienten der Modulformen posi t iver  Dimension zu 

gewinnen sind. 

w  

Grundlagen: Formulierung der analytischen Hauptsiitze. Die Eigenschaften 
spezieller Moduffunktionen 

Es werden zun~ehst  die weiter  un ten  anzuwendenden  Ergebnisse  von [3] und [2] mi t  

den erforderl ichen Bezeichnungen ohne Beweise zusammengeste l l t .  

Bezeichnungen: Man vers tehe un te r  

FdieGruppederModulmatrizen, d.h. derMatrizen(:bd) mitganzena, b,c, dund 

ad - bc = l; 

(: bd) ( ~ )  ( ) ( aa t unbes t immte ,  S =  , L =  ~ , M =  m~ ma A =  a~ 
y ml  ms a 1 a2, 

I= (10 ~ ) ,  U= (10 11), T= (? -10) b e s t i m m t e  Modulmatr izen;  

_S = {c, d} die zweite Zeile von S; 

T = x + i y  eine komplexe  Variable mi t  pos i t ivem Imagin~r te i l  y; 

die obere v-Halbebene  (y > 0); 

ar+b 
ST = 8(~) = c ~ + ~  die S entsprechende Modulsubst i tut ion;  

F 0 eine Kongruenzgruppe ,  d.h.  eine durch endlich viele Kongruenzen  ffir die E lemente  

~, 8, Y, (~ ihrer Matrizen L definierte Un te rg ruppe  von F; o. B. d. A. wird - I c F0 voraus-  

gesetzt;  

I ~ [N] zu gegebenem natfir l iehen N die H a u p t k o n g r u e n z g r u p p e  der  Stufe N, bestehend 

aus den L in F mi t  L - 4- I mod  N; 

/~ eine Stufe von Fo, d.h.  eine natfirliche Zahl derar t ,  dass F [~]  c Po; 

A = A:  und  h r = N~ zu einer gegebenen Spitze ~ von F o folgendes: A ist eine Modul- 

ma t r ix  mi t  A~ = c~(d.h .  ~ = - ( a 2 / a l )  , wenn _A = {al, as}), N die kleinste natfirliche Zahl 

mi t  A-1 UNA ~ F0; N heisst die Brei te  der Spitze ~ von F o und  ist durch F o u n d  ~ eindeutig 

bes t immt ;  fiir F 0 = F [N] sind al]e Nr = N; 

P = Pc die G r u n d m a t r i x  von  ~ in Fo, d.i.  dieses A -1UNA (A = A~,, N = N;); 

v e i n  Mult ip] ikatorsystem zu I~o und  der  reellen Dimension - r; es wird stets  iv I = 1 

d .h .  Iv(L) [ = 1 ffir alle L ~ F o vorausgesetzt ;  
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u = us die durch 0 g u < 1, v(P~) = e ~€ bes t immte  Zahl; 

~ ( A , i , o )  d i e M e n g e d e r m l i n d e n M  (mo ma) l = c APo; 
m l  m2 

~ml (A, Fo) zu gegebenem m 1 # 0  in ~ ( A ,  Po) ein volles Sys tem rood ]m i INoo inkon- 

v (A), wenn A nieht  in F o liegt, eine willkiirliehe komplexe  Zahl des Bet rages  1; 

v (M)  fiir M = A L  c A F  o die Zahl v(A)~(~)(A, L)v(L);  

Win, (n + ~, A, ~,  v +~*)  zu gegebenen m I 4=0 in ~ ( A ,  Fo) und  ganzen n, v, wenn 

N ~  = N,  N~ = N*, x~ = x, x~ = ~* gesetzt  wird, die Exponengia lsumme 

v -1 exp  2 ~ i  - -  t - - -  (1.1) 
m 1 ~ m 1 N m 1 N *  ' j COlm, (A, to) 

in der ~ die Da t en  Fo, - r, v symbolis ier t  und  die Summat ions -Bed ingung  ~ A F  o 
ml j 

hinzuzufiigen ist (r wird hier nur  zur Definit ion yon v benStigt  und  t r i t t  erst  sp~ter  explizit  

auf); 

[('~) IS, wenn [ (~) in ~ hSehstens m i t  Ausnahme einer Menge isolierter P u n k t e  erkl/irt 

ist, zu gegebenem reellem r den Opera tor  

/(v) IS = [(Sv)  (cv + d) -r (S c F, ~_~ = {c, d}); (1.2) 

{Fo, - r, v} die , ,Klasse der Modulformen zur Gruppe  Fo, zur Dimension - r und  zum 

Mul t ip l ika torsys tem v"; / ( 3 ) c  {F0, - r ,  v} (,,/(3) ist eine Fo rm (Fo, - r ,  v}") bedeute t ,  

das s / (3 )  (a) in ~ hSchstens mi t  Ausnahme isolierter P u n k t e  regul/ir ist; (b), wem~ / ~  0, in 

al]en Punk t en  eines Fundamenta lbere ichs  30 von I~0 (einschliesslich der Spitzen) Ent -  

wicklungen nach den Po tenzen  der or tsuniformisierenden Variablen (in den Spi tzen von 

der Gestal t  (1.4)) und  in diesen mi t  h5chstens endlich vielen Ausnahmen  nicht -negat ive  

Ordnungen besi tzt  und  (c) Eigenfunkt ion  aller Opera toren  {1.2) S = L c F o mi t  den v(L) 

als zugehSrigen Eigenwer ten  ist: Fiir  das gegebene r gilt, wenn 3 und L 3  keine Ausnahme-  

punk te  sind: 
/(3) ]L = v(L) / (3)  (L c Fo); (1.3) 

U~N = U~N (V) fiir nati ir l iches N und reelles ~ die Potenz exp 2 g i  ~ ;  

/ (3) = (a 1 3 + a2)-~ ~ b~+~, (A, [) un,~+~* (A 3) (1.4) 
n = n ,  

die Ea twick lung  y o n / ( 3 )  nach Potenzen der  Or tvar iab len  UN,(A3)  der Spitze ~ = A - I ~  

yon Fo, also insbesondere 57* = N:,  u* = x: bei festem A c F, vgl. (1.1); 
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u~ = u*' die Zahl 1 - u *  - [1 - u * ]  ([x] = grSsste ganze Zahl <x);  

~j = A 7 1 ~  (Aj c F, 1 < j < a0) ein volles System paarweise mod F 6 iniiquivalenter 

Spitzen von Fo; mit  Ncj = Nj- bedeutet  dies soviel wie 

r =  ~ y roA/I U's (1.5) 
j ~ l  /j rood Nj 

im gruppentheoret ischen Sinne einer Zerlegung in Nebenklassen; speziell sei stets A~ = I ;  
t r 

~j. die Zahl gcj, uj die Zahl ur (1 = ] __< a0); speziell u = ul = ~1; 

~o das Grunddreieck der Modulfigur, bestehend aus den T mit  IT]>  1, I R e T I <  1 

zuzfiglich der Menge der Randpunk te  T mit  R e z  < 0 und des in - �89 < I4ez < �89 zu errei- 

chenden Punktes  z = oo; 

~0 die entsprechend (1.5) gebildete hSchstens a0-teilige Fundamenta lmenge  

~o = ~- ~ A ;  1 Uls (~o (1.6) 
j = 1 lj rood Nj 

yon I'o, wo jedes lj konsekutive Zahlen durchl/~uft und speziell A i = I i s t ;  

A ~  UZ ~o, 
l rood N~ 

wenn 1 konsekutive Zahlen durchl~uft,  einen Spitzensektor zur Spitze ~ yon  r 0. - -  

Es folgt nun die Formulierung der analytischen Hauptsdtze fiber die Bes t immung der 

Fourier-Koeffizienten bn+~ (I, F)  ffir die in ~ regul/~ren Modulformen F(T), die zur Gruppe 

1~0 und  der nicht-negat iven reellen Dimension r - 2 gehSren. Dabei hat  man  zwischen den 

F~tllen r = 2 und r > 2 zu unterscheiden; in beiden F~Lllen bezeichnet v das oben eingeffihrte 

Multipl ikatorsystem zur Gruppe l~o und  der reellen Dimension - r. 

F A L L (A):  r = 2. Es  wird einschr/inkend vorausgesetzt ,  dass ve in  Kongruenzcharakter 
auf F o sei, d.h.:  Es gebe eine natfirliche Zah l /V  (eine Stufe yon ro) derart ,  dass 

F [ N ]  c Fg, v(L) = 1 ffir alle L ~  F [N] .  (1.7) 

Wi t  formulieren im Einzelnen 

S A T z 1. Die in den obigen Bezeichnungen mit 

~ = { F 0 , - 2 ,  v}, /s (Z) =z l l  (z), h + x * > 0 ,  n + u > 0  

/iir ganze n, h gebildete Reihe 

(4~r ~(n + ~) (h + ~*')) 
an+~(A,~,h+~*)=,,~c~.(a, ro)V(A) Wm~(n§ A, ~, - h - ~ * ' ) / 1  \m-~l NN* 

m l > 0  

5 - - 5 6 3 8 0 1 .  A c t a  M a t h e m a t i c a .  95. l m p r i m 6  le 6 m a r s  1956. 
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konvergiert absolut. Die mit  [esten ~ > 0 ,  ~, A,  h gebildete Restsumme i~ber die m 1 mit  

m I > ~ Vn + ~ geniigt [iir jedes e > 0 der Abschdtzung 

y =O(n ~ )  (n-~).  
ml CYs (A, Fo) 

~1:> ~ V-n~ 

S) ,  T Z 2. Es  sei F (T) eine in ~ reguldre multiplikative Funlction der Gruppe Po zum 

Kongruenzcharakter v (F c (Fo, 0, v}) und es seien 

b_h_~.j (Aj, F) u ~  ~'J (Aj 3) 
O< h +~'i~n,i+u ~ 

die Hauptteile von F in den oben einge/i~hrten reTrdsentierenden Spitzen ~ (1 <= ~ <= ao). Dabei be- 

zeichnet - noj - u'j die Ordnung yon F in  ~i, und  es ist sawohl die genannte als auch die im ]olgen- 

den au/tretende Summe  i~ber h dutch Nul l  zu ersetzen, wenn noj +U ~ liar das betre[/ende 

nicht posit ivist .  Dann gilt, wieder mit  ~ = {F o, - 2 ,  v} und u =u~, wenn n ganz und > - u  ist: 

1 a, 
b ~ + , ( I , F )  2 (n+ u) s~l ~ b - a - ~ J ( A j ' F ) a ' + ~ ( A i ' ~ ' h + u l ) ' -  

Die entsprechenden Formeln I M F A L L E (B) r > 2 sind der Abhandlung [2] zu entnehmen; 

sie bediirfen jedoch, bevor sie angewendet werden, einer gewissen Modifikation. 

Zun~chst kann eine Voraussetzung abgeschw~cht werden, unter der in [2] Satz 15 und 

die hieraus abgeleitete Koeffizientenformel (69) bewiesen wurden: Von den in der Kon- 

struktionsformel (56) fiir die Funktion A (z) auftretenden Punkten ~, eok, c~ war angenom- 

men worden, dass sie in einem festen regul~ren Fundamentalbereich der betreffenden Grenz- 

kreisgruppe F liegen. Start dessen geniigt es, vorauszusetzen, dass diese Punkte einer end- 

lich-teiligen Fundamentalmenge ~I~ 0 yon F angehSren, die etwa die auf [2], S. 40 unter 

b) d) e) angegebenen Eigenschaften hat. Im vorliegenden Falle tr i t t  1~0 an die Stelle des 

zuletzt genannten F u n d  das Bereichsystem (1.6) ~0 an die Stelle des regul~ren Fundamen- 

talbereichs. 

Um die andere Modifikation mSglichst allgemein durchzufiihren, bedienen wir uns 

des in [2] entwickelten Apparats und zugleich voriibergehend der dort verwendeten (yon 

der obigen abweichenden) Terminologie. Danach gilt, wenn F(T) eine in ~ regul~re auto- 

morphe Form (F, r - 2, v -~ ) bezeichnet, die in den Spitzen ~j (1 =< ~ <__ a0) von ~J~o die Haupt- 

teile 
U-m-u1 (aJ 1T + atz)r-2 Z ~ . m + .  ~t (A t z )  

0< m+xj<m,j+~ 

aufweist, fiir die Fourier-Koeffizienten yon F: 
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WO 

O< m+~i~moj+X j 

aA. m+xA (K, I ,  - h - z ' )  = v~-, (A -*) am+~ A (K A -1, A -1, - h - ~') 

(1.s) 

mit  v~- , (L ' )  a ( L ,  A -1) 
a (A -1, L ' )  v (L) ( L ' = A L A  -1, L c  F), 

K = W ,  -~,  ~), K A-I= {A F A -~, - r ,  v'A-, } 

und der allgemeinen Formel  

r-1 r-1 

am+~ (K, A, - h -  zA) = ( - i) ~ ~ -  - -  \ ~ ]  • 

, (4~l/(m+:~)(h+~'A) ~ • ~ m ; 1 W m , ( K , A , m + ; g , - h - - ~ A ) I r - 1  ~'~1 v ~ / ~  ] 
mlc~: + (A, F) 

einzutragen ist. Man findet zun/ichst 
r-1 r-1 

- 2 N  Na aA. m+xA (K, I ,  - h - u') = - ~ -  ( - i) r \ - N T - ]  \ - - ~ - ~ ]  

• ~ mflvA -' (A -1) Wm,(KA -1, A -1, m+gA, - h -  z ' ) x  
m1C2~ + (A-', F A) 

xlr_l(4~-lV(m-~- 

Die entscheidende Um/ormung des Faktors 

v~-, (A -1) Win, (K  A -1, A -I ,  m + uA, - h - g') 

z,4) (h + x')'~ 
! o 

NNA 

(1.9) 

(1.10) 

in der letzten Summe verl~uft folgendermassen: 

Die Relat ion A-1FA = (AF) -1 zeigt, dass sich die M* in A-1FA mit  m;  > 0 auf die M 

in A F  mit  m 1 > 0 durch M* = - M 1 umkehrbar  eindeutig abbilden lassen (m~, m I sind 

die Elemente  links unten in M*, M). Daher  gilt 

~+ ( A-I,  [1.4) = ~+ (A, F). 

Durchl~uf t  nun Q =  ( ?''ml ~) ein Sys tem von Matrizen aus A F  mit  

m l > 0  , j c ~ m , ( A ,  r), - j ' c ~ m , ( A  -1, PA), 

SO kann  _Q-1  als Summat ionsmat r ix  in (1.10) gew~hlt werden. Zur Bes t immung yon  

VA ' (A-1)VA-- 1, ( -- Q-I)  stellt man  zungchst  fest, dass a(M, - I) fiir reell-unimodulares M 

mit  m 1 < 0 den Wer t  1 hat.  Hiernaeh gibt  eine direkte Rechnung,  bei der man gem~ss 
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[2] Voraussetzung (F) (S. 56) 

a(A, A -1) = a(AL, (AL) -1) = 1 ffir L ~ P 

zu benutzen hat, die Identit/~t 

t-1 e~ir v-1 V~-, (A -1) vA_, ( - Q-l) = (A) v (Q) 

und damit ffir (1.10) die I)arstellung 

d'~ ~(A) W~,(K, A, - h - n ' ,  m+nA); 

durch den Querstrich werden hier und weiter unten bei ~ konjugiertkomplexe Werte be- 

zeiehnet. 

Dieser Saehverhalt legt es nahe, im Rahmen der Terminologie yon [2] die folgenden 

Ausdrficke einzuffihren: Man setze ffir positive/x, Q mit/x = hA, ~ = ~' mod 1: 

~o (K, A, #)= 

m~ C ~:+(A, F )  

und hierin 

Dann gilt 

und naeh (1.8) 

mfr v(A) W~,(S,A, _o,~t)t;_l~_~ ~ -  
(1.11) 

- 1  ~-~ IVAaA.  m+x A (K, I ,  - h - u ' ) =  ~h+,,' (K, A, m+~A) 

bh+,. (I, F ) =  ~. ~ 2j, m+,j~n+.' (K, A, m + nj). (1.13) 
j = l  m 

0< m + g . <  moj+~ s J -  

Diese Darstellung entspricht dem durch Symmetrisierung umgeformten Hauptergebnis 

von [1] (Satz 1 und w 3. c)) und geht daher dureh Spezialisierung in die Rademachersche 

Partitionenformel fiber. 

Wir kehren zu der am Anfang des gegenw~rtigen w 1 eingeffihrten Terminologie zuriick 

und formulieren 

SATZ 3. Es seien r, Ix, ~ positive Zahlen mit 

r > 2 ,  # = x c m o d  1, ~ = u ' = u "  mod 1; 

man setze N =Noo, ~r =~oo, ~ = {Fo, --r, v} und 

f-~ (~)= L-~(z) (z>o). (1.12) 
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~ (A, ~, ~)= 

~V \Nd m,c~(a ,  to) 
ml>0 

wo /*_l(z) durch (1.12) erkldrt ist. Die unendliche Reihe au/  der rechten Seite konvergiert 

absolut. Bildet man  den durch m 1 > o~ ~ /iir /estes :r > 0 und hinreichend grosses Q bestimmten 

Reihenrest, so geniigt dieser bei /eaten A ,  ~ ,  t~, :r der Abschdtzung 

= O(q-�89 ~-2> ) (q---~ ~ ) .  (1.14) 
t a l c  �9 (A, Fo) 

m l > ~  Vq 

Wenn es zwei hSchstens yon A ,  ~,  /~ (also nicht von m 1 oder Q)abMingigeKonstanten C >= O, 

20 >= 0 derart gibt, dass 

[ Wm,( -e ,  A,  ~,  ~ ) l<=Vml  -~', (1.15) 

so 15sst sich (1.14) durch 

= 0 (Q-~(r-2+a*) ) (Q--> oo) (1.16) 
m, G % (A, Fo) 

ersetzen; (1.15) ist liar 2o =0 trivial. (1.15) gilt nicht-trivial /i~r ganzes r, wenn v e i n  Kon- 

gruenzcharakter ist, d.h. wenn es ein (nur yon ~ abhdngiges) natiirliches N derart gibt, dass 

F[N] c Po, v(L) = (:}: 1)r liir L =- i I rood/V, (1.17) 

und zwar mit  den Werten 

2o = �89 - e /iir ]edes e > 0. (1.18) 

Auch in den fiir die Partitionenprobleme wichtigen F~llen m i t r  = �89 mod 1 diirften sich 

solche Versehi~rfungen von (1.15) ableiten lasen; vermutlich gilt (1.16) (mindestens) fiir 

alle 2 0 < �89 Dass (1.16,18)unter der Voraussetzung (1.17) zutrifft, entspricht genau der 

Restabschi~tzung in Satz 1; dabei ist zu beriicksichtigen, dass die in Satz 2 angegebene 

1 
Koeffizientenformel auf der rechten Seite den Faktor 2 (n + u~-~j explizit enthiflt. In der 

analogen Koeffizientenformel fiir r > 2, die unter allgemeineren Bedingungen in der 

Gestalt (1.13) gilt, tri t t  dieser Faktor nieht explizit auf. Mit den zu Anfang dieses w 1 einge- 

fiihrten Bezeiehnungen ergibt sich fiir die gesuchten Koeffizienten der folgende 
p t 

S A T Z  4. Es  sei r > 2 ,  ~={Fo ,  r , v } ,  N = N , r  u=u ,o ,  u =uo, .  Die Hauptteile 

einer in ~ reguldren Form F (3) der Klasse {P o, r -  2, V -1}  in den Spitzen $j (1 =< j _~ ao) 

von ~o seien durch 
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(ail"r +at2) r-2 ~, b_h_,,j(Aj, F)u-N~-"J(Aj~) 
h 

O< h + ui"< n,j§ x ] 

gegeben. Dann  gilt, wenn n ganz und > - ~' ist: 

a, 
bn+~, (I, F ) =  

i=1 h 
0< h +ui~n,t+~ t 

Wir haben schliesslich noch das Verhalten der speziellen Modul /unkt ionen zu bestimmen, 

auf deren Potenzprodukte die oben formulierten allgemeinen S~tze anzuwenden sind. 

Dabei kommt den expliziten Multiplikatorwerten eine besondere Bedeutung zu. 

Wir setzen 

~m= e x p - -  fiir ganzes m > 0 ,  (1.19) 
m 

verstehen unter (j/g) ffir ganze j, g mit g -~ 1 mod 2, g > 0 den Wert des Legendre-Jacobi- 

schen Restsymbols und definieren nun erstens, wenn ganze teflerfremde j, k mit k -- 1 mod 2 

gegeben sind: 

, ]~ , =  ( - 1 )  ~ ~ ( j * o ) ,  

(1.20) 

 enn e , o  

~ ( S ) = ( d  ) ~ d - 1 - r  k(a+d,c-bd(c'-1)h,12 
* 

gegeben ist: 

fiir c ~  1 mod 2, 

fiir d ~ l  mod 2. 

(1.21) 

Mit u~ = exp 2 ~ i Q v =  u~ (v) gilt dann in der iiblichen Ausdrucksweise der bekannte 

SATZ 5. Die Funkt ion  ~(v)=u~4 I~ ( 1 - u ~ )  ist eine ganze Spitzen/orm 
m=l 

{r,  - ~, 4}. 
Welter sei N eine ganze Zahl >- 2, und es seien bl, b 2 ganze Zahlen, die nicht beide durch 

N teilbar sind; unter [~ werde der Zeilenvektor {bl, b2} verstanden. Wir verabreden, die 

Argumente bl, b2, sobald sie in der Bezeichnung einer Funktion auftreten, durch lJ zu 

ersetzen und umgekehrt. 
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Wir bilden die Ausdriicke 

rbtl rb~l 
(i ~N2 [~ b,+b,-t~IN ffir bl~0 rood N 

(5,  N )  = b, 

~N 2 ~ '  (1 _ ~b,) fiir b1~0 rood N 

g2(x) =x 2 - x  +1  fiir 0 <x  =< 1, g2(x') = g2(x) fiir x' ~ x  mod 1 

P (v, b, N) = I~ (1 - ~ '  uTv) I~ (1 - ~2~, u~v) 
m = l  m = l  

m~--bl mod N m~---bl rood N 

Q (r, b, N) = co (~, N) exp :~g~ ~r ~ P ( r ' b ' N )  

und formulieren zusammenfassend 

S~TZ 6. Diese Funkt io~n Q(v, I~, N) h~en [ol41e~le Eigenscha[~en: 

Q (r, - b, N) = - ~h2(~,+b,) Q (r, b, N) 

Q (v, b*, N) = ~h2(b*-b,)b, Q (V, li, N) 

wenn b*={bl, b~}~b rood N; Q(r, b, N) hdngt also 

b2~0 mod N auch v o n  b I nur mod N ab; 

Q (S v, b, N ) = #  (S, b, N ) Q  (r, b S, N) 
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(1.22) 

(1.23) 

(1.24) 

(1.25) 

wenn S c F; dabei ist, wenn S =  und ~ = (bl, 2} = b S gesetzt wird, 

/t  (S, b, N )  = )? (S) ~ -  b,'+ b,- b," ~N,eab b,, +~ bc b, b.+cd ~,'. ( 1.29) 

Jedes Q (v, b, N) stellt eine multiplikative Funktion der Gruppe I? [N] zum Kongruenzzharak- 

ter v~. N dar, der durch 

va,~T (L) =/~ (L, b, N) ~$(b,'-b,)b, fi~r L ~ I  rood N (1.30) 

erkldrt ist; v~, N (L) wird au/ der Gruppe F [_N], wenn N = dem k. g. V. yon 12 und 2N 2 ge. 

setzt wird, zu 1. Q (v, b, N) ist nicht ]constant, in ~ i~erall reguldr und yon Null verschieden 

und besitzt in jeder Spitze der F [N] entweder einen Pol oder eine NullsteUe. Denn die (i. a. 

nicht ganze) Ordnung von Q (7, b, N) in der Spitze ~ = A -1 co yon FIN] (A c F) hat den Wert 

N g2 ( ai bu big2) 
TV (A = (%, as} ). (1.31) 

Dies/olgt au8 

( Trans/ormationsregel), (1.28) 

( Spiegelungsregel) ; (1.26) 

( Verschiebungsregel), (1.27) 

yon b~ nur rood N und /iir 
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Q @ , b , N ) = ~ u ( A  -1, b, N) Q(A T, w -1, N)= 

=[~(A-l,~,N)og(~A-l,N)exp (zrig2 ( a l b ~  %)A r)P (A r, ~ A - I ,  N).  

(1.32) 

w  

Das Problem I 

Wir be t r ach ten  zuniichst die Funk t ionen  ~ (r/q) und ~ (qr). Es  seien die Un te rg ruppen  

P ~ [q], F o [q], Fo ~ [q] von F wie folgt erkl~rt: 

L ~ F ~ [q] bedeute  L ~ F u n d  fl = 0 m o d  q, / 

/ L ~ F o [q] bedeute  L ~ F und 7 - 0 rood q, 

L c I 'o ~ [q] bedeute  L c F u n d  fl = 7 = 0 mod  q. 

Se tz t  m a n  

L(q)=( ~ q-l fl) fiir L c  F~ 
q ?  ($ 

so f inder m a n  

( l / q )  Lr = L (q) (r/q) fiir L ~ F ~ [q], 

L ( o ) = (  ~ qfl) ffir L C Fo [q], 

qLr =L(q)(qr) ffir L c  Fo[q] 

( L c F ~ [q]), 

(qr) c {Fo[q] , - �89 2co)} mi t  2(o)(L) = 2(L<o)) (L c Fo[q]); 

beide Funk t ionen  stellen ganze Spi tzenformen der betreffenden Gruppen  dar, die in 

nicht  verschwinden.  

Als Basiselemente [i~r das Problem I sind die Funk t ionen  

[q(T) = ~'] ( r ) ? ] - l ( r / q ) ,  ~q ( r )  = 712(T')~ -1 (r/q)~-l(qr) 

anzusehen.  Beide Ausdri icke stellen in ~ regul~re und dor t  nicht  verschwindende mult i -  

p] ikat ive Modulfunkt ionen dar;  m a n  ha t  

[q(r) c {pO[q], O, 22(q)-1}, 

qq(r)  ~ {Fo~ 0, 2~2'q'-~X?q~} 

m i t  den P roduk t -En twick lungen  

-uq-X~I ( 1 +  m+Uq2a+ ~-U(q-1) m ) - - U  "-1 ~ (1 m -1 . . . .  - - U q )  
m~l m=l 

m~O(q) 

(2.1) 

und daraus  

~) (v/q) ~ {F ~ [q], - �89 X (q) } m i t  X(q)(L) = ~.(L (q)) 
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Daraus  folgt 

~0q (3) : U2 (q- l ) '  ~ (1 -~- Uq n -]- U 2 m _~...  _~ u(q-1)m). 
m=l 

m~:O (q) 

- -U k'(Q-1)-k'(q-1)* ~. rn (k O, k 1, q)Uq 1~' (31 ~ '  (31 - ~ .  
n=0 

wir bezeichnen diese Funk t ion  mi t  F(3);  es ist also 

F(3)=F(3;ko ,  k~,q)=~'+2k'(v)~-k'-k'C-q)~-k'(q~ ) 

= ~ r~ (ko, k .  q)~,~-~ 
n=O 

WO 

- f l ~  = - f l ~  (ko,  k~, q) 
q - 1  

24 ( - k~ + k~ ( q -  1)) (2.2) 

die Ordnung der Funk t ion  F(3)  im UnencHichen angibt ,  wenn diese in der zust/indigen 

Or tsvar iablen  uq gemessen wird. 

Wir  untersuchen nun  das Verhalten der Funktion F (3) genauer  und bemerken  vorab,  

dass wir berei ts  folgendes wissen: F (3) ist eine in ~ regul~re und dor t  nicht  verschwindende 

mul t ip l ika t ive  Funk t i on  der Gruppe  FO[q] (fiir k~ = 0 sogar der diese umfassenden F ~ [q]) 

mi t  dem Mul t ip l ika torsys tem 

Aq = (~t)t(q)-l) k' (2 ~ ~(q)-i ~q~)k, = Ak,. ~,, q. (2.3) 

Wir  haben  also lediglich noch erstens dieses Mul t ip l ika torsys tem Aq, zweitens das Ver- 

hal ten yon F (3) in den Spi tzen der Fo ~ [q] zu untersuchen.  

W i r  be t rach ten  zun~chst  Aq. Nach (1.21) gilt  2(S) = (c/d). fiir S -- I rood 24 (S c F). 

Daraus  folgt 

(') 2(") (L) = 2(q) (L) = ~ �9 �9 = fiir L~--I rood 24q  ( L c  F), 

also Aq(L) = 1 fiir L ~- :L I mod  24q (L c F )  und beliebige ]co, kl, d .h .  iq stellt  einen Kon-  

gruenzcharakter  auf der Gruppe  F~ (bzw. F~ dar.  

Die explizite Bestimmung der Werte yon 22(q)-i und ~ ( ~  ist auf  (1.21) zurfickzuffih- 

ren. I n  den F~llen q > 3 ergeben sich folgende Vereinfachungen: Fiir  L c F ~ [q] gilt  

l ~(q-1)~,~ (q=l){(~+c~)~,-fl(~iF t 1)} 
~ 4  ~-12 , wenn ~---- 1 (2), 

~ ( i )  2 - i ( i ( q ) ) :  (q) r a){(a+6)r [Jd(~,~-l)} 
,~4 ~12 , w e n n  (~-~1(2). 
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Nach  genau denselben Formeln  berechnen sich die Werte  2(L)2-1(L(q)) fiir L CFo[q]  

(q > 3). Die l~bereinst immung der Alternat iven fiir ~ -:  (~ - 1 (2) ist hier unmit te lbar  als 

Konsequenz des quadrat ischen Reziprozit~tsgesetzes zu erkennen. Schliesslich folgt 

q - 1  _ ~  {(~x+6) ~_fl~(~,z_ 1) } 
A S (L) A -1 (L (q)) ~-1 (Lr = ( - 1) ~ -  ~a 

wenn L ~ Fo ~ [q] und q > 3. - -  

Man gewinnt  ein volles Vertretersystem inkongruenter Spitzen mod Fo ~ [q] aus einer grup- 

pentheoret ischen Zerlegung des Typus  (1.5). Eine solche ist, wie man  mit  elementaren 

Mitteln best~tigt,  fiir F o =Fo~ durch 

F =  ~ FoU~+ ~ F o T U ~ +  Z Fo TU~TU~ 
l rood q I rood q g, l rood q 

(g. q)=l 

gegeben. Das Vert re tersystem wird also yon  den Spitzen oo, 0, - 1/g gebildet; alle Brei ten 

sind = q; als Matrizen A = A j  t re ten auf: 

A = A j = I , T , T - 1 U - g T = ( 1  ~) (9modq , (g ,q )=l ;  ao=q+l).  
g 

Der Fall A = I i s t  erledigt. Wir  be t rachten  den Fall A = T. Man finder 

/q (Tz)=q-�89 (q~)=q:iu~4(q-1) f i  (1 -uqqm), 
m=l  

m~0 rood q 

und  daher 

WO 

q~q( Tv) = q~q(v), 

F(Tv;  k o, k 1, q)=q-�89 ~.. r(~ ~ "o, ki, q)u'~ -~', 

r~ ) (k o, ]Q, q) u~ = 
n=0 

und 

f l  {(1  - - u q m )  ke (1 §  § m § "'" §  k'} = 

m=l  
m#~O(q) 

= f l  {(1  --  U•)  k* (1 § U 2 § Uq m §  § U (q- l ,  m)k.+k,) 
m=l  

m*O(q) 

-- /~0 = -- /~0 (k0 '  k l '  q)  q~-41(koq + k1(q - 1)), q--~k'>0.  (2.4) 

Dami t  ist auch der Fall A = T erledigt. 

Zu einem ganzen f f~  0 mod q best imme man ganze g', v mit  gg'= vq + 1 und  setze 
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Dann wird 

= c [q] ,  c F .  
- g  - g  - 

[q (A -iv)  = ,1. (A -1),~(q)-a (A-1)/q (~), 

g' 
q A - a v = B - a  ~:- 

q 

~q (A -1 z) = ~ (A -1) ;t (q)-I (A-1) 4-1 (B-l) q�89 ~2 (T) ~-1 - i  

q-1 ~o~ (A -a ~) =c~,o u l ~  ?~.~ (u~), 

wo cq. g sine gewisse Konstante  des Betrages Uq, ~q. g (u) eine gewisse in ]u I < 1 regul/ire 

Potenzreihe bezeichnet. Diese Formeln zeigen, dass F(v) ~n allen Spitzen A - l o o  = - 1 / g  

regul~ir ist und verschwindet; F(v) besitzt also stets in der Spitze ~ = 0 und ausserdem 

hSchstens noch in der Spitze ~ = oo einen nicht verschwindenden Hauptteil. 

Zur Reihendarstellung der Parti t ionenfunktionen r n (k0, kl, q) ben6tigt man noch die 

Kenntnis  der in der Reihe au/tretenden m 1 c ~(Ai ,  I'o) und ausserdem der Restsysteme 

~llm~(A~, Po), mit  denen die Exponentialsummen W~, gebildet werden. Man ermittelt  

zweckmiissig zun/ichst die genauen Bedingungen dafiir, dass der mit  ganzen m 1, m~ ver- 

sehene Vektor {ml, m s } die zweite Zeile einer Matrix M aus A ['o sei, und danach das System 

/~(A, Fo), beides ffir A = I oder T, P o = Po~ Als notwendige und hinreichende Bedin- 

gungen ergeben sich, 

TABELLE l 

wenn I 
A = ffir {m 1, ms} = M, M c A Fo: fiir m l r  ~ (A, F0): 

I (m I, m,) = 1, ml----0 rood q ml------0 mod q 

T (m 1, m2) = 1, m,-----0 rood q (ml, q) = 1 

Wir berechnen auf Grund dieser Tabelle die Werte v ( A ) W I  und, wenn q > 2, auch 

v(A) W~ (v =Aq, vg]. Satz 2; wir setzen den wi]lkiirlichen Wert  Aq(T) im folgenden = 1). 

Der Fall m 1 = 1 tr i t t  nut  fiir A = T sin. Das System ~1 (T, Fo) wird durch ] rood q, ] - 0 

(;.) rood q besehrieben, so dass die (eil~ige) zugeh6rige Matrix mit  T identifiziert wer- 
ml ] 

den karm, was 

W~ (n - ~ ,  T, ~ ,  m - ~ o )  = 1 ( 2 . 5 )  
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zur Folge hat .  •abei ist ~ = {1~o, - 2, Aq}, l~o = r~[q]. Merkwfirdigerweise f indet  sich auch 

fiir v (A)W~, wenigstens solange q > 2 ist, ein hSchst einfacher Ausdruck. m 1 = 2 erfordert  

ffir q > 2 ebenfalls A = T und gibt fiir j c ~2 (T ,  Fo) die Bedingungen 

j ~- 0 mod q, ?" mod 2q, (j, 2) = 1, 

die durch ] = q erfiill$ werden kSnnen. Mi$ 

erh/~lt man  unter  Benutzung der angegebenen Mult ipl ikatorwerte 

W2(n - f l ~ ,  T, ~,  m -f lo)  = ( -  I) 'n+n (q > 2); (2.6) 

es empfiehlt  sich, die Rechnung ffir q = 3 nach (1.21), (2.3) gesondert  auszuffihren. 

Nach diesen Vorberei tungen k6nnen wir nun  Satz 2 anwenden und die Reihendar- 
stellung {iir die rn(ko, kx, q) explizit  formulieren. Es ergibt  sich, werm n > 0 und >fl~r ist: 

1 1 
rn (k o, ki, q)~ 2n_2fl~c~(~)(ko, k x, q)+ 2 n _ 2 f l  q-~k'~f)(ko, kx, q), (2.7) 

~(~) (k o, kl, q) = • rm (k o, k 1, q) an_~r (I, ~,  fl~r - m), (2.8) 

~(o)n ~/ko, kl, q) = Z r(m ~ (k o, k x, q) a n - ~  (W, ~,  flo - m), (2.9) 
0<m<~o 

(2.1o) 

ml'~l~ Wqm,'(n-fl~,l,~,m-~)/l(q~m~W(~-~cr ) , 
a,_p:r (T, ~, flo-m)= 

(2.11) 

(ml, q)=l 

mit  den Daten  (2.2) fl~, (2.4) rio, ~ = {Fo ~ [q], - 2, Aq} (vgl. (2.1, 3)) und mi t  Aq (T) = 1, 

[l(z)=zll(z) ,  /l(2~t),, ,~tte 2=t ( t > 0 ,  t-->cr Die Summe (2.8)~(n~)(ko, kl,q) vet .  

schwindet,  wenn fl:r < 0, d. h. k s ( q -  1) < k o. 

Aus dieser Darstellung lassen sich, wie wir zeigen wollen, auf Grund yon (2.5,6) die ge- 

nauen  Wachstumsverhdltnisse einiger der asymptotisch grSssten Glieder leicht ablesen. Eine 

vollst/~ndige l~bersicht im Sinne einer a]lgemein giiltigen Rangordnung  des Wachstums,  

die das asymptot ische Verhal ten si~mtlicher Glieder beriicksichtigt, ist gegenw/~rtig des- 

halb nicht zu erlangen, weil yon den Exponent ia l summen (1.1) Win, ausser scharfen Ab- 
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schgtzungen des Betrages nach oben so g u t  wie nichts bekannt ist. Man muss sich also 

hier mit den Aussagen von (P I) 7. begniigen. Die erwghnten Konsequenzen der obigen 

Darstellung ergeben sich zwangslgufig aus der Bestimmung der Glieder von (2.10,11), in 

denen /x mit den grSssten Argumenten auftritt .  Dies koinzidiert ersichtlich mit A = T, 

m~ = 1, so dass die Frage entsteht, welche dieser Glieder alle anderen iiberwiegen; nach ihnen 

sind dann an zweiter Stelle die Glieder mit A = T, m I = 2 zu beriicksichtigen. 

Die erste Frage fiihrt, wenn die Glieder yon (2.11) in Betraeht gezogen werden, 

~ i  3 1 >1 1 
auf I/rio- m > ~ rio, d. h. 0 < m < ~ rio. Wegen ~ flo = ~ fi~ >= ~ flr162 kSnnen die Glieder 

von (2.10) gegeniiber den mit 0 < m < 4 f l  o gebildeten Gliedern von (2.11) vernaeh- 

lgssigt werden und man erhglt 

SATZ 7. Mit  r = r q ( k o ,  k l ) = ~ f l o = ~  k o +k ,  1 -  gilt 

( v, 1 + 
rn (k~189162162  o_<_m<i~q,:,~ (]Co, ]Cl, q)/1 2=  -- 7 

+ O ( ( n - fl ~ ) - l l l ( 2 = V1-4~ ~n - ~  ) ) ( n--> c~ ) . 

Hieraus ergibt sich das asymptotische Hauptglied von r n (k o, kl, q) liir m = 0 mit dem Werte 

r(o~ /q, q )=  1. 

Im Falle q = 2 tri t t  m 1 = 2 in (2.11) nicht auf, weshalb man, wenn nur (2.11) in Betracht 

kgme, die obere Summationsschranke 

8 /q + 2 k o 
3 q2 y = 43 flo kl +322 k o in Satz 5 dureh ~/~o 27 

ersetzen diirfte. Die Beriicksichtigung von (2.10) fiihrt auf flo - m > ~fl~, und man findet 

daher 

S A T Z 8. I m  Falle q = 2 setze man 

~ k l + 2 k o  kl q- 3 ko~ 
(~2=~(/co, k l ) = m i n \  ~ , 32 ] '  

k 1 -- k0, 
Dann gilt mit  f l~= 24 

~]gl @ 2k0, ]r ) 
Q~=Q~(ko, k l ) = m a x  \ 216 

rn (ko, kl, 2) = 2_�89 k ~ 1 ( Vkl q- 2 ko ) 2n-2/~r162 o_~m<~, ~ r~)(k~ k,, 2)I 1 2 = ,  2-~ m l / n - - - ~  + 

+ 0 ((n -- flr162 /1 (2 = V~2 ~ ) )  (n--> c~). 
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Das analoge Vorgehen liefert ffir q > 2 nach (2.6) 

S A T Z 9. I m  Falle q > 2 gilt 

r~(ko, kl, q )=q_ �89  ' 1 ( ~/ 4 m v ~ _ - _ ~ )  + 
2 n --  2 flc~ ~. $'(m0) (]C0, ]C1, q) f ,  2 :)~ ~2 --  - ~ -  

0Nm'< 5 q~ 7 

Man besti~tigt, dass eine Koinzidenz zweier Argumente  yon [1 in diesen S u m m e n  fiber 

m u n d  fiber m '  (d.h. 4 m  - m '  = ~q2~, = 380) nur  e in t re ten  kann,  wenn q-~21-(]coq + ]cl(q 1) ) 

= 12 f l0 -  0 mod  4 gilt. Wenn  eine solche Koinzidenz eintri t t ,  so gilt ffir die beteil igten 

m, m': 

m _ m ,  > I q ~ , =  1 58~ 
Zum Sehluss m6gen noeh einige B e m e r k u n g e n  zu den SonderF~Uen ]CI = 0 und  ]Co = 0 

Platz  finden. I m  Falle ]cz = 0 gehSrt  F(3)  =/~ ' (~)  zur  Gruppe  F" [q], deren Fundamen ta l -  

bereieh nur  zwei Spitzen (etwa oo und 0) enth~lt .  Beim l~bergang yon I'~ zu F~[q] 

bleibt  die Spitze 0 unzerlegt,  wi~hrend oo in q Spitzen der Brei te  q, entspreehend oo und  den 

1 
- g (g mod  q, (g, q) = 1), zerfi~llt. Da  [q als F u n k t i o n  der F~ nur  in der Spitze 0 einen Po l  

,;: ) hat,  so gilt folglieh das Gleiehe ffir/q als Funk t ion  der 1-'~ [q] ~ (/co, 0, q) /co < 0 , 

und es ergibt  sieh mi th in  in den obigen R e s u l t a ~ n  weder  inhaltlieh noeh formal  die geringste 

Vereinfaehung dadureh,  dass m a n  F ( v )  im Falle ]Cl = 0 als Funk t ion  der P~[q] umfassen-  

den Gruppe  P ~ [q] be t rachte t .  

I m  Falle ]c o = 0 gehSrt  F ( v )  = rF~q ' (3) zu derjenigen Obergruppe  

F~ = Fg* [q] yon Fo = Fg[q], 

welche von Fo und der Matr ix  T erzeugt  werd; F o ha t  in F~ offenbar  den I n d e x  2. F fir 

q = 2 f~llt Fo mi t  F [2] und daher  F~ mi t  der  von U ~ und T erzeugten v%Gruppe Fo zusammen.  

Fi ir  q > 2 bezeichne N* eine Spi tzenbrei te  in l~ .  D a  sowohl 2N* durch q, als auch q durch 

N* tei ibar  ist, gilt N* = q, sodass ein Fundamenta lbe re ich  der F~ genau �89 + 1)Spi tzen  

1 1 
enth~lt ,  die s~mtlich die Brei te  q haben.  I m  iibrigen sind 0 und c~ einerseits, - - und  - - g g'  
andrersei ts  e inander  nach F~/ iquiva lent ,  wenn (g, q) = 1, g + g' - 0 mod q. 
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Man erkennt leicht, dass man formal in den obigen Resultaten keine Vereinfachung 

erzielt, indem man F = ~qk, als Funktion der F0 umfassenden F~ betrachtet.  Inhaltlich er- 

gibt sich eine Vereinfachung dadurch, dass nun 

r(m ~ (0, k x, q) = r~ (0, kl, q) > 1 

zutrifft; im allgemeinen Falle weiss man yon r(~ k 1, q) so gut wie nichts. Die MSglich- 

keit einer Koinzidenz im oben genannten Sinne mi t  genauer Kompensat ion der betref- 

fenden Summenglieder l~sst sich nicht ohne weiteres ausschliessen, da, wie man an numeri- 

schen Beispielen ffir kleine m, q und /ca = 1 sieht, r~ ffir verschiedene m d e n  gleichen 

Wef t  annehmen kann. 

w  

Die Funktionen Q und R 

Es sei q eine (lest gew~hlte) Primzahl mi t  q = 1 mod 4, q > 5. Wir verabreden die fol- 

gende Bezeichnung: Ein oberer Index + bzw. - an einer Summe oder einem Produkt  bedeute, 

dass der laufende Buchstabe - -  etwa m - -  sowohl den sonst noch angegebenen Bedingungen, 

als auch der zusgtzlichen Bedingung (m/q)= + 1 bzw. ( m / q ) = -  1 unterliegt. Obere 

oder untere Indices 4- und T dienen wie iiblieh der alternativen Zusammenfassung solcher 

Formalismen. Der Buchstabe h an einer Summe oder einem Produkt  durchli~uft stets 

die ganzen Zahlen yon 1 bis �89 ( q -  1), soweit sich dies mit  einer evt. gestellten weiteren 

Bedingung vertr/igt. Es sei h ~ ~J~ eine solche Bedingung; dann schreiben wir also genauer 

�89 �89 ~.= ~ ~ ,  Z ~ . =  v~ ~.. 
hcg~ h = l  hr h = l  

Entsprechendes gelte ffir Produkte fiber h. 

Nach (1.22-25) ist ffir l_<-h~ ( q -  1)/2: 

setzt man also 

- - U q  )~ Q('~, h, O, q)=i~hq exp g i g  2 q ~" 
mffil 

m~-z~h(q) 

e~=y  ~ h , ~ g = ~  g, , 

co 

P~ (z, q ) =  I ]  ~ (1 - u ~ ) ,  
m r 1  

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 
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so erhiilt man 

Q:~ (v, q)= 1-I ~ Q (v, h, O, q), 
h 

Q~ (% q)= i t ( q - l ) ~  e " ~  p .  (v, q). 

(3.4) 

(3.5) 

Wei or wird n oh , , 28   9,,0r 

mit 
Q~ (S v, q)=/ t~ (S, q)Q• (v, S, q) 

abe(q2) J: 
~:t: (S ,  q) = 2~ �89 (8)  ~ q - a - O ) e q  f ( 1  ~q' , 

e'~ ~)~ = E • h ~, 
h 

(3.6) 

(3.7) 

Q~ (r, s, q)=l]• Q(v, ah, bh, q). (3.8) 
h 

Aus (3.8) ist bereits zu erkennen, wie man eine maximale Invarianzgruppe der Funk- 
tionen Q~(T, q) zu bestimmen hat: Damit jedes Q• q) bei Anwendung eines S aus I" bis 

auf einen konstanten Faktor in sich iibergehe, geniigt es jedenfalls, b-~ 0 rood q und 

(a/q) = + 1 zu verlangen. Im iibrigen zeigen die zwischen den logarithmischen Ableitungen 

der Q (v, b, q) bestehenden linearen Relationen, dass der gewiinschte Effekt nicht mit ge- 

ringeren Forderungen an S zu erreichen ist. Wir definieren also die Gruppe 

P~ als Menge der L = | : r  ~ | c F  mit f l ~ 0  mod q, 
\ O l  

Nach (1.27) ergibt sich fiir L c F ~ [q]: 

Q~ (r, L, q)=]-I~ O (~, ~h, 0, q) 
h 

Fal 
u n d  n a c h  (1.26), wenn allgemein Ra(g ) =g-[qjq  den nicht-negativen reduzierten Rest 

der ganzen Zahl g mod q bezeichnet: 

Q• L , q ) = (  ]-[+ ( - ~ a ) ) Q •  
h 

Rq(olh) > ~ 

Daher wird insgesamt 

Q+(L~, q) =v+(L, q)Q• q) (Lcr~ (3.10) 

mit v~ (L, q)= ~(q-1)(L)w• (L, q) (3.11) 



MULTIPLIKATIVE M O D U L F U N K T I O N E N  VON PRIMZAHLSTUFE 81 

W:[: ( L ,  q ) = ~ q  u ~q' q ( 2~h -~q ). (3.12) 
h 

Rq (6 h ) > 

Wegen  q - 1 rood 4 h~ngt  der F a k t o r  ~j(q-1) (L) yon L nur  rood 12 ab  [(1.21)]; er ist 

n icht  welter  zu vereinfachen.  Dagegen ges ta t t e t  der  Ausdruck  (3.12), wie wir je tz t  zeigen, 

eine i iberraschend s ta rke  Verein/achung. Wir  be t rach ten  zun~chst  die beiden Vorzeichen 

~• 1-I ~ ( - 1 ) .  
h 

RQ (cr h)> 

Nach dem Gaul]schen L e m m a  ist ihr P roduk t  = (a/q)= + 1. Andrersei ts  folgt aus 

q-1  
I-[ + ( a h ) = a - ~ - Y I +  h~ /~+  (a, q)i-I+h mod q, 
h k h 

Q-1 
dass ~u+ (a, q ) - - a  4 mod  q. I n s g e s a m t  ergibt  sich 

wo also V~ eine Kongruenzwurze l  ~ aus a rood q darstel l t ,  und  daher  nach  (3.12) 

= w• (L, q), w~ (L, q) -- ~q~ (~' ~' "), 

(3.13) 
g ~  

h 

Rq(0Ch) > i 

Hier  t re ten  alle Paare  te i lerfremder  ganzer  a, fl mi t  (a/q) = + 1, fl --- 0 rood q als 

Argumente  auf; zu bes t immen  ist das Verhal ten  der mi t  diesen a, fl zu bi ldenden ari th-  

met ischen Funk t ionen  y~• fl, q) m o d  2q. 

W i t  bedienen uns zu diesem Zwecke der  folgenden Ta t sachen  und  ~ber legungen :  

Ers tens  ha t  sz ( m ) =  ~ vt ffir nati ir l iche m u n d  1 = 1, 2, 4 bekannt l i ch  die Wer te  
Vffil 

ax(m)=�89 s2(m)=~m(m+l) (2m + 1), 

s4(m)=~om(6m4+15ma+lOm2-1) --~ml (m+l)(2m§247 

Zweitens setze m a n  fiir ganze zu q te i lerfremde a: 

h h 
Rq(~h) > ~ Rq(r h)< i 

6--  563801. Acta Mathematica. 95. Impr im6 le 5 mars  1955. 

(3.14) 
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] ) a n n  f i nde t  m a n  n a c h  (3.2) im F a l l e  (a/q) = + 1: 

~ (q) + ~'~+ (q)= e~, - a ~  (q)+ ~'~• (q)=--e~q rood q, 

a lso  

~ 2 ~ h = 2 ~  ( q ) - - ( ~ - l ) e ~  m o d  q. (3.15) 
h 

~qq Cot h )  > 

D r i t t e n s  h a t  m a n  n a c h  de r  zwe i t en  F o r m e l  (3.7) u n d  n a c h  (3.14) 

e(q 2)§ - ~ +  ( 7 - h ) ~  = ~  § ( 2 h q - q  2) -----0 rood  q, 
h h 

also  e(q 2)+ ------e(q 2) - -----0 m o d  q. (3.16) 

A u s  (3.15,16) fo lg t  f i i r  d ie  g e n a n n t e n  ~, fl: 

yJ• (a,  fl, q) ~-0  rood q; 

i i be rd i e s  i s t  e(q 2)~ -= eq ~ m o d  2 u n d  d a h e r  wegen  (r = 1: 

9 •  (a, fl, q) --- (1 - a - fl + aft)  eq ~ - 0 m o d  2. 

N a c h  (3.11,12,13) b e s a g t  d ies  (fi ir  be ide  Vorze i chen )  

(L, q ) =  (L r o+ Cql); 
\ q /  

wir  f o r m u l i e r e n  das  E r g e b n i s  a ls  

S A T Z 10. Fis ~ede Primzahl q > 5 mit q - 1 rood  4 steUen die beiden Funlctionen Q+ (T, q) 

und Q_(v, q) [v6l. (3 .1-5)]  multiplikative Modulfunktionen au[ der Gruppe (3.9) F ~ [q] da r .  

Sie sind beide in der oberen T-Halbebene reguldr und yon Null verschieden. Ihre Multiplika- 

torsysteme stimmen miteinander und mit dem in der /olgenden Art definierten geraden abelschen 

Charakter vq der Gruppe F ~ [q] iiberein: Es sei 

vq (L) = ~ -  (L) , wenn L = c P ~ [q] 

und (V~/q) = (Q/q)/iir ein ganzes ~ mit o: -- ~2 m o d  q gesetzt wird. 

W e n n  m a n  d i r e k t  b e s t~ t i gen  will ,  da s s  vq e inen  g e r a d e n  a b e l s c h e n  C h a r a k t e r  a u f  

U ~ + [q] da r s t e l l t ,  muss  m a n  z u n ~ c h s t  b e n u t z e n ,  da s s  ~t 2 e inen  ( u n g e r a d e n )  a b e l s c h e n  C h a r a k t e r  
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auf r u n d  (V~/q) einen solchen auf  r ~ [q] darstell t .  Das  erstere folgt aus #~ c {F, - 1,2~}, 

das letztere ist unmi t t e lba r  einzusehen. Erse tz t  m a n  in vq (L), um die Par i t~ t  zu best im- 

men,  L durch - L ,  so n i m m t  2,q-1,/2 (L) den F a k t o r  ( -  1) 'q - l ' / ' ,  (K/q)den F a k t o r  (~--l/q) 
auf.  Aus 

- 1 =  ! m o d  q, 2 " h h 

ergibt  sich in der  T a t  (~----1/q)=(-1) (~-1)''. Man e rkenn t  ferner  aueh leicht,  dass  

v~ (L) sogar einen Kongruenzcha rak te r  auf  der  Gruppe  F ~ [q] darstel l t .  Denn  nach 

(1.21) gilt  vq (L) = 1 fiir L:--I mod 12 q, mi th in  fiir L c F [12 q]. 

Wir  bes t immen  je tz t  das Verhalten der Funktionen Q+(v, q) in den Spitzen eines 
Fundamentalbereiches der F ~ [q] und demgem~ss zun~chst  eine Zerlegung vom Typus  

(1.5) fiir F o = F ~ [q]. Es  seien (zu gegebenem q) u, u ' ,  v feste ganze Zahlen folgender Be- 

schaffenheit :  

(-u] = - 1 ,  u u ' ~ l  mod q, uu '=vq+ l, 
\q/ 

und  es sei 

Man best~tigt ,  dass diese Zerlegung mi t  ao = 4 und den in der folgenden Tabelle ange- 

gebenen D a t e n  besteht :  

TABELLE 2 

i ~i Nj A i Aj ha)2 , -  haia 

2 

q 
U 

{o, 1} h, o 

- S l ,  u-x = 1 {1,  - u }  - h u ,  - h ~ ' q  

{u, -q} -hq, hu' 
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Die Entwicklung  der Funk t ionen  Q+(v, q) im Unendl ichen (7" = 1, A = I )  ist durch  

(3.5) gegeben. I n  den anderen Spi tzen benutzen  wir (3.6,7,8) mi t  S = -4-A71 und  erhal ten 

zun~chst  fiir j = 2, S = - A ~  1 = S l . u  nach (1.26): 

(v, _ A ~ , q ) = (  1-I• ( _ ~ , h ) )  Q+(v ,q ) ,  
h 

Rq (u h) > q 

Q~ ($1. u z, q) = g~ (SL =, q) Q+ (v, q), 

q-1 
~(+ (~ i .u ,  q ) = ~  2 ( ~ l . u ) Z ~  (~ l .u ,  q), 

h 
Rq (u h) >~ 

(3.18) 

(3.19) 

U m  diesen Ausdruck zu verein/achen, untersuchen wir an erster  Stelle den Bei t rag  der 

Fak to ren  - 1 im P roduk t  auf  der rechten Seite. Bezeichnet  aq ~ (u) die Anzahl  der h mi t  

1 _< h _< (q - 1)/2, (h/q) = -4- 1, Rq(uh) > q/2, so liefert die Be t rach tung  des P roduk t s  

Yi(uh) =I~ § (uh) [I -  (uh) zungchst  
h h h 

a + ( u ) +  a~ (u)------1 mod  2. (3.20) 

Weiter  schliesst m a n  aus den Kongruenzen  

~  

( - 1 ) ~ - H + h 2 = l - I + h l - I + ( q - h ) = l - l h " =  ! 

q -1  

~ W - l - I + h = l - I  § (uh)=--(-1)+~<=)l-I-h mod q, 

dass 

mod  q, 

q - l v = y I + h i - i - h ~ ( - 1 )  q" ~ u - ~ - i - i + h ~ ( - 1 ) a ~ < u ) ( - u )  ~-  ! m o d q .  
2 " 

I )a raus  folgt in Verbindung mi t  (3.20): 

_ q - 1  _ 1 ! r o o d  q; ( 3 . 2 1 )  ( - 1)~ (u) = - ( -  1)% <u)_( _u) - z -q  2 

man  besti~tigt im fibrigen direkt ,  dass das Quadra t  der  rechten  Seite - 1 m o d  q ist. 

(3.21) g ib t  die erste Reduk t ion  von Z* ($1. ~, q); wir schreiben gem~ss (3.19) 

X;  ( S1, U, q) = ( --  1)a~ (U)~q~:t: (U. v. q) 

v~i (u, v, q ) = ( 1  - u - v q ) e ~  + uve(q2)~ + 2 u ~/~ (q) 

und erhal ten mi t  den oben angewendeten  Schliissen: 

(3.22) 
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2 u ~ ~ u  eq ~ - e l  = (u - 1) eq ~ -T h'q mod q, (3.23) 

gesetzt  wurde. Naeh (3.15) ergibt  sieh mit  Riieksieht a u f ( u ,  r) = 1 

.0+(u, r, q) - ~- (q + 1)h'~ rood 2q, 

Z~ ( s l ,  q) = ( -- 1) a~ (u) ~2~ 2~:hq 

und schliesslich nach (1.21) 

X~ ($1,~, q ) = i  ~ 26 4 1) ~q (3.24a) 

Ersetz$ man hier u durch einen anderen Nichtrest  u 1 mod q, so gewinnt man  auf Grund 

yon Satz 10 die Obereins t immung der ents tehenden Formel mit  (3.18,19,24), indem man  

benutzt ,  dass 

q-'  (Vu,  u ' )  
SI, u, S 1 1  c F 0+ [qJ, --  (UUI)  - ~ - ~ -  m o d  q. 

\ q / 

I m  Falle A = A a = T  finder man  nach (1.22,23,25) und  {3.6,8) mit  S = T-~: 

q-1 . q-1 
Q• (T v, q ) = i  T e " - ~  "l"I • {co(O, h, q ) P ( v ,  O, h, q)}. 

h 

Hier gilt nach den Ausfiihrungen yon (P I), w 11 [vgl. (P I) (11.3,4,5)]: 

1-I~ m(0, h, q) =~q~ 1-[• sin - - =  q~e~ in" , (3.25) 
h h q 

WO e0 > 1 die Grundeinheit ,  h o die Klassenzahl des reell-quadratischen ZahlkSrpers P (Vqq) 

bezeichnet (P = KSrper  der rat ionalen Zahlen). Ferner  ist nach (1.24) 

P* (v, q)=]-[• P (v, O, h, q) = ~I ] -~  (1 _ ~r ~ , .~  J, (3 .26)  
h m=l J mod q 

jede dieser Funkt ionen  P*. (v, q) ges ta t te t  eine Darstel lung als regul~re Potenzreihe in der 

Variablen e ~'t~ mi t  dem kons tan ten  Glied 1 und  Koeffizienten, die ganze algebraische 

Zahlen des KSrpers P (Vqq) sind. Insgesamt gilt also 

q-1 
Q• (T v, q) = i - ~  ~:q~ qi e~: t h. e -, ~ p .  (v, q). (3.27) 

Schliesslich ergibt  sich im Falle A = A 4 mit  S = - S ~ ,  ~, wenn in ~hnlicher Weise 

wie oben die Formeln  (1.21-25) (3.6-8,23,25,26) angewendet  werden: 
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q-1 q--~ (u+ u'+3) ( U ' ) q ~  . ~ t  q l v  . 
Q• q)=iw~:•  q ( - 1 )  ~ e ~ h ~  "' P §  (3.28) 

Um diese Ergebnisse iibersichtlich zu ordnen, fiihren wir die Funkt ionen  

q-1  _e • 
R~(3,  q ) = i  * Sq q Q ~ ( 3 , q )  (3.29) 

ein. Da sie sich yon den entsprechenden Q• (3, q) nur  um konstante  Fak toren  des Betrages 

1 unterscheiden, gilt zun~chst fiir sie anstelle der Q• (r, q) der Wor t lau t  des Satzes 10. 

Dariiber hinaus gilt der folgende 

SATZ l l .  Es seien u, u', v ganze Zahlen mit (u /q)= - 1 ,  uu' =vq + 1. Die mit den 

Matrizen 

(1 (, ::) $1, u = ~' , $2, u = u~  

zu lesende TabeUe 2 beschreibt eine gruppentheoretische Zerlegung von Typus (1.5) der Modul. 

gruppe in Nebenklassen nach ihrer Untergruppe yo+ [q]. Es werde 

q 1 - 1 !  m o d q ,  (e~:(u)) ~=1 ,  e~q (u) durch e~q (u)-- + ( - u )  ~ q  2 

fl~q durch fl~q = ~• ( h~ h ~) 
h 2 - - q +  ' 

P+(3, q) durch (3.3), P*. (3, q) durch (3.26), e 0 = eo(q) als Grundeinheit und h o = ho(q) als 

Klassenzahl des reell-quadratischen ZahlkSrpers P (V q) mit der Diskriminante q erkldrt. Dann 

ergeben sich die Entwicklungen der R+_(3, q) nach den Ortsvariablen der vier Spitzen ~i der 

Tabelle 2 aus den Formeln 

R~ (3, q)= e " ~  P:L (3, q), 

q 1 q - 1  
(u  + u ' )  :i: R ~ ( S l , ~ v , q ) = i  4 ~4 ~q (u) R~(v,q),  

. q - 1  

R=L (T v, q) = qt ~ t h.e~'~-4 ~ p~ (v, q), 

R• (S~.u 3, q) = i eft (u)q~ eff l n ' e ' t ~  P~ (3, q). - -  

Dass die Summe der 0 rdnungen  jeder dieser Funkt ionen  R+ (v, q) in den vier Spitzen 

Sy verschwindet,  liisst sich direkt  nach (3.14) best~tigen. 

Aus den letzten Formeln  von Satz l l  folgt, dnss die 2q + 2 Funkt ionen  

R ,  (3 + l, q) (l mod q) und  U~81 (3) P*. (3, q) 
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bei Anwendung der Substitutionen der vollen Modulgruppe lediglich konstante Faktoren 

aufnehmelt und fiberdies permutiert werden. 

Zum Schluss dieses Paragraphen geben wir noch ein Verfahren an, das eine kombi- 
i 

natorische Deutung /i~r die in Satz 11 und (3.23) auftretenden Konstanten fl~q, hq liefert 

(hiltsiehtlieh eines Ergebnisses der im folgenden entwickeltelt Zusammenh~nge vgl. [5]). 
tt 

Zwischen ihnen und der weiteren Konstanten hq, die sogleich erkl~rt wird, bestehen 

nach (3.2,7,14) die folgenden Relationen: 

h q = e ~ - % = -  h, 
(3.30) 

(~) l e(qe): L l e ~ + q - 1  (3.31) 
t~=EL~ g~ = ~  - q  2 4 '  

f l~+fl~= q - 1  1 ,, 1 , 12 q' t~; - t~; = - ~ h~ + ~ ho. (3.32) 

Der wichtigste Schritt des Verfahrens besteht in einer Umlormung der Di/]emnz 

fl+ - tip, die sich letztlich auf eine bekannte analytische Identit/it griindet: Es ist dies die 

Darstellung yon 

(T) = ( . . . . .  e~irm') = m~o-- ~ as (m) ~5 e ~ m r  (3.33) 

dureh eine Eisensteinsehe Reihe yon der Dimension -~  zur 0-Gruppe Fo (vgl. [4]). - -  

Aus der klassisehen Beziehung (vgl. (1.23)) 

1 2 cos 2~rmx 
g2 (x) = ~ Z m 2 

r n ~ l  

folgt zuniiehst (vgl. (1.19), (3.31)): 

_ 1 ~ 1 ~ ~:2mi 
~ 2~2 m=l ~ jmod q sq " 

Benutzt  man die Vorzeichen-Bestimmung fiir die GauBschen Summen, speziell 

~ ~;J 'e=V~ ~4 r-x ( y - - l ,  8 ~ O m o d 2 ,  ( y , a ) = l ,  [ ~ > 0 ) ,  
j mod 7 

(3.34) 

so finder malt mit den iiblichen Schliissen 

(m~:O mod q, Vq>O). 
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Daher gilt, wenn 

gesetztwird: 

fl~ - fl~ =2~Vqq Lq (2). (3.35) 

Mit einiger Miihe extrahiert man aus [4] die Relation 

{~176 {,:'re~ 
as(q)=  140 ~ q 2 L q ( 2 )  fiir q - - 5 m o d  ' (3.36) 

wo a 5 (q) die gem~ss (3.33) zu verstehende Anzah] der Darstellungen yon q als Summe von 
ffinf Quadraten bezeichnet. In den Abkiirzungen 

[ 1 1  fiir q--5q--1 m ~  lc(s)a 
c(q s) = , a~ (q) = 4 q 5 (q) (3.37) 

k ~ 0  fiir mod 

ergibt sich nun 

1 . 
q fl~ - q fl~ = ~ Lq (2) q~ = 2 a5 (q). (3.38) 

Im iibrigen ist qfl~ - qfl~ nach (3.16,31,32) ganz und, wie man leicht feststellt, sogar gerade; 

dies besagt, dass a*5(q) ganz, also as(q) durch 240 bzw. 560 teilbar ist, je nachdem, ob q -= 1 
oder q -  5 mod 8. 

Wit geben sogleich drei Anwendungen dieser Zusammenhdnge. Die erste betrifft die 

Vorzeichen und die Gr6ssenordnung der flq~. Nach (3.32,38) erhglt man zun~chst 

q fl ~q q - i . q 2  4 ~  s 24 • a5 (q) • Lq (2) q~. (3.39) 

Konkrete Ungleichungen, die auch das asymptotische Verhalten der fl~ fiir q-> cx~ um- 

reissen, lassen sich aus (3.39) mit  Hilfe der leieht beweisbaren Abschgtzung 

rfl" ~ (4) ~2 
15 ~ (2--) < L" (2) < -6  

gewinnen: Es gilt 

1 ~ - < q f l ~ <  1 ~ - , 
~ q ~ _ q 2 4 1  2 - 4 q  q_ 1 

1 3 _ q ; 4 1  1 s q - 1  
~ q ~  <qf l~  < - ~ q ~  24 " 

(3.40) 
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Wegen q > 5 ist q > 13 und dann die untere Sehranke in der ersten Zeile yon (3.40), also 

der Ausdruek 
1 ~ - 1 3_ 

~-6 q~-  ~ 2 ~  > 1 +  2 ~ q ~ >  O. 

Dies gibt die Vorzeichen tier s~mtliehen fl~ gemgss fig < 0 < f l ~ .  Nach (3.39)sind 

beide Zahlen q f l ~ + ~  stets ganz, nach (3.16,31) sind beide Zahlen qfl~ 
q ( q -  1) 

24 

sogar stets gerade. Hieraus folgt 

q - l _ q - 1  , 
24 -- 4 rood 2, also a5 (q)~ rood 2 (3.41) 

(vgl. (3.39)); es ist daher as(q) fiir q~=l mod 8 dureh 480, fiir q ~ 5  rood 8 durch 560 

teilbar. 
! t t  Zweitens woUen wir die h~, hq dureh a~ (q)ausdriicken. Nach (3.30)ist einerseits 

1-= 1 rood 2 

Andrerseits finder man 

~. j2= ha+ (q_h)~=2(_h , ,  +qh~)= 
1=1 

= 2 i 4 h;'. 
i = l  

t=-I rood 2 

Der Vergleieh beider Relationen ergibt 

2 2 ( - h ,  +qh ' , )=  2 - 1  h, +qhq, 

also 3h'q'=qh'r fiir q ~ l  mod 8, 5h'r fiir q ~ 5  mod 8, oder nach (3.32, 38): 

{h'r fiir q ~ l  rood 8, far q = 5  rood 8. (3.42) 
th; 

= q (q)! 3qa  (q)! 

Diese Relationen sind in gewissem Sinne als Analoga der Dirichletschen Klassenzahlformel 

fiir den imaginar-quadratischen ZahlkSrper anzusehen. 

Die dritte Anwendun 9 betrifft den Quotienten tier Funktionen (3.29) R• q). Man 

erh~lt unmittelbar aus Satz 11 und den inzwischen gewonnenen Aussagen den folgenden 

S A T z 12. (Bezeichnungen von Satz 11 und (3.33,37)). Der Quotient 

R(v, q) = R+(v, q)R:l(v, q) 
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stellt eine vollinvariante automorphe Funktion der Gruppe F ~ [q] dar, die die/olgenden Eigen- 

scha/teu au/weist: 

a. R (~, q) ist in der oberen v-Halbebene regulgir und von Null verschieden. 

b. In  zweien der vier Spitzen ~j, ndmlich in ~ und in u, hat R (v, q) von Null verschiedene 

Ordnungen; diese haben die Werte a*s(q) bzw. -a~(q).  In  den anderen beiden Spitzen 

(0 und q/u) ist R (~, q) reguldr und von Null verschieden. 

c. Die Entwicklung nach der Ortsuni/ormisierenden t~r der Spitze ~ 1 - ~  hat die Gestalt 

* o . T  
a5(q) ~ z  R (v, q) = t:r ~ (t:r (t~ = u~ (~) = e q), 

wo ~ (t) eine in It I < 1 reguldre und nicht verschwindende Potenzreihe mit dem konstanten 

Glied 1 und lauter ganzrationalen Koe//izienten bezeichnet. 

d. Fiir ~ede Modulmatrix S = ( :  ~ ) m i t  ( ~ ) = - 1 .  b - O  mod q gilt 

R(Sv ,  q)= - R  I (T,  q); 
speziell enth~ilt also 

a 5 ( q )  �9 1 R (v, q) = - tu ~-- (t,,) (t,, = uq (S,:~ T)) 

die Entwicklung von R (v, q) nach der Ortsvariablen t~ der Spitze ~2 = u. 

e. Die Entwicklung von R(v, q) nach der Ortsvariablen t o der Spitze ~a = 0 hat die Gestalt 

R(~,q)=~oh'~*( to)  ( t o = u i ( ~ ) ,  u l ( ~ ) = e ~ ' ~ ) ,  

wo ~*  (t) eine in Lt I < 1 regul~ire und nicht verschwindende Potenzreihe mit dem konstanten 

Glied 1 uud lauter ganzalgebraisehen Koe//izienten des ZahlkSrpers P (Vq) bezeichnet. 

/. Die Entwicklung von R (% q) naeh der Ortsvariablen t'~ der Spitze ~4 = ql/u hat die 

Gestalt 
R ( ~ , q ) = - s ~ ' ? ~ *  '(t'~) ( t '~=ul(S~,~)).  

w  

Das Problem II 

Wir stellen jetzt  den analyt ischen Apparat  zusammen, in dem sich die Reihenent- 

wicklungen der unter I I  genannten Partitionen/unktionen x~ n (L q) formulieren lassen. Zu- 

n~chst geben wir in tabellarischer Form und ohne Beweise auszufiihren die notwendigen und 

hinreichenden Bedingungen dafiir an, dass die Zeile {ml, m2} mit  der zweiten Zeile einer 

Matrix aus A~.F ~247 [q] koinzidiert und bestimmen die Menge der in diesen {m D m2} tatsi~ch- 
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l ich  a u f t r e t e n d e n  mi;  d a b e i  1/iuft ] v o n  1 bis  4 u n d  A~ b e z e i c h n e t  die  in  Tabe l l e  2 g e n a n n t e  

M o d u l m a t r i x .  

TABnLLE 3 

] A] N o t w .  u. h in r .  B e d i n g u n g e n  ffir m~, .m z M e n g e  d e r  mx 

1 I (ml, m2)=l, ( ~ ) = + 1  Alle  g a n z e n  Z a h l e n  m 1 

I 

S1, ~ (ml, m2) = 1, = - 1 Al le  g a n z e n  Z a h l e n  m 1 * 0 

3 T (ml, m 2 ) = l , ( ~ ) = + l ,  m2~Omodq A l l e g a n z e n g a h l e n m l m i t ( ~ ) = + l  

- S  ~ (ml, m 2 ) = l , ( ~ ) = - l , m 2 ~ O m o d q  A l l e g a n z e n Z a h l e n m l m i t ( ~ ) = - I  4 2, u 

I n  den  fo lgenden  S y m b o l e n  v e r w e n d e n  wi r  die  n a c h s t e h e n d  m i t  ih re r  K o m p o n e n t e n -  

s u m m e  n o t i e r t e n  Vek to ren :  

~={k +,k-}, ~'={k-,~:}, k=k  § 

u n d  sch re iben  

flq ([) = k + fl~ + k -  flq, eq (u, [) = (e~ (u)) z + (s~- (u)) k �9 (4.1) 

N a c h  (3 .36-39)  i s t  

3 

qflq(~)= - k  +(k+-k-)a~(q) = - k  + ( k + -  k - )  4zt~ 

u n d  n a c h  de r  E r k l i i r u n g  de r  sq~ (u) in  S a t z  11:  

sq (u, ~) = ( - 1) ~- (e~- (u)) k = ( - 1) k+ (s~ (u)) k. 

I n  e iner  we i t e r en  Tabe l l e  de f in ie ren  wi r  gewisse  E i n h e i t s w u r z e l n  zq(Ar r) u n d  g e b e n  zu- 

g le ich  e ine  V e r t e i l u n g s v o r s c h r i f t  ffir d ie  V e k t o r e n  [, ~' au f  d ie  j = 1 . . . . .  4: 

TABELLE 4 

] 1 2 3 4 

i_kq-1 _kq-l(u.lu,) k q 1 kqQ-l(u~u,) 
zq (A j ,  ~) 1 - ~ - ~  4 sq(u,  ~) 1 i 4 ~6 4 sq(u, ~') 
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Nun sei (vgl. (3.3,29)) 

k + R(v, Lq)=R+ (v,q)R:~-(v,q) ,  P (v, 3, q)= Pu + (v, q)P:~-(v,  q); (4.3) 

nach Satz 11, (4.1) und I I  ist also 

R(v, L q)=e-~'i~q(r)* P (~, L q ) ~ { F  ~ [q], 0, v~k} 

= ~ ~ (~, q) ~ - ~  (~) (4.4) 
n=0 

In  Analogie hierzu werde 

n * - k + r  P* (v, L q) = r +  (~, q) p . - k : ( v ,  q) = 
(4.5) 

~ { ml~o:q(1 P'2i~'m'-k+ }= ~ ;7$n ([,q)U~ - ~ q  , -x ,  1--[- ( 1 - ~ u ~ ' )  - ~ -  * 
m=l i ~modq n~0 

gesetzt. Dann gilt nach Satz 11 und Tabelle 4: 

R(SI,,, v , f , q ) = Z q ( - S  -~,,u, f ) ~  g,~(f',q) u'~ -~'~q<v) 
n=0 

1 l(k+_k-)h * ~ * n_kq-1 
R ( T  3, 3, q) = q - i  k e; ~ ,  (~, q) ul  4~ .- (4.6) 

n=0 

1 l(k+_k-)h,~ " ~_kQ~_~ 
S-1 ~)q- i  k * , R (So., ,, 3, ~, q) = Zq ( - 2.,,, eo 2 ~,~ (~, q) ut 

n=0 

Diese Formeln geben zusammen mit  (4.4) die Entwicklungen der Funk t ion  R (v, f, q) 

naeh den Ortsvariablen der vier Spitzen ~j = A~-I~ yon  F ~ [q] (j = 1 . . . . .  4); wegen 

1 1 ~ 2 ~  q f l ,  (3) + ~ q f l ,  (V) = - k < o (4.7) 

sind ~1 und ~9. nicht  zugleich Pole von R (3, [, q). Man findet  nach Satz 2, wenn n > 0 und 

> �89 ~st: 
1 4 

~"(t[ 'q)=2n - qflq ([) j=, ~ ~ n ( A j , [ , q ) ;  

hier ist fiir j = 1,2: 

~n  (As, ~, q) = Zq (A j, 3) 
0~m< �89 q ~q ([i) 

O<~m<k~ 

und fiir ] = 3,4: 

| (&, L q) = 

=Zq (Aj, 3) q - t ~  eo~�89 

(4.s) 

gm (IS, q) an-t ql3q (0 (As, ~,  �89 qflq (Is) - m) (4.9) 

xe* (rj, q)an-i qBq(~) (AJ, ~, k ~ 8 1 -  m) " (4.1o) 
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steht  zur  Abkfirzung ffir (F ~247 [q], - 2, v~ k} (vgl. Satz 10); das obere bzw. untere 

Vorzeichen t rennt  die F~lle j = 3 bzw. 4. Mindestens eine der Reihen (4.9) (j = 1,2) und  

keine der Reihen (4.10) (~ = 3,4) verschwindet  identisch. 

Diese Formeln  enthal ten in Verbindung mit  den allgemeinen S~tzen yon  (P I), 7. das 

erste Hauptergebnis ~ber die ~n(~, q). Alles Weitere beruht  auf genauerer Auswertung der 

obigen Reihen-Darstel lungen.  Wir  beabsichtigen, aus ihnen ein endliches Aggregat yon 

explizit bestimmten Gliedern abzuspalten, die ]iir n--> oo stdrker anwachsen als die restlichen 

Glieder und die demgem~ss eine asymptot ische  Entwicklung der betreffenden Funk t ion  

~n liefern. I m  tibrigen sollen hier nur  einigermassen , ,glatte" Resul ta te  formuliert  werden; 

wir verzichten insbesondere dann  auf die Hervorhebung  mSglicher Versch~rfungen, wenn 

diese nur  auf Grund zus~tzlicher Annahmen  fiber die Farbenanzahlen  k • zu erreichen sind. 

Fiir eine solche M6glichkeit geben wir am Schluss dieses Paragraphen  einen kurzen Hin- 

weis. 

Nach  der Formel  ftir die a , + ,  in Satz 1 ha t  man  erstens sich zu iiberlegen, welche 

Argumente  von /1 in (4.9,10) die gr6ssten Fak to ren  von l/n + x tragen, zweitens die Win, 

ftir die dabei zugelassenen m 1 zu berechnen. I m  vorliegenden Falle ist n + n  durch 

n - ~qflq(~) zu ersetzen. Die gesuehten Argumente  von 11 sind 

1 ) 
ml q n - ~ q flq (3) q flq (fj) - m (] = 1,  2 )  ; 

1 ( ~ ) ) ( k ~ - m )  4). 4~ /(n-~q~. (j=3, 
ml ~qq 

m durchltiuft in jedem Falle die ganzen Zahlen yon  0 an so weir, wie der zweite Fak to r  

des Rad ikanden  > 0 ist; da mindestens ein flq(tr (~ = 1,2) negat iv ausfi~llt, t r i t t  hSchstens 

einer der ffir ] = 1,2 angegebenen Ausdriicke auf. m 1 durchl/~uft die posit iven Zahlen in 

den Mengen der Tabelle 3. 

Ersichtlich handel t  es sich um einen Vergleich zwischen den Zahlen 

m-~ 2 / ~ q ( ~ J ) - q  ( ~ = l o d e r 2 )  (4 .11a) ;  - -  k - m  ( ~ = 3 o d e r 4 ) .  (4.11b) 
m l  

Nach (4.2) erkennt  man,  dass die Maximalwerte yon  (4.11b) betriichtlich grSsser sind als 

alle Werte  (4 . I la ) .  Mit Rfieksicht auf die Schwierigkeiten, die der Berechnung der W~, 

entgegenstehen, wollen wir wie fo lgt  verfahren: 

Wir  vereinigea zu dem angekiindigten Aggregat  die Glieder, die sich fiir ] = 3,4, 

m z = 1 bzw. m 1 = 1,2 und diejenigen m ergeben, welche einen grSsseren Wer t  (4.11b) 

liefern, als er aus (4.11 b) ffir m z = 2  bzw. m 1 = 3 und  m = 0 entsteht .  Es zeigt sich, dass 
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der  so en ts tehende  W e r t  (4.11 b) , ,meis tens"  auch grSsser ist, als alle W e r t e  (4.11 a). I n  de r  

T a t  geni igt  es, wenn man  eine a sympto t i s che  E n t w i c k l u n g  er langen will, die die genann ten  

Glieder  mi t  m 1 = 1 und  m I = 2 (j = 3,4) s~mtl ich enth~l t ,  q :~ 17 vorauszusetzen;  t r e t en  da-  

gegen n u t  die genann ten  Glieder  m i t  m t = 1 auf,  so bedar f  es ke iner  zus~tzl ichen An-  

nahme.  

Im Einzelnen f indet  man:  Un te r  der  Vorausse tzung  j = 3,4 wird  m 1 = 1 nur  fiir  

= 3; m 1 = 2 nur  fiir  ~ = 3. wenn q - 1 mod  8 und  nu r  fiir ] = 4, wenn q -= 5 mod  8. Bes t eh t  

das  Aggrega t  n u t  aus Gl iedern mi t  m 1 = l ,  so unter l ieg t  m der  Bedingung 0 < m < k q~-  1. 
= 64 ' 

n i m m t  m a n  dagegen  die genann ten  Glieder  m i t m  1 = 2 hinzu,  so h a t  m a n  die  Bedingungen  

0 - < m < k - q ~  f i i r m l = l ,  O<=m<5k~2 = k ~ ,  1 f i i r m l = 2  (4.12) 

zu erfiillen. W i r  bezeichnen die beiden A g g r e g a t - T y p e n  mi t  9~ 1 (m 1 = 1) und  9~12 (m, = 1,2); 

von den folgenden S~tzen beziehen sich Satz  13 auf  ~ i ,  Sa tz  14 und  i5  auf ~Ix2. 

Der  fiir ?" = 1 oder  2 gebi lde te  W e r t  �89 > 0 geniigt ,  falls vorhanden ,  nach  (3.39) 

und  (4.2) der  Ungle ichung 

0<_1 q-  l + k a~ (q ) q-1 Vq (4.13) 

Die reehte  Seite is t  fiir a l le  q( > 13) kle iner  als �88 , womi t  der  Fa l l  9.I t e r led ig t  ist .  

I )agegen is t  sie nur  fiir q __> 73 kleiner  als ~ k , was eine genauere  Diskuss ion der  s ieben 

Pr imzah len  q mi t  q = 1 rood 4, 13 __< q __< 61 edo rde r l i eh  maeht .  Auf  G r a n d  von (3.30,42) 

e r reehnet  m a n  fiir die zugeh6rigen und  die drei  folgenden a2 (q) mi t  ger ingem Aufwand  die 

Wer t~  

TABELLE 5 

�9 1 I I I I a5 (q) 1 2 3 5 7 11 22 26 34 

Sie zeigen in der  Tat ,  dass  die kleinere de r  oberen Schranken  yon  �89 ([j) in (4.13) un te rha lb  

von ~ k liegt,  wenn q ~= 17. I n  dem einen Sonderfa l l  q = 17 modif iz ieren sich die  Be- 

d ingungen  {4.12) wie folgt: 
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5k( 8k 5k k) 
0 = < m < - ~ -  anstelle yon 27 17 F4~-9 fiir m l = l  

3 k (  5 k  3 k  4 k )  
0 < m < ~ -  anstelle von 2--7- = ~ + ~ fiir m~ = 2. 

(4.14) 

Dies besagt  natiirlich, dass man,  um fiir q = 17 eine asympto t i sche  Entwicklung vom T y p u s  

~12 ZU erhalten,  bei hinreichend grossem ]r auf  gewisse der welter  oben genann ten  Glieder 

verzichten muss. 

Es erfibrigt, die Wm~ [i2r ~ = 3,4 und m 1 = 1,2 zu berechnen. Unmi t t e lba r  ergibt  sich 

v(T) Wl ( n - ~  qflq ([ ), T, ~, m ' / c ~ 8 1 ) = l .  (4.15) 

Fiir m 1 = 2 ha t  man  die F~lle q -= 1 bzw. 5 rood 8 zu t rennen.  I n  beiden F~llen bes teht  W~ 

aus genau einem Glied; als zugehSrige Matr ix  (vgl. (1.1)) kann  fiir q -= 1 bzw. q --- 5 rood 8 

(_1 q+l) (1 
= 2 , bzw. = 2 = - $2:1 

mx J 2 q 2 - q  

gew/~hlt werden; im zweiten Falle wurde zweckmi~ssig u = 2 gesetzt .  Die dami t  eindeutig 

bes t immten  Monome W2 lassen sich durch e lementare  Rechnung  auf eine ziemlich einfaehe 

Gesta l t  bringen, was hier n icht  reproduzier t  werden soll; bei der U m f o r m u n g  von  

exp  erweisen sieh die in w 4 abgelei te ten Beziehungen zwisehen den he, hq 

und die zweite Kongruenz  (3.41) als niitzlieh. 

Das  Ergebnis besag t :  Setzt  man  t l =  -~q~q(r) ,  /~ = k  ~ m ,  so gilt  (vgl. (3.41)) 

v(T) W2(n+y, T , ~ ,  - t ~ ) = ( -  1) �89 (a;(q)-q-~41) (~ /~]k(_  1) re+n, 
\ q /  

k[aa(q) - q - 1  + l)m+ n, z~(A4,~)v(A4)W2(n+~, A4 ' ~ ,  _ / z ) = ( _ l )  ~ ~ 5 4 )(eq(2))~( - 

(4.16) 

je nachdem ob q - 1 oder - 5 mod  8. 

Nach  (4.8,9,10,12,14,15,16) bes tehen die folgenden Aussagen: 

S A T Z 13. Fiir aUe Primzahlen q > 5 mit q =- 1 mod  4 gilt, wenn n iiber die natiirlichen 

Zahlen gegen Unendlich strebt: 
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~n CI, q) = 

1 V~ m i (  l )) - i  k eto(k+_k-)ho 1 f ~. ~* (3, q)/1 ( 4 ~  k q -  1 _ n - ~  q flq (3) + 
=q 2n-q f lq ( )o~=m<kq- i  \Vq \ 48 ] 6,t 

~ _ O ( . 2 n _ l  _ _ /  4 ~  1 

SATZ 14. Fiir aUe Primzahlen q > 17 mit q --- 1 mod 8 gilt, wenn n is die natiirlichen 

Zahlen gegen Unendlich strebt: 

~ (~, q) = 

_1_ _ l [ 4 ~ / /  q - 1  ) 1 ~))) 

\ q l  2 n  qfl~(T) x 

m" * (41~(  q--1 ~ ) ( -  l )) x ~ ( -1 )  =,n'(f, q) lx IC ~ n - - ~  q f l . ( t )  + 
0 ' q-1 <m < k ~  

Fiir q = 17 gilt eine Formel yon genau gleicher Struktur; sie unterscheidet sich yon der obigen 

durch die/olgenden drei Modiflkationen: In  der ersten bzw. zweiten Summe iiber m bzw, m" ist 

die Summations- Bedingung durch ( vgl. (4.14)) 

5 k  3k  
0 ~ m < ~  bzw. 0<__m'< I~ 

zu ersetzen; im O-Glied ist der erste Faktor unter der Wurzel im Argument yon /1, also 

2k 
k q -  1 k durch zu ersetzen. 

432 27' 

SATZ 15. Fiir aUe Primzahlen q > 5 mit q - 5 mod 8 gilt, wenn n iiber die natiirlichen 

Zahlen gegen Unendlich strebt: 

:~. (3, q) = 

+ ( _ 1)+k (o;(.>_._~z~)(e; (2)F q-{~ ~("+-" - ' " .  ( -  1)" 
2 n  - qfl,(~)x 
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• ~ ( - -1)m'ze* ' (~ ' ,q) /1  (4= V(  q91 ~t) ( 1 )) ~ ,  q-1 ~q  k n - ~ q f l q ( r )  + 
O=m <ks~4, 4 

_ q flq ~)  f i  \ ~ q  q ~ .  ( f ) " 

An den Formeln der Sgtze 13, 14, 15 ist folgendes hervorzuheben: Die ersten Aus- 

driicke auf den rechten Seiten (also das, was jeweils dem ersten +-Zeichen vorangeht) 

unterscheiden sich nur hinsichtlich des Nenners in der Summationsbedingung ffir m. 

Dieser ist = 64 in Satz 13 und = 54 in Satz 14, 15. Der entsprechende Nenner in der Sum- 

mationsbedingung ffir m'  (Satz 14, 15) hat den Weft  86,4 = t432 .  Das asymptotisch 

gr6sste Glied ergibt sich nach Satz 13 aus der Summe fiber m ffir m =0 ;  dabei ist 

7co(I, q) = 1. 

Die M6glichkeit, dass zwischen den beiden Summen in den Formeln von Satz 14 oder 

Satz 15 Interferenz stattfindet, d.h. dass die Summen Glieder gleich starken Anwachsens 

ffir n -~  c~ enthalten, l~sst sich ebensowenig ausschliessen wie in der analogen Formel des 

Satzes 9. Diese Interferenz Kndert jedoch am Charakter der asymptotischen Entwicklung 

nichts, weil zwei solche Glieder die gleiche Bauar t  haben und daher zu einem Glied dieser 

selben Bauar t  vereinigt werden k6nnen. Eine Interferenz kann nur eintreten, wenn k (q - 1) 

durch 16 teilbar ist und betrifft dann die Gliederpaare, die zu Wertepaaren m, m'  mit  

4m - m '  1 = ]-6 k ( q - 1) geh6ren. 

Es kann aueh durchaus vorkommen, dass beide Summen (4.9) (] = 1,2) leer sind, also 

identisch verschwinden. Hierfiir (d.h. fiir flq([) <_ 0 und zugleich flq(P) =< 0) ergibt sich als 

notwendige und hinreichende Bedingung, wenn der uninteressante Fall k + =  k- ausge- 

schlossen wird: 

k + + k  - 24 ~6 ( ;)-' 
>~ ~ _ l a ~ ( q )  = 1 -  Lq (2)]/q. (4.17) 

Ik+-k I 

Eine iibersichtliche, hinreichende Bedingung fiir das Zusammentreffen von f lq( [ )<0 

und fla(P) < 0 besagt 

k + + k -  ~ V q +  1 

Ik+-k-I 

Die untere Sehranke in (4.17) hat ffir die q der Tabelle 5 die niedrigen Werte 

18 10 24 42 22 22 78 17 
2, 3 , - - , - - ,  - -  . . . . . .  , . . . .  

7 3 5 13 5 3 11 2 

7-- 563801. Acta Mathematica. 95. Imprim6 le 6 mars 1956. 
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k + + k  
Ffir q=17 und t k , _ k _ ]  

zierten) Gestalt. 

->_-3 gilt also Satz 14 in der urspriingliehen (nicht modifi- 

Wir behandeln schliesslich noch die Aufgabe, das Produkt (4.5) P* (T, ~, q) in eine Reihe 

nach Potenzen von u 1 zu entwickeln. Die Koeffizienten dieser Reihe sind ganze Zahlen im 

reell-quadratischen ZahlkSrper P (m/q), und es soll null noch eine kombinatorische Dar- 

stellung der Koeffizienten gegeben werden, die die genannte Eigenschaft in Evidenz setzt. 

Man lasse den Restklassen j mod q die Exponenten k~ gem/~ss 

k j = k  ~ fiir ( ~ ) = + 1 ,  k i = k -  fiir ( ~ ) = - 1 ,  kj=O fiir j~O(q) 

entspreehen und schreibe demgemi~ss 

P* (3, t, q) = 1~ ~ I ( l - ~ S u ~ )  -kj. 
j m o d q  m=l  

Es bezeichne ~n(]) die Menge, p, ( / )  die Anzahl aller Partitionen der natfirlichen Zahl n 

in beliebige natiirliche Summanden, die in genau [ Farben und in allen diesen ohne H/~u- 

figkeits-Beschr/inkung auftreten. Ferner bezeichne/~(p) fiir jedes p aus ~3~([) die Anzahl 

aller Summanden der Partition p. Dann wird zun/~chst 

P*(3, q)= N t u J; 
/ m o d q  nj=O ~pC~nj(kj) q 

im Falle k i = 0 ist die innere Summe fiir nj > 0 gleich 0, fiir nr = 0 gleich 1 zu setzen. 

Nun seien der gestklasse ~ rood q genau kj Farben zugeordnet; man denke sich die 

/ =  ~. kj. = k ~ 2  -I Farben versehieden gew/~hlt, betrachte die Menge ~n([) s~mtliehen 
j rood q 

der Partitionen yon n in diesen / Farben und bezeichne mit / , j (p)  die Anzahl derjenigen 

Summanden der Partition p yon ~ (/), welche die der Restklasse j zugeordneten Farben 

tragen. Dann finder man 

P* (3, ~, q) = ~ ~ j mod q ~ U;. 
n = 0  pC (]) q 

" - * ~2 J:2 g~" Da der Koefflzmnt ~rn (~, q) bei Anwendung der Substitutionen Cq-% q ((g, q) = l) invariant 

ist, ergibt sich durch eine Spurbildung nach (3.34) 

(q 1)~n(~,q)=~/q* ~ ( (m~~ q J~a/(0)) (~ -- pn ([), ( 4 . 1 8 )  

c S n  (I) q 
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wo (a/q) (~ (a/q) fiir (a, q ) -  1, (a/q) (~ =~"q > 0 fiir a---0 mod q geschrieben wurde. 

Die Summe auf der rechten Seite von (4.18) hat offenbar einen Wert r~ + s, ~q mit ganzen 

rationalen r~ = r~(f, q), s~ = %(f, q), es ist sowohl r~(f, q) als auch s,([, q) -p , ( / )  durch 

(q - 1 ) / 2  teilbar, und es gilt r~ ~ s ~ - P n  mod ( q -  1). 

w 

Das Problem III. Asymptot ische  Relat ionen und E n t w i c k h n g e n  

Zur Aufstellung der Reihenentwicklungen /iir die einleitend unter I I I  genannten 

Partitionenanzahlen ~ bedarf es nur noch der Angabe eines geeigneten FormMismus. 

Wit bedienen uns der in w 4 mitgeteilten Terminologie und bilden zus/itzlich die folgenden 

analogen Symbole: 
f={/~0, k~,k-}, 1' k ~ = {  ,~ ,k+}; 

_ 1 k0 
~ ( [ ) -  ]2 +fl~ (~) 

S(v, 1, q) =~1 ko(v) R(~, ~, q)= (F ~ [q], �89 ~ 2-k~ 

Da die rechte Seite dieser Gleichung nach Satz 5, (3.3) und (4.3) mit 

e-"tirq([)~( m=l ~ (1--u~) -k') e (7, f, q) 

m ~ 0  rood q 

iibereinstimmt, ist 

n = 0  

Ferner definieren wir die (ganz-Mgebraischen in P (Vq) enthaltenen) e~ ([, q) durch 

(~m=l (1-uT)-k ' )  e*(v' ~' q)=  n=0 ~ ~*([,q) u~ 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

und die Einheitswurzeln vq(A~, [) fiir j = 1, 2, 3, 4 durch 

"~vq(A,[)=2k'(A)xq(A,f) (A=Aj,  1 =<j<4). 

Nach (4.6) ergeben sich als Entwicklungen von S(~, |, q) nach den Ortsvariablen der 

Spitzen ~2, ~3, ~4: 

S ( v , I , q ) = ~ p q ( - S L  1, 1)(T--u) ik' ~. ~n(|',q) Uq-~qrq(t')(Sl. lu ~), 
7~ = 0 

S(v,l,q)=~Z~*q-t~eo (~+--k )"v�89 Qn(i,q) ul .4 
r t = 0  
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n_l__ko_l k(q-1) 
S(v, I, q) =~vq ( - Si-~, I) q-tkeo�89176 (U~-- q),~ k. ~ 0* (1', q) U~ 24 ($2:1 z). 

rt=0 

Neben den hier bereits einges~tzten Werten ~ (1)= 1, )t ( T ) = ~ 1  berechnet man nach 

(1.21) 
q-  1 + sgn u-1 

~ (__~.~1,1) = ~ 4 1 ~ 1 2  u - u ' ,  ~ ( _ S ~ l ) = i ( _  1) 4 2 lzq(u+u') ~12 

Nunmehr folgt aus Satz 4 

( ) On(I,q)= " ~ n ( A j ,  l,q), n > O  und >~q~,q(l) ; (5.5) 
j=l 

verteilt man die 1, 1' auf die Indices 7" = 1 . . . . .  4 ebenso wie die [, [' gem/~ss Tabelle 4, 

so ist hier fiir j = l ,  2 

~ ,  (A j, I, q) = ~q (A j, I) 

hingegen fiir 7"=3, 4: 

qm(li, q)~n-�89 q(l)(Aj, ~, �89 
0~m< �89 q~,q ([j) 

~ ,  (Aj, [, q) =~pq (A s, I) q- tk  e~t (~+-k-)h. x 

• • Q * ( | i , q ) ~ n - , q r q ( l ) ( A s , ~ , ~ k ~  
O[m<l  ko + l  k(q--1) 

(5.6) 

(5.7) 

Dabei hat  man unter ,~ die Komplement~rklasse der Formenklasse in (5.3) zu ver- 

stehen: 

= {r  ~ [q], - 2 - �89 k ~ ~ '  v~}; 

das Vorzeichen im Exponenten yon e 0 kann durch ( - 1 )  j-a besehrieben werden. 

Aus den Formeln (5.5, 6, 7) leiten wir zun~ehst eine asymptotische Entwicklung 

]i~r ~, (l, q) dadureh ab, dass wir die in ihrem Anwachsen mit n iiberwiegenden Glieder 

einfachster Bauart  abspalten. Wir beschri~nken uns hier im Gegensatz zu w 4 auf 

diejenigen Glieder, welehe in (5.7) mit m 1 = 1 auftreten. Mit dem Verfahren yon w 4 

ergibt sich 

SATZ 16. In  der Bezeichnung 

/ k ~ k 
m ~  ~ + ~ , q - 1 ) ,  4 ~ ( q - - ] / q - ~ ) )  

m ~  ( I  [k~ k k ~ k ( V q _ l + ~ ) )  
( ~ + ~ ( q - 1 ) ) ,  2 ~ + ~  

gilt /iir n--> c~ 
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en(l,q)=(27t)~+~kOq-l-i~e~o(~ + k-)ho ~ em(l,q) ~ +  (q--1)--m • 
O<:m <mo ([, q) 

1 
~ 

V l ~ + ~ ( q - a )  + 

+O(/~+~_k'(~Vm~o(l,q)(n--~q~q(|)))  ) " 

Dabei ist /*-l(z)= L-l(z) .  Mit Benutzung der Funktion 

sehreibt sich dieselbe Formel in der Gestalt 

O. (1, q) = �89 q~ (ko-k) e] (~ + -~ -) h, (n -- �89 q 7~ (1)) - a -  ~ k' • 

\~/k ~ ~k ) ~ '  
• Y e* O, q) ~ + ( q -  1) - m • 

O<=m<mO(I,q) 

+ O ((n--�89176189 ~/mo(l, q) (n--~ q~q(f)))) . -- 

Da stets m0(I, q) < ~ + (q - 1), liefern beide Formeln das I-Iauptglied dcr asymptc- 

tisehen Entwieklung yon Qn([, q) fiir m = 0 mit dem Werte ~(I ,  q) = 1. Satz 16 gilt aueh fiir 

k~ = 0 und ist dann mit Satz 13 identisch. 

Die a~ymptotischen Relationen Zwisehen Partitionenanzahlen, die wir zuni~ehst auf- 

stellen wollen, ergeben sieh aus der allgemeinen Relation (0.2) dureh Spezialisierung und 

eine darauf folgende Konstanten-Bestimmung. Wir betraehten das Mlgemeinste Problem 

yon dem in (P I) behandelten Typus, welches sieh dureh eine Klassen-Einteilung in 

quadratische Reste und Nichtreste nach einem Primzahlmodul q erkl~ren l~sst (q =-1 

rood 4, q>5) :  

Gegeben seiev fiir jedes der beiden Vorzeichen, die als obere Indices erseheinen, 

ganze Zahlen 

~ : > o ,  1~>o;  k ~ > l ,  Z~>__2 (l_<_~,<y). 
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mit der Eigenschaft ko + ko + /~  + [ > 0; die Doppelvorzeichen sind hier und weiterhin 

disjunktiv zu verwenden. Man denke sich die natiirlichen Zahlen m mit (m/q) = i 1 in 

k~ monochromatischen Farben realisiert; ~,,([k], [l], q) bezeichne die in der fol- 
O~v~f i 

genden Art zu bestimmende Anzahl der Partitionen der natiirlichen Zahl n in durch q 

nicht teilbare Summanden m: Alle Summanden erscheinen in den genannten Farben und 

zwar darf m m i t  (re~q) = ~: 1 in den ersten k~ Farben beliebig oft, in den darauf folgenden 

k~ Farben hSchstens (l~ 1)-mal, in den auf diese folgenden k~ Farben hSchstens (l~ - 1)- 

mal usw. erscheinen; der untere Index w~chst bis /~*. Das Verschwinden von [~ bzw. 

k~ bedeutet, dass die m m i t  (m/q) = • 1, wenn iiberhaupt, so ohne H~ufigkeits-Beschr~n- 

kung bzw. nur mit den genannten H~ufigkeitsschranken auftreten; /•  + k0 ~ = 0 bedeutet, 

dass nur Summanden m mit (m/q) = ~- 1 auftreten. Zwei Partitionen gelten als gleich, 

wenn in beiden die gleichen Summanden auftreten und wenn jeder solche Summand in 

beiden in jeder der ftir ihn vorgesehenen Farben gleich oft auftritt .  

Mit diesem Partitionenproblem sind die folgenden Konstanten verkniipft: 

1-<--v'::/+ 1 Nt'~<] - ~ -  > O: 

ko=k~ +ko, wo=q-tk, e~o (k2 k'-)h '>0,  0 1 = 2 ~  ~qq>0, 

7~=-ko~+  y k~( l~ - l ) ,  r = V + §  -, 
1 - < ~ / •  

q =y+ q q 

Wir denken uns neben dem genannten ein zweites Problem der gleichen Art gegeben, dessert 

Parameter und Konstanten wir durch einen Akzent von denen des ersten Problems unter- 

scheiden. In diesem Sinne setzen wir 

q'=q, 

voraus. Dann gilt nach (0.2) 

~ ([k], Ill, q) 
zt, ([k'], [/'], q) 

und hier ist 

K '  =K" (also Q;=Q1) 

e~176 l q w o  01 ( r / -  ~') + O ( ~ t - 1 ) ) 2  fn  (n -+~) ,  (5.8) 

9___0 q�88 (k'o-k0) EO 

(D O 

~l_~[=(y ,  y ) ~ _ l + l  __y,~ 
2 (y + - y-  + Y'- ) a.~ (q). 

(5.9) 

(5.10) 
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Der Quotient  COo/COo enthi~lt mithin genau dann die Klassenzahl h o von P 0/q) nicht, wenn 

k~ - ko = ko + -/Co-. Analog dazu enthglt  die Differenz r / -  ~/' genau dann die Darstellungs- 

anzahl as(q)nicht, wenn ~+ - y -  = ~'+ - ~ ' - .  

Wir spezialisieren dieses Ergebnis, indem wir - -  neben q'=q - -  voraussetzen, dass 

das zweite Par t i t ionenproblem zu dem ersten , ,konjugiert"  sei, was 

/C'0• / '~=IL  /C~=/C:, '-~ l~ =~,,~ (l_<_~__<t ~) 

bedeute.  Dann ist ~"  = K ,  und aus (5.9,10) ergibt sich 

~Oo (k.* -1~.- )i~. =so , ~ / - ~ '  = ( 7  + - ~ - )  a*5(q). (5.11) 
(D o 

Insbesondere f indet  man  anstelle von (0.1,3) genauer 

7e~ (q)-e~" 1 -  3 1 -  O(n -~) (n-->~), (5.12) 

~+ (l, q) (3()(:) - 1 +  ~ 1-ql l -  ( l - 1 ) ~ + o ( ~  - ~ ) ~  (q) (n--> c~). (5.13) 

Asymptot ische Relat ionen etwas anderer Bescha//enheit lassen sich zwischen Parti-  

t ionenanzahlen vom Typus  I I I  und gewissen ihrer Modi/ikationen aus Satz 16 ableiten. 

Nach der ersten Formel  dieses Satzes gilt, wenn 

2 = ~ + ~ / c o  k ( 1 _ . ~ ) ,  r 1 8 9 1 7 6  (k+-k-)~', ~ = - ~ , q ( | ) , q  

g*_~(x)=l*l(47~V2xx) (V2x > 0), r=2+~-k ~ 
gesetzt wird: 

q~ (l, q) = 2 ~ ~1 (2 ~ 2) r ~ g*_~ (n + ~) + 0 ( / * ,  (4 ~ V~-(n + 7)))  ; (5.14)  

hier bezeichnet  2* eine yon n unabh~ngige positive Zahl < 2. Diese asymptot ische Dar- 

stellung besteht  auch im Falle/c o = 0, wofern man dann ~)~ (|, q) = ~ (~, q) fiir l = {0, k +, k- }, 

= {k +, k--} definiert.  Das hat  zur Folge, dass sich die Par t i t ionenanzahlen ~(]~, q) des 

Typus  I I  den folgenden Bet rachtungen unterordnen.  Von den Eigenschaften der Funk-  

t ionen g~*~l (x) ben6tigen wir die folgenden: 

1 r 1 r 
g~*_,(X)=7-~. (2~ )- (2x)i-~e4"VT~Z(l +O(x-~)) (x>O,  x--->oo), 

(5.15) 
d~ g*_, (~) = 4 2g* (x) ; ~ 2  

beide bestehen fiir beliebige reelle r. 
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Es seien s paarweise verschiedene natiirliche Zahlen % und 8 natiirliche Zahlen #r 

derart  gegeben, dass 

l<=l~i<=k 0 bzw. g k + bzw. g]C-, wenn ( q ) = 0  bzw. = + 1  bzw. = ' 1  (5.16) 

zutrifft. Man gehe yon dem durch q, k ~ k +, k-  definierten Problem I I  oder I I I  aus und modi- 

fiziere es, indem man fiir jedes ~r das Erscheinen in #j best immten der ursprfinglich zuge- 

lassenen Farben verbietet. Gesucht ist demnach die Anzahl derjenigen Parti t ionen der 

natiirlichen Zahl n, in welchen die Summanden m # ar gemKss I I ,  I I I  wie bisher, die % 

dagegen nut  in - -  entsprechend (5.16) - -  genau k ~ -/~r bzw. k + -/~j,  bzw. k-  - /~ j  vorge- 

gebenen Farben erscheinen; verschwindet die betreffende Differenz, so bedeutet dies, dass 

~ i iberhaupt nicht auftritt .  

Nach (P I), 12. gewinnt man die modifizierte Partitionenanzahl aus der unge~nderten 

dureh iterierte Di /]erenzenbi ldung (eine Art arithmetischer Differentiation): In  der Be- 

zeiehnung 

A ( x e n  ~ e n  - -  C n - e t  

schreibt sich die modifizierte Parti t ionenfunktion als 

8 

und man findet fiir sie naeh (5.14,15) auf Grund des Veffahrens yon (P I), 12. die asympto-  

tisehe Darstellung 

( ] =i~l D].) (D1 j=~ 1 _,_3,v 1 r+m_ A~j pn(l,q)=~-~ .= (2~V~c(j)"J2 4T2n 4 2 ei,V~(l+O(n �89 (5.17) 

s 

in der m die ,,Differentiationsordnung" ~/~# angibt; (5.17) gilt bei sinngemisser Inter- 

pretation auch fiir 8 = 0. 

Es sei nun neben r (I, q) (]co_- > 0) eine zweite Anzahlfunktion der gleichen Art, also 

des Typus II oder III vorgelegt, deren Parameter und Konstanten wir yon denen der ersten 

durch einen Akzent unterscheiden; wit setzen zunichst nur q' = q, 2' = 2 voraus. Es seien 

ferner die natfirliehen Zahlen :r (I __< ~" __< s') beziiglich der Parameter [', q durch die bei 
$, 

(5.16) mitgeteilte Vorschrift bestimmt. Wir schreiben m' = ~/~ und lassen ausdriieklich 
i-1 

zu, dass irgendwelche der vier Parameter ]co, ]c,0, 8, s' verschwinden. Dann gilt der folgende 

SATZ 17. Unter  den Voraussetzungen 

,~' = 2, ]c,o _ ]co rood2,  ] c ,O+2m,=]cO+2m 

besteht die asymptot i sche  Relat ion 



M U L T I P L I K A T I V E  M O D U L F U N K T I O N E N  V O N  P R I M Z A H L S T U F E  105 

mit 

= w t (2 Ze)�89 s= l  (1 + 0 ( n - ~ ) )  # $, , 

A~<'s 0,, (I', q) I-I <~s 
j = l  

~ ~qq-lq~ ~(k~176 ~'~(k+-k'+-k-'+k'-)hQo 
r 

(5.18) 

Der Proportionali~ts/aktor au/ der rechten Seite von (5.18) ist genau dann algebraisch, wenn 

Ic '~ = Ic ~ zutri//t; er ist genau dann rational, wenn 1' = [ zutri//t. 

Z u m  Schluss dieser ganzen Unte rsuchung  be t rach ten  wir die in den S~tzen 3 und 4 

angegebene Darstel lung fiir die Fourier-Koeff iz ienten bn+~,( I ,  F)  einer in ~ regul~ren 

Modulform F einer Klasse {Fo, r - 2, v -1 } (r > 2 reell; Bezeichnungen vgl. w 1). Wir  wollen 

diese Dars te l lung zun~chst  nach abnehmenden  Wer ten  eines d iskre ten  Pa rame te r s  in eine 

(einzige) unendliche Reihe ordnert und  sodann unter  gewissen Vorausse tzungen die Frage  

diskutieren,  wieviele Glieder dieser Reihe eine im eigentlichen Sinne asymptotische Entwick- 

lung von bn+~, (I,  F ) / i i r  n--> co lie/ern. Bei dieser Diskussion werden wir uns der in (P I) ,  7. 

entwickel ten Hil fsmit te l  bedienen. 

Fi ihr t  mart  in dert 9~Q(A, ~ , # )  die Funk t ion  / ~ - l ( z ) = z l r - l ( z )  anstelle yon (1.12) 

/~_1 (z) ein, so erh~lt  m a n  nach Satz 4 fiir n + u '  > 0 

r 1 r _  1 

b_h F)  x 

_ 0 
• ~ ~(As) Wm,(-(n+~: ' ) ,  As,~,h+us)[,-1 N N  s 

m~ C ~  ( Aj ,  Fo) 

m l > 0  

I m  fo]genden werde bezeichrtet 

mi t  ~r ~,  h + u~) die S u m m e i i b e r  m 1 in der zweiten Zeile vort (5.19); 

mi t  g die Menge der j = 1, 2 . . . . .  ao, zu deren jedem ein h existiert ,  das 

O < h + ~ j g n o s + ~ : s ,  b_a ~j(As, F)~=O 

erfiillt (h k a n n  yon j abhi~rtgen); 

mi t  ~g fiirrjedes g ~ ~ die Menge derjenigen h, welche 

0 < h + ~ g _ < - n 0 g + ~ g ,  b_h_~g (Ag, F)  ~:O 

effiillen. - -  Ausserdem sei, wenn g c g, h c ~g: 

r 1 

lh + b llh_? . . ,  (A.,F), N �9 
(5.20) 
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In  diesen Bezeichnungen gilt nach (5.19) ffir n + ~'  > 0 

r 
- 1  

i ~ N:  
b~ § (L F) ~ ~ E ~ .  ~ ~+~, (A~, ,~, h + ~o1. (5.21) 

Wir be t rach ten  die Modulform F u n d  ebenso die Klasse ~ = (F0, - r ,  v) als fest ge- 

geben. Die weiterhin auf t re tenden  sog. K o n s t a n t e n  C~, C2, . . .  sind demgem~ss posi t ive 

Funkt ioaer t  yon  g~ und  F allein. Wir  definieren ~etzt die Gr6ssen o~, fl~, m~(/~) (1 <_ v ~ fi~) 

~hnlich wie in (P I), 7.; es bilden also die ~ (k = 1, 2 . . . .  ) die mono ton  abnehmende  Fo]ge 

mi t  dem (genauen) Wer t evo r r a t  

co, n ( g ~ ;  m l ~ ( A o ,  Fo), m l > O  ; h ~ o ) ,  
m 1 

und es gilt un te r  diesen Bedingungen bei fes tem k genau dann  cg:h = m l ~  k, wenn 

m 1 = ml~(k ), 1 g v g fie- Hier  wollen wit - -  in geringfiigiger Abweichung yon (P I ) -  

p r imer  die verschiedenen Paare  {g, h}, die cg,h =mlQ k fiir g ~ g, h ~  ~g, ml c ~(Ag , F0) 

bei fes tem k erfiillen, durch den I n d e x  v, also gem~ss g =g~(k),  h =h , (k )  (1 g v  ~flk) 

kennzeichen und die ml~ (k) durch  

ml,,(k)=o~l%~(k),h,,(k) (g~(k)~g,  h,(k)~g~(k),  l<_-v_<-flk) (5.22) 

definieren. Z u m  Unterschiede yon ( P I )  kann also bei Ies tem k ein W e r t  ml~ (It) mehr-  

fach auf t re ten;  /~k ist hSchstens gleich der Anzahl  der yon Null  verschiedenen H a u p t -  

teil-Glieder von  F(z) .  

Da  die ~r ~,.(Aj, ~,  h § ~j) ersichtlieh yon der Wahl  der v(Aj) (2 =< ~ <_-a0) nicht  ab-  

h~ngen, werde nun  v(Aj) = 1 (1 g ~ ~ no) vorausgesetzt .  Dann  ergibt  sich die Reihendar-  

stellung 
r 

i ~ N ~- ~ 
bn+~.(I, F) ~ ~, Hk(n+~:',  F) ( n + ~ ' > 0 ) ,  (5.23) 

2 (n + ~.')~ k=l 

deren Glieder H k (n + ~',  F)  durch 

Xk(n+n',F)= ~ ~g~(~),a~(~)Wml~(k)(-(n+u' ), Ag~(k),~,h~(k)+ug~(~)), 

/ r - l ( z ) = z L _ l ( z ) ,  H k ( n + z ' , F ) = X k ( n + ~ ' , F ) / r _ l ( e k V - ~ z ' )  
(5.24) 

erkl~rt  sind. 

Wir  zitieren einige l~esultate yon (P I) ,  7 ,  die sieh unmi t t e lba r  auf  die vorl iegende 

Si tuat ion f ibertragen und die wir hier anwenden wollen. Fiir  das zweite Resu l ta t  teilen 
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wir auch den in (P I) nicht ausgefiihrten Beweis mit. - -  Zun~chst gilt 

CI<kQk~C 2, Cagk-lml,,(]c)_<:C4 (1 g v g • k  ). (5.25) 

Bei gegebenem k bezeichne ferner m(k) das kleinste gemeinsame Vielfache der ml~(k) 

(1 ~ v < ilk). Dann gilt 
C a < k -1 ~(k)  < C 5. (5.26) 

B EWEIS: Die erste Ungleichung (5.26) folgt aus der dritten Ungleichung (5.25). 

Um die zweite Ungleichung (5.26) zu beweisen, bemerke man, dass die s~mtliehen Quo- 

tienten ml~ (k)ml-~ (k) (v, ~t = l, 2 . . . . .  ilk) einer festen Menge von positiven rationalen Zahlen 

angeh6ren; diese kann als die Gesamtheit  ~ aller rationalen Zahlen unter den Quotienten 

irgend zweier cg.h (g c g, h c~g)  erkl/~rt werden. Man bilde nun den Hauptnenner  )~ der 

Zahlen yon ~ ,  die Menge ] ~  der natiirlichen Zahlen ]~s fiir s in ~ und das kleinste gemein- 

same Vielfache ]-der Zahlen yon ]~ ~ ;  dann findet man nach (5.22) zun/ichst 

~mlv(k)=/,,mli(k ) (/vc]~_~, 1 < v < f l k  , k lest). 

Hieraus folgt, dass a]le ]~m~ (k), also auch alle ml~ (k) in [mn (k) aufgehen, was nach (5.25) 

~(k) <-/ mH(k ) <] C4k 

und damit  die Behauptung ergibt. 

Unter  der Voraussetzung, dass alle • (g c g) rationale Zahlen sind, sei 0 = 2 oder 3, 

je nachdem, ob die s~mtlichen cg.h (g~ g, h c ~g) zueinander in rationalem Verh/iltnis 

stehen oder nicht. Dann gilt 

~ok--.ol>C6 fiir ganze k , l  mi t  l < k < l .  (5.27) 
b ~ 

Wir gelangen jetzt zu der genaueren Diskussion der oben angedeuteten Frage nach 

dem asymptotischen Charakter der Entwicklung (5.23). Um hier ein nicht-triviales Ergeb- 

nis zu gewinnen, bedarf man zus/~tzlicher Annahmen. Wir formulieren die s~mtlichen wei- 

terhin zu Grunde liegenden Annahmen zusammenfassend wie folgt: 

V O R A U S S E T Z U N G  ( E ) :  

1. Es sei F 0 eine Kongruenzgruppe, d.h. eine durch endlich viele Kongruenzen fiir die 

Elemente ihrer Matrizen definierte Untergruppe der vollen Modulgruppe F. 

2. Es sei r eine rationale Zah] > 2. 

3. Es sei ve in  Multiplikatorsystem zur Gruppe F 0 yon der Dimension - r derart, dass alle 

Multiplikatorwerte v(L) (L c Fo) Einheitswurze]n sind. 

4. Es sei F(v) eine in der oberen Halbebenc regul/ire Modu]form {F0, r - 2 ,  v-l~. 
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5. Fiir die Entwicklungen von F(~) nach den Ortsvariablen der Spitzen (vgl. Satz 4) 

gelte: Die si~mtlichen Quotienten irgend zweier yon Null verschiedenen Hauptteil- 

Koeffizienten b-h ~ (A s, F) sind algebraische Zahlen. 

Wir ziehen aus diesen Voraussetzungen zun~chst einige Schliisse. Nach (E) 1.2.3. 

existiert, weil F o ein endliches Erzeugendensystem besitzt, eine feste natiirliche Zahl 

Qderar t ,  dass Qr ganz und vO(L) fiir alle L aus F o gleich 1 ist; insbesondere sind also alle 

Qu3 (1 g j g a0) ganz rational, und daher gilt auch (5.27). In der bei (5.20) eingefiihrten 

Bezeichnung ist (E) 5. gleichbedeutend damit, dass die s~mtlichen Quotienten irgend 

zweier ~g,h ( g c  ~, h c ~ )  algebraische Zahlen sind. Existiert nur ein einziger von Null 

verschiedener Hauptteil-Koeffizient, so ist (E) 5. logisch zu interpretieren: l~ber diesen 

Koeffizienten wird nichts vorausgesetzt. 

Es gibt ein komplexes ~0 ~: 0 derart, dass alle ~0~g. h = $~. h (g c g, h c ~a) ganze alge- 

braische Zahlen sind. Nach (5.24) sind mithin die s~mtlichen ~oXk(n +~', F) ganz alge- 

braisch (k = 1,2 . . . .  ). Es bezeichne nun 2~ das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen 

N und Na (g c g), ~ den algebraischen ZahlkSrper, der aus dem K5rper P der rationalen 

Zahlen durch Adjunktion der s~mtlichen Zahlen ~.  h (g~ g, h ~  ~g) hervorgeht. Dann 

besteht die Relation 

~ 0 X k ( n + z ' , F ) ~  3 e x P N Q m ( k ) /  

der Absolutgrad dieses algebraischen ZahlkSrpers ist nach (5.26) hSchstens gleich C~k 

mit geeignetem konstanten C7 > 0. 

Benutzt  man andrerseits ffir die Exponentialsummen (1.1) W~ die triviale Absch~t- 

zung IWm, I groiN, so erkennt man leicht, dass alle algebraischen Konjugierten yon 

$oXk(n + x', F) dem Betrage nach unterhalb einer Schranke v o n d e r  Gestalt Cslc liegen, 

wo C a > 1 ist. Daraus fo]gt nach (5.28) 

] ~o Xk (n + ~', F) I >= (Cs k)- c, ~, wenn Xk (n + ~.', F) ~= 0. 

Ferner ist (C a k)- c, k >= k-2 c, ~ ftir b _>- C a. Da jedes Xk (n + u', F) (b => 1) eine periodisehe 

Funktion von n mit der Periode ~ (k)N darstellt, befinden sich unter den Zahlen 

k~c'kl~oXk(n+x' ,F) l fiir l<=k<Cs,  n + ~ ' > 0  

nur endlich viele verschiedene, und man erh~lt also insgesamt 

IXk(n+u',F)l>=Cgk -c'*~, wenn Xk(n+u ' ,F )*O.  (5.29) 

Mit Hilfe dieser Absch~tzung l~sst sich ohne Schwierigkeit die folgende Aussage 

begriinden: Es sei 
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* 1 
Kn+ x, = Cl l  (n + ~,)2(o+1) log ~ (~ + ~'), ~ eine feste Zahl > ~ +-~, 

ferner l<=k<l<=K~+~,, X ~ ( n + u ' , F ) ~ O  (k und l ganz rational). Dann gilt 

I Hk (n + ,~', ~ --- C12 exp - Cla (n + ~,)2 (o~ 1) logo +--5 (n + ~') �9 (5.30) 

Zum Beweise schgtzt man den Z~hler durch Cll//r_ 1 (E l ~ / ~ ' )  nach oben, den Faktor  

X k des Nenners gem~ss (5.29) nach unten ab und wendet in Z~hler und Nenner die in Satz 

16 genannte asymptotische Relation fiir /~-l(z) an. Die Anwendung ist s tat thaft ,  well 

nach (5.25) f i i r n  > 2 
0 

e l V ~ ' b §  ' ~ C 1K~+~.-' Vn +g"~'~C15 ( n  ~. ~,)2 (~+1) , 

In  ~hnlicher Weise kann man zeigen, dass (5.30) giiltig bleibt, wenn man den Zi~hler 

auf der linken Seite durch den Betrag des Reihenrestes 

Rl (n + ~', F) = ~ Hk (n + ~', F) (5.31) 
k-l  

ersetzt. Hierffir mSgen einige Andeutungen geniigen: Wegen der Monotonie der Qk ist 

l~-l<=k<|/~ 

also klein gegenfiber der oberen Sehranke Ci41/r-1 (~zJ /n -~ )  yon H~(n § u', F), und fiir 

m > Vn + u; hat R,~(n + z', F) eine GrSsseuordnung O(n). 

Wit beginnen mit  der Formulierung der Ergebnisse; diese lassen sich am iibersicht- 

lichsten darstellen auf Grund der folgenden 

D E F I N I T I O N :  Die Reihe B*(n) = ~ Hi  (n) sei /iir aUe nati~rlichen Zahlen n ab- 
k-1 

solut ]convergent, uv~l es werde R~ (n) = ~ H i  (n) gesetzt. Wir sagen, diese Reihe gebe bis zu 
k-I 

der Summationsgrenze k =A~ eine asymptotisehe Entwicklung von B*(n) /iir n-> c~, wenn 

die/olgenden Bedingungen er/iiUt sind: 

1. Gleichm~issig fiir alle ganzen /c, l mit  1 g k < l ~ A ,  strebt  sowohl HT(n)(H~(n)) -1 als 

auch R~(n)(H~(n)) -1 gegen Null, wenn n die ganzen Zahlen durchl~uft, fiir die 

H~(n) ~ 0 ausf~llt. 

2. Gleichm~ssig fiir alle ganzen l, m mit  1 _<l ~<A~ < m  strebt R~(n)(H[(n))  -1 gegen 

Null, wenn n die ganzen Zahlen durehl~uft, fiir die H7 (n) :~ 0 ausf~llt. 
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Da  diese Bedingungen  unge~nder t  bleiben, wenn alle Reihengl ieder  mi t  dem gleichen 

von Nul l  verschiedenen F a k t o r  mul t ip l i z ie r t  werden,  kSnnen wir die Ergebnisse  zusam- 

m e n f a s s e n  in 

S AT Z 18. Unter den Voraussetzungen (E) gibt die Darstellung (5.23) eine asymptotische 

Entwicklung im Sinne der De/inition bis zu der Summationsgrenze 

1 

K,~ +,,., = C l l  (n  ~- ~,')2 (0+1) 1og-a (n + ~') ; 

1 
zur Erkliirung von ~9 vgl. (5.27); 2 bezeichnet eine beliebige ]este Z a h l > ~ - - ,  Cll eine 

~ + 1  
beliebige positive Konstante. 
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