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1, I n t r o d u c t i o n  

Nous d6veloppons dans  l 'ouvrage actuel  quelques probl~mes dans  la th6orie des 

systbmes dynamiques ;  dans  la majeure  par t ie  no t re  po in t  de vue est topologique. 

P o u r t a n t  dans la section 13 nous pr6sentons,  dans  des hypothbses m6triques,  certains 

r6sul tats  ergodiques, sans supposi t ion de l 'exis tcnce d ' une  mesure invar iante .  

Nous t i rons pa t t i  des m6thodes topologiques, que M. Denjoy  ava i t  in t rodui tes ,  

avec r a n t  de succbs, dans  l ' ana lyse  ma th~ma t ique ;  nous renvoyons h son livre (D) [1]. 

Nous supposons que l 'espace D de m o u v e m e n t  est situ6 dans l 'espace euclidien 

U, (h r dimensions).  On consid~re u n  groupe continu de trans/ormations F (M, t) ( = M') ,  

M, M '  repr6sentant  des points  dans  D et t 6 tan t  un  param~tre  cont inu,  - ~ < t < + ~ :  

F ( M , O ) = M ,  F ( F ( M , v ) , t ) = F ( M , t + v ) ;  

ou bien on considbre u n  groupe discret de trans/ormations 

F (M, n) = M Enl (n entier),  
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Dans les sections 3-10 D est invariant  par  F(M,  t); dans section 13 D est invariant  

par  F ( M , t ) ,  saul s mention contraire. Dans les sections 11, 12 on suppose seulement 

que D est invariant  par  FE11=F(M, 1) (et FE-I~=F(M, - 1 ) ) ,  c'est-s par les 

transformations d 'un groupe discret. 

D eat /ermd (dans Ur), possiblement non-bornd [(~ferm6 (dans U~) ~ distance finie~ 

selon la locution dans (D; p. 89)], saul s mention contraire, dana les sections 4-12. 

Dans la section 13 D peut  ~tre non-ferm6 dans U~ et non-bornC 

Dans tous lea cas F (M, t) [F (M, n) = Mt~l], pour t. ]ixe [pour n entier /ixe], varie 

contin~zment avec le point M dans D. Dana tousles ddveloppements, olz interviennent 

les 'ensemble-trajectoires' (voir D~finition 4.1 et le texte s la suite de cette d~finition), 

le long desquelles on a un mouvement d'un 'ensemble-mobile' G(M, t)( * M), nous sup- 

posons que F ( M ,  t) varie contin~ment avec (M, t), c'est-s que 

Mj---> M', tj--->t' entraine F (M~, ti)--> F (M', t'). 

Dans les sections 3, 4 P, c D, est parfai t  (dans U~). On introduit stabilit~ 

(-x-; E(M,  2)) (off (-x-) est ( + ) ,  ou ( - ) ,  ou ( + ,  - ) ) ,  selon D~finition 2.6. Ce genre de 

stabilit6 devient celle de Poisson pour 2 = 0. Moyennant ces esp~ces de stabilit~ on 

d~finit les varidt6s de stabilit~ (3.4a), (3.4b), (3.4c) [(3.7a), (3.7b)], pour lesquelles 

on a les r~sultats (3.5) [(3.8)] ; d a n s  ceux-ci on constate que, si sur P on a la stabilit6 

du genre consid6r~, il s 'ensuit que cette stabilit~ a lieu dans un sens d'uniformit6, 

soit sur P, soit sur toute portion ~5 de P,  disjointe d 'un ensemble ferm~ et non-dense 

s u r  P .  

Dans la section 4 nous introduisons les ensemble-trajeetoir~s G(M, t) 

( -  o~ < t <  + o o ) ,  

G(M, t) 6rant l 'ensemble-mobile au temps t, et  nous eonsid~rons les ensembles l imit ,  s 

L (M), LI(M), Lc(M). On note ques les eonditions (4.5 a)-(4.5 f), sur P,  ~quivalent 

(4,5 ~)-(4.5 f), sur P, les ~quivalenees [(4.Sd)~(4.5d)] ,  [(4.Sf)-(4.Sf)] 6rant 6tablies 

dans la seetion 5. On envisage la stabilitd sp~cialement dt E (M) [E (M) ferm6, var iant  

continfiment avec M sur P, c D, parfai t ;  E ( M ) c  G(M, 0)] sel0n D~finition 4.19, 

ainsi que la stabilitd au sena [ort (D~finition 4.20) relativement ~ E (M). On eonsid~re 

aussi la stabilitd relativement ~ E (M) ( c G (M, 0)) d'apr~s D6finition 4.25, ainsi que la 

atabilitd complete relativement h E (M). L'al ternat ive de stabilit~ d 'une espbce eonsid6r6e 

s'appelle l'instabilit~ de la m6me esp~ee. Dans (4.21), (4.22) on suppose que sur P 

il y a stabilit~ (ou instabilit6) d 'un certain genre (~ ) ;  on conelut qu'il existe alors 

un ensemble K, c p ,  (pouvant ~tre vide), ferm6 et non-dense sur P,  tel clue la sta- 
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bilit6 (~)  (ou l'instabilit6 (-)r est uniforme d 'un sens ou d 'un autre sur toute portion 

de P disjointe de K. En outre, dans (4.24), (4.26) on constate que stabilit6 d 'un 

genre (~e) sur P entraine que la st~bilit6 de ce genre ait lieu quasi-uniform6ment 

sur P. 

Les exemples 5.4, 5.5 montrent  la n6cessit6 de la consid6ration sp6ciale du cas 

d'inclusion L + (M) D E (M). Dans (5.8) on introduit  les d6compositions de type - (~) ; 

moyennant  telles d6compositions on formule (Thdor~me 5.9) les conditions n6cessaires 

et suffisantes pour que L + (M) D E (M). Ceci se rat tache ~ la stabilit6 relat ivement 

E(M). Dans Th6or~me 5.13 on suppose que les ensemble-trajectoires G(M, t) sont 

stables ( + ) relativement h E (M) ( c G (M, 0)) sur P ; on conclut que pour tout  ~ > 0 

E(M) poss~de une d6composition de type -(($), telle que ]a stabilit6, relat ivement 

chaque composant, est quasi-uniforme ~ ~ pros sur P. 

Dans Th6or~me 6.5 on montre que si G(M, t) est stable ( + ) c o m p l ~ t e m e n t  pour 

M sur u n  ensemble par tout  dense dans D, il en r6sulte qu'il existe un r6siduel sur 

lequel la m~me sorte de stabilit6 a lieu; selon Thdor~me 6.10, dans les conditions de 

Thdor~me 6.5 et de Remarque 6.12, il existe un r6siduel R' tel que, pour M sur R' ,  

G(M, t) a stabilit6 ( - )  (vers l e s t  infinis n6gatifs) par  rapport  s G(M, 0) [(6.6)- 

(6.6b)]. Th6or~me 6.t6 pr6sente un r6sultat, analogue ~ Th6or~me 6.5, pour le cas 

de stabilit6 ( + )  (D6finition 6.4). Dans Th6or~me 7.15 nous supposons que G(M, t) 
est stable ( + )  sur un ensemble Mn par tout  dense dans D;  si d(G(Mn,t)) (diam~tre 

de (...)) -->0 pour t-~ + co (n ~ 1, 2 . . . .  ), il existe un r6siduel, en tout  point M duquel 

G(M, t) est stable ( + )  ainsi que stable ( - ) ,  sp6cialement ~ G(M, 0) (D6finition 

4.19). 

I)ans Remarque 7.17 nous indiquons le lien entre les th6or~mes 6.5, 6.10, 6.16, 

7.15 et les r6sultats (4.12), (4.15), (4.21), (4.22), (4.24), (4.26) et Th6or~me 5.13. 

La section 8 se rat tache ~ la stabilit6 de Liapounoff (D6finition 8.3); selon 

Th6or~me 8.6, si le mouvement  est stable (to, + ~ ; L) relat ivement s chaque trajectoire 

ponctuelle C(M~) ( n =  I, 2 . . . .  ), les Mn grant par tout  denses dans D, il s 'ensuit que 

sur un r6siduel le mouvement  est faiblement Liapounoff-stable (au sens de (8.6a)). 

Soit E(H) la r6union des ensembles G (M, 0), M d6erivant l 'ensemble H.  A la 

mani~re de M. Denjoy (D; p. 152 sq.) nous d6finissons une classe (C) d'ensembles 

ferm6s qui contiennent des ensembles parfaits (9.3; 1 ~ 2 ~ 3~ La  classe (Co)(9.4) 

eonsiste des ensembles parfaits P,  tels clue E (P)E (C). Dans (9.7) E E (C) et W(E) 
est l 'ensemble pour lequel on a (9.7 a); alors W(E) est par tout  dense sur le noyau 

parfait  N(E) de E. Selon Th6or~me 9.8, si P et toutes les portions de PE(Co), 
alors l 'ensemble E* (P) (comme spScifi6 dans ce th6or~me) est par tout  dense sur P.  
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(C) (9.12) est une modification de la elasse (C); (C0)(9 .13)es t  une modification 

correspondante de (Co) ; d'apr6s (9.14), si EE(C) ,  W(E) sera un r6siduel de N(E). 
Dans la section 10 nous introduisons la d4finition fondamentale (10.1) d'une 

classe (C*). Moyennant cette d6finition nous fondons notre raisonnement sur la 

p6n6tration dans tel ensemble donn6 d'avance, dans le cas d'ensemble-trajectoires. 

Selon Th6or~me 10.2, si P E (C*), les ensembles W~ (P), W* e (P), d6finis dans ce th6o- 

r6me, seront partout  denses sur P ;  un r6sultat analogue, sans condition (10.1 c, 1~ 

se trouve dans Th6or6me 10.4. D6finition 10.5 pr6sente une modification (C*)de (C); 

d'apr6s Th6or~me 10.6, si P E (C*), les ensembles W*I (P), W*2 (P), WI*- (P), d6finis dans 

(10.2), (10.4), seront des r6siduels de P. 

Dans D6finition 11.1 il s'agit des r6currences (I+), (II+), qui se rat tachent  aux 

ensembles H, E(H) (H relativement ouvert);  les notions des points errants (I+), (II +) 

sont introduites dans (11.2, 2a) ;  selon (11.5, 6) l'ensemble W(I*) de points errants 

(I*) dans R invariant est invariant et ouvert dans R. La stabilit6-GP +, au sens 

g6n6ralis6 de Poisson, est pr6sent6e dans D6finition 11.9. Th6or~me 11.12 constate 

que, R ( c  D) 6rant invariant, compact (ferm6 dans Ur et b o r n 6 ) e t  RI(I+), 6rant 

l'ensemble de points non-errants (I +) dans R, il r6sulte que tout  mouvement M tnl errant 

(I +) dans R reste seulement un temps fini hors de R l ( I+ ; e )  (l'ensemble de points 

de R s distance moins de e de RI(I+)). Le centre (I +) de mouvements (D6finition 

11.14), R(I+), est non-vide si D est compact;  ce centre R ( I * ) c o n t i e n t  le centre 

ordinaire, selon G. I). Birkhoff. R( I  +) contient les trajectoires {M on1} stables-GP + 

(11.17); il y a r6currence (I +) dans R(I~), si DE(D*) (11.18). Dans (11.19) on con- 

state que l'ensemble W~(P) (d6fini s la mani6re de W~ (...) dans Theor~me 10.2)est  

identique avec l'ensemble GP+(R) de points de R stables-GP + d a n s  R. Selon Th6o- 

r6me 11.21, si D est compact, les points M stables-GP + sont partout  denses dans 

le centre R (I +) et, en effet (Th6or6me 11.23), ces points forment un r6siduel de R (I+). 

Dans les sections 11, 12, en particulier, nous 6tait utile un livre de V. V. Ne- 

mietsky et V. V. Stepanoff, ddsignd clans la suite Tar (NS) [2]. La section 12 se rat- 

tache aux consid6rations al6atoires et au centre (I +) d 'at tract ion;  ce sont des d6ve- 

loppements du genre pr6sent6 par M. Hilmy [voir, par exemple, (NS; p. 393-395)]; 

les r6sultats principaux se trouvent  dans Th6or~me 12.3, Thdor~me 12.7 [off il s'agit 

de centre (I +) faible d 'at traction de mouvement G(M,j) (D6finition 12.6)], (12.8). 

Dans la section 13 nous proc6dons sous Hypoth~se 13.1 m4trique et nous ad- 

mettons la condition m6trique de M. Denjoy (D; p. 152, 153), soit dans la forme 

(13.3), soit dans la forme (13.3~ Le r6sultat principal est Th6or~me 13.10 ergodique, 

off on ne suppose pas qu'une mesure invariante existe et  oh l'ensemble exceptionnel 
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est au plus de mesure Borel-Lebesgue nulle. La  preuve de ce th6orbme est partielle- 

ment  model6e d'aprbs celle, que M. Khintchine (voir son article (K) [3]) a donn6e 

pour d6montrer le th6or~me ergodique de G. D. Birkhoff [4]. 

Enfin remarquons que beaucoup de d6veloppements de notre ouvrage peuvent  

4tre formul6s et 6tablis dans divers espaces m6triques. 

2. G6n4ralisations de la stabilit6 de Poisson 

Dans la section actuelle D, situ6 dans un espace euclidien Ur, est l 'espace d 'un  

mouvement  F(M,  t); D est invariant  par  F(M,  t); F ( M ,  t) pour tout  t fixe varie 

continfiment avec le point M (ED). Un ensemble 'parfai t '  voudra dire 'parfai t  dans 

Ur'. Designons par C (M) la trajectoire passant par  M. 

(2.1) La stabilitd de Poisson de la trajectoire C(M) consiste en ce qu'il existe une 

suite positive tl, t 2 . . . .  croissante vers -4-~, ou bien une suite negative d6croissante 

vers - c o ,  telle que F(M,  tn)--~M. 

Dans (D; p. 96) on trouve l'6nonc6; (~si l 'ensemble des points M, dont la tra- 

jectoire est stable pour les  t infinis positifs, est par tout  dense sur D, l 'ensemble des 

points de D, dont la trajectoire est stable s la lois vers les t infinis positifs et vers 

les t infinis n6gatifs, est un r6siduel de D~). 

Disons qu'il y a stabilitd (+)  (ou bien ( - ) )  de Poisson selon qu'il  existe une 

suite positive (tn)--> + co (ou bien une suite n6gative (tn)--> - ~ ), telle que F (M, tn)-->M ; 

s'il y a stabilit6 ( + ) ,  ainsi que stabilit6 ( - ) ,  nous dirons qu'il y a stabilit6 ( + ,  - ) .  

L 'a l ternat ive ~ la conclusion du th6or6me dans (D; p. 196) est que l 'ensemble 

S+._ des points de D, dont la trajectoire est stable ( + ,  - )  n 'es t  pas un r6siduel de 

D, c'est-s que D -  S+,_ n 'est  pas gerb4 (d6finitions dans (D; p. 137, 138)) sur D;  

donc D - S + _  est inexhaustible sur D;  pour tout  point M de D - S + . _  la trajectoire 

n 'est  pas stable ( + ) ,  ou bien n 'est  pas stable ( - ) ,  le signe pouvant  varier avec M 

sur D - S+._. 

L 'al ternative s l 'hypoth~se dans le th6or6me dans (D; 196) est la suivante:  

l 'ensemble des points M dont  la trajeetoire est stable ( + )  n 'est  pas par tout  dense 

sur D. 

Donc le th6or6me dans (D; p. 196) 6quivaut /t l'6nonc6 suivant. 

(2.2) ~qi pour tout point d'un ensemble inexhaustible sur D la tra]ectoire n'est pas 

stable, au moins dana une direction, il existe un intervaUe (~t r-dimensions, ouvert) 

i, c D, pour chaque point duquel la trajeetoire n'est pas stable (+) .  
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(2.3) 
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Comme dans (D; p. 196), soit 

d ( M , t ) = l F ( i , t ) - i  ] 

la distance en t re  les points F (M, t), M. Pour t f i xed  (M, t) est eontinu en M dans D. 

Soit P, c D, un ensemble parfait  (dans Ur) et h § (M) l 'ensemble des valeurs limites 

de d(M,  t) pour t tendant  vers + ~ .  Comme une cons6quence du th~or~me g6n6rale 

topologique de M. Denjoy (D; p. 174, 175), on abouti t  au r~sultat suivant. 

(2.4) Supposons qu'il y a dans P u n  ensemble de points Mn partout denses sur P et 

des valeurs tn (de t) tendant vers + oo de sorte que, pour n--> + oo : 

(2.4a) ou bien d(Mn, t~)-->2 (fini ou infini), 

(2.4b) ou bien lim d(Mn, t~)_-__2 (fini), 

(2.4c) ou bien lira d(Mn, tn)_->2 (fini); 

alors dans les cas respeeti/s il existe un rdsiduel R de P tel q u een  tout point M de R:  

(2.4a') ou bien h+(M) eontient 2 (c'est-~-dire, correspondant ~ M il existe une suite 

t ( j ) , - ->+  c~ avee ], teUe que d(M,  t (?'))-->2, quand i-->+ co), 

(2.4b') ou bien lira d(M,  t) <=2, 

(2.4c') ou bien lim d(M,t)>=2. 
t--)+ oo 

Puisque d (M, t) >= 0, nous prenons 2 _-> 0. En  posant M'~ = F (M~, t~), on obtient 

Mn =F(M'~, - tn ) ,  done d(Mn, t~)=d(M'~, - t n ) ;  si P = D  (donc D est parfait  dans Un), 

la /ermeture Q de l'ensemble M~, M'  2 . . . .  sera contenue dana P. T o u s l e s  points isol~s 

(s'il y en a) de Q sont parmi les M'n ( n = 1 , 2  . . . .  ); si de plus le noyau parfait  N(Q) 

de Q existe (n'est pas vide), en d~signant par M'~ k les M'n qui se t rouvent  sur N(Q), 

dans les cas respeetifs (2.4a), (2.4b), (2.4c) on aura  (pour k-->+ ~ et avec n k - > +  ~ ) :  

(2.4A) 

(2.4B) 

(2.4C) 

Or, les 

ou bien d(M'nk, -t~k)---~2 (fini ou infini), 

ou bien ~ d (M'~ k, - t~k) < 2 (fini), 

ou bien lim d (M~,  - t~k) > 2 (fini). 

M" ~tant par tout  denses sur Q, les Mnk sont par tout  denses sur N(Q) par- 
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fait ;  soit h - ( M )  l 'ensemble des valeurs limites de d (M, t), quand M reste fixe et 

t - - > - c o ;  en tenant  compte de (2.4)-(2.4c') on conclut ainsi: 

(2.5) Soit P = D  et envisageons les hypotheses (2.4)-(2.4c); si on outre le noyau 

parfai t  N(Q) de la fermeture de l 'ensemble M~ = F ( M ~ ,  tn) n 'est  pas vide, dans les 

cas respecti/s (2.4a), (2.4b), (2.4c) il existe un rdsiduel R' de N(Q), de sorte qu'en tout 

point M de R':  

(2.5A') ou bien h - ( M )  contient 2 (e'est-h*dire, il existe une suite t' (j), - - > - c ~  avec 

- j ,  telle que d(M,  t' (j))-->2 pour j - - > -  ~ ) ,  

(2.5B') o u  bien lim d(M, t) < 2, 
t--~- 

(2.5C') ou b i en  lim d ( M , t ) ~ 2 ;  
t--~- er 

de plus, dans les conditions de (2.5) il existe un rdsiduel R* de N (Q) tel que, dans les 

cas respecti/s (2.4a), (2.4b), (2.4c), en tout point M de R* on aura: 

(2.5A*) ou bien h + (M) contient 2 et h - ( M )  contient 2 [ainsi il existe des suites 

t (i), --> + ~ ,  t' (j), --> - co (pour ]--> + ~ ) ,  telles que d (M, t (j))-->2, d (M, t' (~))-~2], 

(2.5B*) ou bien lira d ( M , t ) < 2  et lim d ( M , t ) < 2 ,  
t---~ + ~ t---~- ~ 

(2.5C*) ou bien lim d(M,t)>=2 et lim d (M, t) _-> 2. 
t - )+  ~ t--)- 

On note que pour R* on peut  prendre R "  (RN(Q)).  En effet, R ~tant un rdsiduel 

de P, il s 'ensuit quc 

R = P - Z E n ,  R N ( Q ) = N ( Q ) - Z E ,  N(Q), 

off En ( n = 1 , 2  . . . .  ) est non-dense sur P ;  si ~ est un point de N(Q),  donc de P 

(puisque N ( Q ) c  P), et s i r  est un segment (~ r dimensions) contenant  ~ s l'int~rieur, 

on trouvera un segment r '  dans r d6pourvu de points de En (En ~tant non-dense 

sur P),  done d~pourvu de points de  E ~ N ( Q ) ;  par  lh E n N ( Q ) e s t  non-dense sur 

N (Q), Z En N (Q) est une gerbe de N (Q), R N (Q) est un r4siduel de N (Q); R'  6rant 

un r~siduel de N(Q) et un produit  de r6siduels 6rant un r6siduel, il en sera de 

m~me pour R*. 

Considdrons l'dnoncd (2.4-2.4e'). Dans l 'hypoth~se (2.4a), avec 2 = 0 ,  on conclut 

qu'en tout  point M de R on a d(M,t(j)--->O pour une suite t(?'), d6pendant de M 

et tendant  vers + ~ ;  mais cela signi]ie la stabilitd ( + )  de la tra]ectoire C(M).  Vu 



198 W. J. TRJITZINSKY 

que d(M, t) est toujours non-negatif, le cas (2.4b), avec 4 = 0 ,  ne pr~sente rien de 

nouveau;  pour la m~me raison l 'hypoth~se (2.4e), off 4 =0 ,  est d6pourvue d'int6r~t. 

DI~FII~IITION 2.6. Soit 4>_-0 et soit S(M, 4) la sphere ferm6e de centre M et de 

rayon 4 ; dfsignons par E (M, 4) un ensemble sur la surface de S (M, 4) ; nous dirons 

que la trajectoire C (M) d'un point donng M poss~de la stabilitd ( + ; E (M, 4)), si chaque 

point N de E (M, 4)), est un point d 'aeeumulation de F (M, t), quand t-+ + oo [done il 

existe une suite t (~), d6pendant de N, M e t  tendant  vers + co, telle que F (M, t (~)-+N, 

eela 6tant pour tout  N E E ( M ,  4)]. On d6finit de la m6me fagon la stabilitd 

( - ;  E ( M ,  4)), qui est pour le cas de t - -> -  co; au cas qu'il  y a les deux genres de 

stabilit6, de la sorte indiqu6e, nous dirons que la trajectoire C(M) du point M a la 

stabilitg ( + ,  - ; E (M, 4)). 

On observe clue ht stabilitd (+),  ou ( - ) ,  ou (+,  - ) ,  au sen, de Poisson est le 

cas particulier de la stabilitd ( + ; E(M,  4)), etc.; c'eat le cas or 4=0.  

Quand l 'espaee D n 'es t  pas born6, il se peut  que 4 = + co. Alors E (M, oo) peut 

6tre envisagd comme un ensemble de points g l'infini, les diff6rents points de E (M, co) 

pouvant  6tre distingu6s l 'un de l 'autre par les diff6rentes demi-droites issues de M, 

suivant lesquelles ces points sont approchds. Correspondant ~ E (M, co) il y a un en- 

semble E(M,  1) dont les points sont les intersections de la surface de la sphere unit6, 

S(M,  1), avec les demi-droites que nous venons de mentionner. Plus pr6cis6ment, si 

la trajectoire C(M) d'un point donn6 M a la stabilitd ( + ,  E(M,  oo)) et si E(M,  1) 

est l 'ensemble correspondant & E(M,  co) sur la surface de S(M,  1), alors ~ tout  point 

N de E (M, 1) il correspond une suite t (j) (d6pendant de M, zV et tendant  vers + co) 

de sorte que le point F(M,  t(~) tende vers l'infini, tandis que le point Qj, oh la demi- 

droite issue de M e t  passant par  F(M,  t(j)) coupe la surface de S(M,  1), tend vers N. 

Considdrons encore lea rdsultats (2.4-2.4e').  Dans l 'hypoth~se (2.4a), off 

0<4=< + oo, 

il existe un rfisiduel R de P tel qu'en tout  point M de R d(M,t( j )-+4 pour une 

suite t ( j ) - + +  co; si 4 est fini, il existe un ensemble (non-vide E(M,  4) sur la surface 

de S(M, 4), qui est l 'ensemble de points d 'accumulation de F(M,  t) pour t tendant  

vers + oo; dans ce cas done C(M) poss~de la stabilitd (+ ,  E(M,  4)). Darts l 'hypo- 

th~se (2.4a), avee 4 =  + ~ ,  on a d(M,t(~)--->+co pour une suite t ( j ) - + + c o ;  alors 

les points Qj d'intersection de la surface de S(M,  1) et  des demi-droites, issues de M 

et qui passent par  les F(M, t ( j ) )  ( j = l , 2  . . . .  ), ces points Qj ont au moins un point 

d 'accumulation N0; done dans ce cas la trajectoire C(M) poss~de la sta$ilitd 
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( + , E ( M ,  ~ ) ) ,  l'ensemble E ( M ,  1), correspondant & E ( M ,  co), contenant au moins 

le point N 0. 

Dans l'hypoth~se (2.4b) ( 0 < 2 <  + ~ )  en tout point M d'un rdsiduel R de P on 

a (2.4 b') 
O~_cr lim d(M,t)<=2; 

~-.), + 

d'apr~s le raisonnement donnd plus haut  on observe que C(M) (M E R) poss~de la 

stabilitd ( + ,  E ( M ,  ~)) (pour un certain ensemble E(M,  cr sur la surface de S ( M ,  r162 

si ~ > 1 ,  il s'ensuit qu'il n'y a pas de stabilitd (+ ,  E(M,I~)) pour aucun ensemble 

E (M, #) et pour aucun #, tel que 0 <=# < ~. 

Dana le cas (2.4e), avec 0 < 2 <  §  pour tout  M d'un rdsiduel R de P on 

a (2.4c') : 

f l = f l ( M ) =  lira d ( M , t ) > 2 ;  
t . - ->+~ 

done C (M) poss~de la stabilitd ( + ,  E (M, fl)) et C (M) n'a pas de stabilitd ( + ,  E (M, v)) 

pour f l < v g  + c o  (au cas que f l<  + ~ ) .  

E n  tenant  compte de (2.5)-(2.5C*) et des rdsultats dans le texte qui suit (2.5 C*), 

nous sommes mends s l'dnoncd que voici. 

(2.7). Envisageons les hypotheses (2.4)-(2.4c), avee P = D ;  supposons que le noyau 

parfait N(Q) de la fermeture Q de l'ensemble M ' , = F ( M , ,  t,) ( n = l , 2  . . . .  ) n'est pas 

vide ; ddsignons les ensembles E ( M ,  2) (Ddfinition 2.6), qui correspondent h t--> + co 

et ~ t--> - ~ ,  par E + (M, 2) et  par E -  (M, 2), respeetivement ; il existe un rdsiduel R* 

de N (Q) de sorte qu'en tout point M de R* on a l e s  conclusions suivantes : 

(2.7a) dans le cas (2.4a), avec 2 = 0 ,  la trajeetoire C ( M ) d u  point M est stable 

( 3 ,  - ) ;  dans le eas (2.4a), off 0 < 2 _ _ < + ~ ,  C(M)  est stable ( + , E + ( M ,  2)), ainsi 

que ( - ,  E - ( M ,  2)); 

(2.7 b) dans l'hypoth~se (2.4b) (0 < 2 < + co) il existe sur R* deux fonetions 

~r = ~+ (M), o~- = ~- (M) (0 < ~+, r162 < 2) 

de fagon que C (M) est simultandment 

(2.7 b') stable ( + ,  E + (M, a+)), stable ( - ,  E -  (M, a-)) ; 

C(M) n'est pas stable ( + ,  E+(M,/ t ) )  pour aucun ensemble E + ( M , t  t) et pour aucun 

#, tel que 0 < # < a  + (si ~+>0 ) ;  C(M) n'est pas stable ( - , E - ( M ,  lt)) pour aucun 

E - ( M ,  Ia ) et aueun 0 < / t < a -  (si a - > 0 ) ;  
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(2.7 c) dans le cas (2.4 c), avec 0 < 2 < + ~ ,  il existe sur R '  deux fonctions 

f l+=fl+(M),  f l - = f l - ( M ) ( f l + , f l - > 2 )  

de sorte que C(M) est ~ la fois 

(2.7 c') stable ( + ,  E + (M, fl+)), stable ( - ,  E -  (M, r162 

il n 'y  a pas de stabflit6 ( + , E + ( M , v ) )  pour fl+<v<= + ~  (si f l+< + ~ ) ;  il n 'y  a 

pas de stabilit6 ( - ,  E -  (M, v)) pour fl- < v <  + ~ (si fl- < + ~o). 

Si, par exemple, les ensembles E + (M, 2), E - ( M ,  ]t) clans (2.7a) ont un point N 

en eommun, on observe que N e s t  ~ distance 2 de M e t  que pour des suites 

t + (j), --> + cr t-  (j), --> - ~ ,  on a 

(2.8) F ( M ,  t + (j))-+N, F ( M ,  t- (j))-+N. 

3. G4n4ralisations de hi stabilit4 de Poisson (suite) 

Selon le C0rollaire (D; p. 176) on a l'6nonc6 suivant. 

(3.1) 2 6rant une constante finie ou infinie, >0 ,  soient: 

(3.1 a) H ( P ,  ]t) Fensemble de points M de P oh h § (M) (voir le texte qui pr6ebde 

(2.4)) contient 2 fini; 

(3.1b) H1 (P, 2) l'ensemble oh 2 < lim d (M, t) ; 
t--~+ ao 

(3.1e) H2(P, 2 ) l'ensemble off 2 >  lim d ( M , t )  
t-..-~ + ~ 

(2< + ~ ) ;  

alors, si un de ces ensembles est partout dense sur P, c'est un rdsiduel de P. 

On note que (3.1a) 6quivaut ~ ce qu'il existe une suite tj, d6pendant de 

M (EH(P ,  ;t)) et tendant  vers + :r telle que d(M,  tj)-->2, c'est-b,-dire (3 .1a)6quivaut  

6 l'6none6 : 

(3.1h) H ( P ,  2) est l'ensemble de points M, tels que C ( M )  est stable ( + , E ( M ,  2)) 

(avee 0 < 2 <  + ~ ) .  

D'autre par t  (3.1 b) 6quivaut b, la eonstatation suivante: 

(3.1b) H(P ,  2) est l'ensemble sur lequel est d6finie une fonetion f l (M),  >=2 (>0) ,  

pouvant prendre la valeur + ~ ,  de sorte que pour tout  point M sur cet ensemble 

la trajeetoire C (M) est stable ( + ,  E (M, fl (M))) et n'est pas stable ( + ,  E (M, v)) pour 

v> f l (M)  (si f l (M)<  + ~ ) .  
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Pareillement (3.1c) revient s l'6nonc6: 

(3.1 e) H 2 (P, 2) ( c p) est l'ensemble oh est d6finie une fonction 0 _-< ~ (M) < 2 ( < + ~ ) ,  

de fagon que pour tout  M, E H  2(P,2),  C(M) est stable ( + , E ( M , ~ ( M ) ) )  et n'est 

pas stable ( + ,  E (M,/~)) pour 0 =< # < ~ (M) (si ~ (M) > 0). 

L'6quivalence de (3.1a) et (3.1g) est assez evidente. Quant ~ (3 .1b)e t  (3 .1b)on  

note que (3.1b) entraine (3.1b), comme une consfquence de la d6finition de la sta- 

bilit6 ( + ,  E (...)). D'autre part  (3.1b) doit impliquer (3.1b); en effet, au eas con- 

traire il existe un point M 0 de H 1 (P, 4) (H 1 (P, 4) 6tant d6fini d'aprbs (3.1 b)), tel que 

2 >  lim d (M 0,t);  
t-->+ co 

mais fi (M0) > 2 et par eons6quent C(Mo) est stable ( + ,  E (M 0, fi (M0)) et C (M0) n'est 

pas stable ( + ,  E ( M ,  v)) pour ~>/~(M0); on a fl(M0)> lira d(M0, t); d 'autre part,  il 

est 6vident qu'il n 'y  a pas de stabilit6 ( + , E ( M 0 ,  v)) pour v >  lim d (M 0,t); on 
t--~+ oo 

aboutit  ~ une contradiction. Tout pareillement on montre l'dquivalence de (3.1 c) et 

de (3.1 ~). 

En vertu des consid6rations qui pr6c~dent on conc]ut ainsi. 

(3.2) Soit 2 (>=0) une constante ]inie ou in]inie; dd]inissons les sous-ensembles 

H (P, 2), H 1 (P, 2), H 2 (P, 4) 

de l'ensemble P, ~ D, par[air (dans U~), respeetivement el'accord avec (3.1~), {3.1b), 

(3.1 ~); si un de ces trois e~sembles est ~partout dense sur P, c'est un rdsiduel de P. 

On pourrait examiner, de la manibre indiqu~e, la stabilit6 s la lois au sens 

(\+E, (...)) et au sens ( - , E ( . . . ) ) :  

Consid6rons maintenant le th6or~me topologique inverse {D; p. 199), se ra t tachant  

aux relations ferm6es. En vertu de ce thdorbme On peut faire l'6noncg suivant. 

{3.3) Soit P, ~ D ,  parfait (dans U~); supposons que, 4(_->0) 6tant une constante 

finie ou infinie, en tout  point M de P on a: 

(3.3a) ou bien d ( M ,  t)--->2 (pour t--> + ~ ) ,  

(3.3b) ou bien lim d(M,t)=<2 (<  +o~),  
t-->+ c~ 

(3.3 e) ou bien lim d (M, t) ==_ 2 (fini, positif) ; 
b-~+ 

il existe alors un ensemble K (P, e) (pouvant 6tre vide), ferm~ et non.dense sur P,  

tel qu's toute portion r de P,  disjointe de K (P, e), il correspond ~ = ~  (co, e), > 0, 
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fini, de sorte que l'indgalitd t>= ~? (co, e) eutrains pour tout M sur Co 

(3.3fi) dans le cas (3.3a): 
1 [d(M,t)-2 I<e (4 fini), d(M,t)>~ (si 2= +oo), 

(3.31)) dans le cas (3.3 b) : d (M, t) < 2 + e, 

(3.35) dans le cas (3.3c): d ( M , t ) > 2 - e ,  

Nons allons interprgter les conditions (3.3 a)-(3.3 c) et les conclusions (3.3 ~)-(3.3 [)), 

en prenant le point de rue  de stabilit~ de trajectoires. 

On note que les trois conditions (3.3a), (3.3b), (3.3c) dquivalent respectivement dt 

ce qu'en tout point M de P:  

(3.4a) ou bien C(M)  a la stabilit6 ( + , E ( M ,  2)) et C ( M )  n'a pas de stabilit~ 

( + , E ( M , v ) )  pour ~=~2 (ici 0_-__2<_-+oo); 

(3.4b) ou bien sur P il existe une fonction ~r teUe que 0 ~ ( M ) _ - < 2  (2 fini), 

de sorte que C (M) est stable ( + ,  E (M, ~ (M))) et C (M) n'est pas stable ( + ,  E (M, v)) 

pour v > ~r (M) (donc, en particulier, pour v > 2) ; 

(3.4c) ou bien sur P il existe une fonction f l (M),  telle que f l ( M ) > 4  (fini, >0)  de 

fagon que C (M) est stable ( + ,  E (M, fl (M))) et que C (M) n'est  pas stable ( + ,  E (M, ~)) 

pour v < fl (M) ; donc ,  en particulier, C (M) n'est pas stable ( + ,  E (M, ~)) pour 0 < v < 2. 

Si K (P, e) est vide, les conclusions (3.4 a)-(3.4 c) auront lieu sur P.  En employant 

de langage de stabilitY, on conclut comme il suit. 

(3.5) Supposons que l'un (le m~me pour tout point) des trois genres de stabilitd (3.4a), 

(3.4b), (3.4c) a lieu sur P, c D, par[ait (dans Un). Alors, pour tout e> O, dans P il 

existe un ensemble K (P, e) (possiblemeut vide), /erred et non-dense sur P, de sorte que 

dans les cas respecti/s il y a sur toute portion CO de P, disjointe K (P, e), la stabilitd, de 

la sorte correspondaute, (~uni/ormdmeut dt e pros ~. 

Pr6cisons la stabilitY, des genres indiqu6s, 'uniform6ment ~ e pros'. 

(3.5a) Quand il y a de stabilitd sur P d'accord avee l'hypoth~se (3.4a), on aura sur CO 

une des in6galit6s dans (3.3~) (selon que 2 soit fini ou infini) pour t==_~ (co, e); si 2 

fini est positif et e < 2, le mobile M' = F (M, t) reste pour M sur co et pour t_-> ~/(co, e) 

dans l 'anneau ouvert  sph6rique 

A (M; A - e ,  2 + e ) =  { 2 - e < [ M ' - M I  < 2 + e } ;  

si 4 = 0 ,  on aura M' dans la sphere ouverte { [ M ' - M [ < e }  pour M sur CO et 

t>~(co, e); 
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1 
[ M ' - M [  > -  

E 
(M 6 r t > ~  (~o, ~)). 

(3.5b) Considdrons le cas de stabilitd sur P selon (3.4b). Alors (en vertu de (3.3b)) 

le mobile ~ M'  = F (M, t) reste dans la sphbre ouverte ] M'  - M ] < 4 + ~ (si M 6 e5 et 

t > ~ (o~, E)). 

(3.5c) Dans le cas de stabilitd sur P d'accord avec (3Ac), d'apr~s (3.3~) on voit que 

m '  reste dans le domaine { ] M ' - M [ > 4 - 8 }  (si 0 < e < 4 )  pour i sur (5 et pour 

t > ~  (~, ~). 
En tenant  eompte du th$orbme topologique inverse (D; p. 208) (relativement 

aux infigalit6s ouvertes) on conclut comme il suit. 

4 fitant une constante, si pour tout  M sur P on a 

lira d ( M , t ) < 4  (0<4-<_ + ~ ) ,  
t-~+oo 

lim d ( M , t ) > 4  (0=<4< + ~ ) ,  
t--~+ o o  

(3.6) 

(3.6 a) soit 

(3.6 b) soit 

il s'ensuit qu'il existe un ensemble K ( P )  

dense sur P,  tel qu's route portion 

7(~)>0 ,  
peetifs 

(3.63) 

(possiblement vide), c p,  ferm6 et non- 

de P,  disjointe de K(P) ,  i! correspond 

U(e3)>0 de sorte que l'indgalitd t> U (5)) entra~ne sur &, dans les cas res- 

d (M, t) < 4 - ? (iS) (si 0 < 4 < + ~ ,  ? (iS) 6tant inf6rieur ~ 4), 

(3.6t)) 

Les hypotheses 

vantes : 

1 
d ( M , t ) < - -  (si 4 =  + ~ ) ,  

r (~) 

d ( M , t ) > 4 + r ( 5 ~  ) ( 0 < 4 <  + ~ ) .  

(3.63), (3.6b) ~quivalent respectivement aux constatations sui- 

(3.7a) il existe sur P une fonetion fl(M), telle que 0_<-fl(M)<4 (0<4<_ + ~ ) ,  de 

sorte que pour tout  M sur P C(M) est s table  ( + ,  E ( M ,  fl(M))) et C(M) n'est pas 

stable ( + ,  E (M, v)) pour v>f l (M)  (done, en partieulier, pour v_>4); (3.7b) il existe 

sur P une fonetion ~(M), telle que ~ ( M ) > 4  (0=<4< + ~ )  et telle que pour tout  

M sur P C(M) est stable ( + , E ( M , ~ ( M ) ) )  et n'est pas stable ( + , E ( M , v ) )  pour 

O < v < 4  (si 4>0) .  

Par  suite de (3.6)-(3.7b) on est men6 ~ l'6nonc6 suivant. 

(3.8) Supposons que l'un et le m~me des deux genres de stabilitd (3.7 a), (3.7 b) a lieu 

sur P. Alors il existe un ensemble K ( P )  (qui peut ~tre vide), c P ,  fermfi et non- 

14--563801. Acta Mathematica. 95. Imprim6 le 4 mai 1956. 
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dense sur P,  de fa~on qu'~ route portion 5) de P,  disjointe de P,  i] correspond 

(5)) > 0, ~ (5)) > 0, de sorte que les indgalitds + ~ > t > ~ (5)) entra~nent que sur 5), 

dans les cas respecti/s : 

(3.8 a) le mobile M'  = F (M, t) reste dans la sphere ouverte (I M '  - M I < ~t-  ~ (5))}, 

si 0 < ) l <  § ~ ,  et M'  reste dans la sphere ( I M ' - M [  < I / r (5))} ,  si ~ =  + ~ ;  

(3.8b) M '  reste dans le domaine ( ] M ' - M I > 2 §  , si 0__<~< + ~ .  

On note que (3.8a) entra~ne qu'il existe u,~ ensemble e (5)) (non-vide) de valeurs 

sur le segment (0, ~t - ~ (5))), si 0 < ~t < § co, et sur le segment (0, 1 /?  (5))), si ~t = § ~ ,  

tel que pour ~ sur e(5)) et M sur 5) la tra]ectoire C (M) est stable ( + ,  E (M, ~)) dans 

un certain sens d'uniformitd. I1 ne s 'agit  pas ici de l 'uniformit~ de stabilit~ K e pros, 

K ( P )  4rant ind~pendant de e. Dans le cas (3.8b) (0_<_~< + ~ )  il y a un r~sultat 

analogue, e(5)) ddsignant un ensemble sur le segment (~t+~(5)), + ~ ) .  

On peut  obtenir des rdsultats semblables ~ ceux donn~s plus haut,  avec les sta- 

bilit~s aux sens ( + ,  ...), ( - ,  .--) ayant  lieu s la lois pour les trajectoires de tous les  

points M consid~r6s. 

4. Stabilit~ d'ensemble-trajectoires 

En essayant de faire des applications des rdsultats topologiques de M. Den joy 

dans (D; p. 213-215) aux probl~mes de stabilitd, on note qu'il  y a plusieurs fa~ons 

pour rdaliser cet objet. Dans (D; p. 213-215) il s 'agit  d'ensembles fermds (dans Ur) 

qui varient continfiment avec un point M, qui se trouve sur un ensemble parfai t  

P - au lieu d'envisager des fonetions continues de point M sur P.  

F (M, t) ddsignant encore la position du point-mobile au temps t sur la trajec- 

toire C ( M ) ( M = F ( M , O ) ) ,  F ( M , t )  variant contin~ment avec le point M (ED) et 

D ( c  Ur) dtant l'espace invariant par F (M, t), /erred dans Ur possiblement non-bornd, 

introduisons 

D ~ F I N I T I O N  4.1. Soit ~ = G ( M ,  0), c D ,  fermd dans Ur et bornd; G(M,  0) 

est d~fini pour tout  point M dans D et G ( M ,  0) contient M;  posons 

(4.1 a) G (M, t) = F (~J~, t) = G (F (M, t), 0) 

( - ~ < t <  + ~ )  et supposons que 

(4.1b) G (M, 0) varie continbment avec M dans D. 

R ~ M AR QUE 4.1'. Si l 'on consid~re un groupe diseret de transformations 

F (M, n), off.  n e s t  entier, et si D, fermd (dans Ur) s distance finie, est invariant  
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par  les t r ans format ions  de ee groupe,  on pour ra i t  assuje t t i r  G(M, 0) aux  conditions 

de D~finition 4.1, en y remp]a~ant  t pa r  n = 0 ,  • 1, •  . . . . .  

On note  que G(M, t) cont ient  le point  F ( M , t ) ;  de plus (4.1b) ent ra lne  que,  

pour t /ixe, G (M, t) (ferm~ dans  Ur) varie contin~zment avee le point M. E n  effet,  si 

M--->M' (eD), on aura  F ( M ,  t)-->F(M', t);  donc, en laissant  A,,~A' (off A '  est  inva-  

riable) signifier que l '4cart  mu tue l  [(4.4)] de A et  de A' t end  vers  z~ro, on obt ien t  

G (M, t) = G (F  (M, t), 0) ~ G (F  (M' ,  t), 0) = G (M' ,  t), d 'oh  G (M, t) ~ G (M' ,  t). 

Pour  M fixe et  t var ian t ,  l'ensemble.mobile G(M, t )  d~erit le tube  C(99~) 

(9~ = G (M, 0)), F (~J~, t) ( - ~ < t < + c~), que nous appellerons son ensemble-tra]ectoire. 

Les conditions de Dgfinit ion 4.1 sont  r6alisdes quand  G ( M , O ) = M  pour  t o u t  

M 6D. On peut donner des exemples olt Dd/inition 4.1 est rdalisde sans que l'ensemble 

G (M, O) soit ndcessairement rdduit au point M pour tout M dans l'espace D considdrd. 

Nous laissons de c5t6 le probl~me de conditions n~cessaires et  suffisantes pour  que 

les condit ions de I)~finition 4.1 puissent  ~tre satisfaites,  sans que G(M, 0 ) = M  par-  

t ou t  dans  D. 

E n  t a n t  que ]a t r ans fo rma t ion  ponctuelle F (M, t) satisfasse ~ la propri~t~ du 

groupe,  on au ra  

(4.2) G (M, t + T) = G (F  (M, t), ~) 

pour  tou tes  les valeurs  r~elles t, T. 

Soit  L + ( M ) [ L - ( M ) ]  l'ensemble de points d'accumulations de G ( M , t ) p o u r  t---> + oo 

[pour t---> - cr ], e 'est-~-dire de l 'ensemble-mobi le  au t e m p s  t. D~finissons L ]  (M) [L i  (M)] 

comme l'ensemble de points d'accumulation au sens /oft de G(M, t) pour t--> + 

[pour t - - > - c ~ ] ,  eela signifiant que L~-(M) [ L i ( M ) ]  est  l ' ensemble  de points  h r 

chacun desquels on peu t  faire co r respondre . su r  G(M, t), pour  t ou t  t>=t o [pour t ou t  

t =< to], un  point  N( t ) ,  te l  que 

N(t)---~N quand  t-+ + oo [quand t---~ - o o ] .  

/3 + (M) est  l ' ensemble  de points  N g chaeun desquels une suite de valeurs  t, 

~1 <~2< . . . -+  + co, 

e t  de points  cor respondants  Ns, E G(M, tj), (j---1, 2 . . . .  ) existent ,  de sorte que Nj-+~V 

pour  j ~  oo. 

Si H est  un  sous-ensemble de L + (M) tel  qu' i l  existe une suite tj,--~ + oo, in- 

ddpendante de N, tel  qu 'g  t ou t  poin t  N de H il correspond sur G(M, tj) ( j =  1, 2 . . . .  ) 

un  point  Nj, de sorte que N F + N  (pour j -+  oo); dans ce eas nous d6signerons H p a r  
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L~ + (M) et nous l 'appellerons 'un ensemble d'accumulation complet' de G(M, t)pour 

t--> + oo. Un ensemble composd d 'un seul point de L + (M) est un ensemble L + (M). 

Dans la section 5 nous donnerons un exemple d 'un sous-ensemble, composd de deux 

points de L+(M), qui n 'est  pas un ensemble L +(M) (si l 'on suppose de G(M,t) 

seulement que cet ensemble soit fermd et qu'il varie continfiment avec le point M). 

Dans tous les cas on a 

(4.3) L/  (M) c L2 (M) ~ L + (M). 

Les ensembles d 'accumulation des espbces L / ( M ) ,  L $ (M) n'dtaient pas considdrds 

dans (D). 

Soit E(M), c D, un ensemble ]ermd (dans Ur) variant confinement avec M sur 

P, ~ D, par/air (dans U~). Introduisons les fonctions 

(4:4) ~ (M, t) = distance de G(M,t) et de E(M), =IG(M,t ) - -E(M)[;  

hl(M,t)=l'dcart de G(M,t) ~ E ( M ) ;  h2(M,t)=l'dcart de E(M) ~ G(M,t); 

h(M, t)=l'dcart mutuel de G(M, t) et de E(M). 

Selon (D; p. 92) on peut  considdrer l 'dcart d 'un ensemble A K un ensemble B 

de la manibre suivante:  

(4.4a) dcart (A, B) = max. (N E A) (~(N, B), 

off 5 (N, B) est la distance du point N s l 'ensemble B;  h(M, t) est le plus grand de 

h I (M, t) et de h 2(M, t). 

Dire que l 'ensemble G(M, t) varie continfiment avec le point M revient ~ ce que 

l 'dcart mutuel  de G(M, t) et de G(M, t), ]'dcart mutuel  (G(M,t), G(Mz, t)), tend vers 

zdro quand M1-->M. 

De la manibre dont M. Denjoy l 'a  fair dans (D;  p. 214), envisageons les diverses 

hypothbses suivantes. 

L E s  HYt 'OTH~S]~S 4.5. Pour tousles M sur P, cD ,  par/air (dans Ur) on a: 

(4.5 a) 

(4.5b) 

(4.5c) 

(4.5d) 

(4.5e) 

(4.5f) 

L + (M) E (M) = 0 (vide); 

L + (M) E (M) ~: 0 (non-vide) ; 

L § (M) c E (M) ; 

L / ( M )  D E (M) ; 

le cas oh (4.5c) et (4.5d) ont lieu simultandment;  

L2 (M) ~ E (M). 
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Moyennan t  les fonctions (4.4) ces 

aux  conditions (pour t--> + oo e t  pour  

(4.5a) 

(4.5g) 

(4.5e) 

(4.5~) 

(4.5~) 

(4.5f) 
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hypoth6ses  sont co r re spondamment  6quivalentes 

M sur P): 

l im ($(M, t ) > 0 ;  

l im 6 (M, t) = 0 ; 

l im h~ (M, t) = 0 ; 

l im h z (M, t) = 0 ; 

l im h (M, t) = 0 ; 

lira hz (M, t) = 0. 

Dans  la section 5 nous 6tablirons les 6quivalences 

( 4 . 5 d ) ~ ( 4 . 5 d )  et  ( 4 . 5~ )~ (4 .5 f ) ;  

en outre  nous y consid6rons aussi le cas g6n6ral oh L r (M) ~ E ( M ) .  

D ~ F I N I T I O N  4.6. Soient 01 (M,~  ) et O~(M, t ,e)  respec t ivement  les ensembles 

de points  d is tants  de E ( M )  et  de G(M,  t) [=F(~i)~, t)] de moins de ~. 

De la m~me mani~re dont  certaines conclusions 6taient  6tablies dans  (D;  p. 214, 

215), comme des cons6quences des hypotheses  1 ~  5 ~ (D;  p. 214), nous sommes  men6s 

aux  r~sultats  suivants .  

(4.7 a). Dans l 'hypoth~se  (4.5a) il existe un ensemble  K ( P ) ,  c P, ferm6 et  non- 

dense sur P de sorte qu 's  t ou te  por t ion  59 de P ,  disjointe de K (P), deux  nombres  

z/(59) (fini), ~ (59) (positif) correspondent ,  tels que l ' in6galit6 t > ~/(59) entra lne  

(M, t) = [ G (M, 0 - E (M) I > ~ (59) pour  M sur 59 ; 

K ( P )  peu t  ~tre vide. 

Darts les hypotheses  (4.5e), (4.5d), (4.5e) il y un  ensemble K ( P ,  ~) (vide ou 

non), c P ,  ferm6 et  non dense sur P,  de sorte qu ' s  tou te  por t ion  59 de P,  disjointe 

de K (P, ~), il correspond un ~1 (59, ~) /ini, tel que pour 

t > ~1 (59, ~) et pour M E 59 
on a respectivement : 

(4.7 c) dans l'hypoth~se (4.5 c), h i ( / ,  t) < e, c 'est-h-dire 1 'ensemble O 1 (M, e) (D6finition 

4.6) cont ient  l 'ensemble G (M, t) ; 

(4.7d) dans l'hypoth~se (4.5d), h2(M , t ) <  ~, donc l 'ensemble  Oz(M, t, e) cont ient  Fen- 

semble E ( M ) ;  
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(4.7e) dans l'hypoth~se (4.5e) on a simultan6ment les conclusions de (4.7e) et de (4.7d): 

0 1  (M, e) ~ G(M, t), O3 (M, t, e) ~ E (M). 

Pour 6tablir un lien entre les r6sultats (4.5-4.7e) et les notions de stabilit6 

eonsid6rons d 'abord le cas off 

(4.8) G(M, 0) [ = ~  (4.1a)]=M=E(M); 

l'ensemble-mobile au temps t=O sera le point M=G(M,O)=F(M,O);  l'ensemble- 

mobile au temps t sera le point M'=G(M,  t)=F(M, t); l 'ensemble-trajectoire de 

M (=  ~rj~) sera la trajeetoire C(M) au sens ordinaire; les ensembles L + (M), L - (M) ,  

L~ (M), L 7 (M), introduits plus haut, seront les ensembles de points d'accumulation 

de F(M, t) pour t--> + ~ et pour t - > -  c~, respectivement, soit au sens ordinaire, soit 

au sens fort ;  en nous rappelant les notions de stabilitd de Poisson (de la trajectoire 

C(M)), c'est-s de stabilit~ (+ ) ,  ou bien ( - ) ,  ou bien ( + ,  - )  (voir le texte au 

commencement de la section 2), nous observons que la stabilitd (+), par exemple, 

pour une trajectoire C(M) aura lieu quand pour le point M consider6 on a 

(4.8 f) L + (M) 9 M (alors M est un ensemble L~ + (M)) ; 

ceci veut dire, quand M est un point d'accumulation de M ' = F ( M ,  t) pour t-->+ oo; 

(4.8f) est pr6cisement la condition (4.5f), qui ~quivaut h l 'hypothbse (4.5f): 

(4.8 f) lim h,. (M, t) = 0 ; 

ici hz(M, t) est l'6cart (4.4) du point M ' = F ( M ,  t), autrement dit h~(M, t)est la 

distance 5(M, t )=  ! M - M '  I. I1 est fivident que dans le cas (4.8) l 'hypothbse (4.8f) 

(e.g. (4.8f)) 6quivaut s l 'hypothbse (4.5b) (e.g. ~ (4.5b)). Dans la suite les cas (4.5b), 

(4.5f) seront examinds en s'appuyant sur le the'or~me de M. Denjoy dans (D; p. 215). 

Encore dans le cas (4.8) considgrons l 'hypothbse (4.5cl), c'est-~-dire (h2(M, t) 

6rant ~ (M, t)) : 

(4.8d) !im IM - F ( M ,  t)] =0 .  
t-~+ r 

Or, au moins dans le cas off F(M', t) poss~de dans D la propri~t~ de continuit6: 

t (4.9) Mn M ,  t h a t '  entralne F(Mn,  tn)--->F(M, t'), 

dans eette hypothbse de eontinuit~ /a relation (4.8d) entra~ne que M soit un point 

d'dquilibre; e'est-~-dire, que F(M, t )=M pour t ous ]e s  t. En  effet on sait (Nemietsky 
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et Stepanoff (NS; p. 351)) que, si F(Q, t)---~M (pour t - > +  ~ )  pour un point Q, alors 

M sera un point d'6quilibre. Si G ( M , O ) = M = E ( M )  sur P, la condition L / ( M ) g M  

(e.g. 4.5r implique que P consiste de points d'dquilibre. 

L'hypothbse (4.5c) dans le cas (4.8), ~ pr6sent consid6r~, signifie que L + ( M ) = M  

sur P ;  ceci dquivaut ~ la condition L / ( M ) = M ;  nous venons d'indiquer que dans 

ce cas P e s t  form~ de points d'dquilibre, L'hypothbse (4.5e) au cas (4.8), est la r~- 

union des hypothbses (4.5c) et (4.5d) 

L+ ( M ) = M =  L /  (M) (sur P) ;  

ce cas donc ne pr6sente rien de nouveau. 

Envisageons maintenant l'hypoth~se (4.5a): 

(4,10) l'ensemble L + (M) et le point M sont disjoints dbs que M est sur P,  c'est- 

k-dire, tout  point d 'accumulation de M' = F ( M ,  t), pour t-+ + co, est distinct de M, 

pour tout  M sur P ;  cela veut dire que chaque trajectoire C(M) (M sur P) n'est pas 

stable (+)  au sens de Poisson--nous dirons C(M) est 'instable ( + ) '  (au sens de 

Poisson). 

D ~ F I N I T I O N  4.11. Dans le cas d 'un point-mobile M, C(M) ~tant la trajectoire de 

M ' = F ( M , t )  [F(M,O)=M;  - ~ < t <  + ~ ] ,  on dira que l'instabilitd ( + )  [ ( - ) ]  est 

uni/orme sur un ensemble H, si des nombres 7 (positif) et  ~/ (fini) existent tets que 

(4.113 ]F(M,t)-M[>~, pour t > ~  [ t<~]  

pour tout  M sur H ;  c'est-s si la distance de point M (sur H) s la partie de 

C ~ / ) ,  pour laquelle t > ~ [t < ~]], reste sup6rieure ~ 7 positif. 

Dans le cas (4.5a) (avec (4.8)) on a (4.10) et, selon l'finonc6 (4.7a), il existe un 

K(P) ,  c P, ferm6 et non-dense sur P,  tel qu'~ toute portion ~ de P, disjointe de 

K(P),  deux nombres ~](~) (fini) et 7(&) (positif) correspondent, de sorte clue l'in6- 

galit~ t > ~ (~) entraine 

[ F (M, t) - M [ > 7 (e5) partout  sur e5. 

En tenant compte de D6finition 4.11 on aboutit  ~ la eonstatation suivante. 

(4.12). Si ehaque trajectoire C(M) pour M sur un ensemble P, c D ,  par/ait (dans Ur) 

est instable ( + )  (au sens de Poisson), un sows-ensemble K (P) de:P, ]ermd et non-dense 

sur P, existe tel que l'instabilitd (+)  est uni/orme sur route portion ~ de P, disjointe 

de K (P). 
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Revenons aux ensemble-mobiles et les ensemble-trajectoires (D6finition 4.1); con- 

sid6rons le cas oh E(M)= M sur P. L'hypoth~se (4.5a) signifie que le point M est 

6tranger s L + (M) pour M sur P :  

(4.13a) lim ~(M,t)>O. oh ~(M, t )=]M-G(M, t )] .  
t-->+ r 

La condition (4.5b) ~quivaut ~ MEL+(M) pour M sur P :  

(4.13b) lim 5(M, t) = 0  (sur P). 

Si (4.5c) a lieu sur P, on aura L+(M)=M et 

(4.13c) hl(M,t)->O sur P, oh hx=l '~car t  de G(M,t) ~ M, donc h l = l e  max imum 

des distances des points de G(M,t) et de M ;  dans ce cas G(M,t)-->M, donc il y 

aura une trajectoire ponctuelle tendant  vers M pour t-->c~; par  1s (NS; p. 351) M 

sera un point d'dquilibre, cela fitant pour tout  point M de P. L 'hypothbse (4.5d) 

~quivaut ~ M E L~ (M) (pour M sur P), done ~, 

(4.13d) lira h~(M, t )=0 ,  oh h2=l '~car t  de M ~ G(M,t), =(~(M,t) .  

La condition (4.5e) signifie que L+(M)=M=L/ (M)  et cela ne repr6sente rien de 

nouveau. Maintenant examinons les cas (4.13a), (4.13d) (avee E(M)=M).  

D ~ F I ~ I T I O N  4.14. On dira que l 'ensemble-trajectoire C(~J~), oh ~=G(M,O)  

(et ~ ' = G ( M , t ) = F  (~J~,t)), est stable (+) spdcialement au point M (qui se t rouve sur 

~ ) ,  s'il existe un suite tn, --> + ~o, et des points Nn E G(M, tn) (n= 1, 2 . . . .  ), de sorte 

que ]Nn-M]- ->0 ,  c'est&-dire, si M est un point d 'aceumulation des ensembles 

G(M, t) pour t---> + ~ :MEL+(M). I1 y a une d6finition analogue oh l 'on remplace 

( + )  par ( - )  ou bien par  ( + ,  - ) .  Quand il n ' y  a pas de stabilit6 ( + )  de la tra-  

jectoire C(~)=C(G(M,O)) sp6cialement au point M,  nous dirons que C(~;J~) est in- 

stable (+) spdcialement ~ M - - c ' e s t  le cas oh M est fitranger ~ L + (M);  on dfifinit 

aussi d 'une mani~re analogue l'instabilitd ( - )  et l'instabilitd (+, - )  d'une ensemble- 

trajectoire C(~), spdcialement au point M. Si l 'ensemble H c D et s'il existe des 

nombres, ~)=7(H)  positif et ~ = ~  (H) fini, de sorte que 

(4.14') (~(M,t)=IM-G(M, t ) [>  7 pour tout  M sur H et pour tout  t > ~ ,  nous dirons 

que l'instabilitd (+) des ensemble-trajeetoires C(~)  [oh ~)~=G(M,O)] spdcialement au 

point M est uni/orme sur H (pour M sur H). 

Le cas (4.13a) (avec E(M)=M) 6quivaut ~ l'instabilit6 ( + )  sp6eialement ~ M 

sur  P ;  selon (4.7a) on conclut qu'il existe un ensemble K (P) et qu'~ toute portion 
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~5 de P ,  disjointe de K ( P ) ,  des nombres  ~(~5), ~ (~) correspondent,  comme on l 'a  

indiqu6 dans le texte  de (4.7a);  en ver tu  de D6finition 4.14 on conelut comme 

il suit. 

(4.15). Si chaque ensemble-trajectoire C(~)  (oh ~ = G ( M , t ) )  Tour M sur P, c D ,  

par/ait (dans U~) est instable (+), spdcialement au point M, il existe un ensemble 

K (P), ~P ,  /ermd et non-dense sur P, tel que l'instabilitd (+) dea ensemble-trajectoires 

C(~),  spdcialement au point M est uni/orme sur route portion (o de P, disjointe de 

K (P). 

Dans le cas (4.13d) (avec E (M)= M)  on a 

(4.16) [ M - G ( M ,  t)l-+O (M sur P)  pour  t-+ + oo. 

Nous laissons ce cas de c5t6 (probablement  (4.16) entraine que les points  M sur P 

soient des points  d'6quilibre). 

CAs  4.18. L 'ensemble E(M), introduit  ~ la suite de (4.3), est contenu dans 

= G(M,  0). 

D ] i F I N I T I O N  4.19. Consid6rons le cas (4.18). Si pour  un point  M on a 

L+(M)E(M)=O (donc lim (i (M, t) > 0, pour  t - - > + ~ , o h ( i ( M , t ) = [ G ( M , t ) - E ( M ) [ ) ,  

nous dirons que l' ensemble-trajectoire C (~J~) (~i~ = G (M, 0)) est instable ( + ) spdcialement 

E ( M ) ;  alors il existe un ($>0 et un t o fini, de sorte I G ( M , t ) - E ( M ) I  > ($ pour  

t>~t o. L'a l te rna t ive  de I 'instabilit6 ( + )  sp6cialement s E(M) s 'appellera stabilitd(+ ) 

de C(~PJ~), spdcialement ~t E ( M ) ;  c 'est  le cas off 

lira I G ( M , t ) - E ( M ) I = O  (pour t-->oo); 

c'est-~-dire, le cas oh il existe une suite de valeurs ts, --> + c~ (pour j--> + ~ ) ,  telle 

que I G(M, t j ) -  E(M)]-->O [il existe alors une suite de points Nj, E G(Mj, tj) ( j =  l, 2 . . . .  ), 

-->E (M)]. I1 y a des d6finitions analogues avee ( - ), ou bien avec ( + ,  - ) au lieu de ( + ). 

R E M A R Q U E  4.19'. En  tenan t  compte  de cette D6finition, on volt  que l 'hypo-  

th~se (4.5a) 6quivaut  ~ l'instabilitd ( + ) d e s  ensemble-trajectoires C ( ~ J ~ ) ( ~ =  G(M, 0)), 

spdcialement ~t E(M) pour  M sur P,  tandis  que l 'hypoth~se (4.5b) revient  s ce 

qu'il  y a stabilitd (+) spdcialement ~z E(M) pour M sur P. 

D ~ F I ~ I T I O ~  4.20. Soit E(M) c G(M,O). Si pour  un point  M on a 

E(M) c L / (M)  (donc lim h2(M, t)= O, oh h~ est l '6cart de E(M) ~ G(M, t)), 
t---~ + oo  
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on dira que l 'ensemble-trajectoire C(~CJ~) correspondante est stable ( + )  au sens /oft 

relativement d E (M). 

L'esp~ce de stabilitg que nous venons d'indiquer revient s ce que, si Q est un 

point quelconque de E(M) ,  il existe sur G(M, t) un point N(t),  tel que N ( t ) o Q  

pour t-> + oo. 

REMARQU~. 4.20'. L 'hypothbse (4.5d), dans le cas (4.18), revient s ce qu'il  y 

a de stabilitg ( + )  au sens fort, relat ivement ~ l 'ensemble E (M), pour M sur P. 

En tenant  compte des D6finitions 4.19, 4.20 et des Remarques 4.19'; 4.20', en 

vertu de (4.7a) et de (4.7d) on obtient, respectivement, les r~sultats suivants. 

(4.21) Soit E ( M ) c  G (M, 0) sur P e t  supposons que les ensemble-trajectoires 

C (~l) ( ~  = G(M, 0)) 

sont instables (+) ,  spdcialement d E ( M )  pour tout  M sur P .  I1 existe alors nn en- 

semble K(P) ,  c p,  ferm6 et non-dense sur P, tel que l'instabilitd (+) ,  spdcialement 

E (M) ,  est uni[orme sur route portion 5) de P, disjointe de K ( P ) -  e'est-~-dire, que 

pour toute telle portion ~ des nombres ~ (~) (fini) et y (~) (positif) existent de sorte que 

(4.21') ] G ( M , t ) - E ( M ) I > 7 ( ~ o  ) (pour M sur D et pour t>~((~)) .  

(4.22) Encore dans le cas 4.18, supposons que pour M sur P l 'ensemble-trajectoire 

C(~;J~) ( ~ =  G(M, 0)) est stable (+)  au sens /ort, relativement ~ E(M) .  Alors il existe un 

ensemble K ( P ,  e) (qui peut  ~tre vide), c P, ferm~ et non-dense sur P, tel que la 

stabilitd ( + ) au sens /ort, relativement h E (M), est uni/orme h e pros pour M sur toute 

portion e~ de P,  dis]ointe d e  K ( P ,  e) -e ' e s t - s  qne pour chaque telle portion 

il existe un ~](~, e) fini, de sorte que 

(4.22') h2(M, t  ) [= l ' ~ca r t  de E ( M )  ~ G(M, t ) ]<~  

pour M sur ~ et pour t > ~ (~, e), 

ou, encore, que l 'ensemble 02(M , t, e) (de points distants de G(M, t) de moins de e) 

contient E (M) (M sur e~, t > ~ (~, ~)). 

D ~ F I N I T I O N  4.23. Soit E ( M ) ~  G(M,O) (M sur P)  d 'accord avee Cas 4.18. 

Si pour M sur P les ensemble-trajectoires C (~J~) ( ~  = G (M, 0)) sont stables ( + ), sp4- 

cialement ~ E(M) ,  on dira que /a stabilitd ( + ) ,  sp~cialement s E(M) ,  est quasi.uni- 

/orme pour M sur P pourvu que, ~tant donne e > 0  et N fini, un nombre fini de 

valeurs de t sup~rieures s N existe: 

(4.23') t~ < t 2 < :  " ' "  < t r ,  
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de sorte que pour tout  M sur P on a 

(4.23") ] G ( M , ~ ) - E ( M ) ]  ( = 5 ( M , v ) ) < e ,  off v=tk(M), 

k (M) fitant un entier (g6ndralement variant  avec M) parmi les entiers 1, 2 . . . .  r. 

En tenant  compte du th6orbme de M. Denjoy, qui se t rouve dans (D,  p. 2t5), 

en y posant  
X = M ,  T = t ,  / ( X , T ) = ~ ( M , t ) ,  e={to<=t<+~o }, 

To=  + c~, 2 = 0 ,  nous d~duisons que l 'hypoth~se (4.5b) (e'est-s (4.5b)): 

lim ~ (M, t) = 0 (pour t---> + ~ ) ,  

sur P, entraine que, ~tant donn~ un e et un N fini, des nombres ta, t2 . . . .  tr (r fini), 

sup~rieurs ~ N existent de fa~on que ~(M, tkCM))<e sur P, oh k(M) est parmi  les 

entiers 1 . . . .  r. En nous rappelant  la d~finition de la stabilit~ ( + ) ,  relat ivement 

E (M) (D~finition 4.19), nous concluons ainsi : 

(4.24) Dans le cas 4.18 ( E ( M ) c  G(M, O) Tour M sur P), si les C(~)~) (~J~= G(M, 0)) 

sont stables (+), spdcialement h E(M)  pour M sur P, il s'ensuit que la stabilitd (+),  

spdcialement h E (M) est quasi-uni/orme sur P. 

D ]~ FI ~r IT I O ~ 4.25. Nous disons quc l 'ensemble-trajectoire C ( ~ )  (gJ~ = G (M, 0)), 

pour un point donn~ M, est stable ( + ) ,  relativement d~ E(M)  ( c  G(M, 0)), s'il existe 

une suite tj,--> + ~ avec ], de sorte qu'~ tout  point Q de E(M)  des points 

(4.25') Nj, E G(M, ts) , ]= 1, 2 . . . . .  

correspondent, tels que Nj--->Q quand ] - ->~;  en gdn~ral la suite {tj} peut  tenir b, la 

position du point M et de Q sur E (M);  dans le cas off on peut  choisir les tj dans 

(4.25') ind~pendant de Q sur E(M),  on dira que l 'ensemble-trajeetoire est stable ( + ) ,  

compl~tement relativement d~ E(M).  

On v~rifie tout  de suite que la stabilitY. ( + ), complete relativement ~ E (M), dquivaut 

E(M)  ~ L + (M) -donc h l'dgalitd lim h 2 (M, t} = 0 ; la stabilitd ( + ), relativernent dt E (M) 

dquivaut dt la relation E ( M ) ~  L + (M) (voir la section 5). 

On remarque que la stabilit~ ( + ) ,  complete relat ivement b, E (M) ,  est interm~diaire 

entre la stabilit~ ( + ) au sens fort relat ivement s E (M) et la stabilit~ ( + ) relat ivement 

E ( M ) ;  en effet cette esp~ce de stabilit~ inclut celle-lb~, est incluse dans celle-ci. 

Consid~rons pour un moment  lc cas oh E ( M ) = M ;  alors la stabilit~ ( + ) ,  com- 

plete relativement ~ M, revient ~ ce que M E L § (M), e'est-s au eas (4_5b): 

l i m ~ ( M , t ) = 0  ( h = ( M , t ) = I M - G ( M , t ) I = 5 ( M , t ) ) ;  
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donc, si E (M) = M ,  la atabilitd ( + ), complete relativement ~t M,  dquivaut ~t la atabilitd ( + ), 

spdcialement ~ M (D~finition (4.19). 

En  ve r tu  du th~or~me de M. Den joy  (D;  p. 215), en y posan t  X = M ,  T = t ,  

f ( X , T ) = h 2 ( M , t ) ,  e = ( t 0 = < t <  + ~ } ,  T o =  + ~ ,  2 = 0  et en t enan t  compte  de D~- 

finition 4.25, on conclut comme il suit. 

(4.26) Soit E (M)= G(M, O) pour M sur P. Si les ensemble-trajectoires 

C ( ~ )  ( ~  = G (M, 0)) 

sont stables ( + ), compl~tement relativement ~ E (M) pour M sur P, cette esp}ce de stabi- 

litd eat quasi-uni/orme sur P; c'est-~t-dire, si ~ positif  e t  N fini sont  dorm,s,  un  h o m b r e  

fini de valeurs  tl, t 2 . . . .  t~, sup~rieures s N existent,  de sorte que 

(4.26') h 2 (M, tk(M)) < e pour  M sur P, 

o~1 tk(M) est  pa rmi  les % ( j =  1 . . . .  r). 

Remarquons  enfin que les d~veloppements  de la section actuelle peuven t  ~tre 

~tendus au  cas o~ D ( invar ian t  par  F (M, t)) es t  non-ferm4 duns U~ ; alors les d6signa- 

t ions ' f e rmi ' ,  'parfa i t ' ,  'poin t  d ' accumula t ion '  devra ien t  dtre entendues  dans  D. 

5. Stabilit~ d'ensemble-trajectoires (suite) 

Les relations (4.5a)-(4.5f)  dquivalent respectivement aux relations (4 .5~) - (4 .5 f )dans  

lea seules conditions que G (M, t) (contenant M),  c D, et E (M), = D, aoient /ermds (dana 

U~) et varient contin~tment avec M E D. Les ddveloppements de la section actuelle, antd- 

rleurs ~t (5.11), sont dans les conditions relativement ~t G(M, t), E ( M )  que nous venons 

d'indiquer (G(M,  t) ne sera pas  d 'accord  avec D~finition 4.1). 

~ tabl i ssons  d ' abo rd  l'~noncd suivant .  

(5.1) Lea conditions (4.5d), (4.5d) sont dquivalentes. 

E n  effet soit (pour le point  M considerS) 

(1 ~ L? (M) ~ E(M).  

Si (4.5 d) ne s 'ensui t  pas  pour  M ,  une suite tj, --> + ~ ,  e t  un ~ > 0 existent ,  tels 

h~ (M, %) _-> cr (i = 1, 2 . . . .  ) ; 

d 'ofi sur E ( M )  il y a un point  Q(~) tel que 

IQIjI-GIM, tsll ~. 
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N O T A T I O N  5.2. Dans  la suite SO(A, ~) IS (A,  Q)] sera ]a sphere ouver te  [ferrule] 

de centre  A et de r ayon  ~, 

[P-AI<e [IP-AI<~]. 

Pour  une suite jv ( v = l ,  2 . . . .  ) , - ~  + or on a Q(jv)---~Q*EE(M); SO(Q(],), ~) est  

d~pourvu de points  de G(M, tjv); le voisinage S~ *, ~/2)  est  contenu dans  SO(Q(j,), ~), 

dgs que I Q -  Q (Jv) l < ~/2, donc pour  v > v (:c) ; par  cons6quent  SO (Q*, ~/2)  est  d @ o u r v u  

de points  des G(M, tj,)(v>v0); ts , - ->~;  pa r  1~ Q* n 'es t  pas  un point  d ' accumula t ion  

au sens for t  des G(M, t) (pour t -~  + cr et, donc, Q* ne peu t  gtre sur L7 (M);  c 'es t  

une contradic t ion ~ (1 ~ (puisque Q* E E ( M ) ) ;  on conclut que (4.5d) entra~ne (4.5d). 

Rdc iproquement  supposons que 

(2 ~ l i m h  2 (M, t) = 0 (t--~ + c~ ). 

Soit Q un  point  part icul ier  de E ( M ) ;  G ( M ,  t) ~tant  ferm~ (dans U~), un point  Nt  

existe sur  G (M, t) tel que I Q - G (M, t) I = I Q - Nt I; selon la d~finition de h 2 (M, t) = 

l '6car t  (E(M), G(M, t)) et  en ve r tu  de (2~ on a 

IQ-N,I<<:h~(M,t),-->o pour t -++~;  

donc QELT(M), c'est-~-dire E ( M ) ~  L ~ ( M ) ;  (5.1) e+st vdri/id. 

(5.3) Les conditions (4.5f), (4.5f) sont dquivalentes. 
Supposons qu' i l  existe un ensemble L~ + (M) (d~finition dans le t ex te  qui precede 

(4.4)) tel  que 

(3 ~ L + (M) ~ E (M). 

I1 existe une suite t i , -+  § c~, telle que, si Q* est  un point  de L + c (M), des points  

Nj, E G(M, t~), existent ,  de sorte que Nj-+Q*; on peut prendre les tj lea mdmes pour 

tousles Q* sur L ff (M). Si (4.5f) ne s ' ensu iva i t  pas  ~ cause de (3~ c'est-~-dire, si 

l im h2(M , t ) >  0, on pour ra i t  t rouver  un cr > 0 tel  que 

h 2 (M, t) >_- cr pour  t ou t  t > t ( ~ ) ;  

done sur E(M) il y a un point  Q(t) de sorte que 

IQ(t)-G(M,t)I>=~ (t>= (~r 

Pour  une suite part iel le {ti: } de {tj} on a Q(ti,)-+Q*, off Q* est  un point  sur E(M). 

D~s que la sphbre SO(Q(t#), ~)=s~  a son centre Q(t#) dans SO(Q*, ~//2), c 'est-h-dire 

pour  v > v (~r (v (~r suf f i samment  grand),  il en d~coule que SO (Q*, ~//2) c s~ ; s~ est  
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d~pourvu de points des G(M, tj,.), ~ = 1, 2 . . . .  ; pa r  1s le voisinage S ~ (Q*, a/'2) de Q* 

ne contient pas de points des ensembles G(M, tj,) ( v ~ v ( a ) ) ;  or Q*, ~tant  sur E(M), 

est sur L+~(M) et  d'apr~s le t ex te  suivant  (3 ~ on t rouve  des points Ns, 6 G(M, tj) 

(les tj sont ind~pendants de Q*), tels que NF-->Q*; en particulier,  Ns-->Q*; c 'est  

contraire it, la consta ta t ion en italiques, donn~e plus h a u t ;  cons~quemment (4 .5 f ) im-  

plique (4.53). 

Posons main tenan t  que 
lira h,(M, t) = O. 

Pour  une suite tj,--> + ~ ,  on a 
h~ (M, tj)->0. 

Soit Q un point  particulier,  mais quelconque, sur E ( M ) ;  on note  que 

I Q - G (M, tj) I <-- h2 (M, tj), -->0 pour  j--> § ~ ; 

les G(M, tj) grant  ferm~s (dans Ur), des points N(tj), E G(M, tj), j =  l,  2 . . . . .  exis tent  

de sorte que I Q - G ( M ,  ts)I=IQ-N(tj)I;  d'ofi 

IQ-N(ts)l-~0 (j-~ ~) 

et  l 'on voi t  que Q(EE(M)) est un point  d 'aceumulat ion  des ensembles G(M,t)  

moyennan t  une suite de valeurs t, 

tl ,  t2, ...--> + cr 

la suite (tj} ne d~pend pas du choix de Q sur E(M). Par  su i t e_E(M)  est contenu 

dans un ensemble L~+(M); au t rement  di t  (4.5f) entraine (4.5f) e t  la constatation (5.3) 

est vdri/ide. 

EXEMI"L~. 5.4. Soit dans le p]an eomplexe G(M, t) le segment lin~aire 

(5.4a) re ~t ( i = V - 1 ) ,  off 1 - ( ~ < = r g l + ( ~  ( 0 < ( ~ < 1 ) ;  

soit E (M) les deux  points  1, - 1 .  

Dans cet exemple:  

(1 ~ 

(2 ~ ) 

(3 ~ 

(4 ~ ) 

L+(M) = l ' a n n e a u  1 - (~_-<r_-< 1 +(~; 

L+(M) D E ( M ) ;  

aucun ensemble L~ + ( M )  e o n t e n a n t  E(M) n 'exis te ;  

h~ (M, t) = l 'dcart  (E (M), G (M, t)) ~ V2 - 2 0 + (~ = v (~) > 1. 
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Les 6nonc6s (1~ (2 ~ sont  ~vidents ;  (4 ~ s '~tabl i t  en r e m a r q u a n t  que le m i n i m u m  

de he (M , t) a lieu pour  t = ~ / 2 ,  3:z/2,  57~/2 . . . .  e t  que ce m i n i m u m  vau t  v((~);(3 ~ est  

une cons6quencc de (4 ~ et  de (5.3) (c 'est-s (4 ~ signifie que lim h 2 > 0  , ( 4 . 5 f ) n ' a  

pas  lieu, donc (4.5f) dolt  ~tre en d~faut~). P o u r t a n t  on peu t  v6rifier (3 ~ d i rec tement ;  

en effet, soit tj une suite, -> + co, telle que G(M,  tj) cont ient  un point  Nj, -+1 ;  pour  

]-->]0, off i0 est  suf f i samment  grand,  les segments  G(M,  tj) sont  situ~s ~ droite de 

l ' axe  d ' imaginaires ,  doric ~ dis tance sup~rieure s v((~) ( > 0 )  de ( - 1 ) :  d 'oh  on voi t  

qu' i l  n 'exis te  pas  une suite tj, ind~pendante  des points  de E ( M ) ,  de fa~on que sur 

G ( M ,  tj) se t r ouven t  des points  Qs, Ns ( ] = 1 , 2  . . . .  ) tels qu ' s  la lois:  Q j - > - I  et  

Nj-->I ;  (3 ~ s 'ensuit .  Si l 'on veut ,  on peu t  modif ier  la d~finition de G ( M ,  t) pour  

- 2 :z < t < 2 7e de sorte que G (M, 0) contienne E (M) (par exemple,  G (M, 0) soit le 

segment  ( - 1 ,  q-1)); dans  ce cas les caract~res (1~ (2~ (3 ~ sont  maintenus ,  tandis  

que (4 ~ a lieu pour  I $ ] --> 2 :z et  Fen a encore lim ]i 2 (M, t) > 0, quand t--> + c~, ou bien 

quand t - - > -  oo. 

E XEMPLE 5.5. Soit l 'espace consid6r6 le p lan  complexe et  d6signons par  

S [ z , o ]  le contour  du cercle de centre z e t  de r ayon  2; soit  sn une suite de nom-  

bres sup6rieurs s 1, tels que 2 = s o > s~ > % > . . - , - - > 1 .  D~finissons une courbe simple, 

continue C comme il sui t :  

(5.5a) de 2 i  s - s  o C est  le pe t i t  arc de S [ 0 , 2 ]  jo ignant  2 i  et  - s 0 ;  

(5.5b) de S2m ~ --S~m (de - s 2 ~  1 s 82m-1) C est l 'arc  de S [0 ,  82m ] (de S[0,  82m_1] ) 
au-dessus de l 'axe  r6el, m =  1, 2 . . . .  ; 

(5.5c) de - s2m ~ -S2m+l (de S~,n+l ~ S2m+2) C est  l 'arc  de 

de l ' axe  r6el, m = 0 ,  1 . . . . .  Soit  z(t) un point  sur C pour  t > 0 ,  t va l an t  la  longeur 

de Fare de 6,, jo ignant  2 i  et  z (t). Pour  le poin t  3 / = z  (0), eonsid6r6, soit l'ensemble 

G ( 3 / , t ) = ( / ( z ( 0 ) , t )  le segment  sur la normale  ~ 6' au point  z(t) de longeur l(t) et  

a y a n t  son centre  au po in t  z(t). E n  ehoisissant convenab lement  l(t), > 0 ,  eomme une 

fonet ion t endan t  cont inf iment  vers z~ro (pour t croissant  ind6finiment  ~ pa r t i r  de 

t =0 ) ,  les conditions suivantes  sont  sat isfai tes  ~ la lois:  

(5.1 ~ les ensembles G(3 / ,  t~), ( / (3 / ,  t~) sont  disjoints,  d~s que 0 < t ~  < t~ < + co; 

(5.2 ~ L + (3/) est  Fare eireulaire de points  e ~~ 0 <  0 <~ .  

(5.3 ~ ) L § (3/) est  disjoint  de ( / ( 3 / , t )  pour  0 < t <  + ~ .  
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(5.4 ~ si E (M) est un sous-ensemble quelconque de L + (M), compos~ de deux points 

distincts, aucun L 2 (M) contenant E (M) n'existe; 

(5.5 ~ en posant he(M, t)=l'6cart (E(M), G(M, t)), E ( M )  6tant un ensemble dont il 

s'agit darts (5.4~), on aura lira he(M , t ) > 0  (t--> + ~ ) .  

Examinons maintenant  les conditions nficessaires et suffisantes, oh intervient 

l'6cart de E ( M )  (ou de certains sous-ensembles de E(M))  ~ G(M,t ) ,  pour qu'on air 

L + (M) D E (M). En g6n6ral, si H est un ensemble quelconque, qui peut d~pendre 

de M, 6crivons 

(5.6) he.n(M, t)=l'~cart (H, G(M, t)). 

(5.7) Si H esb un ensemble ferm~ (dans U,) et 6 est un nombre positif, il existe 

un nombre fini k((~) de points Qj(=Qs(6)) (~= 1 . . . . .  k(6)) sur H, tels que 

k (~) 

H c ~. S (Qj, 6) (notation (5.2)). 
1 

En effet, la famille d'ensembles (S(Q, 6)}, oh Q d~crit H, couvre H fermi ;  d'oh, 

d'apr~s le lemme de Borel-Lebesgue, la conclusion dans (5.7). 

(5.8) Si H est fermd (dans Ur) et 6 est positif, il existe une d~composition, dire du 

type-(6) : 
k (~) 

H =  ~. Hj (k(6) fini), 
j = l  

oh les Hj sont disjoints et H s c  S(Qj6), les Qj(=Qj(6)) ~tant certains points sur H ;  

on peut  disposer qu'un H, particulier soit ~erm~. 

En tenant  compte de (5.7), si l 'on veut  par exemple que H 1 soit fermi, on 

peut r~aliser une d~composition du type-(6) en posant 

(5.8a) H I = H S ( Q  1,6), H~=HS(Q2, d ) - H  l, H a = H S ( Q 3 , 6 ) - H 1 - H  e . . . . .  

Dans la suite on pourra invariablement utiliser des ddcompositions du type-(6), con- 

struites d'accord avec le texte au commencement de la section 7. 

T H e O R i Z E  5.9. Pour qu'un ensemble E ( M )  ]ermd (dans Ur) soit contenu dans 

l'ensemble L + (M) de points d'accumulation de G(M, t )  {pour t---> + oo) il ]aut et il 

su[/it que E ( M )  air une ddcomposition du type-(6) pour tout 6 > 0 :  

k (5) 

(5.9 a) E (M) = • Ej. ~ (M), 
1=i  
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de la sorte que (avec la nota t ion  (5.6)) 

(5.9b) lim h~.Ej.~(M)(M,t)<=6 ( j = l  . . . . .  k(6) ;  t-->+ o~). 

Supposons d'abord que 

(5.10) L + (M) ~ E ( M )  ; 

ceci revient  s ce que 

(1 ~ l im(~Q(M, t )=0 ,  off 6Q(M, t )=[Q-G(M, t ) I  

pour  tou t  Q E E(M). Soit pour  le present  Q un point  part iculier  sur E(M). Sur 

G(M,t) il y a un point  N(t) ,  tel que 6 o ( M , t ) = l N ( t ) - Q I .  Sur S(Q, 6) se t rouve  

un point  R (t, 6), tel  que 

h2. s(o. ~) (M, t) = l '~cart (S (Q, 6), G (M, t)) = ] R (t, 6) - G (M, t) I ; 

pour  tou t  point  N, E G(M, t), on a 

] N -  R(t, 6) l>->_l R(t, 6 ) - G ( M ,  t)]; 

c 'est vrai  en particulier pour  N(t), done 

(2 ~ h% s (~ ,~ ) ( i ,  t) ~_ {N (~) - R (~, 6) 1 <= IN (t) - Q I + I Q - R (t, 6) 1 

=< 6o (M, t) + 6 (puisque ] Q - R (t, 6) [ _-< 6). 

I) 'apr~s (1 ~ il existe une suite (tj), pouvan t  d~pendre de Q et  t endan t  vers + c~, 

telle que 6Q(M, tj)-->0. En  posant  t= t s dans (2~ on conclut que 

lim h2.s(~,~)(M, tj)<6, done lim h2.s(Q.~)(M, t ) < 6 ;  
t t 

de 1s 

(3 ~ ) lim h2.~(M,t)g6,  d~s que H c  S(Q, 6) et  pour  tou t  QEE(M).  
J 

Soit (5.9a) une d6composition quelconque du type-(0) de E ( M ) ;  on a Ej,~(M)c S(Qs, ~t), 

off les Qj (]= 1 . . . . .  ]c(6)) sont certains points  sur E ( M ) ;  en ver tu  de (3~ en y posant  

H = Es.~ (M), Q = Qs, j = 1 . . . . .  k (6), 

on obtient la condition (5.9b). 

R~ciproquement  supposons que pour tout 6 > 0 E (M) a une ddcomposition (5.9a) 

du type.(6), telle que (5.9b) a lieu. S' i l  ne r~sulte pas que L+(M)DE(M) ,  un point  

Q0 sur E(M) existe, tel que 

(lo) I Q o -  L+ ( M ) [ =  v > 0. 

15-- 563801. Acta MaShema$ica. 95. Imprim~ le 3 mai  1956. 
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Si 0 < 5 < v, le voisinage S (Q0, 5) de Qo ne contient  pas de points des G(M, t), t => t (5). 

Prenons 0 < 6 < 5 /3  ; soit (5.9 a) E (M) = ~ Ej.~ une d~composition du type-(~), corres- 
1 

pondan t  /~ cet te  valeur  de ~, pour  laquelle on a (5.9b):  

(2o) O < 2 j = l i m  h%Ej, o(M, t )<~ ( j = l  . . . . .  k (($)). 

D'accord avec la remarque,  faite s propos de (5.8 a), nous disposons de la sorte qu'~ 

la fois : 

(3o) El.~, c S(Q1, ~), contient  Q0, EI.~ est fermfi, 

QI 6tant  un point  sur E(M). On a S(Q1, (~)c S~ 5); en effet, IQo-QIIg(~ (<5) et  

la distance entre  les surfaces de S (Q~, (~), S (Qo, 5) vaut  au moins ~o- 2 (~, > 5/3.  Or 

l '6cart  qui in tervient  dans (2o) est le maximum,  pour  N E EI.~, de I N -  G(M, t) l; il vau t  

[ N t - G ( M , t )  l, off Nt eat un point sur ELo /ermd; enfin on voit  que 

(40) h2.Ei,~(M,t)=lNt--St[ pour  certains points Nt, EEI.~, S tEG(M,t) .  

Selon (20) une suite de valeurs t, - ->+cr  existe pour  laquelle hz.El,~(...)-->)ll; en 

choisissant convenablement  une suite partielle {tj} de cet te  suite, on peut  disposer, 

qu 'en  m6me temps  

(50) Ntf->N*(EEL~), Stf+S*(EL+(M)), IzVti-StiI--+IN*--S*[=21, 

off 0<21  < (~. Or Qo, N* sont sur le sous-ensemble EI,~ de S(Q1, 4) [(3o), (5o)]; donc 

I Q o - N * [  vau t  au plus le diam~tre de S(QI, (~): 

d 'au t re  part ,  d'apr~s (5o), (2o). 

par  1s on conclut que 

[Qo-N*lg2~; 

IN*-s*lz~; 

IQo-S*l_<_[Qo- N*l§ 

c'est-s que le point  S* sur L + (M) se t rouve dans le voisinage S~ 5) de Qo; 

il y a contradic t ion;  donc l'hypoth~se en italiques, qui prdc~de (lo), entra~ne que 

L + (M) D E (M). Thdor~me 5.9 est dabli. 

Dans lea dnoncds (5.1), (5.3) et Thdor~me 5.9 on n'exige pets qu'il s'agisse d'un 

mouvement d'un ensemble-mobile G(M, t) sur son ensemble-trajectoire, d'accord avec Dd- 

[inition 4.1. 

Con~id~rons main tenan t  du point  de vue de stabilit6 le cas gdndral, ou G(M, t) 
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est un ensemble-mobile [le long de son ensemble-tra]ectoire C(G(M,O)], Dd]inition 4.1 

dtant satis]aite, de sorte que 

(5.11) L+(M) ~ E ( M )  (pour M sur P) ,  

E (M) dtant un sous-ensemble /erred de G(M, 0), variant contin~tment avec M sur P: 

Selon D~finition 4.25 la condition (5.11) veut  dire:  les ensemble- trajectoires  

C ( ~ )  ( ~ =  G ( M ,  0)) 

sont  stables ( + ) ,  r e l a t ivement  E(M), pour  tou t  M sur P.  D 'aprbs  Th6or~me 5.9 

E(M) a une dficomposition (5.9a) du type-((~) pour  laquelle (5.9b) a lieu, cela 6 tant  

pour  tou t  ~ > 0  et  pour  tou t  M sur P.  

D g r I ~ I T I o ~  5.12. Supposons  que E ' = E ' ( M )  est  un  sous-ensemble de E(M)  

( c  G(M, 0)) pour  M sur P e t  que les ensemble- t ra jectoires  C(~J~) ( ~ = G ( M ,  0 ) ) s o n t  

stables ( + ) ,  r e l a t ivement  ~ E ( M ) ,  pour  M sur P ;  si ~ est  un nombre  positif,  nous 

dirons que la stabilitd (+),  relativement & E' (M) est quasi-uni]orme & ~) pros, pour M 

sur P, pou rvu  que, e > 0 et N fini ~tant  donn6s, un nombre  fini r =r (e, N) de va-  

leurs tl, ... tr, 

existe, de sorte que 

(5.12') h2. s, (M, t~CM) [ = l '~cart  (E', G (M, tk(M)))] < ~ + e 

pour  M sur P, t~r 6tant  p a r m i  les t s (~'= 1 . . . .  r). 

On note  que la stabil i t~ ( + )  quasi-uniforme,  dont  fl s 'agi t  dans  (4.26), est  dans  

le sens de quasi-uniformit~ ~ z6ro pros, r e l a t ivement  E(M).  

En revenan t  s l 'hypoth~se  (5.11) et  en t enan t  compte  du th~or~me topologique 

de M. Denjoy  (D;  p. 215, 216), dans le eas <{d'une plus pet i te  l imite born~e sup~- 

r ieurement~,  en y posan t  

X = M ,  T=t ,  f ( X , T ) = h ~ i ~ ( M ) ( M , t ) ,  e=(to<=t<+~o}, 

T 0=  + o~, ~ = / t  (el. (5.9b)),  

on conclut ainsi (en fa i sant  en sorte que h. . .  ( . . . )  soit cont inu en M ) :  

si e > 0, N fini sont  donn6s, t~ . . . .  t~ (r fini) supfirieurs ~ N existent ,  de fa!}on que 

h~,s i,~(M) (M, v) < (~ + e ( M  sur P) ,  ~ = v (M) $ tan t  pa rmi  les t~. 

E n  raison de D~finition 5.12 (5.12') et  de Th~orbme 5.9 on dfiduit le rfisultat 

suivant .  
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TH~OR~MV. 5.13. Supposons que lez ensemble-trajectoires C(~)~) (~)~=G(M,O)) 

sont stables ( + ), relativement ~z E(M) ,  ~ G (M, 0), ~our M sur P. Alors Tour tout ~ > 0 

il existe une ddcomposition 

k (~) 

(5.9a) E ( M ) =  ~ E~.~(M) du type-(~) (dd/initiou 5.8), 

de sorte que la stabilitd ( + ), relativement ~ Ej. ~ (M), soit quasi-uni/orme h ~ prhs pour M 

sur P e t  pour ~= 1 . . . .  k(O). 

6. Stabil it~ sur  des  e n s e m b l e s  partout  denses  et  sur des r6sldne|s  

En rant que F(Q, t), pour t fixe, varie continfiment avee le point Q duns D, la 

transformation ponctuelle F(Q,t)  6tablit une correspoudance bicontinue et biunivofue 

entre leg points de G(M, O) et de G(M, t) (t~ =0), 

Q'-- F (Q, t) (Q sur G (M, 0), Q' sur G(M, t)). 

(6.1) Si le mouvement d'ensemble-mobile G(M, t) e~t stable ( + ), relativement h u n  ensemble 

G(M, to), le mouvement sera stable ( + ) relativement h tout ensemble G(M, t) (M dtant fixe). 

Sans perte de g~n6ralit6 on peut  poser t o ~ 0. Done selon l'hypoth~se on a 

(1 ~ G(M, 0) c L § (M), 

oh L+(M) est l'ensemble d'aecumulation des ensembles G(M,t )  pour t - - > + ~ .  Soit 

t~:0 une valeur fixe et soit Q un point quelconque sur G(M,t) .  A Q sur G(M, t )  

correspond le point Qo=F(Q, t). En raison de (1 ~ il existe une suite t j ( ~ l , 2  . . . .  ), 

- - > §  et des points Nj, E G(M,t~), de sorte que Nf->Qo. Puisque F ( N , t ) v a r i e  

continfiment avee N, fl ddcoule que 

lim F (Nj, t) = F (lira Nj, t) -- F (Qo, t) = Q. 
1 

Or F(Nj,  t) est un point sur G(M, tj+t). On voit clue, pour la suite ts+t ,  ~ + 

(avee ?'), il y a des points N ~ ( = F ( N j ,  t)), E G(M,t~+t),  tendant  vers le point Q. 

Cela signifie que Q appartient ~ L+(M) et que G ( M , t ) c  L+(M). Selon d6finition le 

mouvement est stable ( + ) ,  relativement ~ G (M, t ) ;  l'dnoncg (6.1) ezt dtabli. 

Pour le eas d 'un mouvement de point-mobile le r~sultat (6.1) est eonnu [voir (D; 

p. 196) et (D; p. 152)]. Le corollaire suivant d~eoule. 

(6.2) Si le mouvement d'ensemble-mobile G (M, t) eat stable ( + ), compl~tement (Ddlinition 

4.25) relativement h u n  ensemble G(M, to), le mouvement sera stable (+) ,  compl~tement 

relativement ~ tout ensemble G(M, t) (pour le M considdrg). 
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En effet, reprenons la d4monstration de (6.1); posons encore to=0 ;  les tj peuvent 

~tre ehoisis ind4pendamment de Q o ( = F  (Q, - t ) )  sur G (M, 0) donc de Q sur G (M, t); 

alors la suite tj + t, --> + ~ ,  pour laquelle il y a des points 

N~, 6 G (M, tj + t), -->Q (t fixe), 

sera ind~pendante de Q sur G{M, t); d 'oh G ( M , t ) e s t  eontenu dans un ensemble 

L + (M) (d4finition dans le texte ~ la suite de (4.2)); L + (M) peut possiblement tenir  

t; d'o~ la conclusion dans (6.2). 

Reprenons encore la d4monstration de (6.1) dans le cas de stabilit4 ( + )  au sens 

fort  relativement h G (M, t0) (D4finition 4.20). En prenant t0=0  nous supposons que 

G ( M , O ) c L ] ( M ) ,  off L ] ( M )  est d4fini d'accord avee le texte qui suit (4.2). Pour 

t, ~=0, fixe soit Q un point sur G (M, t ) ;  Q 0 = F { Q , - t )  6G(M,  0); pour tout  3 on 

peut  trouver un point N~ 6 G (M, r), tel que N,-->Qo pour r--> + ~ ;  d'apr~s la con. 

tinuit~ de F (N, t) on a 

F(N,,t)-->F(Qo, t ) = Q  pour r - - > + ~ ;  

F (N~, t) 6 G (M, r + t) ; d o n c  Q, qui est un point sur G (M, t), appartient ~ L] ~ (M) 

(L~ (M) est ind4pendant de t). Par  suite on conelut ainsi. 

(6.3) Si le mouvement de G (M, t) est stable ( + ), au sens ]ort relativement h u n  ensemble 

particulier G (M, to), ce mouvement sera stable ( + ), au sens /ort relativement ~ tout en- 

semble G(M, t) (cela 4tant pour le M consid4r4). 

D ~ I N I T I O N  6.4. Un mouvement  d'ensemble-mobile G(M,t ) ,  ou simplement 

l 'ensemble-trajeetoire C(~}~)(~[~=G(M, 0)), sera dit ou bien (1 ~ stable ( + ) ,  ou bien 

(2 ~ stable ( + )  compl~tement, ou bien (3 ~ stable (+ )  au seres ]oft, dans les trois cas 

respectifs, off les esp~ces de stabilit4 indiqu4es ont lieu relativement s un G (M, to) pour 

une valeur particuli~re t o de t. 

En  vertu de (6.1), (6.2), 6.3) dire qu'une ensemble-trajectoire est stable selon 

D4finition 6.4 4quivaut ~ ce que la stabilitY, du genre indiqu4, a lieu relativement 

~t G (M, t) pour route valeur  de t. 

THeORiZE 6.5. Si les ensemble-tra]ectoires C (~) ,  o@ ~ = G(M, 0), sont stables (+ )  

complhtement pour tout point M appartenant ~ un ensemble partout dense dans D, il 

s'ensuit qu'il existe un rdsiduel R de D pour tout point M duquel l'ensemble-tra]ectoire 

C (9~) (9~ = G(M, 0)), est stable ( § ) compl~tement. 

Ce r4sultat est du genre du th~or4me de M. Denjoy dans (D; p. 196). Soit 

Mn (n = 1, 2 . . . .  ) des points partout  denses dans D de sorte que route ensemble-trajectoire 

C (~)~n), oh ~/~ = G (Mn, 0) (n = 1, 2 . . . .  ), soit stable ( + ) eompl~tement. Posons 
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(1 ~ h~ (M, t) = l '~cart ((G (M, 0), G (M, t)). 

Puisque pour  t ou t  t fini l 'ensemble ferm6 G (M, t) varie cont inEment  avee le point  M,  

l '6cart  h~ (M, t) est une fonct ion continue de M.  D 'accord  avec la remarque qui suit 

D6finition 4.25 (off l 'on pose E(M)=G(M, 0)) on a 

lim h~ (Mn, t) = 0 (n = 1, 2 . . . .  ). 

I1 existe une suite tn,j, --> + c~ avee ], telle que 

h 2 (Mn, t~,j)-->O pour  j--> + c~. 

Pa r  1~ on t rouve  des entiers j (n)  de fagon que 

1, 
(2 ~ h 2 (M~, t~.j(~)) < - t~.j(n) > n, n = 1, 2 . . . . .  

n 

Vu la continuit~ de h~(M, t), un Q~ > 0 existe tel que 

2 
(3 ~ h2(M,t~.j(~)) =l'6eart(G(M,O), G(M,t,,j(n))) < -  pour  Mcso(Mn,  on) 

~b 

n = 1, 2 . . . .  (Notat ion 5.2). 

Selon le th~orbme topologique dans (D; p. 139) il existe un  rfisiduel R de D, t ou t  

point  duquel  appar t ient  ~ une infinit~ des sphbres S o (Mn, ~n); done, si M est un  

point  sur R, une suite nk(M) ( k = l ,  2 . . . .  ) , - - > + c ~ ,  existe de sorte que 

M E SO (Mn, p=) polir n = n 1 (M), n~ (M) . . . .  
et  que 

2 
h~(M, tn.j(n))<- pour  n=nk(M) ( k = 1 , 2  . . . .  ); 

n 

par  l~ et puisque tn,j(n)>n et que n=nk(M)-->+cx~ avec k, on obt ient  

lim h~ (M, t) = 0 pour  t ou t  M E R. 
t - - ~ +  

Par  suite un ensemble d 'aecumula t ion  eomplet  Lc + (M) existe, tel que G (M, 0) c L2 (M), 
ce qui signifie que l 'ensemble-trajectoire C (~) ,  oh~J~ = G (M, 0), est stable ( + )  com- 

plbtement  pour  t ou t  point  du r6siduel R; le thdor~me est dtabli. 
En  ~crivant dans (2 ~ ~ n  =G(Mn, 0), on aura  G (Mn, t~,j(n)) =F(~n,  t~,j(n)=~'~ et 

~J~n =F(~rJ~'n, - tn, j(n)); donc 

7 "  t - - .  (4 ~ l '6cart  (~J~n, F ( ~ n ,  t~.j(~))) = 1 ecar t  (F  (~)~,, - t,.j(~)), ~)~'n) < 1 
T~ 
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E n  t enan t  compte  de l ' identi t~ G ( F ( M , t ) ,  0 ) = G ( M , t )  et  en posan t  

(5 ~ vn = t,, jcn) ( > n), M'.  = F (Mn, vn), 

on d~duit  que (4.2) 

G r _ ~'~ = G (Mn, v~) = G (F (M~, ~ ) ,  O) = G (M'~, 0), F (~'~, - vn) = (M~, v,) 

et  (2 ~ que ~ - - >  + c~ avec n;  d 'apr~s  (4 ~ 

1 
(6 ~ h I (M~,, - r~) = l '~cart  (G (M~, - x~), G (M'~, 0)) < - .  

n 

Pour  un t fixe )~z (M', t) varie  cont inf iment  avec le poin t  M' (dans D) ; d o n c  il existe 

un  ~ > 0, tel  qu 'en  raison de (6 ~ 

(70) hi (M,  ' _ ~ ) <  2 ( n = l , 2  . . . .  ) pour  M'eS~ 
n 

Si les M~ in = 1, 2 . . . .  ) dtaient partout denses dans D, on pour ra i t  t r ouve r  un rfs iduel  

R' de D, tou t  point  M '  duquel  appa r t i en t  ~ une infinit~ de sphbres S~ ~,) ;  

alors selon (7 ~ on aura i t  

2 
h~ (M', - ~n~) < - (v = 1, 2 . . . .  ), pour  t ou t  M '  E R' ,  

n v  

off n~ est  une suite, --> + oo avec v, qui dfipend de M ' ;  puisque (2 ~ ~a, (>n , ) - ->  + oo 

avec v, cela voudra i t  dire que 

(8 ~ ]im h ~ ( M , t ) = 0  pour  M E R ' .  

Ici  la no ta t ion  h 1 ( . . . )  est  d ' accord  avec (4.4), si l 'on  y pose E ( M ) = G ( M ,  0). Quelle 

est  la signification, du point  de vue  de la stabilitY, d 'une  relat ion l imite telle que (8 ~ ? 

(6.6) Le genre de stabilitd ( - )  par rapport ~ G(M,  t0), qui correspond ~ la rela- 

t ion l imite 

(6.6a)  l im h l (M,  t o ; t ) = 0  , oh hl(M,  t o ; t ) = l ' ~ c a r t ( G ( M , t ) , G ( M ,  to)), 
t--~- oo 

revient  ~ ce qu ' i l  existe une suite $t ( ? '= l ,  2 . . . .  ) , - - > - c ~  et  p o u v a n t  tenir  ~ M e t  

$0, de sorte que 

(6.6 b) L -  {G (M, tj)} ~ G (M, $0), 

oh L - { G ( M ,  tj)} est l ' ensemble  de points  d ' accumula t ion ,  pour  ~-->c~, des ensembles  

G(M, ts). Soit Nj un point ,  pris au hasard,  sur G (M, ts); la sSabiliSd ( - )  par rapport 
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d~ G(M, to) dquivaut h c e  qu'il existe une suite t j , - > - 0 %  de sorte que tout point 

d'accumulation de tout ensemble {N~, N~ . . . .  } (eorrespondant  ~ cet te  suite) est contenu 

dans G(M, to). 

R ~. ~ AR q v  E 6.7. La  stabili t6 du genre, que nous venons  d ' indiquer ,  ent ra lne  

l ' inelusion 

(6.7 a) L -  ( F  (N, tj)} c G (M, t 0) pour  tou t  poin t  N sur  G (M, 0). 

E n  effet, supposons que (6.6b) a lieu. Si (6.7a) ne s 'ensui t  pas,  il existe un 

point  N o sur G(M, O) et  un point  T de L - ( F ( N  o, ts)} dis joint  de G(M, to); pour  une 

suite j ~ , - > §  avee ~, on a F(No, tj~)-->T; en p r enan t  0 < 2 e <  IT--G(M, to)I et  en 

n o t a n t  que les G (M, tj) se t r ouven t  dans  l 'ensemble  01 (M, t o, e) de points  d is tants  

de G (M, to) de moins  de e, d~s que h 1 (M, to; ts)< e -  done pour  j>= j(e), on vo i t  clue 

le voisinage S~  e) de T est  d~pourvu de points  des ensembles  G(M, tj~)pour 

jr-->j(e); mais  le poin t  F (No ,  tj~) est  sur G(M, tf~); on a about i t  s une contradict ion;  

d'ofi (6.7 a). 

Revenons  aux  d6veloppements  (1~176 qui se r a t t a c h e n t  s Th6or~me 6.5. Nous  

avons  not6 que, si les M ; = F ( M n ,  vn) (Vn=tn, i(n)) sont partout denses dans D, il 

existe un rdsiduel R' de D tel  que (8 ~ a lieu, e 'est-~-dire que (avee la no ta t ion  

dans  (6.6a)) : 

(9 ~ ) l im h l (M,  0 ; t ) = 0 ,  oh h i ( . . . )  --- l '6ear t  (G(M,t), G(M,O)) 
t - ~ -  cr  

pour  M sur R'. E n  raison de {4.2) 

(6.8) G (M,  t) = G ( F  ( M ,  to), t - to). 

Selon (6.8) on obt ien t  

(6.9) hi (M, to; t) = l '~cart  (G (M, t), G (M, to) ) = 

r~ea r t  (G (F  (M, to), t - to), G (F  (M, to), 0)) = h~ (F  (M, to), 0; t - to). 

D 'apr~s  (9~ tj =ts(M), t endan t  vers  - o o  e t  poss ib lement  d~pendant  de M sur R ' ,  

existe tel que / h ( M ,  0;t j)-->0; donc, si le point F(M,  to) aussi appartient d~ R', en 

ve r tu  de (6.9) il r~sulte que 
hl (F (M, to), 0; t~)-+0, 

pour  une suite t~-->-  c~, et  que (6.9) 

hl(M, to;t~ +to)-->O, l im hl(M, to;t)=O ((6.6 a)). 
t - - ~ - o o  

On peu t  m a i n t e n a n t  faire l '6nonc~ suivant .  
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T H ~ O R ~ M E  6.10. Posons.no~ darts l~  h y p o t h ~  de T h g o r ~  6.5. Ainsi il 

existe un ensemble d~n~brable {M~) ( n = l ,  2 . . . .  ) ~ o ~  dense ~ D, de sorte que 

pour tout Mn l'eusemble.trajectoire C (~.))~n), o~ ~J~n =G(Mn, 0), est stable (+) compl~te- 

ment. Les vn=tn, j(~) [ > n ;  n = l ,  2 . . . .  ] dtant des hombres introduits clans (2~ suppo- 

sons qus 

(6.10a) les M'~--F(M~,v.) sont partout deuses dan.s D. 

II existe alors on rdsiduel R' de D e n  tout point M duquel l'ensemble-tra]ectoire est 

stable ( - )  par rapport h G(M,O) [au sens clue lira l'~cart(G(M,t),G(M,O))=--O; 

voir (6.6), (6.6a), (6.6b) avee t o =0] ;  de plus, pour M ]ixe sur R" l'ensemble4ra~ectoire 

C(~) ,  o~ ~ = G(M, 0), sera stable ( - )  par rapport d l'ensemble G(M, to)pour gout to, 

pour lequel le point F (M, to) lui aussi appartient a R'. 

I ~ A ~ Q g E  6.11. Pour tout  M sur le r6siduel RR'  de D il y a ~ la tois la 

stabilit6 pour l e s t  infinis positifs au sens complet, d 'accord avee Th6or~me 6.5, et 

la stabilit6 pour les t infinis n6gatifs au sens que nous venous d'indiquer. 

R E ~ A R Q V ~  6.12. Pour  que l 'hypoth~se (6.10a) soit satisfaite, pour un choix 

de ~ (n), il suffit que le long route ensemble-trajeetoire C ( ~ )  (n = 1, 2, ...) l 'ensemble- 

mobile au temps t, G (M~, t), nit son diam~tre d (M~, t) tendant  vers z~ro pour t--> + oo. 

Pour d~montrer cet ~none~ prenons les j(n),  -~ + oo avec n, de sorte que (2 ~ & la 

suite de Th~or~me 6.5 ait lieu, ainsi que les inSgalit~s d (M~, v . ) <  1/n (avee ~. = t~.j(~)). 

Mn, e G(Mn, 0), est & distance ne surpassant pas h2(M.,'v,~) ( < l / n ) ;  il exiate done 

un point Q., e G(M., ~n), de fa~on que 

1 
[ Q . - M . [ < - ;  

Qn et M~(=F(Mn,  v~)) t o u s l e s  deux ~tant aur G(M,~,~:.), on aura  

1 
[M'~-Q. I <= d(M.,  v . ) <  - ;  

par  conadquent 

IM '~ -M. I<~IM'~-Q. I+IQ,~-M~[< ~ ( n = l ,  2 . . . .  ). 
n 

Puisque lim I M '  " - M .  I=0 et que les M .  sont par tout  denses dana D, il r4sulte que 

lea M~ le sont. 

Suppoaons maiutenant  que les enaemble-trajectoires C I r . ) ,  oh ~ .  =G(M.,  t), 

(n= 1, 2, . . .)  sont stables ( + )  (D~finition 6.4), les M .  ~tant par tout  denses dans D; 



228 w . J .  TRJITZINSKY 

done il y a stabilit4 ( + ) ,  re la t ivement  ~ G(M~, to) pour tou t  t 0. Selon d~finition la 

stabilit~ ( + )  pour  un M~ ~quivaut  ~ l ' inelusion 

(ai)  G(M. ,  O ) c L  + (M~). 

Selon Th4or~me 5.9 eeci revient  k ce que pour tout (~ > 0 l'ensemble G (Mn, O) a une 

ddcomposition du type-(5) (ef. (5.8)): 

k n (~) 

G(M,,, O) -= ~ Oj, n (Mn), 
1=1 

(as) 

de sorte que 

(as) lira h2(Gj.~(Mn);t)<=5 ( i = l  . . . . .  kn(5) fini), 

off 

(a4) h 2 (Gj, ~ (Mn); t) = l '~cart (Gj, ~ (M.),  G (Mn, t)); 

dans (a2) les Gj,~(M.) (5, n fixes) sont  disjoints;  

Gj,~(M.)cS(Q~. j ,  5); Q.,j =Qn,j(5) E G(Mn, 0). 

En raison de (aa) il existe une suite t~ . t= t . .~ (~ ,5) , - ->+ c~ avee i, et  un  nombre  

(n, ~, 5) ( _-> 0), de sorte que 

hs(Gs,~(M.);tn.~)-~?(n,~,5), <-5, pour  i - ->+ ~ .  

On peut  t rouver  un entier i ( n ) =  i (n, ], 5) de sorte que 

1 
(6.13) hs (Gs. ~ (M.)  ; T.) < 5 + - ,  T. = V. (~, 5) = tn. ,(.) > n ;  

n 
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On trouve un residue1 R (6) de D de faqon que, si M c R (a), on a 

M c S”(M,, en) pour n=n,=n,(M, 6), -+ + 00 avec v; 

par suite les inegalites (a,) ont lieu, pour M E R (6) et pour n = n,, n2, . . . ; nous 

choisissons les nV (M, 6) suffisamment grands afin que 

(6.14) h, (GJ’) (M) ; rn, (i, 6)) < 2 6 pour M E R (6) (i= 1, , l .-9 lcn,(d)); 

selon (6.13) on a 

(6.14 a) rn, (j9 6) t > nv) -+ + 00 avec v (i~hz,(&); 

on note que (6.14) a lieu pour 6 = 1, i, 8, . . . pour M sur le r&&duel 

(6.14 b) R=R(1) R(i) R(i) . . . . 

qui est &d&pendant de j et de 6. 

Nous allons demontrer que 

(6.15) C(w) (m = G(M, 0)) est stable ( + ) pour tout M E R (6.14b), 

c’est-&-dire, que G(M, 0) c L+ (M) sur R. 

En effet, au cas contraire il existe un point M sur R et un point Q. sur G (M, 0), 

de sorte que 

(b ) 1 ]Qo-L+(M)I=z>O. 

En prenant 0 < e < z, on note que le voisinage S (Qo, e) de Q. ne contient pas de points 

des ensembles G (M, t) pour t 2 t (e) (assez grand). Posons 6 = l/s, ou s est un entier 

tel que 0 < l/s < ~04. Soit 

une decomposition du type-@) d’accord avec (a,); on a 

(b ) 3 Q. e G,?d (M), oh j’ , = j (M, VP 6) ( 25 hzv (a)), 

cela &ant pour v = 1,2, . . . ; on observe que 

(b3’) G,tva (M) c S(Q (v, S), 6), le centre Q (v, 6) = Q (M, v, 6) etant sur G(M, 0), 9 

et que 

S(Q(v,  a) ,  S)dO(Q,, Q ) ,  Is,--Qb d)l (6= ’ 

S 
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D'apr~s  (6.14)-(6.14 b) 

h (~, 5) = ~ �9 [ (b4) h2(~.~(M), T ~ ( i ' , 5 ) ) < 2 5  f = ] ( i , v ,  5), 5= 
L 

1 2 ] - ,  v = l ,  . . . .  
8 

(cf. (ba')) existent .  

(b7) 

Rappelons-nous  que 

~ n  v n v Or h(v, 5 ) =  l '~cart  ( j . . 0 ( M ) ,  G(M, ~n~(j', 0))) est  le m a x i m u m  pour  N E Gj,.~(M) de la 

distance I N - G (M, vn, ( f ,  0)) ] ; il se peu t  que ce m a x i m u m  ne soit pas  a t te int ,  puisque 

Gj~,v~(M).. n ' e s t  pas  n6cessairement  ferm6. E t a n t  donn6 un ~ > O, il existe un point  
ny N '  = N '  (M, v, 5) E ~,.  ~ (M), de sorte que 

h (v, 0) - e, < I N '  - G (M, v , ,  ( f ,  5)) I _-< h (v, 5). 

Sur G(M . . . .  ) ferm6 il se t rouve  un point  S '=S ' (M,v ,  5), EG(M . . . .  ), tel que 

IN ' -G(  M . . . .  )l = I N ' - S ' I ;  done 

I N ' - s ' l  _<- 5) [N'EGj~(M),S'EG(M,-r,,~(f, 5))]. 

On observe [(ha) , (6.14a)] que 

(b6) z~.(~', 0) = v (M. v, 0) ( > n~(M, 5))-+ + cr avec v. 

Choisissons les e~-+0 pour  v ~  + ~ .  Soit v~. v2 . . . .  une suite infinie d 'ent iers  positifs, 

-+ + ~ ,  choisie de telle mani~re qu 's  la lois les quat re  limites 

lim h (v. 0) = h 0, lim N' (M, v~, 0) = N' (M, 6), l im S '  (M, v~, 0) = S '  (M. 5), lim Q (v. 5) = Q' 
i i i i 

Selon (b,), (ba) on au ra  

[N'(M, 0)-S ' (M,  5) l =ho__< 2 5. 

Q (v, 5) E G (M, 0), N '  (M, v, 0) E G ~  (M) c G (M, 0), 

Gj~.~ (M) c S (Q (v, 5), 0) ( c S O (Qo, ~)), I Qo - Q (v,5) I < 0; 
d o n ( ~  

(bs) Q' E G (M, 0), N '  (M, 5) E G (M, 0), N '  (M, 0) E S (Q', 0) ( c  S (Qo, e)), I Q o -  Q'] -<- 0. 

D ' au t r e  pa r t  S '  (M, v~, 5) E G (M, ~ (M, v~, 5)) (be) et  ~ (M, v~, 0) t endan t  vers + oo avec i, 

on voi t  que 

(bs) le point  S '  (M, 0) E L + (M), 

L + (M) 6tant  l ' ensemble  de points  d ' accumula t ion  des ensembles  G (M, t), pour  t -+ + ~ .  

Or selon (bs) les points  N '  (M, 5), Q0 se t rouven t  dans  la r~gion sph~rique S (Q', 5) ; d 'ofi 

IQo-N' (M, 5)] <= 20, 
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et en vertu de (bT) on obtient 

4 
IQo-S ' (M,  ~)l < [Qo - N '  (M, 6) 1 + IN' (M, 6 ) - S ' ( M ,  6) l =< 4 6 =  - < e; 

8 

c'est-s le point S' (M, 6) de L + (M) (bg) se trouve dans le domaine sph~rique 

S~ ~); c'est une contradiction s (bl) (off v>~) .  Nous avons ~tabli (6.15), ce qui 

nous permet de faire l'~nonc~ suivant. 

TH~ OR~M]~ 6.16. Si les ensemble-tra~ectoires C (~) ( ~  = G ( M, 0)) sont stables ( + ) 

(Dd/inition 6.4) pour M sur un ensemble partout dense dans D, il en rdsultera qu'il 

existe un residuel R de D, tel que l'ensemble-tra}ectoire C(~J~) (~)~=G(M, 0)) sera stable 

(+) pour tout point M de ce rdsiduel. 

7. Stabilit~ sur des ensembles partout denses et sur des r~siduels (suite)  

D6montrons maintenant la possibilit~ des d6compositions du type-(6)avec le 

caract6re de continuit6 sp6cifi6 ~ la suite de 6.13. Soit M' un point particulier et 

soit G(6/4) l'ensemble de points s distance g 6 / 4  de G(M',O). Consid4rons la famille 

{S(Q, 6/2)} de toutes les sphbres (ferm6es) dont les centres Q sont sur G(M,' O) 

(6 > 0 6tant fixe); selon le lemme de Borel-Lebesgue il y a un nombre k' (6) fini de 

ces sphbres, S(Q~, 6/2) ( i=  1 . . . .  kn(6)), de sorte que 

(1 ~ ~ S O;, ~G(M',O), Q;EG(M',O). 
t = 1  , 

Si QO est un point quelconque sur G(6 /4 ) -G(M'0) ,  il se trouve un point N sur 

G(M', 0), tel que I QO_ a ( i ' ,  0) 1 = I Q0_ N I ; on a I QO_ N I <= 6/4; N appartient s 

une sphbre S(Q;, 6/2), done [Q~-N[ <_ 6/2;  cons6quemment [Q~_QO[ =< [Q~-IV[ + 

[ N -  Q0[ =< ~ 6, c'est-s QO e S (Q~, ~ 6); d'ofl 

(2~ ~ s (Q~, ~ 6I ~ a �9 

Nous r6alisons une d6composition de G(M',0) du type-(6): 

k'(~) 
(3 ~ G(M', O)= ~ Gj,o(M'), 

i = I  

en posant 

(4 ~ ) GI.~(M t) = S(Q'I, 6) G(M', 0), G2.~(M') =S(Q~, 6) G(M', O) - GI.+(M'), 

G3,a (M')  = S (Q~, 6) G (M',  O) - G1, ~ (M')  - G2,a (M')  . . . .  
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Consid6rons l 'ensemble  G(M, 0) et soit M variable  dans  un voisinage de M '  

[M 6 G (M, 0), M '  6 G (M',  0)] ; 

selon l 'hypothese  (4.1 b) 

(5 ~ h(M, M') = l '4car t  mutue l  (G(M, 0), G(M', 0))-+0, quand M~M' .  

Choisissons Qj sur G(M, 0) k la distance m i n i m u m  de Q~. I1 s 'ensuit  alors que 

(6~ I QJ - Q~I -~0 avec I M - M ' [  (j = 1 . . . . .  k :  (5)); 

en effet, au  cas contraire  il existe un ]= Jl et une suite de points  M,  t endan t  vers 

M' ,  pour  laquelle Qj~Q;/~-Q;,, off Q;/ est  un point  sur G ( M ' , 0 ) ;  il y aura i t  une 

suite infinie de points  M , - ~ M ' ,  pour  lesquels les ensembles  G(M, 0) n 'on t  pas  de 

points  dans  un voisinage du point  Q/,, qui appa r t i en t  s G(M', 0); ce serai t  con- 

t ra i re  s (5~ E n  t enan t  compte  de (5~ (6~ on t rouve  un v ( 5 ) p o s i t i f  (qui peu t  

d6pendre de M' ) ,  tel que 

(7 ~ ) h (M, M') < v(6) entraine Qj 6 S (Q/, ~) , 

j = l  . . . . .  k'(~), G(M,O)cG(~).  

I1 d6conle que S(Qj, 5)D S(Q;, 8, 6); donc en ve r tu  de (2 ~ 

(8 ~ ~[ 8 (Qj, 6) ~ G D G (M, 0) pour  h (M, M' )  G v (8), 
] = 1  

les Qj 6 tan t  certains points  sur. G(M, 0). Ceci pe rme t  d 'ef fec teur  une d6composi t ion 

de G(M, 0) du type-(6), t ou t  s fai t  k la mani6re de celle de G ( M ' ,  0) [(3~ (4~ 

k" (6) 

(9 ~ G (M, 0) = ~ O;.~ (M), 

(10 ~ G[~(M)=S(Q~,c~)G(M,O), G'2.~(M)=S(Qvc~)G(M,O)-G[t(M ), 

G~. ~ (M) = S (Qa, 5) G (M, 0) - G[ a (M) - G'~,a (M) . . . . .  

pou rvu  que h(M, M')Gv(cS) (7~); ici les points  Qj, E G(M, 0 ) p e u v e n t  tenir  k M -  les 

Qj sont  choisis comme on l 'a  indiqu6 k la suite de (5~ 

Si A ( M ' ) ,  B(M) sont  des ensembles,  M '  est  un point  fixe et  h(M,M')es t  
l '6car t  mutue l  de ces deux ensembles,  nous dcrirons 

(7.1) B (M) ,-,A (M') 

pour ddnoter que h(M, M')->O avec I M - M ' I .  
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D'apr~s (6 ~ S (Qs, 8) ~ S (Q;, 8) (j = 1, 2 . . . . .  k' (($)) ; (5 ~ signifie que G (M, O) .-' G (M', 0). 

En  eomparaissant les deux d~eompositions [(9~ (10~ [(3~ (4~ on obtient d 'abord 

G'I,,~(M)'-.'GI,,#(M'); puis, tour  s tour:  

8 (Q,, 8) ,,~ S (O~, r)), S (Q~, ~)) G (M, O)~S(Q~, 8) G (M', 0), 

a~,~ (M) = S (Q2, 8) a ( i ,  0) - G',,~ (M) -~ S (Q'2, 8) G ( i ' ,  0) - G1,8 ( i ' )  = a~,~ ( / ' ) ;  

tout  parefllement on obtient G'3,,~(M)~ Ga.~(M') et ainsi de suite; on 6tablit  

(7.2) G~,<~ (M) ~ as,,~ (M'), i = 1, 2 . . . . .  k" (8). 

Nous avons donc vdri]id la possibilitd de la rdalisation de (6.a6). En  uti l isant la 

notat ion plus d6tai]l~e: 

(7.3) aj.~ (Mn) = aj.~ (Mn, 0), aT,~ (M) = G~o (M, 0), 

nous envlsageons les deux d6compositions du type-(5) (6.a~), (6.a6) des ensembles 

G(Mn, 0), G(M,O). D'accord avec (3~ (4~ off l 'on pose 

M ' = i n ,  k'(~))=kn(r)), Q~=Q'~,s, 

on effectue la d6composition (6.a2) ainsi: 

k n (~) 

( 1 0 )  G ( M ~ , 0 ) =  ~ Gs.a(M~,0), oh G~,~(Mn, O)=S(Q~,I, 5) G(Mn, O), 
i=1 

G2 ~ ( M n ,  O) = S n (Qn,~, ~)) G(Mn, o)- a~,~(Mn, 0), 

Gso(M,,O. )=S(Q'~,~). ) G(Mn, O)-G,~(Mn,  O)-G2~(Mn, , ...; 

ici les Q~n d = Q~,j (8) E G (Mn, 0) ; d 'autre  par t  selon (9~ (10~ off k' (8) = kn (~), Qj = Qnd, 

nous effectuons la d6composition (6.a6) comme il suit: 

k n (~) 

(2o) G(M, 0 )=  ~ G~(M,O),  off G'~.~(M,O)=S(Qn.~,8)G(M,O), 
S=l 

G2~,~(M, O)=S(Qn.2, J) G (M, O)-  G'~,~(M, 0), 

a n ( i ,  O) = S (Qn.a, ~)) a ( i ,  O) - a'~,o (M, O) - G~,~ (M, 0), 3,~ "*'~ 

Q,~d=Q,,d(8) ~ G(M, 0), pour [ M - M n [  <-_ ~*(8); 

*r) ici ~n ( ) positif est choisi suff isamment petit  afin que 

(30) h (M, M~) = l'6cart mutuel  (G (M, 0), G (M~, 0)) _~ ~. (8) ( > 0), 
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~.(6) dtant si petit  que (d'accord avec (5~ (7~ 

( 4 0 )  Q=,icS(Q~,j,~), G(M,O)cGn(~),  7"=1 . . . . .  k. (6), 

G. (6/4) ddsignant l'ensemble de points distants < 6 / 4  de G(M., 0). 

NOTATION 7.4. Nous 6crivons (pour M assez proche de M.) 

h~ '~'~ (M, to; t )=  l'6cart (G~,~(M, t), G(M, to)), 

h~ '~ (M., to; t) = l'dcart (Gj,~(M., t), G(M., to) ), 

(7.4 a) 

(7.4 b) 

off 

(7.4c) G~,~ (M, t) = F (G~,~ (M, 0), t), Gi,~ (Mn, t) = F (Gj,~ (Mn, 0), t). 

La transformation ponctuelle F(Q, t) 6tablit une correspondance bicontinue et 

biunivoque entre les points de G(M, t) et de G(M, 0); donc [(2o) , (7.4e)] la formule 

k n (6) 

(50) G(M, t)= ~ G~t(M, t) 
j = l  

repr6sente une ddcomposition de G(M, t), les G~,~ (M, t), 7"= 1, . . . ,  k. (6), dtant disjoints; 

tout  pareillement [(lo) , (7.4c)] on a la d6composition 

k n (di) 

(60) G(M.,  t) = ~ Gj,~ (M., t). 

En rappelant la d~finition (5.8) des d~compositions du type-(6), on observe que, 

tandis que les ddcompositions (20) , (10) de G(M, 0) et de G(Mn, 0) sont du type-(6) 

(avec l ' intervention de certaines spheres de rayon 0), les d~compositions (50) , (60) sont 

d 'un genre que nous appellerons type-(6 (n, t)); de plus, en construisant les G~,~(M, t), 
Gj,~(Mn, t) on n'emploie pas directement des spheres, mais plut6t les transformations 

des sphbres, qui interviennent dans (lo), (2o): 

(7o) S(Q~,.t;~)=F(S(Qn,.6),t), S(Q'~,.t;6)=F(S(Q~,~,6),t) ( i = 1  . . . . .  k~(6)) 

[ici F (H, t) signifie l'ensemble de points F (N, t), quand le point N parcourt l'ensemble 

donn6 H];  les ensembles (7o) ne sont pas en g~n6ral des spheres, mais ce sont topo- 

logiquement des spheres; le point F(Q.,i, t), qui correspond au centre Q.,i de S(Qn,i, 6), 
est dans l'intgrieur de S(Q.,~,t; 6); on fait une remarque analogue relativement 
F n (Q~,i, t). En tenant compte de (lo), (2o), (7o) on obtient 
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(8o) G[,~(M, t)=S(Qn,1, t; (~) G(M, t), G~,~(M, t)=S(Qn,~, t; 5) G(M, t ) -  GI~(M, t), 

G'~,o(M, t)=S(Q~,3, t; 5) G(M, t ) -  G~,o(M, t) - G'~.~(M, t) . . . .  ; 

GI,~(Mn, t)=S(Q~.I,t;(~)G(Mn, t), G2.~(Mn, t) S n ...; = (Qn,~, t; 5) G(Mn, t)-G~,o(Mn, t), 

on suppose ici que I M - M ~ I  <=T*(~) d'accord avec (3o), (40); 

(90) G~(M,  t)cS(Q~.s, t; ~), Gj,~(M~, t)cS(Q~,j ,  t; ~). 

D E F I N I T I O N  7.5. Soit D o un sous-ensemble quelconque, ferm6 et borne, de D;  

/)o il correspond un module de continuit~ # (u, t) [ > 0, d~fini pour  0 < u =< u o et  

pour t fini, #-->0 avec u] de la t ransformat ion F(Q, t), de sorte que 

(7.5 a) IF (Q", t) - F (Q', t) I <= # (I Q" - Q'], t) pour Q', Q" s u r / ) o  

(on a IQ"-Q ' I~_Iz ( IQ"-Q ' I ,o ) ) .  
Soit M sur un sous-ensemble quelconque D, /ermd, bornd, de D; alors il existe un 

autre sous-ensemble Do /ermd de D, tel que D I ~  D o et que (7.5a) air lieu pour 

(7.5b) Q", Q' sur G(M, 0) et  M sur /)1. 

[G (M, 0) ~ / ) o  pour  M E/)1]" En  raison de (5o) , (6o) , (8o) , (90) et  vu que 

F(Q~.j, t) E G(M, t), F(Q~,j, t) E G(M~, t), 
on d~duit 

S(Q~,j, t; 5)~ S (F (Qn,j, t), (5 (n, t)), S (Q~,j, t ; 5 ) ~  S (F (Q~,j, t), (~ (n, t)), 

off on peut  prendre 

(7.6) ~(n,t)=a((~,t)  (si M E/)1, MnED~) 

et  on est men~ au r~sultat suivant.  

(7.7) Pour M,  M~ E D~ (D~finition 7.5) les ddcompositions (5o), (60) de G (M, t), G (M~, t) 

sont du type-t~((~ , t) (dd/inition (5.8)), pourvu que I i - M ~ l  <= ~* (5) (c/. (3o), (40)); pour 

tout t /ini lira # (5, t ) = 0 .  

Revenons maintenant aux conditions de The'or~me 6.16. Introduisons 

H Y P O T H ~ S E  7.8. d(G(M~,t)) d~signant le diam~tre de G(Mn, t), on a 

(7.8 a) lira d(G(Mn, t))=0 (n= 1, 2 . . . .  ). 
t-~+~ 

Dans la suite nous prendrons ~ = 1In et choisirons 

(a~) j =  j(n) ( _  k ,  ((~) = It, (1 )  = k , )  

16--563801. Acta Mathematica.  95, Imprim~ le 3 mai 1956. 
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de sorte que (avec la nota t ion (7.3)) 

(a2) M~ e Gj.,j~ (M~, 0). 

La possibflit6 d ' u n  tel choix de ~ d6eoule de ce que Mn E G(Mn, 0), tandis  que (lo) 

G(M~, 0) = ~ Gi, l~ (M~, 0) ( i =  1 . . . . .  /on). En  t enan t  compte de l 'hypoth~se (7.8) et  

de (6.13) (avec ~ = l / n ,  ]=~(n) (al)), nous choisissons une suite d 'entiers 

i = i ( n ) ( = i ( n , ~ , l ) ) ,  n = l , 2  . . . . .  

tels que [6.a4), (7.4b)] 

(a3) h 2 (Gj. ~/n (M~, 0); v=) = l '6cart  (Gj. 1,n (Mn, 0), G (Mn, v~)) 

2 1 
=h~'l/n(Mn, vn ;O)<- ,  v==tn.i(n)>n, d(G(Mn,~n))<- .  

n n 

pour n = 1, 2 . . . . .  Selon (6.a5) , (7.4 a) 

3 
(a4) l '6cart  (e}nl /n  (M, 0), G (M, vn))= h~' 1/n.n (M, ~;  O)< - 

n 

pour M E SO(Mn, Q~), off ~n = Qn ( l /n ) ,  n = l, 2 . . . .  ; ici ~n positif est choisi suffisam- 

ment  pet i t  et cer tainement  ne surpassant  pas T~* ( l / n )  (voir (3o), (40)). Vu (a3), (6.8), 

on observe que 

2 
(as) l'6eart(Gj, 1/~(M'~, -vn),  G(M'n,O))=h{'l~(M'n,O; - T n ) <  - ( n = l , 2  . . . .  ), 

n 

off 

(ae) M'~ = F (Mn, vn). 

Tout  pareil lement en raison de (a4), (7.4a) 

(7.9) 
3 

l '6eart (G} ~, 1/n (M',  - Tn), G (M',  0)) = h{' l/n, ~ (M',  0; - vn) < - 
U 

pour M ' = F ( M ,  vn) e F(SO(M~, Qn), v~), n =  l, 2 . . . .  donc, en t enan t  compte  de la 

nota t ion (70) , on voit  que (7.9) a lieu pour  

(aT) M '  e SO(Mn, vn; 0n) [SO(...) = l ' int6rieur de S ( . . . ) ] ;  

on observe que le point  M'n (as) , qui correspond s Mn, est contenu dans le domaine 

(ouvert,  eonnexe) S ~ r ~ ; ~ ) ;  il existe un ~'n positi/ de sorte que la sphere 
t t 

S(Mn, ~n) soit contenue dans SO(Mn, ~ ;  0n); d'oi~ (7.9) a lieu pour 

(7.9a) M' e SO(M'n, e'n) (n= 1, 2 . . . .  ). 

Or on peut  ~tablir le r6sultat  suivant.  
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M' M' (7.10) Lea M .  dtant partout denses daws D, dans l'hypoth~se (7.8) l'ensemble 1, 2 . . . .  

[(a6), (a~)] jouit de la m$me propridtd. 

En effet, notons  d ' a b o r d  que 

h j'l 1/. ~'M., 3.  ," 0) (a3) = max .  [Q - G (M. ,  3.)[  pour  Q e Gj, 1/. (M. ,  0), 

oh j = j ( n )  (al) ; M .  (a2) 6 tant  sur Gj, ll. (Mn, 0), selon (aa) on obt ient  

2 [M. - G ( M n ,  ~n) l <= h'" 1~" (" ' ' )  < - ;  
n 

sur G (Mn, ~ )  un  point  N '  existe de sorte que le premier  m e m b r e  est  ] M .  - N '  I ; 

done ] M,, - N ' ]  < 2/n; d ' au t r e  p a r t  les points  N ' ,  M :  = F (M~, ~n) (as) t o u s l e s  deux  

6 tan t  sur G(M~, ~ ) ,  on voi t  que 

M '  1 I N ' -  h I<d(G(M~,T~) )<- -  (a3); 
n 

done en ver tu  de l 'in~galit~ t r iangulaire:  

]M.-M'.]_~]M _U,l+ IN, M,I<_;3 
n 

la conclusion daws (7.10) s' ensuit. 

E n  t enan t  compte  de (7.9), (7.9a) et  du fair que les M',  sont pa r t ou t  denses 

dans  D, selon le th6or~me dans  (D;  p. 139) on eonclut  qu' i l  existe un rdsiduel R', c D ,  

t ou t  poin t  M duquel  appa r t i en t  a une suite infinie de spheres ouver tes :  

M e S o (M'n., e'nv), n~ = n~ (M), v = 1, 2 . . . . .  

off n~-+c~ avee v; de plus 

3 
(7.11) l '~eart  (G~.I/n(M, --Vn), G(M,  0 ) ) <  - (? '= j (n)  (al)) 

n 

pour n=nx, n2, ,.. et pour M sur ce rdsiduel R'. E n  nous r appe lan t  (20) , (5o) , (80), 

avec n = n , ,  ~ = 1/n, t = - v , , ,  nous observons que r ensemble  G~/1 ~ ( M , -  3,) f igurant  
, / 

dans (7.11) est  un composan t  dans  la ddcomposi t ion 

k" 
rt~ 

(7,11a) G(M, -~,~) = ~=IG~,I/, (M, - ~ )  ( k '=k , , ,  M E R ' ) ;  

selon (7.7) cet te  d~composi t ion est  du t ype  - # ( 1 / n , -  T,), oh n=n, ;  si dans  (7 . I1a)  

on suppose que M appar t i en t  ~ une par t ie  born~e de R' ,  le module  de continuit6 

# ( . . . )  (D~finition 7.5), qui in terv ient  dans  (7.11a) correspondra  ~. une certaine por- 

t ion born6e de D, d ' accord  avec (7.5)-(7.7). Nous allons ~tablir  le r6sul tat  
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(7.12) Dans l'hypoth~se 7.8 et si les Mn sont partout denses dans D, on aura 

(7.12a) L - ( M )  G(M,O)~=O pour tout M sur R', 

04 R' est Ie rdsiduel introduit ?t propos de (7.11). 

]~crivons H(~) pour  G~(,),I/n(M,-Tn), o~1 n=n~; l '~cart 

h~[=h~'i/n'n(M, 0; --vn)] (n=n~)  

au premier membre  dans (7.11) est le max imum de IQ-G(M,O) I  pour  Q sur H(v). 

E n  prenant  un  point  (quelconque) Q. sur H(v) on peut  t rouver  un point  Q: sur 

G(M,O) tel  que ]Qv-G(M,O)I=]Q,-Q:I; vu (7.11) 

3 
IQ,-Q:] <h~,< -- (v=  1, 2 . . . .  ). 

n v  

Une suite vs (s = 1, 2 . . . .  ), -> + ~ ,  existe pour  laquelle Q~s converge vers un point  Q' 

sur G(M, 0); on obt ient  

IQ'-Q~,I<=IQ'-Q'sI+IQ'-Q..I<IQ'-Q'I+ 3 Iv= rs; s = l , 2  . . . .  ]; 
nv  

par  1s Q~s--->Q' quand s - §  Or Q,s est sur H(r , ) ,  e 'est-s sur 

G~(~).I ,~(M,-v~),  ~ G ( M , - v ~ ) ,  off n=n~ et v = v , ;  

d ' au t re  par t  (a3) , T~,,, > n~ (v = v,), --> + ~ pour  s--> ~ ; consgquemment  Q' sur G (M, 0) 

est un point  d 'accumula t ion  pour  l e s t  infinis n~gatifs des ensembles G(M, t) (si M 

quelconque fixe est sur R'); d'oh la conclusion (7.12a). 

I~E~tARQUE 7.13. Selon D~finition 4.19 la relation (7.12a) peut  ~tre exprim~e 

en disant que, pour  M E R', l'ensemble-tra~ectoire C (9~) ( ~  = G (M, 0)) est stable ( - ), 

spdcialement d~ G(M, 0). 

(7.14) Dans l'hypothLse 7.8 et les M~ dtant partout denses clans D, on aura 

(7.14a) L-  (M) G(M, to) ~:0, 

d}s que le point F ( M ,  to) est sur le rdsiduel R'. 

Pour  6tablir ceci notons  d ' abo rd  que dans (7.11) ?'= ](n), v= sont  ind6pendants  du 

point  M, E R',  dont  il s 'agi t  dans cette formule;  d ' au t r e  par t  les valeurs n~ (v=  1, 2 . . . .  ) 

de n peuvent  tenir s M. E n  posant  M o = F  (M, to) et en supposant  que F ( M ,  to)E R', 

nous envisageons (7.11) pour  M0: 
3 

l '6cart  (G~(,), 11~ (Mo, - ~ ) ,  G (M 0, 0)) < - ,  
n 
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off n = n~ (M0) et 

G~(~). 1in (M0, - ~=) c G (M 0, - ~n) ; 

en raison de (6.8) ces formules ~quivalent ~, 

3 
(bl) l'~cart (e~(n). 1/n (F (M, to), - vn), G (M,  to) ) < - ,  

n 

avee n=n~(M0)=n~(F(M,  to) ) et 

(b2) GT(,). lln (F (M,  to), - Tn) c G(M,  t o - v~). 

Moyennant un raisonnement du genre employ~ pour d~montrer (7.12), (7.12a), 

partir  de (bx) et de (b2) il rdsulte que G(M/ to )  contient au moins un point Q, qui 

est un point d'aeeumulation des ensembles G ( M ,  to -Tn  ) (en effet des ensembles au 

premier membre de (b~)) pour t 0 -  ~n = t 0 - ~ , - + -  o~ ; d'oi~ la conclusion (7.14a). 

En tenant  compte de (7.12) et (7.14) nous r~sumons ainsi. 

T H ~ O R i ~ E  7.15. Supposons que les eusemble-trajectoires C ( ~ ) ( ~ ) ~ = G ( M , O ) )  

sont stables ( + )  (Dd/inition 6.4) sur l'ensemble M1, M 2 . . . .  partout dense dana D; 

alors sur un certain rdsiduel R de D on aura la conclusion de Thdor~me 6.16. Supposons 

de plus que le diam~tre d (G(M ~,  t)) de G ( M , ,  t) tend vers zdro pour t-+ + co ( n =  1, 2 . . . .  ). 

Alors il  existe un rdsiduel R '  de D (voir le texte ~ propos de (7.11)) de sorte que, pour 

M sur R ' ,  l'ensemble.tra]ectoire C(~J~) (~)~=G(M, 0)) est stable ( - ) ,  spdcialement 

G ( M ,  O) (Dd/inition 4.19, aussi (7.12 a)) ; en outre C (~J~) ( ~  = G (M,  0)) sera stable ( - ), 

spdeialement h route position G (M, to) de l'ensemble-mobile, pour laquelle le point F (M, to) 

lui aussi est sur R '  (cela signi/ie (7.14a)). 

REMARQUE 7.16. Dans les hypotheses indiqu~es, pour M sur le r~siduel R R ' ,  

il y a s la lois la stabilit~ des esp~ces speeifides pour les t infinis positifs et negatifs. 

REMXRQU~ 7.17. Les conclusions dans les th~or~mes 6.5, 6.10, 6.16, 7.15 con- 

statent  que pour le point M sur un rdsiduel de D l'ensemble-trajectoire C(~J~), oi~ 

~ = G ( M ,  0) (ou dans des cas particuliers - -  simplement la (<trajectoire d 'un point- 

mobile,), est stable ( + )  ou ( - )  dans un des plusieurs sens. Or un r~siduel contient 

toujours des ensembles parfaits (de U~) [M. Denjoy (D; p. 143)]. D'autre  par t  dans 

(4.12), (4.15), (4.21), (4.22), (4.24), (4.26) et Th~or~me 5.13 nous avons ~tabli certains 

r~ultats (de caract~re topologique) quand la trajeetoire d 'un point-mobile M, ou l'en- 

semble-trajectoire d 'un ensemble-mobile G ( M ,  0), jouit de propri4t4 de stabilit4 d 'une 

des plusieurs esp~ces consid6r~es, pour M sur un ensemble parfait  P.  Cons~quemment 

on peut lier les th~or~mes 6.5, 6.10, 6.16, 7.15 avec les r~sultats que nous venons 

d'indiquer. 
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8. Stabilit6 de Liapounoff 

Comme nous l'avons fair dans les sections ant6rieures, nous supposons que F (M, t) 

[sp6cifiant la position du point-mobile au temps t ( F ( M , O ) = M ) s u r  la trajectoire 

C(M)] varie continfiment avec le point M, E D, pour tout t. 

HYPOTHkSE 8.1. Soit Do un sous-ensemble quelconque /erred bornd de M ;  suppo- 

sons que la continuitd de F (M, t), comme /onction de M sur Do est uni/orme par rapport 

t sur tout segment / ini  :r <_ t <=ft. 

L~ condition qui intervient dans cette hypoth~se n'est pas tr~s 6troite; un tel 

mouvement ponctuel peut 6tre facilement r6alis6 moyennant certains syst~mes diff6ren- 

tiels d'esp~ces assez g6n6rales. 

Correspondant ~ un /)0 ( c D )  il existe un module de continuit6 /~(u, t) (D6fini- 

tion 7.5), #(u, t ) > 0  pour 0<u=<u  0 tel que 

lim p.(u, t )=  0 pour tout  t fini, 
U--)0 

de sorte que 

(8.2) I F ( M ' ,  t) - F ( M ' ,  t) l ~_ t t ( I M " -  M '  I , t) 

pour M ' , M "  sur 1)0 et pour tous le s  t; dans l'hypoth~se (8.1) ~ tout segment [~, fl] 

/ ini  il correspond un module de continuitd # (u; :r fl), inddpendent de t, positi/ et tendant 

vers zdro avec u (>0),  de sorte que 

(8.2 a) [ F ( M " , t ) - F ( M ' , t ) I < = t t ( I M " - M ' ] ; ~ , f l ) = # ( 1 M " - M ' I ; f l , : r  ) 

pour M ' ,  M sur Do et pour :r <_ t <= ft. 

On peut toujours supposer que # (u, t), # (u; ~, fl) sont non-croissants pour u ( > O) 

ddcroissant. 

D~:~I~ITION 8.3. ~ tan t  donn6e une trajectoire ponctuelle particuli~re C(M~ 

nous dirons que le mouvement est stable (to, + ~ ;  L) relativement h C(M~ si 

(8.3 a) ~ (M ~ M; t0)-+0, quand M ~ M  ~ 

off 

(8.3 b) ~] (M ~ M;  to) = max. (t => to) IF (M, t) - F (M ~ t) l; 

pareillemeut on d6finit la stabilit6 (to, - ~ ;  L) relativement h u n  C(M~ 

On observe que 

(8.3 c) ~ (M ~ M;  to) _-< max. (t => to)/~ ([M - M ~  t); 

ici # (...) correspond d un Do, contenant un voisinage de M o, ole se trouve M .  Aussi, 

pour t o=<t< + ~ ,  
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(1 ~ [ F ( M , t ) - F ( M ~ 1 7 6 1 7 6 1 7 6  

= max. ( ] N - M ~  < [ M - M ~  v ( M  ~ N;  to); 

on voit  que (8.3 a) 61uivaut ~ ce que ~ . ( ~  ; to) ~ 0 ,  quand ~ ( > 0) 4 0 .  Dans l 'hypoth~se 

(8.1) supposons que 

(2 ~ IF  (M, to) - F (M ~ to) I < 

et que le mouvement  est stable (to, + o~; L) relat ivement ~, C (M~ alors selon (8.2 a), 

oh (~r fl) est le segment d'extr~mit~s 0, - t o et M "  = F (M, to) , M '  = F ( M  ~ to), t = - to, 

on obtient  

(3 ~ IM - M ~  < # ( IM" - M ' I ;  o, - to) --< t '  (e; o, - to). 

]~crivons 

(4  ~ ~ (~) = ~ (e,  t o) = ~M. (# (~; O, - -  to) ; to) ; 

on observe que (~(e)>0 pour e--~0 et  que (~(e)-->0 avec e. 

En  raison de (1~ ~ on conclut ainsi: 

(8.4) Soient M ~ t o fixes; clans l'hypothLse 8.1, si le mouvement est stable (to, + cr L) 

relativement dt la tra]ectoire C(M~ il s 'ensuit que pour tout e > 0  il existe un (~(e)>0, 

inddpendant de t et 4 0  avec e, de sorte que 

(8.4 a) ] F (M, to) - F (M ~ to) ] < ~ entra~ne 

I F ( M , t ) - F ( M  ~ ~($(e) pour to<=t< +c~;  

($(e) (4 ~ est inddpendant de M ,  t, mais  peut tenir ~ M ~  ($(e) ( > 0 ) ~ 0  avec ~. On peut  

6tablir la r6ciproque. 

En  vertu de (8.4), (8.4a), dans l 'hypoth~se 8.1, la stabilit6 d 'un  mouvement  au 

sens (to, + oo; L), rela~ivement ~ une trajectoire particuli~re C (M~ revient ~ / a  stabilitg 

au sens de M .  Liapouuo]/,  relat ivement  K la m~me trajectoire (sur (to, + cr 

(8.5) Dans l'hypoth~se 8.1, si Tour un  t o particulier le mouvement est stable (t o, + cr L) 

relativement dt C(M~ il en sera le mdme au sens (tl, + ~ ;  L) pour tout ti / in i .  

En effet, si t 1 > t o, la conclusion dans (8.5) est une consequence immediate  de 

D~finition 8.3. E n  outre, s i  t 1 < t o, on obtient  (1 ~ ainsi que (8.2 a) : 

I F ( M ,  t ) - F ( M  ~ t) I ~ = ~ ( [ M - M ~  t~, td  pour t~<=t<toi 

soit /x 1 (u) une fonetion qui d~croit vers zfiro avec u (>  0), teUe que 
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on a 
~ (u) _>- ~.  (u; to), ~x (u) _->/~ (u; t .  to) ; 

] F ( M , t ) - F ( M ~ 1 7 6  ( t~<t< + ~ ) ;  

/.~I(U) 6tan t  ind6pendant  de t, la conclusion dans  (8.5) s 'ensuit .  

T H ~ O R ~ M E  8.6. Dans l'hypothLce 8.1, les M~ ( n = l ,  2 . . . .  ) dtant partout denses 

dans D, si le mouvement est stable (t o, + oo; L) relativement ~ chaque tra]ectoire C(M~) 

( n =  1, 2 . . . .  ), il s'ensuit qu'il existe un rgsiduel R de D de sorte que, pour tout point 

M de R :  

la tra]ectoire C(M)  est la 'limite' d'une suite de C(M~,), ole n = n , ( M ) - > o o  avec v, 

au sens uni/orme par rapport au point mobile au temps t, pour T ~ t  < + oo, T dtant 

arbitraire - -  cela voulant dire que pour le point M (E R), considdrd, on a 

(8.6a) [ F ( M , t ) - F ( M ~ , , t ) I - > O  pour  v->oo 

uni/ormdment par rapport ~ t pour z g t < + oo. 

E n  effet selon l 'hypoth~se  il existe une fonct ion/z~ (u) posi t ive et  -~0 avec u ( >  0), 

telle que 

[ F ( M , t ) - F ( M n ,  t ) [ ~ _ # n ( I M - M ~ I  ) pour  - n < = t <  +oo et  n = l ,  2 . . . .  ; 

les seconds membres  ici 6rant  ind6pendants  de t, fl en r~sulte que 

] F ( M , t ) - - F ( i , , t ) l ~ _  1 ( - - n ~ t <  + oo), 
n 

d~s que M E S o (Mn, ~,), off M E SO (Mn, ff~), les fin positifs et  suf f i samment  pe t i t s  6 tan t  

ind6pendants  de t. Vu (D; p. 139), il existe un  r6siduel R, c D ,  de D, t o u t  po in t  

duquel  appa r t i en t  s une infinit6 de sphbres SO (M=, ~ ) ;  ainsi pour  M sur R on aura  

M E S O ( M n , , ~ , , ) ,  I F ( M , t ) _ F ( M n , , t ) [ ~  1 - n ~  ( - n ~ g t <  + oo; ~ = 1 , 2  . . . .  ), 

off n, =n ,  (M) t end  vers  § oo avec v; le thdor~me est dtabli. 

R ~ M A R q V E 8.7. L a  conclusion incorpor6e dans  Th6orbme 8.6 repr6sente  ce que, 

peut-6tre,  on pourra i t  expr imer  en d isant  que le mouvement est stable ( + ; L ) ,  au sens 

]aible, re la t ivement  ~ la t ra jectoi re  C (M); ou bien, que le mouvement est ]aiblement 

Liapounol]-stable , pour  t--> + ~ ,  r e l a t ivement  ~ C ( M ) ;  C(M),  pour  le poin t  M consid6r6, 

est  ' l imite '  au sens de (8.6 a) d 'une  suite de trajectoires,  r e l a t ivement  ~ chacune des- 

quelles le m o u v e m e n t  est  s table au sens ordinaire de Liapounoff  (pour t-~ + ~ ) .  
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(8.8) La stabilitd ( + ; L ) ,  au sens [aible, est impliqude par la stabilitd (v, + oo; L) 

(darts l 'hypoth~se 8.1). 

En  effet, supposons que le mouvemen t  est stable (v, + oo; L) re la t ivement  une 

t rajectoire  C (M ~ donn~e; doric 

I F CM, T) - F (M ~ 3) [ < e entra ine  

[F(M,t)-F(M~ (t>=v; (~(e), > 0 , - + 0 ,  avec e) 

ici on peu t  prendre  ~ (e) non croissant pour  e >  0 d~croissant. Pour  v fixe, M ~ est 

l imite d 'une  suite de points M ' ,  * M  ~ tels que [F(M', ~ ) - F ( M  ~ v)i-~0. Consid~rons 

un M '  :~M ~ particulier,  suff isamment proche de M ~ de sorte  que 

(a2) IF(M', v ) - F ( M  ~ ~)l < e ;  

alors selon (al) 

(a~) (M', t) - F (M ~ t)) g (i (e) (t _-> ~). 

Soit M variable tel  que 

(a,) IPCM, v ) - F ( M ' ,  T)[ < e ;  

alors [(aa), (aa) ] 

(as) I F ( M , v ) - F ( M  ~ v)]<=IF(M, v ) - F ( M ' ,  v) I+IF(M ' , v ) - F ( M  ~ v)l<e+~(e); 

vu (as) , fl resulte (al) que 

Ca,) IF  (M, t) - F (M ~ t) l = + <  voo 

pour  T ~ ~ < + cr de plus [(as) , (aa) ] 

Ca,) IF  (M, t) - F CM', t) I ~_ i F ( M, t ) -  F (M ~ 

+IF(M~ ',t)l_-<(~l(e)+~}(e ) (-+0 avec e) 

pour  ~_~ t < + c~. Puisque (a4) entraine (aT) , le mouvemen t  est  stable (v, + c~; L) rela- 

t ivement  ~ C(M'), pour  tous les M '  infiniment voisins de Me;  quand M'-+M ~ on peu t  

choisir ~ ( >  0)-->0; la constatat ion en italiques que nous venons de fake,  ainsi que (aa), 

signifient que le mouvement  est  stable ( + ; L ) ,  au sens faible, re la t ivement  ~ C (Me); 

l'gnoncd (8.8) est veri]ig. 

Dans les conditions du th~or~me soit E8 l 'ensemble de points M,  E D, tels que 

le mouvemen t  est  stable ( + ; L), au sens faible re la t ivement  ~ M.  L'ensemble E~ = D - E8 

consiste des points M' d'instabilitd ]aible (+, L);  cet esp~ce d' instabili t6 est  simple- 

ment  l 'a l ternat ive de la stabilit~ que nous venons de mentionner .  Si M '  est  un point  
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de E~ et si les M'~ (~= 1, 2 . . . .  ) constituent une suite de points, qui convergent vers 

M' ,  le mouvement  ~tant stable (v, § ~ ;  L) re]ativement ~ chacun de ces M : -  alors 

il s 'ensuit que la 'convergence' des trajectoires C(M~) vers C(M) est non-uniforme 

par  rapport  g t, pour z=<t< § ~ ;  c'est-g-dire que l 'uniformit~ de convergence, par  

rapport  g t (z_-<t< § ~ ) ,  est en d~faut. 

(8.9) Dans l 'hypoth~se (8.1) et sans hypoth~se relat ivement aux Mn ( n =  1, 2 . . . .  ), si 

l'ensemble d'instabilit4 Ei est inexhaustible (n'est pas gerb~), E~ = D -  Di ne sera pas 

un r6siduel - -  dans ce cas, d'apr~s le th4or~me, les M~ ne seront pas partout denses 

dans D. 

9. PSn4tration duns tel ensemble donn~ d'avance 

Comme dans les sections 4-8, soit D ferm6 dans Ur, possiblement non borne. 

La correspondance biunivoque et bicontinue Q'= F (Q, t), pour t fini fixe, entre les 

points Q, Q' dans D, constitue une transformation ponctuelle laissant D invariant.  

Posons en particulier 

(9.1) FE1](Q)=F(Q)=F(Q, 1)=Q m, F t - I ] ( Q ) = F ( Q , - 1 ) = Q  c ~], Ft~ 

Si E est un ensemble quelconque dans D, nous employons la m~me notation; F (E )=  

Fro(E) est l 'ensemble de points Fro(Q) obtenu en laissant le point Q d4crire E, 

F ~~ (E) = E, F tnl (E) = F ~11F En-1] (E) = F c-1] F En+l] (E) (n entier) est l 'ensemble de points 

F (Q, n) obtenu quand le point Q parcourt  E. 

D ~ F I ~ I T I O N  9.2. G(M, t) (Ddfinition 4.1) d~signant un mouvement  d 'un en- 

semble-mobile sur les ensemble-trajectoires C(~CJ~)(off ~ = G ( M ,  0)), d~fini pour tout  M 

sur D, nous dcrivons E(P) pour ddsigner la rdunion d'ensembles G(M, 0), obtenue en 

laissant le point M parcourir l'ensemble donnd P ( c  D). 

La d~finition suivante d 'une c]asse (C) d'ensembles E est g peu pros celle que 

M. Denjoy g donnde dans (D; p. 152 sq.) pour fonder le raisonnement de Poincard 

sur la rentrge des trajectoires stables (ponctuelles) dans tel ensemble donn~ d 'avance:  

(9.3) Tout ensemble E de (C) est lermd (born4) et eontient des ensembles par/airs; de 

plus, si E E (C): 

(1 ~ toute portion de E, contenant un ensemble parfait ,  appart ient  s (C); 

(2 ~ les transform~s Ftl](E), Ft-I~(E) sont dans (C); 

(3 ~ g E donn~ il correspond un entier N = N ( E ) ,  de sorte que toute suite conte- 

nant  au moins N transform~s de E, en contient deux ayant  en commun un ensemble 

H e (C). 
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Dans la d~finition dans (D; p. 152) d'une classe (C) les ensembles de (C) sont 

toujours parfaits (dans Ur). 

(9.4) La classe (Co) est d~finie par rapport s un mouvement G (M, t) d'une ensemble- 

trajectoire; ce Soar les ensembles parfaits (bombs) P,  c D, pour ehacun desquels 

l'ensemble E(P) (D~finition 9.2) est dans la classe (C) (9.3). 

(9.5) L'ensemble E(P) est [erred et contient des ensembles par/aits. 

Afin de d~m0ntrer (9.5), notons d'abord que (P 6rant parfait) 

(10) E (P) = M ~ f  (M, O); 

G(M,O) contient M, donc E(P)~P.  Soit Qj (?'=1, 2, ...) une suite de points, 

QjEE(P) ,  qui converge vers un point Q. Vu (lo) ~ tout Qj il correspond un Mj ,  

tel que 

(20) Q; E a (Mj, 0), Mj e P.  

Pour une suite d'entiers ?'1, ?'2 . . . .  les Mjv convergent vers un point, soit M*; M* sera 

sur P parfait; de plus (lo) 

(30) E (P) ~ G (M*, 0). 

Selon hypoth~se G (M, 0) varie continfiment avec M, cons~quemment 

(40) hv=l'~cart mutuel G(M*, 0), G(Mj~, 0))-->0 (pour v->oc). 

Supposons, s'il est possible, que Q n'est pas sur G(M*, 0) fermi; alors 

(~=IQ-G(M*, O)]>O. 

un entier v o existerait tel que 

IQj,-G(M*, O)I > ~ (v>v0); 

h~ grant le plus grand des deux ~carts 

l'6cart (G (M*, 0), G(Mj,, 0)), l'6cart (G(Mjv, 0), G(M*, 0))=~1~ 

et Qj, (2o) ~tant sur G(Mj,, 0), on aurait 

h~>=~>=]Q,v-G(M*,O)I>- 2 pour v>=Vo; 

ceci est eontraire s (40). Donc Q est sur G(M*,O) et (3o) on volt que Q so trouve 

sur E(P). D'ofi E(P) est ferm6; (9.5) est etabli. 
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E n  examinan t  la d~monst ra t ion  du th for~me dans  (D; p. 153), que M. Denjoy  

a donnde dans (D; p. 154, 155), on observe  que ce ra i sonnement  s 'appl ique quand  

on modffie la d6finition des classes (C), comme nous l ' avons  fai t  dans (9.3). Afin 

de s 'en apercevoir  il f au t  seulement  remplacer  les ensembles parfai ts ,  qui in terv iennent  

dans la d6monstra t ion,  pa r  certains ensembles fermds, chacun con tenan t  un ensemble 

par fa i t ;  aussi on fai t  emploi  de la r emarque  suivante .  

(9.6) Si E E (C), d'accord avec (9.3), ou plus gdndralement si E est /ermd (bornd) et 

eontient un ensemble par/air, on pout trouver une portion de E de diam~tre si petit que 

l'on vent et aussi contenant un ensemble par/air; si E E (C), cette portion appartiendra 

h (C) (selon (9.3, 1~ 

Voici le thdor~me (D;  p. 153) pour  not re  classe (C). 

(9.7) Soit E ( c D) un ensemble quelconque de la classe (C) [9.3, 1 ~ 2 ~ 3~ soit W (E) 

l'ensemble de points Q sur E, tels qu'h chacun Q de W (E) une suite in/inie d'entiers 

positils correspond, n~=n~ (Q) ( v = l , 2  . . . .  ; n , ( Q ) - ~  avec v), de sorte que (9.1): 

(9.7 a) Qtn~] = Ftnvl (Q), E E, -->Q (pour v--> ~ ). 

L'ensemble W(E)  est partout dense sur le noyau par/air N ( E )  de E.  

On v6rifie d ' abo rd  que W(E),  off E E (C), cont ient  un point .  Soit ~ une por t ion  

quelconque de E ;  si & ne contient  pas  un ensemble parfai t ,  nous n ' en  pouvons  rien 

conclure; mais  si c5 cont ient  un ensemble parfai t ,  & sera dans (C) selon (9.3, 1 ~ et  

W(&) sera non-vide;  donc pour  tou te  por t ion  (5 de N ( E )  l ' ensemble  W(5)) existe;  

par l& la conclusion dans (9.7). 

T ~ ~ o R ~ M E 9.8 Supposons que P ( c D) par/air et routes les portions de P sont 

dans une classe (Co) (Dd/inition 9.4); soit E*(P) l'ensemble de points M '  sur P,  tels 

qu'h chaque point M '  de E*(Q) une suite d'entiers positi/s n~ ( v = l ,  2 . . . .  ), qui tendent 

vers + ~ ,  correspond de sorte que G (M',  O) contienne un point Q', vers lequel tend la 

suite de ses trans/ormds Q,C~]( = F (Q', n~)),/e point Q,t,~] dtant sur un ensemble G(Mn~, O) 

et M ~  dtant sur P (v = 1, 2 . . . .  ). Cet ensemble E* (P) est partout dense sur P. 

En effet, notons  d ' abo rd  que l 'enserable 

(a~) E (P) = ~ G (M, 0) 
M e P  

est de la classe (C) (9.3). L 'ensemble  W(E(P) )  ( ~ E ( P ) ) ,  d~fini d 'accord  avec (9.7), es~ 

pa r t ou t  dense sur le noyau  parfa i t  N ( E ( P ) )  de E(P) .  Si Q' est  un point  sur W(E(P) ) ,  

donc sur E(P)  (al) , d 'apr~s  (9.7), (9.7a) il s 'ensui t  qu' i l  existe une suite infinie d 'en-  

t iers positifs, n~=n,(Q') ( v = l ,  2 . . . .  ) , - ~ +  ~ avec v, de sorte que 
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(a2) Q,tn~l, e E (P), -->Q'; 

vu (al) des points M', M ~  existent, tels que 

(a3) Q' ~ G(M', 0), Q'c',J ~ G (M~,, 0), M' C P, M~, ~ P. 

M' est un point de E* (P). Selon l'hypothbse route portion eh de P e s t  de la classe 

(Co); en raison des ddveloppements que nous venons de donner, E* (~) existe pour 

toute portion c7) de P. D'o~ la conclusion du thdor~me. 

R~.MARQUE 9.9. Pour tout  point M' sur l'ensemble E*(P) du thdorbme l'en- 

semble-trajeetoire C (~)~'), oh ~ '  = G (M', 0), est stable ( + ) spdcialement h G (M', O) 

(Ddfinition 4.19). 

Cet dnoncd s'dtablit en notant  que (a3) G(M', 0) contient Q' et que Gt~l(M ', O)= 

G (M', n,) contient le point Q,t~,] ( = F (Q', n,)) ;donc  la distance entre G (M', 0), G (M', n~) 

satisfait ~ l'indgalitd 

IG(M', O)-G(M' ,  n,)I glQ'-Q'c~]]; 

vu (as) le premier membre ici tend vers zdro, d'ofi 

(9.9 a) lim ] (G (M', O) - G (M', t) ] = 0 (M' e E* (P)) ; 
t--~+ oo 

la conclusion dans (9.9) ddcoule d'aprbs Ddfinition 4.19. 

L'espbce de stabilitd, dont il s'agit dans le thdorbme et qui a lieu pour l'ensemble- 

trajectoire C(0)~') (oh ~)~'=G{M',O)) si M'eE*(P) ,  est en gdndral plus stricte que la 

stabilitd ( § ) spdcialement A G (M', 0). 

R]~MARQU~ 9.10. Si pour un point M' donnd, n ddsignant des entiers et d(.--) 

ddsignant le diambtre de (---), on a 

(9.10a) lim IG(M', O)-G(M' ,  n)l =0 ,  dG(M', n)-->O 

pour n--> § ~ ,  il s'ensuit que sur G(M', 0) il existe un point Q, de sorte que pour 

une suite d'entiers n~,--> § co avec v, les 'consequents' Qtn~] de Q convergent vers Q. 

Afin de v6rifier ceci notons d'abord (9.10a) que pour une suite n~ on a 

v(M', n~)=IG(M', O) -G(M' ,  n~)l-->O. 

Sur G (M' 0), G (M', n~) on Pout trouver des points Q~, Q'~,, respectivement, de fa~on 

que ~(M',  n~)= [Q~-Q'~,I" En choisissant une suite partielle de n,, ( v = l ,  2 . . . .  ), 

mais en gardant la m~me notation, on peut  disposer de sorte que 

IQ-Q,~I-->O, oh Q est un point sur G(M',O). 
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Par  suite IQ--Qt",,~I<=IQ-Q.,,]+ ]Q,, -Q',~.I+ IQ',~, -Qt',,~ I 
<=[Q-Q,vI +~(M', n,) + dG(M', n,) ; 

le troisi~me membre  tend vers zdro; d'olt la conclusion dans 9.10. 

Si Q est un point sur E(P) (D4finition 9.2), ddsignons par H(Q) l'ensemble de 

points M sur P, pour lesquels G(M, O) contient Q; H (Q) existe. Dans les hypotheses 

du th6or~me, si Q E W (E(P)) (cE(P)) ,  soit H(Q) l 'ensemble correspondant; pour tout  

M de H(Q) il existe une suite n, (-->+ oz), de fa~on que Q:",] est sur G(Mn,,O), off 

Mn, est sur P, et que Q:",]-->Q (Q dtant sur G(M, 0)); un tel point M appar t ient  & 

E*(P) ;  par suite H(Q)cE*(P)  et on voit que la r~union des H(Q), d6crivant 

W(E(P)), est contenue dans E*(P). D'autre  part,  si M '  est un point de E*(P), 

G(M', 0) contiendra un point Q', tel qu'une suite de consdquents Q'~",] [E G(M'n,, O) 

avec M'~v E P] existe, de sorte que Q,c,~__~Q, - -  c'est une cons6quence de la d6finition 

de E* (P); ce point Q' appart ient  s W (E (P)) et M '  E H (Q') ; par 1s E* (Q) est eontenu 

dans la r~union des H(Q), Q parcourant W(E(P)); consdquemment 

(9.11) ~ H(Q)=E*(P). 
QGW(E(P)) 

(9.12) Nous dirons que les ensembles E constituent une classe (C), si les conditions 

(9.3, 1~ (9.3,2 ~ ont lieu, tandis que la condition (9.3, 3 ~ est modifi6e ainsi: 

(5o) s E donne de (C) il correspond un entier N = N (E), tel que toute suite de n, 

=> N, cons6quents de E en contient deux, ayant  en commun une portion de l 'un et 

de l 'autre, cette portion contenant un ensemble parfait  (selon (9.3, 1 ~ une telle por- 

tion appart iendra ~. (C)). 

(9.13) La classe (C0) consiste d'ensemblcs parfaits P ( c D ) ,  pour chaeun desquels 

E(P) (D6finition 9.2) appart ient  s (C) (9.12). 

Une class (C) (9.3, 1 ~ 2 ~ 3~ dont tout  ensemble contient la fermeture d 'un en- 

semble ouvert, est une classe (C) (voir (D; p. 155)). 

En  suivant s peu pros la d~monstration donnde par M. Denjoy dans (D; p. 

155-157) pour sa classe modifide (C) on abouti t  s l'6nonc6 suivant. 

(9.14) Si E appartient h une classe (C) (9.12) et si W (E) est dd/ini comme dans 

(9.7), (9.7a), il s'ensuit que W(E) est un rdsiduel du noyau par]ait N(E) de E. 

Si P e s t  un ensemble parfait  de (C0) (9.13), l 'ensemble W(E(P)) [(9.7), (9.7a)] 

sera un r6siduel du noyaus parfait  N (E (P)) de E (P); dans ce cas la question se pose 

si l 'ensemble E* (P), d6fini dans Th~or~me 9.8 et donc reprgsentable sous la forme (9.11), 

est un r6siduel de P. A pr6sent nous laissons cette question de c5t6. 
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lO. P~n~tration dans tel ensemble donn~ d'avance (suite) 

Nous allons maintenant fonder notre raisonnement, sur la p~n~tration dans tel 

ensemble donn6 d'avance, moyennant les hypotheses topologiques, incorpor6es dans 

la d~finition suivante. 

D1iFII~ITION 10.1. Une classe (C*) d'ensembles par/airs P ( c D )  est dd/inie 

ainsi : 

(10.1 a) 

(10.1 b) 

(10.1 e) 

toute portion de P (de (C*)) est dans (C*); 

les transform~s F Ill (P) ( = pro), .F[-1] (p) ( = pt 1]) (9.1) sont dans (C*) ; 

g tout P de (C*) il correspond un entier N = N ( P )  de fagon que dans toute 

suite de N transform6s (de rangs croissants) de P, 

p i n , I ,  p [ n . l ,  . . .  , p [ n N l  ' 

on peut en trouver deux, P'=PE'~, p, ,=pt~jl ,  off i<?', de sorte que (avec la nota- 

tion de D~finition 9.2) 

(1 ~ E ( P ' ) . P "  contient un ensemble de (C*) 

et que 

(2 ~ P ' , E ( P " )  contient un ensemble de (C*). 

On peut admettre les conditions (10.1c, 1 ~ (10.1c, 2 ~ comme satisfaites pour 

diff~rentes couples d'entiers i < j ;  dans la suite nous envisageons des classes (C*)sans 

une de ces deux conditions. 

THeORY.ME 10.2. Envisageons un ensemble P E(C*) (Dd/inition 10.1). Soit 

W~ (P) l'ensemble de points M sur P tels que si M E W~ (P), il e~iste une suite de con- 

sdquents de M (de rangs non-ddcroissants), M tnkl, tels que 

(10.2a) IM Enkl- G(M, 0)1 (=  la distance de M tnkl g G(M, 0))-->0 pour Ic---~. 

En ou~re, soit W~ (P) l'ensemble de points M sur P, & chacun desquels des entiers 

n 1 <=n 2 ~_ ... correspondent, de sorte qu'il y a sur P u n  point Qk, tendant vers M,  tandis 

que l'ensemble G(Qk, O) contient un point Nk, dont le consequent N~ nkl saris/air aux 

conditions 

(10.2b) N~k1EP ( k = l ,  2 . . . .  ), N~nz~-->M (pour k-->oo). 

Les ensembles W~ (P), W~.(P) ont eu cbmmun un ensemble W* (P) partout dense sur P. 

De plus, sans la condition (10.1 c, 2 ~ W~ (P) sera encore partout dense sur P. 
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Notons  d ' abord  que, si H ( ~  D) est un  ensemble quelconque et n e s t  un  entier, 

E (H rn]) = E (H) In]. 

(a~) 

(~) 

selon 

A '  c pE~], A "  ~ E (P)C~]) : 

B 1 = A ' i - m ]  ~ p ,  

B ~  ( = A' )  c E (P ) ,  

B ~ ~a c P ~ ,  (a~) 

C 1 = A "  E- ~] ~ E (P) ; 

(a2) Clcm~ ( = A") c P ; 

czcm~ ~ E (p)E~l = E ( p  cm]) ; 

(10.1b) les ensembles B z, C z, B lcm], C 1E~] appar t iennent  ~, (C*); en raison de 

[(a~), (a~)] et de [(a~), (a~)] 

(50) E (P) .  P~mJ * 0 (C*), P .  E (pEtal). 0 (C*) 

(c'est-s les ensembles dans (50) contiennent,  t o u s l e s  deux, des ensembles de (C*)) ; 

mais m ( = ] - i )  est inf~rieur s ?'; donc il y a contradict ion ~, (40); il /aut que i=O. 

(10) 

E n  effet 

E ( H )  = ~. G (M, 0), E (H) TM = Z G (M, 0) E~] = • G(M, n) 
M e H  M e H  M e H  

= Z G (  Mc=~,O)= ~ G(M ~J,O)= ~ G(M',O)=E(H~J). 
M e  H M [n] e H [n] M" e H In] 

Nous ~crivons 

(20) H = 0 (C*)  

et dirons que H est vide (C*), si H ne contient aucun ensemble de (C*). 

Dans la suite de transform~s P,  poll . . . . .  p ~ - i j ,  off N =  N(P), soit j le plus petit 

rang, de sorte que les conditions (10.1c, 1~ (10.1c, 2 ~ ) aient lieu s la lois pour  

P'=P~], P"=P[J~, off i e s t  un entier, ~ 0, infdrieur s ~; il existe deux ensembles 

H', H" de la classe (C*) de sorte que 

(30) H '  c E (pc~]). p:J], H "  c pro.  E (pcJ]) ; 

on outre, si 0 g m < j ,  on aura 

(40) ou bien E(Pii]).Ptm~=O(C*) ou bien Pt*].E(PE~])=O(C*), dbs que i (>=0) est 

inf6rieur s m. Ddmontrons maintenant que i = 0. Si i > 0, appliquons la t ransformat ion 

F ~-i] (9.1) dans les formules (30) ; en tenant  compte de (10) , on obtient  

A , = H , ~ i ~  E(p).p~i-~, A,,=H,,~-~J~ p .E(ptJ-~)  

A' ,  A "  sont dans (C*) (10.1b);  en dcrivant m = ~ - i  ( 0 < i < j ) ,  on ddduit  (vu que 
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Nous revenons au tex te  qui pr~cbde (30) , (40). Parmi les trans/ormds P, pEl~, pE2j . . . .  

il y a un premier, soit pEn,l, tel que 

(60) E ( P ) .  p~,l contient un H' E (C*), 

P .  E (pEa,l) contient un H" E (C*) ; 

pour m = l ,  2 . . . . .  n 1 - 1  ( s i n  1 > 1 )  

(70) ou bien E (P) .  pcml= 0 (C*), ou bien P .  E (ptm~) = 0 (C*). 

Vu que H ' ~  pt~,l, il y a un ensemble  P1, tel  que (60) 

(80) P,(=H't--~ '1)~P,  Pc, n~1(=H')~E(P) ,  P , E ( C * ) ;  

on peu t  supposer  (~ (..-) d~signant le diam~tre) que 

(90) 6 (P1) < �89 ~ (P)  

[en ga rdan t  la m6me nota t ion  pour  P1, H '  ( = p~,l) ,  on remplace  P1, si c 'est  ndcessaire, 

par  une port ion convenable,  comme dans  le cas analogue dans (D; p. 154); on t ient  

compte  de (10.1a)]. En  outre (60) H " ~ E ( P )  E='I, donc il existe un ensemble H1, de 

fagon que 

(100) HI(=H"E-~1)c  E(P) ,  H~n'J(=H")c P, H , E ( C * ) ;  

on peu t  faire en sorte que (~ (H1)<�89 (P). En  proe~dant  ainsi pas  ~ pas, nous obte-  

nons des ensembles Pk ( k =  1, 2 . . . .  ), en nombre  infini, ainsi que des ensembles Hk, 

( k =  1, 2 . . . .  ) et  des entiers n~, de fa~on que 

(11o) P ~ P I ~ P ~ . . . ,  P~e(C*), ~ ( P k ) < 2 - k ~ ( P ) ,  H k E ( C * ) ;  

(12o) P~nk~E(Pk_I) ,  H k ~ E ( P k  ,), H ~ k ~ P ~ _ , ,  k = l , 2  . . . . .  

off Po=P.  Les nk sont choisis successivement pour k = 1, 2 . . . . .  comme les en$iers les 

plus petits possibles (comme n 1 l '6tai t  dans (60)) a/in de satis/aire (11o) , (120). Pareille- 

men t  au eas analogue dans  (D; p. 154), les nk sont non-ddcroissants. Notons  d ' abo rd  

qu 'en  ve r tu  de la d~finition des ensembles E ( . . . )  on a E ( H ' ) D E ( H " ) ,  d~s que 

H' ~ H". Ddmontrons que n2 >=n 1. Si n2 <nl, on observe~que (12o) 

P~'~c E(P1), H,  c E(P1), H ~ c  P , ;  (13o) 

par lg 

(14o) E (P) ptn~ ~ [E (P1) p~.,1 = ] p~n,l E (C*) ; 

d ' au t r e  par t ,  E (pLn~) ~ E (pln,l) = E (P1) thaI, d'ofi (13o) 

17--563801. Acta Mathematiea. 95. Imprim6 lo 3 mai 1956. 
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(15o) P E (pt~,l) ~ [P1 E (P[1 ~'~) ~ Px ~ " ' ~  - H[2"~1 ~ _  - ] e ( C * )  ; 

les formules (14o) , (150) sont  contraires s (70) pour m = n ~  (n~ 6tant  suppos6 infdrieur 

nl) ; consdquemment n 2 >= n 1. Les in6galit6s 

(16o) n l_-<n 2=<'-" -<-ns-l=<ns <--'" 

ddcoulent moyennan t  l ' induction, en suivant  des procdd6s du genre in tervenant  pour 

v6rifier que n 2 _-> n 1. 

L 'ensemble commun aux Ps  (k = 1, 2 . . . .  ) (ll0) est un point unique M e P. M 6tant  

sur Ps  pour  ]c= 1, 2 . . . . .  on a M E"sl e p~'sl; done (120) 

Mt~s1EE(Ps_,) ( k = l ,  2 . . . .  ). (170) 

On observe que 
E ( P k _ I ) ( =  ~ G(Q,O))~(M,O);  

QEPk_ 1 

les E(Pk-1) sont fermds (9.5), de plus en raison de (11o) 

E* ~]E(Pk-1) ~ G(M, 0), (18 o E(P)  ~E(P1)  ~E(P2)  ~ ..., = 
k = l  

E* est ferm6. Nous allows dtablir que 

(190) E* = G(M, 0) ( =  E ( M ) )  

[cela 6rant vrai  m6me si les Pk sont seulement ferm6s]. En  effet, si E* contenait  

un point  Q' n ' appa r t enan t  pas ~ G(M, 0), on aurai t  

I Q ' - G ( M , O ) I = 5 > O ,  Q'EE(Pk)  ( k=  1, 2 . . . .  ). 

Sur Ps  il y a un point  Ms, tel que Q ' C G ( M s ,  0); puisque I I P s = M ,  M s  t e n d v e r s  

M pour  ]c-~ o~. On observe que 

(200) 0 < 5 _<- l '6cart  (G (Ms, 0), G (M, 0 ) ) =  ~?s; 

G(Q, 0) varie cont in~ment  avec le point  Q, donc 

as = l '~bart mutuel  (G (Ms, 0), G (M, 0))->0 ; 

~., qui ne surpasse pas ~s, dolt  tendre vers z6ro; on about i t  s une contradict ion 

(200); (19o) e~t vdri/id. En  r6capitulant,  M tnsl (17o) est sur E(Ps  1) ferm6, pour  

k = l ,  2 . . . . .  et I I E ( P s  1 ) = G ( M ,  0) (180), donc 

(210) L + {M Ens~} = G(M, 0), 



LA TI-II~ORIE DES SYST]~MES DYNAMIQUES 253 

off le premier membre  est l'ensemble de points d'accumulation de la suite de points  

M Enk~ ( k = l ,  2 . . . .  ). Pour  les raisons pour  lesquelles (4.5c) 6quivaut  ~ (4.55) on note  

que (210) revient ~ ce que 

l '6cart  (M :nk~, G (M, 0)) = ]M E'O - G (M, 0) I-~0 (pour k--> ~ )  ; 

e 'est pr~cis~ment l 'dnonc6 (10.2a). M ( = I I P k )  est un point de P appartenant ~t Fen- 

semble W~ (P), dd/ini darts le thdor~me ; par suite W~ (P) e~iste, d~s que P est darts la 

elasse (C*). 

Consid6rons main tenant  les ensembles H~ [(110) , (12o) ]. Soit un point  quelconque 

sur Hk;  puisque NkEE(Pk_I), un point  Qk existe sur Pk 1 tel que 

(23o) N~ e G (Qk, 0), Qk-~M 

[Qk-->M parce que P1P2... =M]. D'au t re  pa r t  (120) 

(240) N~nkle H~ ~klc Pk 1 c p, N~kl-->M. 

Le point M appartient donc ~ l'ensemble W~ (P), dont il s'agit clans le thdor~me ; cet 

ensemble ainsi existe. M ( = P 1 P  2 ...) est un  point  qui se t rouve ~ la fois sur W~(P) 

et sur W~(P); l ' e n s e m b l e  * W2*(P) existe. En  ver tu  ce W1 (P) de (10.1 a) rdsultat  

s 'applique i~ toute  por t ion (5 de P. Consdquemment W~ (P) W~(P) est partout dense 

sur P de classe (C*). 

REMAlCQUE 10.3. L 'ensemble W~(P)W~(P) contient  un  sous-ensemble W* 1.2 (P) 

pa r tou t  dense sur P, avec la propri~t~ additionnelle que pour  tout. point  M de 

W1.2(P) on peut  disposer de sorte que les deux suites nk(=nk(M))intervenant dans 

(10.2a) et (10.2b), respectivement,  sont  identiques. En  effet, cela se voit ,  si l 'on re- 

prdsente P comme une somme d6nombrable de portions tS, (s = 1, 2 . . . .  ) de diam~tre 

tendant  vers z~ro, telles que tou t  point  de P est contenu dans une infinit~ des tS~, 

W* - W* - et si sur route  ~3~ nous t rouvons  un point  M~ de 1 (~o~) 2 ((o~) (donc de W~ (P) W* 2 (P) 

d 'accord  avec nos d~veloppements,  donn~s plus haut  pour  le point  M = P 1 P  2 ...; 

l 'ensemble Wl*2 (P) = {M 1, M 2 . . . .  } aura  les propri~t6s voulues. 

Si l 'on se passe de la condition (10.1c, 2 ~ dans la d6finition de la classe (C*), 

l'ensemble W~ (P) restera partout dense sur P; ceci s 'ensuit  quand on reprend les d~ve- 

loppements  (10)-(24o) , avec des modifications assez dvidentes, qui r~sultent de l 'omis- 

sion de (10.1 c, 2~ Thdor~me 10.2 est ddmontrd. 

T ~ o  Ri~M~ 10.4. Soit P E(C*) (Dd/inition 10.1), mais sans condition (10.1 c, 1~ 

Soit WI*_ (P) l'ensemble de points M sur P tels qua, si M E W~._ (P), il existe une suite 

de prdcddents do M, 
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de /afon que 

(10.4a) 

ME-n~1 (0 < n l  =< n2 =< -. .), 

IM E-~kl-G(M, 0)1- 0 pour  k - - ~ .  

Cet ensemble W I , *  _ (P) est partout dense sur P. 

Si les deux conditions ( lO.lc,  1~ (10.1c, 2 ~ n ' on t  pas lieu simultan6ment pour  

les m~mes couples (i, }), off i <~, mais si (10.1 c, 1 ~ et (10.1c, 2 ~ ont  lieu s6par6ment 

(c'est-s pour  certaines couples (i, ?')), avec i < ~, les couples pouvan t  &re diff6rentes 

pour  (10.1 c, 1 ~ et (10.1 c, 2 ~ - -  dans ce cas les ensembles W~ (P), W~, (P) sont encore 

partout denses sur P. Ce r~sultat s 'ensuit  de Th6orbme 10.4 et de la remarque ter- 

minan t  l '6nonc6 de Th~or~me 10.2. 

Pour  d6montrer  ce thdorbme observons d ' abord  que dans la suite P,  p m  . . . . .  

PtN~I](N=N(P) de D6finition 10.1) il y a un t ransform6 ptn de rang minimum, de 

sorte que (10.1c, 2 ~ a lieu pour  p , = p t ( ] ,  p , ,=pm pour un i ( = > 0 ) < ~ ;  il existe u n / ' 1  

de (C*), que nous prenons de diambtre infdrieur ~ (~ (P), de sorte que 

P1 c p01 E (pro), 

tandis que, pour  0 _-< m < ?', 

pm E (pt~J) = 0 (C*) (notations de (2o)), 

dbs que i(_>_0)<m. Comme dans le texte  ~ la suite de (40) on ~tablit que i = 0 .  

Donc parmi  les transform~s P,  pro, pE2] . . . .  on t rouve  un premier, soit pen,], de sorte 

qu'il  existe un P I  (avec (5(Pi)<�89 de (C*), tel que 

P E (P  [nl]) D P1 ; 

P1 c E (p)t-,], donc pt-- , ]  c E (P). Puis nous op6rons sur P1 ( c P),  comme nous l 'avons 

fait sur P. On obtient  une suite 

P ~ P I ~ ' " ~ P k _ I ~ P k ~ ' "  [off (5(Pk)<2 k(~(p)] 

d 'ensembles de la classe (C*) et une suite d 'entiers 0 <nl<=n2<= ..., qui sont choisis 

les plus petits possibles, de sorte que 

(bl) P~ -nk] c E (Pk-1) (k = 1, 2 . . . .  ; Po = P). 

La  d~monstrat ion que n~_n2<.. ,  se fait comme dans le texte  qui suit (12o). Le 

pc-nkJ donc (bl) point  unique M,  commun  s t o u s l e s  Pk, a son transform6 M c-~k] sur --k , 

sur E(Pk-1), cela & a n t  pour  k = l ,  2 . . . . .  En  tenan t  compte de (180) , (190) on 

d~duit que 
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(b2) L -  {M E-'kJ} c G (M, 0), 

off L-{ . . -}  est l'ensemble de points d'accumulation de la suite M t-n~l ( k = l ,  2 . . . .  ); 

W 1 . -  (P) existe (b2) 6quivaut s (10.4a); donc * ; le thdor~me s'ensuit en vertu de la condi- 

tion (10.1 a). 

Introduisons une classe (C*), modification de (C*), comme fl suit. 

D~FINITION 10.5. (C*) est une classe (C*), selon D~finition 10.1, avec les 

conditions (10.1 c, 1~ (10.1 c, 2 ~ sous la forme plus stricte: 

(10.5c, i ~ E(P' )  et P "  ont en commun une portion de l 'un et de l'autre, 

(10.5c, ~o) P '  et E ( P " )  ont en commun une portion de l 'un et de l'autre. 

Les portions indiquges dans (l~ (~o) n~cessairement appartiennent s (C*). Nous 

faisons pour les conditions (10.5e, io), (10.5c, ~o) et pour la classe (C*) une remarque 

de la sorte faite ~ la suite de D6finition 10.1 pour (10.1 c, 1~ (10.1 c, 2~ (C*). 

TH~OR~M~ 10.6. Si PE(C*)  et si les ensembles W~(P), W~(P), WI*-(P) sont 

ceux dont il s'agit dans les thdor~mes 10.2, 10.4, il s'ensuit que W~ (P) W~ (P) Wt*-(P) 

est un rdsiduel de P, en ef]et contient un rgsiduel normal. Sans condition (10.5c, ~o) 

W~ (P) sera encore un rgsiduel de P;  sans condition (10.5c, io) W* 1.-(P) sera un r~i .  

duel de P. 

Avant d'~tablir ce th~or~me notons d'abord que les suites non-ddcroissantes des 

entiers nk ( k = l ,  2 . . . .  ), qui interviennent dans (10.2a), (10.2b), (10.4a), peuvent $tre 

supposdes croissantes v e r s +  oo. En effet, consid~rons la suite (nk), d~finie s propos 

de (120) et ~tant celle dont il s'agit dans (lO.2a), (lO.2b). S'il existe un s fini tel que 

( e l )  n 1 ~<~ n i ~_~ . . "  < n k ,  = 8 = n k , + l  = nk ,+2  . . . .  

c'est que, comme l'avait remarqu~ M. Denjoy dans un cas analogue (voir (D; p. 155)), 

M doit ~tre un point double de la transformation Y E~ (notation 9.1). On aura dans 

le cas, s present considgr~, et pour le point M envisag~ 

Mt"k~=ME~3=Ft~(M)=F(M, s) = M = F ( M ,  0) (pour /r ~ k0). 

Le mouvement le long de la trajectoire ponctuelle C(M), d~fini par ta transforma- 

tion F ( M ,  t) (off t est continu), sera p6riodique, ou bien M sera un point d'~quilibre. 

Dans ce cas on peut poser (~ propos de (10.2b)) 

Qk=M,  N k = M ,  N~ ~k~(=N~ 1)=M pour k_>--k o. 
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Par  cons6quent, dans le cas (%) on peut disposer de sorte que nk tend vers § 

(pour k-->~),  en posant 

(%) nk,~j=s+js  pour ] = 1 ,  2 . . . . .  

nl ,  n 2 . . . . .  nk0 ( = s )  ayant  la signification prdalablement donnde (relativement (12o)). 

La v6rification de la remarque en italiques (~ la suite de Th6or~me 10.6)pour les nk, 

dont il s 'agit dans (10.4a), se fait de la m6me mani6re. 

Comme une consequence de (D;  p. 155), nous observons que, si P E (C,*) et si 

pt:~ est un transform6 de P de rang k, les portions de P et de pck] se correspondent 

rdciproquement. En rdp~tant les ddvcloppements s part ir  de (10) jusqu'~ (120) pour 

un ensemble P de (C*) on trouve des ensembles H~, Pk,  tels que 

(Ca) P D P  1D P2D- . .  ~ P k  1 DPk  D ' " ,  5 ( P k ) < 2  k($(p), P~s(C*) ,  

(%) P~%]cE(Pk_~), H k c E ( P k  ~), H~ ~k]C Pk ~ ( k ~ l ) ,  Hks (C*)  ; 

p~k] est une portion de E ( P k  1) et de --kP:~kJ'-I ' HkC~k] est une portion de P~ 1 et de 

E(P~kh I1 s'ensuit que Pk,  Hk sont des portions de Pk 1 et de E(Pk_I) ,  respec- 
X - - k - l "  

t ivement. De plus nl~n2<= ... et nk te~d vers --> § ~ (d'accord avec (%)-(%)). 

Puisque [(180) , (190) , (%)] 

H E (Pk-l) = G (M, 0), pf'kJ ~ E (Pk-1) fermi, 
k 

on a la formule, plus gdngrale que (210), 

(%) L § {P:~]} ~ O (M, 0), 

off M est le point unique commun aux P~ et L + (. . .} est l 'ensemble de points d'ac- 

cumulation (pour k-->~,  done pour n~--~+ ~ )  des P ~ ] .  Pour les raisons, en vertu 

desque]les (4.5 5) dquivaut s (4.5c), il ddcoule que (%) revient s ce que 

(%) l 'dcart (P~] G(M,O))-->O (pour k-->~).  

Puisque E(P~) ~ G(M, 0), l '@art  de P ~ ]  ~ E(P~) ne surpasse pas celui de P ~ ]  s 

G(M, 0); donc (%) 

(%) ~ = l ' ~ c a r t  ( P [ ~  E(P~))-->O (pour k - ~ ) .  

Vu que H ~  P~_~ (%) et que P ~  P~ ~ (ca), on obtient 
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ak = ~ ( H  tn~l + P ~ )  ( < ~ (Pk-1) < 2-k+1 ~ (P))-->0. 

Hk ~tant  eontenu dans E(Pk-x), il en r4sulte que L + { H k } c  G(M, 0); pnrei l lement  

(%)-(%) on d4duit  que 
~ = l '4ear t  (H~, E (Pk))-->0. 

P peu t  6tre repr4sent6 eomme une somme de ses por t ions  P (n ) :  

oo  

(%) P = ~ P ( n ) ,  ~(P(n))-->O (pour n - - > ~ ) ,  
n = l  

de sorte que tou t  point  de P appar t i en t  & une infinitd de P(n).  

Les resul ta ts  (%) . . .  auron t  lieu pour  t ou t  P(n).  Ainsi 

(%) ~k (n) = l '~eart  (pt~k~ (n). E (Pk (n)))-->0, ak (n) = ~ (H t~kl (n) + Pk (n)) ( < 2 -~+1 ~ (Pn)) 

< 2-k-1 ~ (P))-->0 (pour k - ->~) ;  nk=nk(n);  

. . . .  ~k (n) = l ' 6 c a r t  (Hk(n), E(Pk (n)))-->0 (pour k-->c~); 

Hk (n) est  un ensemble assoei6 avec P(n) de la m~me mani~re que Hk l 'es t  avec P;  

nk--> + ~ avee k. E n  raison de (%) 

1 1 
(cao) ~ ] k ( n ) < - ,  ~ k ( n ) < - ,  n k = n k ( n ) > s  

8 8 

pour  k > k (n, s) (s = 1, 2i .... ); nous /aisons en sorte que k (n, 8) > s. E n  su ivan t  quelques- 

unes des id les  de M. Denjoy  (D;  p. 155, 156), posons  

(elx) o~.~=O(Pk(n,s)(n)=l'ensemble de points  internes de P~(n,~)(n) par  r appo r t  s P;  

les ensembles  

(e12) on,s, O~= ~on,  s 
n 

sont  ouver ts  sur P .  Toute  por t ion  ~ de P eont ient  une por t ion  P(n),  done elle 

cont ient  tou t  l ' ensemble  de la suite (%) P ( n ) D P I ( n ) D P  2(n) ~ ... ; ainsi (en) 

~o DPk(n,s)(n) ~On,s, CoOs40 

Par  consequent  Os est partout dense sur P ; l'ensemble /erred Fs = P -  O~ est non-dense 

sur P ;  par  1s 

(c13) R = P - ~ Fs  = 1-] Os 
s s 
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est un rdsiduel normal de P. 

par  suite (e12) 

(c14) M e o~, ~, 

vu  (%) (pour Pk(n')), 

W. J .  TRJITZINSKY 

Soit M un point  de R ; M appar t i en t  s tous  les Os; 

MEPk(n,s)(n'),  oh n'=n' (s )  et s = l , 2  . . . .  ; 

(e15) ,~[q(s)] E Pk'(s) (n' (s)) tq(s)~ = E (Pk'(s) 1 (n' (8))), 

oh (]c(n,s) gtan t  le nombre  in t rodui t  ~ propos de (c10)) 

(c16) k'(s)=k(n'(s) ,s) ,  q(s)=nk,(s)(n'(s)); 

de plus 

(c1~) k'(s)>s,  q(s)(>s)--->~ (pour s - + ~ ) .  

et  (%) 

~k,(~) (n' (s) = l '~cart  ( Pk, (s) n' (s) ) ~q(~)l, E (Pk,(~) (n' (s)))->0 

Selon (ca) , pour  P(n), et parce  que P ( n ) ~  P on a 

~(Pk (n)) < 2 k~(P(n))<=2-kS(P); 
donc (c17) 

(c18) 

(pour s-+ ~ ) .  

5(Pk,(s)(n'(s)))<2-k'(s)6(P)<2-sS(P) ( s = l , 2  . . . .  ). 

A cause de (c14) les ensembles parfa i t s  P~,(s) (n' (s)) on t  le point  M (de R) en c o m m u n  ; 

leurs diam~tres t enden t  vers z~ro (cls) ; il s 'ensui t  que 

M = 1-[ Pk'(s) (n'  (s)). 
8 

E n  t a n t  que 

(Pk'(s)-I (n' (8))) ( < 2 -k ' ( s )+ l  ~ (P) < 2 - s + l  (~ (P)) -+0 (pour 8-+ ~ ) 

et  que Pk,(s)(n' (s)) est contenu dans Pk,(n)-i (n '(s)) ,  nous avons  aussi 

(c19) M = YI Pk,(~)-i (n' (s)). 
$ 

t~videmment  

l '6car t  (Pk,(~)-i (n' (s)), M) [ = m a x  (N fi Pk,(~)-,(n' (s))) I N  -. M ] ]-->0. 

Nous allons dtablir que 

(%0) hs = l '6car t  (E (Pk,(~)-i (n' (s)), G (M, 0))-+0.  
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E n  effet  au cas contraire  il existe un ~r posit if  et  une suite d 'ent iers  sj (] = 1, 2 . . . .  ), 

-+  + ~ ,  tels que hs-+~ pour  s = s i - +  ~ .  Les sj peuven t  ~tre choisis de telle 

sorte que sur  E (Pk,(s)-i (n' (s))) (s = sj) il y air un point  Q~s' tel  que Q~j--->Q*, off Q* est  

un po in t  s dis tance 0: de G (M, O) ; I Q* - G (M,  O) I = ~. Selon la dgfinit ion de E (. . .)  

un point  N~j se t rouve  sur Pk,(8) 1 (n ' ( s ) ) ( s=ss )  , de sorte que Qsj est  sur G(Nsj ,  0);  

pou r t an t  (e19) entra ine  que 

N~j---~M, 2 i = l ' ~ e a r t  mutue l  (G(N~j, 0), G(M,  0))-->0, 

G(N,  0) va r i an t  eont inf iment  avee le point  N.  La  dis tance I Q~j - G (M, 0) I ne sur- 

passe pas  l '@ar t  de G(N~j, O) ~ G(M,  0 ) ;  eelui-ci vau t  2j au p l u s ;  d 'oh  

] Q s j - G ( M , O )  I(<=~j)-->O (pour i--> oo) ; 

ceci est  contraire  aux  relat ions 

Qsj-~Q *, I Q* - G (M, O) I = ~ > O. 

La [ormule (%0) est vdri/ide. 

Le eonsdquent  i [q(s)] dtan t  sur E(Pk.(s)_l(n ' (s)))  (c15), il rdsulte que 

I MCq(~)] - G (M, O) I ( <= hs (%0))->0 pour  s--> oo ; 

en outre  (el~), q(s)-->+ oo. P a r  l~ nous concluons que 

L + (M[q(s)]} ~ G (M, 0), d~s que M G R, 

oh les entiers q(s) ( - ->§ co) peuven t  d6pendre de M.  L 'ensemble  W~ (P), ment ionn6 

dans Thdor~me 10.2, cont ient  le r~siduel R (cla) ; W~ (P) es$ un rdsiduel de P (E (C*)). 

Pour  M sur R (ela), VU (el4) et  (%) et  en t enan t  eompte  de la no ta t ion  (%8) on 

obt ient  

(e~l) H Eq(~)]k,(~) (n' (8)) ~ Pk,(s)-i (n' (s)), Hk.(~) (n' (s)) ~ E (Pk,(~)-l(n' (8)))" 

puisque M est  le poin t  e o m m u n  aux  ensembles Pk'(s)-i (n '(s))  (dont les d iambtres  

t endent  vers zdro), il rdsulte que 

(%z) l 'dcar t  ca(s)] , (H~,(s) (n (s)), M) ->0 .  

Si N~ est un point  sur Hk,(~)(n' (8)), il ddeoule (%~) que 

(c2a) N~ E G (Qs, 0), Q~ d tan t  un point  sur Pk,(~)-i (n' (s)) ; 

puisque ~ (Pk,(~) 1 (n' (8)))-->0 et  (%) Pk.(s)-i (n' (8)) ~ P ,  on obt ient  
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(c24) Q~ (E P)--y M ; 

en outre, s cause de la premibre formule dans (c21), 

N~ q(s)] (~ Hk,(s ) (Tt' (8)) [q(s)]) ~ Pk.(s) 1 (Tb' (8)); 

donc en raison de (cx9) 

(%5) N~ q(~)l (E P)-->M. 

En vertu de (C23), (C24) (C25) on volt que le point M sur le r6siduel R (c13) est 

un point d'ensemble W~(P), ainsi d6sign6 dans Th~orbme 10 .2 ;  cons6quemment 

W* 2 ( P ) ( D R )  est un rdsiduel de P. 

Enfin on d6montre que l 'ensemble WI* (P), introduit  dans Th6orbme 1 0.4, est un 

r6siduel de P (E (C*)) ; pour ce but  on fait emploi de la d6monstration de Th6orbme 

10.4 et des m6thodes intervenant plus haut. Thdor~me 10.6 est ainsi vdri[id. 

Au lieu de la transformation Ftll ( Q ) = F ( Q ,  1) (9.1) et de sa rdciproque F c-lJ (Q)= 

F (Q, - 1 )  on peut  employer la t ransformation 

(10.7) F t~l (Q) = F (Q, ~) (F E-~J (Q) = F (Q, - ~)), 

off cr est un nombre positif. Correspondant aux classes 

(10.7a) (C) (9.3), (Co) (9.4), (C) (9.12), (Co) (9.13), 

on ddfinit les classes 

(I0.7 b) 

(C*) (10.1), (C*) (10.5) 

(c)~, (Co)~, (~)~, (Co)~, (c*)~, (C*)~, 

en rempla~ant dans (10.7 a) •c1] (et F [ 1]) F par  F c~J (et FE-~1). 

Alors pour les classes (10.7b), dans les divers cas, on obtient les ~nonc~s cor- 

respondants : 

(9.7) (C)~, Th~or~me 9.8 (C0)~, (9.14) (~)~, Th~or6me 10.2 (C*)~, 

Th~or~me 10.4 (C*)~, Th~or~me 10.6 (C*)~. 

DI~FINITION 10.8. (C*)0 est une classe d'ensembles parfaits, qui satisfont 

aux conditions dans (10.5) correspondant s la t ransformation F E~1 (au lieu de F = F c13) 

pour tout  ~ positif ; (C*)0 est la partie commune des classes (C*)~ (~r 

Si P E(C*)0 , Th~or~me 10.6 aura lieu pour l 'ensemble P, consid~r~ comme 

appartenant  s la classe (C*)~ pour n ' importe  quel cr positif. Envisageons, par  exemple, 

l 'ensemble W~ (P)~ qui est W~(P) pour la transformation Ft~l; W~ (P)~ est un rdsi. 
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duel de P ; c 'est  l ' ensemble  de points  M sur P,  s chacun desquels il correspond une 

suite d 'ent iers  

nk,~=nk,~(M)(k=l,2 . . . .  ) ; 0=<nk,~gnk+l ,~ ; ] imnk,~ = §  
k 

de fa~on que 
[ Mt~k,~ ] G (M, O) [ -+0 pour  k--> co ; 

ici M~nk,~]=F(M, o~nk,~); on peu t  supposer  que 

:r pour  tou t  a > O  et k = l , 2  . . . . .  

Si :q (i = 1, 2 . . . .  ) est  une suite quelconque de nombres  positifs, l'enaemble 

Wt (P)0 = l~W~ (P)~ 
i 

sera uu rdsiduel de P (6tant  la par t ie  commune  ~ une infinit~ ddnombrab le  de rdsi- 

duels) ; pour  M sur cc r6siduel on aura  

(10.8') IF(i,o~,nk,~,)--G(M,O)]-§ quand  k-->oo ( i = 1 , 2  . . . .  ). 

~'~EMARQUE 10.9. Si P E ( C * ) ,  les ensembles de points  M E P ,  pour  lesquels 

l ' ensemble- t ra jectoi re  C(~I)~), off ~ = G ( M ,  0), est  stable (+) spdcialement h G (M, 0), 

ou bien est  s tab le  ( - )  spdcialement ~ G(M, 0)(D~fini t ion 4.19), ces deux  ensembles 

sont des r6siduels de P.  

En  effet, ces ensembles cont iennent  respec t ivement  W* (P) et * W1,- (P) ; chacun 

de ceux-ci est  un rdsiduel de P,  d 'apr~s  Thgor~me 10.6. 

11. Les r~currenccs (I*) ,  la stabilit~-GP et le centre (I*)  de mouvements  

Dans  cette section nous envisageons le groupe de t r ans fo rmat ions  F En~ (n entier) 

(9.11). L'espace D de mouvements sera /erred dana Ur, possiblement non-bornd (saul 

ment ion  contraire),  invariant par F m, F E-l]. Les ensembles G(M, t) seront  selon Re- 

ma rque  4.1'. Rappe lons  la no ta t ion  

E (H) = ~ a (M, 0), 
M e H  

off H est un ensemble quelconque dans D. 

D 'accord  avec Nemie t sky  et Stepanoff  ( N S ;  p. 359) nous dirons qu 'une  demi- 

t rajectoire  ponctuelle M cn~ est stable-L + (Lagrange) [L ], si la demi- t ra jectoi re  M cn] 

(n=>0) [M tnJ ( n < 0 ) ]  est  situd dans u n  sous-ensemble compact de D (ou de l 'espace 

consider6). Ici et dana la suite 'compact' veut dire '/ermd dana Ur et bornd'. 
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Nous dirons que la condition (D*)[(R*)] est satisfaite duns D [R], si duns D [R] 

il existe au moins une trajeetoire M t~3 stable-L +, ou bien stable-L ; nous 6crirons 

DE (D*) [(R*)], si D [R] satisfait ~ la condition (D*) [(R*)]. Si D [R] est compact, 

D [R] E (D*) [(R*)]. 

Ayant  en rue  les conditions (10.1 e, 1~ (10.1 c, 2~ qui interviennent dans notre 

d~fini~ion d'une elasse (C*), introduisons des notions de rdeurrence comme il suit. 

D s  11.1. On dira que le mouvement  dans l 'ensemble invariant  R, 

contenu dans D et pouvant  coineider avee D, est rdcurrent (I +) [(II+)] dana R, si 

tout  ensemble H , c  R, ouvert  dans R u n  entier nk, positif et croissant vers + oo 

avec k, correspond de sorte que, pour k =  1, 2 . . . . .  on a 

(11.1 a) E(H) HEnk]#0 [(11.1 b) HE(HE"k])#O]. 

On d~finit d 'une manibre analogue les r6currences (I-) ,  ( I I - ) .  

Duns le cas particulier, off G (M, 0 ) =  M pour tout  point M de R, la rdcurrence 

(I +) duns R se confond avec la r6eurrence ( I I  +) (puisqu'alors (E(H)=H, E ( H )  E=k]= 

E(H)~"k]=H t"k]) et on aura ' la rdcurrence de domaines' selon G. D. Birkhoff (voir 

(NS;  p. 372, sq.), oh cette esp6ce de rdcurrence est d6finie pour un groupe cons 

de transformations). 

Nous dirons que le point M est errant (I +) [(II+)] dana R (invariant et contenu 

dans D), s'il existe dans R u n  voisinage O ( M ) d e  M (e'est-~-dire, un ensemble ouvert  

dans R et contenant M) et un N positif, de sorte que 

(11.2) E (O (M)) O r"] (M) = 0 (pour tout  entier n ~ N), 

[(11.2 a) O (M) E (O En] (M)) = 0 (pour n ~ N)] ; 

il y a de pareilles d6finitions pour les points errants (I-),  ( I I - )  dans R. 

(11.3) La r6currence (I +) [(II+)] entraine la r6currence ( I I - ) [ ( I - ) ]  et r6ciproquement. 

En effet, en appliqnant la transformation F t-~k~ g (11.1 a), par exemple, on ob- 

tient HE(Ht-nk])~=O; cette relation implique la r6currence ( I I - ) .  

De la m6me mani~re il r6sulte que : 

(11.4) Si le point M est errant (I +) [(II+)] dans R, ce point sera errant ( I I - ) [ ( I - ) ]  

dans R et r6ciproquement. 

(11.5) D6signons par (I*) un queleonque des (I+), (II+), ( I ) ,  ( I I )  ; l'ensemble W(I*) 

de points errants (I*) dans R eat invariant. 
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En  effet, soit M un point  particulier, er rant  (I +) par  exemple ; consid6rons un 

point  M ~k~, o~t k est un  entier ; appliquons k (11 .2 ) l a  t ransformat ion  F[k~; pour  

n > N on aura 

(10) 0 = E (O (M)) tkj O Ek ~nl (M) = E (O [k] (M)) (O [k] (M)) E~ ; 

un voisinage (dans R) Ok (M ok1) de M [k] existe de fagon que 

(20) Ok (M [kl) c O [kl (M), E (Ok (M[k])) c E (O Ek~ (M)), 

(Ok (iEkl)) E'l c (O Ekl (M))C nl ; 
vu  (10), (20) 

0 = ER (Ok (Mtk~)) (0k (Mtkl)) t~] (pour n > N) ; 

donc pour  tou t  entier k le point  M [k] est errant  (I+), d~s que M l'est. 

(11.6) L'ensemble W (I*) (11.5) est ouvert dans R. 

De cet 6nonc6 ddcoule, en no tan t  que, si M est errant  (I+), par  exemple, et saris- 

fair donc ~ (11.2) et si Q est un  point  dans 0 (M), qu 'on  pourra  t rouver  un voisinage 

O(Q) c O(M) ; alors 0 [~] (Q) c Oral(M), de sorte clue E(O(Q)) .  0 TM (Q) 6 tant  un  sous- 

ensemble de l 'ensemble au premier membre  dans (11.2), sera vide pour  tou t  n > N ;  

Q est errant  (I +) dans R. 

E n  ver tu  de (11.4) 

(11.7) W(I+) = W ( I I - ) ,  W ( I I + ) =  W(I - ) ,  

les ensembles 

( l l .Ta)  R - W ( I + ) ,  R - W ( I I  +) 

de points non errants (dans R )  (I +) et (II+), respectivement,  s'ils ne sont  pas vides, 

sont /ermds (dans R) et invariants. 

Si M est un  point  de R - W ( I + ) ,  s tou t  voisinage O(M) dans R il correspond 

un nk, > 0  et t endan t  vers + c o  avee k, de sorte que 

(l l .S) E(O(M))  Ot"k~(M)#O, O(M)E(Ot - ' k~ (M)#O 

pour k =  1, 2 . . . .  ; si M est sur R - W ( I I + ) ,  on ~ura 

(11.8a) O(M) E(Ot~k~(M))#O, W ( O ( i ) )  0 E ~k~(M)#O 

pour  une suite nk (-->+ ~ )  convenable. 

D ] ~ F I N I T I O N  11.9. R ( c  D) 6rant invariant ,  nous dirons qu 'un  point  M de R 

est stable-GP + dans R - -  stable ( + ) dans R au sens gdndralisd de Poisson - -  si s tout 

voisinage O (M) dans R u n  nk, -~ + ~ ,  correspond tel que 
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(11.9 a) E(O(M))M["k]4=O ( k -  1, 2 . . . .  ) ;  

il y a une d~finition analogue de la stabil i td-GP ~- dans R. 

Dans le cas off G (M, 0 ) =  M on aura E (0 (M) )=  O (M) et la stabili td-GP ~ devient 

l~ stabilit6 P+ de Poisson au sens ordinaire. On note que ( l l . 9 a )  entra~ne 

(i1.9 b) M E ( O :  nk](M))~0 (k=  1,2 . . . .  ). 

Les relations ( l l . 9 a )  ( l l . 9 b )  impliquent  (11.8). D'o~ on conclut ainsi. 

(11.10) Tout  point  M s table-GP ~ [GP ] dans R ( ~ D )  appar t ient  s l 'ensemble 

R -  W ( I  +) [ R -  W (II+)] (11.7 a) de points non-errants  (I ~) [(II+)] dans R. 

On v6rifie aisgment que, si M est un point stable-GP + [GP-] dans R, il e n e s t  

de mdme pour tout point M[~](n = _+1, + 2  . . . .  ), c 'est-s pour la ' t rajectoire '  MEw]. 

(11.11) Si l 'ensemble R, c D, invar iant  satisfait h la condition (R*), l 'ensemble 

( l l . l l a )  R ~ ( I ~ ) - R  - W ( I  ~) [ R ~ ( I I ~ ) - R  W(II+) ]  ( l l . 7 a )  

de points non-errants  ( I - ) [ ( I I + ) ]  dans R sera non-vide. 

Consid6rons, par  exemple, W ( I )  qui est l 'cnsemble de points M errants dans 

R, h la lois au sens (I § et au sens ( I I - )  ; s M sur W ( I  + ) u n N > 0 e t u n v o i s i n a g e  

O(M)  dans R correspondent,  tels que 

E (O (M)) O t~] (M) = 0, 0 (M) E (O E- ~1 (M)) = 0 (pour n => N) ; (lo) 

d'ofi 

(20) 0 (M) 0 E"] (M) = 0, O (M) 0 ~-"1 (M) = 0 (pour n _> N). 

Donc W( I  +) est contenu dans l 'ensemble W qui s 'obt ient  de W ( I - )  dans le cas oh 

G(M,  O)= M. Nous nommerons  W l'ensemble de points errants dans R au sens ordi- 

naire. Par  suite 

(30) R I ( I + ) = R  W ( I  +) D R - W = R I ,  

o~1 R 1 est l 'ensemble de points non-errants  dans R au sens ordinaire. Car on sait 

que R 1 n 'es t  pas vide (NS ; p. 373), il en est de m~me pour  R 1(I  +) ; (11.11) s'ensuit. 

THI~OR]~ME 11.12. R ( ~ D )  dtant invariant, compact, et R I ( I §  ~ ') designant 

l'ensemble de points de R it distance moins de c de R I ( I + ) = R  - W ( I  +) [(11.11 a), (3o)], 

il en ddcoule que tout mouvement M Ew] errant (I § dans R ne reste qu'un 'temps' ]ini 

hors de R 1(I + ; ~) et, en e/let, hors de (R 1 ; s)=l 'ensemble de points de R &distance < s  

de R 1 (30) ; c'est-it-dire, it tout point M de et it ~ > 0 il correspond un N~ ( > O) ]ini, tel que 
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( l l . 1 2 a )  M c ~ ] E R I ( I  + ; e) et MErlE(R1 ; e) pour  Inl_->N~. 

Ainsi  route tra]ectoire M TM dans W ( I  +) s'approche indd/iniment de R1;  l'ensemble 

W ( I + ) ( c  W) a des points d'accumulation sur R 1. 

En effet M er ran t  (I § dans R e s t  aussi e r rant  au sens ordinaire;  selon (NS; p. 374) 

M En] reste un t emps  fini hors de l 'ensemble  (R1;  e ). Vu que R I ( I + ;  e) con- 

t ient  (R1 ; ~) il s 'ensui t  que M C~] reste un  t emps  iini hors  de R 1(I  + ; ~). Pa r  1s 

on obt ient  (11.12 a). Si M E W (I+), les points  M TM (n= + l,  + 2  . . . .  ) se t r ouven t  tous 

dans la ' bande '  R 1 (I + ; e ) W ( I  +) (bordant  R 1(I  ~)) et  darts la ' bande '  (R 1; e)W (bor- 

dan t  R1), s un nombre  fini pros de valeurs  de n. Les M E~] sont  dans  W ( I  n), en 

raison de l ' invar iance  de W (I § ; la seconde relat ion (11.12 a) 6 tant  dtablie, et ~ ( > 0 )  

6 tan t  a rb i t r a i r ement  pet i t ,  on est mend s la r emarque  s la suite de (11.12 a). 

Si ]es ensembles R 1 (I+), R 1 ne se confondent  pas, des points  M exis tent  qui sont  

non-er rants  (I +) dans R, mais  qui sont e r ran ts  au sens ordinaire dans R. 

Si l 'espace D de m o u v e m e n t s  considdrds est  compac t  (donc D E (D*)), l ' ensemble  

R 1 ( I + ) = D  - W (I +) de points  de D non-errants  (I +) dans D sera n o n - v i d e ;  R I ( I  +) 

est compact ,  invar iant .  En  p renan t  R I ( I  +) comme l ' ensemble  d 'un  m o u v e m e n t  

nouveau,  on y t rouve  un ensemble  

R 2 (I + ) = R  1(I §  W~(I+)40,  

compac t  et  invar iant ,  de points  non-er rants  (I +) dans R I (I +) ; W1 (I +) est  l ' ensemble  

( invariant ,  ouver t  dans  R I ( I ' ) )  de points  de R I ( I  +) e r ran ts  (I +) dans  R 1(I+). On 

obt ient  une suite finie ou transfinie d 'ensembles  R~ (I+), W~(I+) :  

R~ (I +) = R~.I  (I +) + W~ (I+), 

les R a ( I + ) ( ~ R ~ + ~  (I+)) sont non-vides,  compacts .  Si /3+ 1 est  un nombre  de la 

premiere  esp~ce, Rz+I (I +) est  l ' ensemble  de points  de R a ( I  ~), non-er rants  (I +) dans 

RZ( I+ ) ;  si /3 est  de la deuxi~me esp~ce, on a 

R~ (I +) = I]R r (I +) (~ </3) 

D'apr~s  le th6or~me de Cantor  il existe un nombre  cr (de classe I I  au plus) 

tel  que 

(11.13) R (i +) = R ~  (I +) =R~+I  (I +) =R~+2 (I § = . . .  ; 

R (I +) est compact ,  si D l 'est.  

D ] ~ I * I N I T I O N  11.14. L'ensemb~e R ( I ~ ) ( l l . 1 3 ) ,  qui est  non-vide si D est  com- 

pact ,  est  le centre (I +) de mouvements. 
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Nous venons de construire le centre R ( I  +) d 'une  manibre analogue s celle utilis~e 

pour  obtenir 'Tensemble  de mouvements  cent raux" ,  au sens ordinaire, ou simplement 

'le centre' ,  selon G. D. Birkhoff  (NS;  p. 374, 375). On s 'apergoit  de ce que le centre 

R (I +) contient le centre ordinaire. 

Soit R, c D (compact),  u n  ensemble invar iant  ; consid6rons 

(11.15) R ~  de points internes ~ R 1 ( I ~ ) ( = R  W(I*))  relat ivement  

R, R I ( I  +) 6tunt l 'ensemble de points  non-errants  (I +) duns R. 

(11.16) Si R ~  +) (11.15) n 'es t  pas 

R~ invar iant  et ouver t  duns R, 

(D6finition 11.1.). 

Soit H un ensemble particulier, 

vide et si G est un ensemble quelconque de 

il s 'ensuit  que duns G il y a rdeurrence (I +) 

G, ouver t  dans G ; soit M un point  de H ; 

H = O ( M )  est ouver t  dans R ; puisque G c  R 1 (I+), M est non errant  (I +) dans R, 

donc [(11.8) avee O ( M ) = H ]  on obt ient  

(11.16 a) E(H)  H~nk]=4=O, HE(Ht-"k l )+O,  

nk 6tant  une suite qui d~pend de H et - - > + ~  avec k ;  parce que H est un en- 

semble quelconque ouver t  duns G, on voit  que ( l l .16  a) revient it la conclusion indiqude 

duns (11.16). Les ensembles H, H [:n~] sont dans G ;  l 'ensemble E(H)  et ses trans- 

form,s  sont  duns D et peuvent  avoir des points hors de G. 

En  raison de (l l .10) et de la remarque  s la suite de ( l l .10) on observe que si 

une trajectoire M ~ ] ( n = 0 , _ +  1, •  . . . .  ) est stable-GP- [GP ] d a n s  D, elle sera situ~e 

dans l 'ensemble R 1 (I +) [R 1 II+)]  de points  non-errants  (I ~) [(II+)] dans D .  R 1 (I § est la 

r6union des ensembles W 1 (I+), R2(I  +) disjoints et invariants  ; la trajectoire M E~] doit 

se t rouver  enti~rement clans W I ( I  +) ou bien duns R 2 ( I ' ) .  Or W I ( I  § est l 'ensemble 

de points errants  (I +) duns RI( I~) .  Si M[n]E WI(I+) ,  la trajeetoire M [~] serait un 

sous-ensemble (invariant) de points  errants  (I +) duns R 1 (I +) ; pour tou t  M E~] parti-  

culier on aurai t  (11.2) : 

(al) E (H~)H~ ~] = 0 (pour tou t  n > N), 

off H~ ouver t  duns R z (I § est un voisinage de MEal; on peut  prendre H~=w~R 1 (I+), 

co'~ ddsignant  un ensemble ouver t  dans U~ et contenant  M M. De plus (si c 'est  n6ces- 

saire) choisissons o)~, co', un ensemble ouver t  dans U~ de sorte que 

co~ D ~ H,. (~ ME"]), 

tandis que co~ D soit suff isamment proche ~ H~, au sens que, comme une consdquence 

de (a 0 (et possiblement en prenant  H,., 9 M E~], assez petit) on air 
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(a2) E (oJ~ D) .  (w~ D) t~] = 0 ( tout  n > 5~). 

Un tel  choix de co~ est  possible s cause du caract~re (4.1b) de continuit6 de G(Q, 0). 

D ' a u t r e  p a r t  (vn (11.9 a) pour  M ;~]) 

E (0 (MM)) MC~+~kl:~0 

pour  tout voisinage O ( M  E~) dans D (n~=nk,~ d6pendan t  de ce voisinage e t - - >  + c~ 

avec k); en part icul ier  on peu t  poser  0 (M t~]) = eo, D ; d'ofl 

E(w~D).Mt'+~]=~O ( k = l , 2  . . . .  ). 

L 'ensemble  ((o, D) E~ cont ient  M E"+n]. Par  lh les formules (%), (aa) sont  eontradictoires,  

des que n ~ > N .  Cons~quemment  la tra~ectoire M ~] eat dans R2(I+) ,  quand elle eat 

stable-GP + dans D. De la mSme fa~on on mon t re  que M ~"] E R a ( I  +) e t  ainsi de suite. 

Enf in  pa r  une induct ion transfinie on est  men~ au r6sul ta t  suivant .  

(11.17) Lea tra]ectoires {MEn]} (n = 0, • 1, ___ 2 . . . .  ) stables-GP + [GP--] dans D (11.9) sont 

contenus daws le centre ( I+) [ ( I I+) ]  de mouvements (Dd/inition I1.14), pourvu que ce 

centre existe. 

I ~ M A R Q U E  11.17'. E n  e m p l o y a n t  le ra i sonnement  du genre in t e rvenan t  plus 

haut ,  on d~montre  qu 'une  t ra jectoire  M :n~ s tab le -GP + d a n s  D est  non-er ran t  (I +) 

r e l a t ivement  s l 'espace de {M~n]}. 

E n  raison de (11.13) et  puisque Rp( I  +) = R~+I (I +) + We(I+),  on conclut que 

l ' ensemble  W~(I  +) de points  de R ( I + ) = R ~ ( I  +) e r ran ts  (I +) dans R ( I  +) est  vide. 

(11.18) Si DE(D*)  et R ( I  +) est le centre (de mouvements dans D), il y a rdcurrence 

(I +) dans R (I+). 

La  r~currence (I +) dans R ( I  +) signifi~rait qu'b~ tou t  H , c  R ( I+ ) ,  ouver t  dans 

R (I +) un nk, --> + c~, correspond tel  que 

(bl) E (H) H~"z3+0 (k = 1, 2 . . . .  ). 

Donc, si l '6nonc6 (11.18) est en d6faut ,  il existe un H0, c R ( I+ ) ,  ouver t  dans R( I+ ) ,  

pour  lequel nk n 'ex is te  pas,  e 'est-s  : 

(b2) E (Ho) HEo n] = 0 (pour tou t  n > No) , 

off N o fini est  suf f i samment  grand.  Si M 0 est  un po in t  par t icul ier  dans  Ho, on peu t  

consid~rer H o comme un voisinage O(Mo) de M 0 dans R( I+ ) .  E n  ve r tu  de (11.2) 

(avec O ( M ) = O ( M o )  , N = N o ,  R = R ( I + ) )  (b~) signifie que M o est e r ran t  (I § dans  
18-- 563801. Acta Mathematica.  95. Imprim6 lo 4 mai 1956. 
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R ( I  + ) = R ~  (I +) ; done M 0 E W: (I+). I] y a contradict ion s la remarque qui precede 

(11.18); (11.18) est veri]id. 

(11.19) Soit R , c  D, fermi, invariant, et W~ (R) l'ensemble de points M de R, tels 

qu'il existe un nk, ddpendant de M et + ~ avec k, de sorte que I M ~'k]- G(M,O)I--~O 

(c'est pareille h la de/inition de W~ (...) dans Theoreme 10.2). L'ensemble GP:(R)  de 

points de R stables-GP =dans R e s t  identique avec W~ (R). 

Soit M un point de GP = (R). Soit H,  (v = l, 2 . . . .  ) une suite d 'ensembles ouverts  

dans R, M E H~, tels que 

llv+ 1 C Hv (y = 1, 2 . . . .  ), d (H~)-+0. 

A tou t  H~ il correspond un n,, k, -+ + ~ avec i[:, tel que 

E(H,)MC",.h]~-O ( k = l , 2  . . . .  ) 

(M 6tant  sur R invariant,  les Mt",.~IER). Puisque 

E(H~+~)c E ( l ~ _ ~ ) c  E(H~)~  E(aq,), 
on obtient  

1-IE (/J~) = I ~ E  (/~,.+~) ~ ] ~ E ( H , . ) ~  ~ E ( H ~ )  ; 
done 

E (H~) = 1-[ E (_~). 

Enfin en raison de (10.18o) , (10.190) (pour des ensembles ferm6s) 

(el) E* = lq E (H~) = G (M, 0) 

Choisissons des entiers 

n l ~ n l . k , ~ l ,  n,~=n2,k. ~2,  ... ns=ns.ks>s,  ... ; 

on aura M ~ ] E E ( H ~ )  ( s = l , 2  . . . .  ),n~ t endan t  vers + c +  avee s ; (%) entraine que 

t o u s l e s  points d 'accumula t ion  de la suite M E~] se t rouven t  dans G (M, 0), c'est-s 

que IME~]--G(M,O)]--+O (n~-++~) .  Par  )~ 

(%) G P + (R) ~ W~ (R). 

Supposons maintenant que M est un point de W~ (R) ; done 

(ca) 1 M ~ k ] -  R G (M, 0) I -+0 pour une suite nk = nk (M)-+ + co. 

Remarquons  que, si M est un point  sur R et si H ouvert dans R contient M, il 

s 'ensuit que R G (M, 0) est s distance a (H) positive de R - R  E (H) : 

(H) = I R G (M, 0) - (R - R E (H)) I > 0. 
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En effet 
R - R E (H) = R (E (R) - E (H)) = R E (R - H) ; 

R - H  est ferm~ dans R (donc dans Ur) ; d'ofi E ( R - H )  et R - R E  (H) sont ferm~s ; 

R G (M, 0), R - R E (H), disjoints, sont t o u s l e s  deux ferm~s ;donc  a (H) > 0. M ~tant 

sur W~ (R), un entier N ( H ) ( >  0) existe tel que 

(%) E (H) MEnkl~=0 pour k ~ N (H). 

Si (%) ~tait en d~faut, il y aurait  un voisinage (dans R) H 0 de M pour ]equel 

N (H0) n'existe pas, donc :  

E (Ho) MtnkJ 1 = 0 pour une suite kj--> oo ; 
n~cessairement 

I ME~kJ] -- R G (M, 0) I >= a (H0) > 0 ; 

on abouti t  ~ une contradiction s (%) (avec k = kj) ; (%) gtant  vrai pour ~out H ouvert 

dans R et contenant M,  il en rdsulte que M E G P  + (R) ; d'ofi 

(%) W* (R) c G P + (R). 

L'dnoncd 11.19 s'ensuit en vertu de (%), (%). 

(11.20) Soit G(M,O)  assujetti aux conditions de la remarque 4 .1 ' ;  soit R, c D ,  

ferm6. Alors 

( l l .20a)  E ( A )  B est ouvert  dans R, 

d~s que A, B sont n ' importe  quels ensembles situ~s et ouverts dans R, tels que 

E (A) B 4 0 .  

D'accord avec les d~veloppements s la suite de (c3) l 'ensemble 

R - R E ( A ) = R E ( R - A ) ,  oh R - A  est ferm4 dans R, 

est fermd dans R (aussi dans Ur) ; cons6quemment R E ( A )  est ouvert  dans R ct 

E ( A ) B = ( R E ( A ) ) B  est un produit  de deux ensembles ouverts dans R ;  d'ofi la 

conclusion dans (11.20 a). 

T H ~ O R ~ M E  11.21. Soit R , ~  D (compact), un ensemble invariant, /erred, ole il y 

a rdcurrence (I +) (le centre R (I~), par exemple): Sur R les points M stables-GP + sont 

partout denses. 

Soit H un ensemble ouvert  dans R. Le r4sultat voulu s 'obtient quand on montre 

clue H contient un point M s table-GP +. Vu la r~currenee (I +) dans R, un entier 

nl existe, tel que 
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(dl) E (H) H t~`] :~0, n 1 > 1. 

H t~'] est ouver t  dans R, comme H l'est. A cause de (11.20) (dl)entra~ne qu'il existe 

des ensembles H ' ,  ouverts  dans R, tels que 

H' c E ( H )  H En'~(CR) ; 

l 'ensemble au premier membre  de (dl) est un H ' .  I1 s 'ensuit  que 

(d2) H ,  ( = H 'E-"'1) c H,  H~I ~'] ( = H')  c E (H), 

H 1 6tant  ouver t  dans R ;  nous raisons en sorte que (d ddsignant le diam~tre) 

(d3) /~1 C H, d (/~1) < �89 d (/t). 

En  laissant H 1 jouer le rSle de H, on t rouve un H2, c H 1, avec les propri~tds (d2) , 

(dl) relat ivement  5~ H 1 (au lieu de H) ; ainsi on obt ient  une suite infinie d 'ensembles 

Hk (It= l, 2 . . . .  ) et  d 'entiers  nk, de sorte que 

H D H  I ~ H  2 D . . .  ; Hk ouver t  dans R ;  

/-tk C U k - i  ; d (/tk) < 2 -~ d ( H )  ; n~ > ]c ; 

121[ n k ] (d4) ,*k ~ E (Hk_I) pour  k =  l, 2 . . . .  ; Ho= H. 

La suite d 'ensembles ferm6s /7 x ~/~2 ~ . . . ,  leurs diam~tres t endant  vers z6ro, pos- 

s~dent un point  unique M en commun  : 

(ds) M =  H / 7 ,  = 1-I H~. 

M est un point  de H qui, pour  /c= 1, 2 . . . . .  se t rouve  dans Hz, d'ofi (d4) : 

(d~) M ~ k ~ e E ( H k  1 ) ~ E ( / ~ k  ~) ( k = l , 2  . . . .  ). 

Pour  les mOmes raisons, pour  lesquelles la formule (%) a lieu, nous avons 

(d7) ]-[ E (Hk ~) = 1-I E (gk-1) = G (M, 0). 

A cause de (de), (d7) et puisque nk ( >  It)--> + ~ ,  on ddduit  que 

L § (ME"k]}~ G ( M ,  0), donc [ M E " k ~ - G ( M ,  0) i -~0  pour  ]c-->oo, 

off L + ( M  L~k]} est l 'ensemble de points d 'accumula t ion  de points M c"k] (pour nk--> + ~ ) .  

On s'aper~oit de ee que M E W~" (R). Mais d 'apr~s (11.19) W* ( R ) =  G P  + (R). Parce que 

tou t  ensemble H,  ouver t  dans R, contient  un point  M de W* (R), la conclusion du 

thdor~m~ ddcoule. 
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REMARQUE 11.22. D'apr~s (11.17), (11.18) et Th~or~me 11.21, si D est com- 

pact, le centre R (I +) de mouvements est la fermeture des trajectoires ( M  Enl} stables- 

GP + dans D (ceci est analogue s un ~nonc~ dans (NS ; p. 375)). 

Dans Th~or~me 11.21 et dans ]a remarque en haut  le centre R (I +) peut ~tre 

remplac6 par le centre R (II+), tandis que les ensembles W~(...), GP + (R) soient 

remplac~s par WI*-(.. .) (d~finition comme dans Th~or~me 10.4), GP- ( R) ,  respective- 

ment. 

Voici un approfondissement de Th~or~me 11.21. 

TH~OR~ME 11.23. Si R, c D  (compact), est invariant, /ermd, et s'il y a rdcur- 

rence (I+)[(II+)] dans R (le centre R(I+) [R( I I+) ] ,  par exemple), les points stables- 

GP + [GPT] /orment un rdsiduel de R. 

Ce r~sultat peut ~tre etabli en suivant les mdthodes du genre que nous avons 

utilis~es dans la d~monstration de Th~or~me 10.6. 

Les d4veloppements et les r~sultats de la section actuelle, ainsi que des sections 

9, 10 peuvent ~tre formulgs, convenablement modifies et sans difficultgs additionnelles, 

quand au lieu du groupe F ~l (n entier) on consid~re un groupe continu F ( M ,  t) 

( -  ~ < t  < oo) de transformations, laissant l'espace de mouvements invariant. 

12. 

Dans cette section l'espace D, invariant par F [11, 

distance finie. 

Soit E un ensemble dans l'espace D. Pour H, 

numerique ainsi : 

~oE(H)=I si HE+O,  ~vs(H)=0 si HE---O. 

De plus posons 

(lo) 

_PE (M) = li_~m 

ConsidSrations alSatoires et centre (I +) d'attraction 

F E 13, est /ermd (dans Ur) 

C D, ddfinissons une fonction 

1 
P E ( M ) = l i m ~  aE(M,k) ,  si _PE=PE. 

Ce sont les probabilitds, supdrieure, in/drieure et ordinaire, d'intersection de l'ensemble- 

mobile G ( M , n ) [ = G ( M ,  O) tnl, entier] avec l'ensemble E, pour n-->§ oo. I1 y a des 

definitions analogues pour n - ->-  oo. On peut  ~crire 

n l  
aE(M,k) ,  P E ( M ) = l i m ~ a ~ ( M , k )  ( k - ~ + o o ) ;  

k 
aE (M, k) = ~ qoE (G (M, i)) (k entier > 0) ; 

i=1 
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PE (M) = P (G(M, n) E~:O), 

]~videmment 0 =< _PE <-- PE ----< 1. 

(2o) 

(30) 

Donc (ln) 

(40) aE, (M, k) _<- a~, (M, k) si E~ ~ E2 ; 

(5o) a~,+ ~, (M, k) _-< a~, (M, ~) + a~, (M, ~). 

P~ (M) =_P (...), .... 

On observe que 

~ ,  (G (M, j)) g ~E, (G (M, j)) si E~ c E 2 ; 

~ §  ~, (a (M, j)) < ~E, (a  (M, j)) + ~E, (G (M, ])). 

Quand E1E2=O , il se peut qu's la lois G ( M , j ) E I ~ O ,  G ( M , j ) E 2 4 0 .  Par  conse- 

quent, en g6n6ral, in6galit6 dans (30) , (50) ne peut  ~tre remplac6e par 6galit~, m~me 

si les ensembles El, E 2 sont disjoints. Pour les probabilit6s on obtient [(20)-(50) ] 

(12.1) PE, (M)<=PE,(M), P~,(M)_-<PE,(M), si E l c  E2; 

(12.1 a) P_E,+E,(M)<=P_~,(M)+PE,(M), P E , + E , ( M ) g F E , ( M ) + P E , ( M ) .  

En gdndral, dans (12.1 a) on peut remplacer <= par =,  clans le c~s ou El ,  E 2 sont dis- 

joints et les probabilitds uniques existent, seulement si G (M, O) = M  (G (M, n) = Mt~]). 

Nous dirons qu'un ensemble F, c D, /erred invariant est centre (I +) d'attraction 

de mouvement d'ensemble-mobile G (M, j) pour j ~  + ~ ,  si la probabilit6 (pour n-> § ~ )  

d'intersection d'ensemble G ( M , j ) [ = G ( M , O )  ~jJ] avee O(F, e) est 1 pour tout  e > 0 :  

(12.2) P ~  (M) = 1 (w~ = 0 (F, e)) 

(ici ~o~ est ensemble de points dans D ~ distance < e  de F). 

Dans le cas G (M, 0) = M  on obtient le centre d'attraction (d'un mouvement ponctuel 

M :jl) au sens ordinaire, dont la th6orie a 6t6 ddveloppde par M. Hilmy [voir (NS;  

p. 390-395)], qui consid~re le temps comme un param~tre continu. Le r6sultat suivant 

est un analogue d'un thdor~me de Hilmy (NS;  p. 390). 

TH]~OR]~ME 12.3. Supposons que G ( M , j ) ( j  entier reprdsente une ensemble- 

tra]ectoire individuelle dans l'espace D, telle qu'il existe un ensemble Fo, c D, compact 

pour lequel 

(12.3a) G ( M , ~ ) c  F o (pour tout j>-_O). 

Alors dans F o i l  existe un ensemble F', /ermd, qui est centre (I § d'attraetion de mouve. 

ment d'ensemble-mobile G (M, j) et qui peut $tre caractdrisd comme l'ensemble de points 

Q, E Fo, pour lesquel8 
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(12.3b) P s ( M ) > 0  (s=S(Q,e))  pour tout e > 0  

(ici la probabilit6 sup~rieure est celle de l 'intersection de s avec l 'ensemble G (M, ]) 

pour ]--> + ~ ; S (Q, e) est une sphbre ouverte), 

Selon le lemme de Borel-Lebesgue on couvre F o par  une somme finie d 'ensem- 

bles HI,~ ouverts dans F0, de diambtre d Hl.~ < 1 : 

(1 ~ F o =  ~ HI,~= ~ FI,~, or FI ,~=/4L,  est ferm6 dans U~. 
v 

On note que [(lo) , (12.3a)] 

1 
(2 ~ ~ aF0 (M, k ) =  1, Pro = 1 

[dans la d6monstration ci-apr~s nous omettrons l ' indication de d6pendance des pro- 

babilit6s extr6mes et ordinaires de M]. Les entiers v, qui interviennent dans (1~ 

sont subdivisfs en les v' et les v", selon qu'on air 

(3 ~ Pvl. ~, > 0 ou PFI,,,, = 0. 

Les v' existent ; sinon -Pr. < Z PFI. ,  = 0 et P~~ = 0. Posons 

(4~ F 1 = ~ FI.~' (d Fl.v < 1), 
v" 

F I ( C  Fo) est ferm6 dans Ur.  Vu que F 0 - F  1C Z FI.~,., on a 

P F , -  F g Z PFl ,v , ,  = 0 (3 ~ ; 

de plus (12.1a) _PF0=<_Pr,+PF,-r. =_PF~; donc (2 ~ 

(5~ PF~ r, = O, PF,  = 1. 

En laissant F 1 jouer le rSle de F 0 nous trouvons un F , ,  ~ F1, de la m~me mani~re 

que nous venons d 'obtenir  F 1 ~ par t i r  de F o (mais avee d He., < �89 et ainsi de suite. 

Moyennant l ' induction on obtient 

(at) F o ~ F I ~ F ~ " .  ~ F k ~ . . . ;  F~(:#O) ferm6 dans U, ( k = l , 2  . . . .  ) ;  

P v k = l ,  Pvk_vk+l=O (k_>_0), Pv_vk=O ; Fk_l= ~ Fk,, (somme finie);  

(as) Fk = ~ Fk.,,, Fk,~, ferm6 dans Ur ; d Fk,,  < 2 -k+l ; P rk  v, > 0, PFk ,,, = O. 

Envisageons maintenant  l 'ensemble compact 

(12.4) .F'= F' (M) =I-I Fk ( ~ Fo). 
/r 
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Pour  k assez grand F k c  0 ( F ' , e )  ; d 'oh  (12.1) P rk_-<Po( r . , , ) (< l )  ; en raison de (al) :  

(12.4 a) P~. = 1 (o)' = 0 (F ' ,  e)) pour  t ou t  e > 0. 

S (Q, e) ddsignant l 'ensemble de points de D ~ distance < e  du point  Q, d6mon- 

t rons le rdsultat  suivant.  

(12.5) F '  (12.4) est l' ensemble de points Q, E Fo , tels que P s > 0  ( s = S ( Q , e ) ) pour s > 0 .  

En  effet (A1) si au point Q de D u n  ~1 correspond, tel que Ps( , )=  0 (s (~ )=  S (Q, ~/)), 

on aura Q E D -  F' .  Sinon nous aurions Q c F ' =  1-[ Fk ,  oh (as) 

F k = ~ F k . , , ,  d F k . , . < 2  -k+i, P r k , , . > 0 ;  
y, 

ainsi 
QEF~.~. k ( k = l ,  2 . . . .  ),~g dtant  un des v' pour  k ;  

le diam~tre de F~.~. t endant  vers zero (pour k - ->~)  et F~, , . kc  S ( Q , ~ )  pour  k>~k,~ 

(k, suff isamment  grand), on obt ient  (12.1) : 

Prk, , .  k < Ps (,) = 0 (d'apr~s l 'hypothbse) ; 

donc Prk,~. k = 0 ;  ceci est contraire & la d6finition des v'. D ' au t re  pa r t  : (A~) si 

P s >  0 ( s = S ( Q ,  e)) pour tout e>O,  tandis que Q C F o, on aura Q E F'.  

Cela s '6tabli t  en no tan t  que F 0 = Z H I . ~ ,  oh Hi. ,  est ouver t  dans F 0 ;  par  1s 

Q EH1.,., pour un ~1 et il existe un voisinage F o S ( Q ,  el) tel que (1 ~ 

81 = F 0 S (Q, e) c HI.~, c /~1 . , ,  = F1. ~, pour  un ~1 > 0. 

Puisque G (M, ]) ~ F 0 (] >- 0), on observe que q)~, (G (M,  j)) = ~vs (G (M, j)) (i > 0), off 

s = S (Q, el) ; donc ( i /k )  ~ ,  (M, k) = ( I /k )  a~ (M, k) et, en part iculier  Ps, = P ~ -  D'apr~s 

l 'hypoth~se dans (A2) on aura  0 < Ps, < Po, (al = F1. ~,) ; P , ,  6rant positif, il s 'ensuit  que 

Q E F  1 et, en effet, F 0S(Q,e )  C F 1 pour  0 < e g e l ;  Ol:~rons sur F 1 comme nous 

l 'avons fair sur F 0 ; par  induct ion il dgcoule que Q E Fk (k = 1, 2 . . . .  ) ; d'ofi la con- 

clusion dans (A2). 

L'dnoncd (12.5) s'ensuit  en vertu de (A1), (Az). 

Soit Q E F '  et Q'=Qt"'1 (un entier no) ;  nous voulons 6tablir que Q'E F ' .A  e > 0  

donn6 un 5 > 0 correspond, tel que 

( b l )  s o = s t~'~ = S (Q,  (~)t~.~ ~ s (Q ' ,  s )  = a ' .  

D'apr~s (12.5), (10) 

k 

(bz) -Ps = lim k as (M, k) > 0, a~ (M, k) = ~ Ts (G (M, ?')) ; 
~ = 1  
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(ba) ~' (M,k)  >_- ~~ (M, k). 

Remarquons  q u e  

(b4) G (M, j). s4:0 [ = 0] entr~ine G (M, j + no). st~'l~0 [ = 0] 

et  r6ciproquement.  Ddmontrons maintenant que 

(B) a~ (M, k) _-< asEn.l (M, k) + [n o I (pour k > I no [) 

c'est-g-dire, que 

k k 

(B1) 2=s~q~s(G(M,j))~'§ =~ , . (G(M, j ) )  + Inol (s~ 

On obt ient  (b4) ~ (G (M, j)) = ~~  (G (M, j + no) , d o n c  

k no+k 

~ = ~ 1 9 . ( G  ( / ,  i+no)) 5 = ~ + 1 ~ .  (a(i,j)), 

no+k h: 
)t - ~' = Z ~,, (G (M, j)) - ~ ~0s, (G (M, j)) ; 

J=no+ l  1=1 

d'ofi, s i n  o > 0, 

[ ..+~ . .  j)) 
]2-2 '[= j=~+lq~,o(e(M,j))-S~lq)S,(G(M, g n o ;  

d 'aut re  par t ,  si n o = - m o < 0 : 

k-too k 

]~-~'[ = ]j:~m q~.(G(M,j))-j~lq~.(G(M,j)) 

o I j=_~m~ ~S~ ~ ~f~,(G(M,i)) =<mo=]no l ;  
j = k + l - m ~  

(B1) et donc (B) sont vdrifids. Or on d6duit  [(B), (b~)] : 

~ k  = k ~ '  = ' 

( ) (bs) 0 < P ,  =l:~mm~a~ (M, Ic) ~P~,, o~1 s=S(Q,~), s~  

a'  (bl) cont ient  s ~ par  suite P , ,  (__>_P~.) > 0, off a '  = S (Q', e) e t e  est un hombre  positif 

queleonque. Cons6quemment  (12.5) le point  Q'= Qtnol est sur F ' ,  d~s que Q l 'est ; 

F '  (12.4) est  invariant ,  compact  et  F' satisfait ~, (12.4a). Nous avons ~tabli que F' 
est centre (I +) d 'a t t rae t ion  de mouvement  G (M,  n) avee le caract~re 12.5. Thdor~me 
12.3 est dtabli. 
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D ~ F I N I T I O N  12.6. Si dans la d6finition de centre (I ~) F d ' a t t r ac t ion  de 

G(M, j ) ,  pour j - ->+ c~, donn6e ~ propos de (12.2), on omet  la condition d ' invariance,  

nous dirons clue F est un  centre (I +) ]aible d'attraction de mouvement G (M, ~) (pour 

j -++ ~). 

T H ~ O R ~ M E  12.7. Supposons que dans l'espace D il y a une ensemble-trajectoire 

individuelle G (M, j), telle que 

(12.7a) G ( M , j ) .  Fo#O ( j = 0 ,  1, 2 . . . .  ), 

o~ F 0 , c  D, est un ensemble compact. Alors il se trouve dans F o un ensemble F' (4-0) 

/erred, qui est centre (I +) /aible d'attraction de G (M, j) et relativement auquel ont lieu 

les proprides suivantes : 

(12.7b) si QE F', il suit que Ps(Q,~) (M)>O pour tout e > 0  : 

(12.7c) si -Pr.s(Q,~)(M)>O pour tout ~ > 0  et si QEFo,  alors QEF ' .  

Nous construisons F' pr~cisement d 'accord  avec le texte  ~ la suite de (12.3b) 

jusqu'~ (12.4) ; F '  est compact  ; la conclusion (12.4 a) reste valide dans les hypotheses 

actuelles. Cons6quemment F' (12.4) est un centre (I +) faible d ' a t t rac t ion  de G ( M , j ) .  

En  examinant  la d6monst ra t ion  de (A1) (~ la suite de (12.5)), on observe que ce rfi- 

sul tat  est encore vrai ; ceci revient s (12.7 b). Pour  6tablir (12.7 c) consid~rons un 

point  Q, tel que 

(c 1) Q E F  o, PF, s(Q.~)(M)>O pour tou t  e > 0 .  

Introduisons la nota t ion : 

(%) s (e) = S (Q, e), s 1 (e) = Fo S (Q, ~), s2 (e) = F1 S (Q, e) . . . .  ; 

on a s ( e ) ~ s l ( e ) ~ s ~ ( e ) ~  .... puisque (1 ~ Fo = ~ ,H I , , (H I . ,  ouver t  

81 (el) C Hi,v1 c Hi,v, = FI,,1. 

O<Ps,(~) "(P?l,,~ pour O<E_~.~el ; 

~81 (el) ; 

QE8  l(e) C F  1 pour  0 < e g e l  

existe un entier Vl et un  el > 0 de sorte que 

(c3) 

En  raison de (Cl), (%) 

(c,) 

d'ofi ~1 est un ~' (4 ~ et il s 'ensuit  que 

c'est-s 

(c5) 

dans F0), il 
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(d~s que Q e F0). Or G (M, j) s I (e) = 0 entraine a (M, j) s 2 (e) = 0 (vu que s 2 (e) = s 1 (e)), 

donc ~ , ( ~ ) ( G ( M , j ) ) = 0  implique ~s , (~)(G(M,j) )=0 ; d ' au t re  part ,  si G ( M , j ) s l ( e ) # O  

(pour e < el), on observe (%) que le premier membre  est un  ensemble contenu dans 

F1, de lg on aura  G ( M , j ) s ~ ( e ) # O  et on voit  que ~ , ( ~ ) ( G ( M , ? ' ) ) = I  entralne 

~s,(~) (G (M, j)) = 1 (e ~ el). Par  suite 

d'ofi (c~) 

(c~) 

~,(~) (G (M, j)) = ~s,(~) (G (M, ~')) pour  j > 0 et 0 < e -_< el : 

O < Ps,(~) = P~.(,>, ( 0 < e = < e 0 .  

Un  % existe, 0 < e2 =< el, tel que pour  l 'ensemble s~ (ez) (%), ouver t  dans Fx,  on a 

s~ (e2) = H2.~, = / 7 2 . , ,  = F~., ,  

pour un v2, pour  lequel H~,~, contient  Q ( F I = Z H e , ,  , H2,~ ouver t  dans Fx, Qes~(e)).  

En ver tu  de (%) (avec 0 < e < %) on obt ient  

0 < P~,(.) =< Pr,,,,, (0 < e_~ e,.) ; 

v, ~tant  un  v' et F2 ~tant la r~union des F2,,,, 

F~ = s~ (e2) = s~ (e) pour  e =< e~ ; 
par  1~ 

Q e s 2 (e) c F~ pour  0 < e =< e2. 

Par  induction on 6tablit  l 'existence d 'une  suite el => e~ >= ... de nombres  positifs, 

tels que 
QEsk(e )  c F k  pour  0 < e < e k  et k = l ,  2 . . . . .  

Cons~quemment Q E l i f e  =F ' ,  lorsque (cl) a lieu. Thdor~me 12.7 est ddmontrd. 

Dans l 'ensemble F' en g~n~ral il n ' y  a pas d ' invarianee.  Pou r t an t  nous d4mon- 

trerons le r~sultat  suivant .  

(12.8) Dans les conditions de Thdor~me 12.7 le centre (I +) F '  (12.4)/aible d'attraction 

de G (M,  j) jouit de la propridtd que, si Q est un point sur F', le point QtJJ (~ de signe 

variable) sera aussi sur F' pour tout entier ], 2sour lequel un ej positi/ existe de sorte 

que S (Qm, ej) c F 0 . 

En  effet, soit Q un point  sur F '  et  Q,=Qt~.1, oh n o est un  entier positif ou 

negatif.  Selon (12.7 b) on a 

(dl) Psr > 0 pour  tou t  e > 0. 

Cette relation nous permet  de r6p6ter les d~veloppements (bl)-(bs) ; ainsi 
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0<P~(~) -<_-P~, ( s (~ )=S(Q,~) ,  s~  6)), 

oh ~ = 5 ( e ) > 0  et s ~  ; pa r  suite 

(d2) Ps(Q..~) > 0 pour  tou t  e > 0. 

Dans  l 'hypothbse  (12.7a) actuelle (dz) n ' en t ra ine  pas  que Q ' 6 F ' .  D'aprbs  (12.7c), 

pour  que Q' 6 F '  il suffit  que P~.(~), off s '  (e) = F 0 S (Q', e), soit posit if  pour  tou t  e > 0. 

Si pour  un  entier  n o un e o > 0  existe de sorte que S(Q',eo) c F o, on aura  pour  

O<e-<_e o : 
S ( Q ' , e ) = s ' ( e )  et  (d~) -P~,(~)>0 ; 

pour  un tel  n o le poin t  Qt-,l sera sur F'. L'dnoncd (12.3) est vdri/id. 

On pour ra i t  pousser  les d6veloppements  de cet te  section plus loin, ayan t  en vue  

quelques des rdsultats  de M. H i l m y  (NS ; p. 393-395), ainsi que la rgcurrence (I +) 

(ou (II+)) selon Ddfinition l l .1 .  

13. Le th6or~me ergodique dans une hypoth~se de Denjoy 

Ddsormais nous ne supposerons pas que D soit ~erred (au sens ordinaire ou ~ dis- 

tance finie) dana un espaee euclidien. Jusqu ' ic i  nous avons dtudi6 des ddveloppements  

divers, fondds sur  la t r ans format ion  ponctuelle  F (Q, t), ou bien sur la t r ans fo rmat ion  

F :1] (Q) = F (Q) = F (Q, 1) (9.1) (et son inverse F :-1] (Q) = F ( Q , -  1)), ces t rans forma-  

t ions a y a n t  seulement  un caractbre topologique.  Sous telles t rans format ions  les en- 

sembles ferm6s se correspondent  rdciproquement ,  le m~me 6tant  vra i  pour  les ensem- 

bles ouverts .  Dans la section actuelle nous procddons duns la supposition que D est 

invariant par F (x, t) (saul ~ ment ion  contraire) et dans l'hypoth~se mdtrique que voici. 

H~rPOTH~S~. 13.1. Supposons que la t r ans fo rmat ion  F = F ( x , t ) ,  dont  il s ' ag i t  ell 

haut ,  ainsi que son inverse F (x, - t )  ]ouissent de la propridt6 que les ionctions,  qui 

ddfinissent ces t ransformat ions ,  poss~dent  des coefficients diffdrentiels de premier  ordre,  

finis et  continus dans D. 

On peu t  p rouver  dans  l 'hypothbse  13.1 que les ensembles suivants  sont  me- 

surables  : 

W (E) (9.7) ; E* (P) (Thgorbme 9.8) ; W~ (P), W~ (P) (Thdorbme 10.2) ; 

WI*_ (P) (Thdorbme 10.4) ;  

cela reste v ra i  m~me si l 'hypotbbse  3.1 s 'appl ique seulement  par  r appor t  ~ F tlJ, F t 1] 

au lieu de F ( x , t ) ,  F ( x ,  - t ) .  
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Dans cette condition ( D ;  p. 126) les ensembles mesurables (au sens Borel-Le- 

be~gue) se correspondent;  en particulier les ensembles 6pais (de mesure positive), 

ainsi que les ensembles minces 

(13.2) bej (m)= min. 

( j = O , + l , •  .... ) pour H , c  D, 

la me~ure B.-L.  de D est /inie. 

(de mesure nulle), se correspondent. Posons 

mes. H tJ], vj (m)= max. mes. H tj: 

de mesure m. Ici et dans la suite il est entendu que 

On observe que 

(13.2 a) 0 < #j (m) _-< vj (m) (pOur m > 0) ; 

lim vj(m) ; beo(m)=v o ( m ) = m ;  
m-->0 

bej (m) et uj (m) sont non-croissants pour m ( > 0 )  d6croissant. 

La condition mdtrique, dont M .  Denjoy a /air l'emploi (D ; p. 157) dans le cas de 

l'invariance de D par F [1:, eat la 8uivante 

(13.3) 0<be (m) G mes. H tjl pour rues. H = m > 0  

et pour j = 0 ,  _1 , _+2  . . . . .  

off be (m) est ind6pendant de j, dans cette hypothese mes. H tj~ =<r (m) (pour mes. 

H = m  et j = 0 ,  + l ,  + 2  . . . .  ) ;  les fonctions be et v sont inverses l 'une de l 'autre. 

L 'hypothbse (13.3) a lieu, si les fonctions bej (m) (13.2) satisfont 

min. bej (m) ( = be (m)) > 0 pour m > 0. 
1 

Si D est invariant  par  F(x ,  t)(t un parambtre  continu, - c ~ < t  < + ~ )  on pourra 

envisajer la condition (13.3) de M.  Denjoy dans sa ]orme continue : 

(13.3 c) 0<be(m) __< mes. F ( H , t )  G v(m) 

pour rues. H = m > 0  et - ~ < t <  + ~ ,  off be(m) vaut  min. mes. F ( H , t )  (pourmes .  

H = m ,  - ~ < t <  + ~ ) ,  be(m)>0 pour m > 0 ;  v(m) est la fonetion inverse de be(m). 

Dans chacune des deux hypothbses on a 

be(~.)_-<m=<v (m) ; 

La condition (13.3) est satisfaite 

positi/ (invariance par  F m) 

(13.4) dp (H) = f f (x) dx, 
H 

be(m) ~0,  v ( m ) ~ 0  avec m. 

(D ; p. 152), s'il existe un invariant intdgral 

(l) (//[1]) = (I) ( H ) ,  H c D ,  

off /(x) sommable sur D est positif sur une pl6nitude de D ; la nullit6 de (I)(H) et 

de mes. H est simultan6e. 
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M. Denjoy a fair la conjecture (D ; p. 152, 153, en note) que, r4ciproquement,  

l 'hypoth~se (13.3) entraine l 'existence d ' un  invariant integral positi/ sur D, avec l ' i n -  

variance par  Ft l ] ;  soit 

1 
(13.5) mj = mj (H) = mes. H Ej], (1)k (H) = k (m 1 -f- ..- + m~) ; 

dans la condition (13.3) la conjecture est que la limite 

(13.6) lim (Pk (H) = (I) (H) 
k--~+ oo 

existe pour  tou t  H,  c D, mesurable ; si c 'est  ainsi, r (H) sera un invariant  intdgral 

positif de la forme (13.4). On peut remplacer mj (tans (13.5) ~:ar mes. H E-j] ( ] =  1, 2, .--). 

Quand la condition mdtrique de M.  Den]oy est dans sa /orme continue (13.3c), la 

conjecture (du genre offert  dans la condition (13.3)) serait la suivante. En posant  

(13.5 ~ ) 

la limite 

(13.6 c) 

T 

dp (H 1 r) 1 f = -  m (H , t )  dt, oh m ( H , t )  = mes. F ( H , t ) ,  
T 

o 

lim (I) (H, 3) = (I) (H) 
T--c- -i- oo 

existe pour  t ou t  ensemble H, c D, mesurable. I)~s que cette conjecture soit r4alis4e, 

(I) (H) sera un invar iant  int4gral positif au sens que 

(13.4 ~ ) ~ ( H ) = S / ( x ) d x ,  ~P(F(H,t))=(I)(H),  
H 

/(x) sommable sur, D, ] (x )>  0 sur une pl4nitude de D. On peut /aire une telle con- 

lecture pour les t tendant vers - o ~  c'est-~-dire avec rues. F ( H , - t )  au lieu de 

mes. F ( H ,  t). 

(13.7) Si D est invar iant  par  F (x, t) et s'il y a u n e  mesure /~*, >= 0, invariante (par 

F (x, t)), /~* (D) fini, le th4or~me ergodique de Birkhoff  a lieu (NS ; p. 481), saul au 

plus sur un ensemble de mesure #* nulle ; il y a un th4or~me ergodique aussi pour  

le cas quand la mesure est invariante seulement par  F ElI. 

(13.7a) Si la conjecture de ]:)enjoy 4tait vraie, par  exemple dans la forme continue, 

il s 'ensuivrait  que le th4or~me ergodique (13.7) a lieu avec #*=( I )  [13.6 ~ 4~], donc 

saul sur un ensemble D O de mesure B.-L. nulle : 

1 3 
lim - ! q ~ ( F ( x , t ) ) d t  existe sur D - D o ,  si f l q J ( x ) l / ( x ) d x < o o .  

r--~ + oo T D 
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Selon (D ; p. 153), dans l 'hypoth~se (13.3) il existe une fonction a (x) sommab]e 

sur D, positive sauf au plus sur un ensemble e 0 invar iant  (par F m) de mesure B.-L. 

nulle, telle que 

(lo) mes. H m = mes. F (H, l) = f a (x) dx.  
H 

En  posant  b (x)=  1/a(xt-11), on d~duit (par induction) pour  r__> 1 : 

(20) mes. H ~rl = I a (x [r-11) a (xtr-~). . .  a (x ~11) a (x) dx,  
H 

rues. H ~-rl = f b (x t-r+11) b (x [ r+21) ... b ($[-13) b (x) dx.  
H 

Pour  k > 0  on obt ient  [(13.5), (20) ] 

1 
(3o) Ok (S)  = f q~ (x) dx,  qk (x) = ~ [a (x) + a (x) a (x t11) + 

H 

+ "'" + a (x) a (x  [11) . , .  a (x t~ 11)] ; 

pour  (I)-k (H) (k > 0) on construi t  une expression analogue m o y e n n a n t  b (x). En  ver tu  

de (13.3) et (13.5) 

(40) ,u (m) < (I)k (H) < v (m) (m = mes. H) 

pour  t ou t  entier k >  0 ;  (I)k (H) est complbtement  addit ive et absolument  continue, 

comme une fonction d 'ensemble mesurable B. -L.  Puisque v (0) = 0 et # (m) > 0 pour  

m > 0, (40) entralne que 

(50) la nullit4 de (I)k (H) et de mes. H a lieu simultan~ment.  

Pour  k > 0 cela s 'ensuit  aussi du fait  que la fonction qk (x) (30) est positive sur la 

pl6nitude invariante D - e o de D (les a (x m) > 0 pour  x E D - %). Posons, pour  k--> + co, 

(60) _q (x)=  lira qk (x), 0 .  (H)= f q_ (x) dx.  
H 

Le raisonnement  actuel ne permet  pas la consta ta t ion  : 

~u ( m ) <  (I). ( H ) ( m =  mes. H), comme une consgquence de (40). 

C'est ainsi, vu  le principo d 'abaissement  (Fatou), selon lequel on peut  seulement 

cormlure que 

(70) (I). (H) < lim f qk (x) dx  = lim ~Pk (H) < v (m) ; 
H 

on a lim (I)k ( H ) > / x  (m), mais il est concevable qu 'on  air (I). (H)<~t  (m) pour  quel- 
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ques ensembles H de mesure positive. Au tan t  que qk (x)> 0 sur D - e o ,  q(x)_>-0 sur 

D -  eo; si q (x)=  0 sur une plenitude de D, on aura (60) d), ( H ) =  0 pour  tou t  H, ~ D, 

mesurable et il n ' y  aura rien d'int~r~t. Consid~rons le cas off q ( x ) > 0  sur un en- 

semble ~pais (invariant) de D (nous n 'avons  pas ~tabli que ce cas peut  ~tre rdalis~). 

Vu que ( P , ( H ) g  v(m) (70) , q(x) est sommable sur D (dans t o u s l e s  cas). Selon 

(D ; p. 153), c (x) 6tant  sommable sur D, .f c ( x ) d x  sera invar iant  par  Ftl], si 
H 

(80) C (x tl]) a (x) = c (x) 

[en posant  y = x  tl], on obt ient  (10) d y = a ( x ) d x  et f c ( y ) d y = . f c ( x m ) a ( x ) d x ] .  
H[1] H 

montrons  que (I), (H) (60) est invariant .  En  raison de (3o): 

D~- 

(90) k q- 1 a (x) k qk+l (x) = ~ + q~ (x tl]) a (x) (a (x) >_- 0). 

Soit x un point  sur D - e o ;  pour une suite kj, --> § ~ avec ?', on obtient  qkj (xm) -~ 

q(xt!]), donc (90): 
q (x) ~ lim qkj+l (x) = q (x tl]) a (x). 

i 

D'au t re  part ,  

(90) que 

p 
soit kj, -->+ ~ avec j, une suite telle que qkj_~l(X)-~q(x); il s 'ensuit  

q (x) = lim qkj (x tl]) a (x) >= q (x m) a (x). 
J 

D'ofl q ( x ) = q ( x m ) a ( x )  sur la pl6nitude D - e  o de D ;  mais cela est une relation 

d 'aecord avee (80). Par  cons6quent (1), (H)(6o) est une mesure invariante, avec 

(I), (D) _-< ~ ( I D I ) < ~ "  P o u r t a n t  nous n 'avons  pas 6tabli que (I), est un  invar iant  in- 

t6gral positif au sens de (13.4) (ce serait le cas seulement dans le cas off q >  0 sur 

une plenitude de D) ; au t rement  dit, il est concevable que r (H0)= 0 pour  un en- 

semble H o epais. 

(13.8) Dans l 'hypoth~se (13.3) une cons6quence de (13.7), avee #*=( I ) ,  (6o), est que 

le th6or~me ergodique a lieu sauf au plus sur un ensemble de mesure (I), nulle. 

Dans ce r6sultat  nous n 'aff irmons pas que l 'ensemble exceptionnel est au plus 

un  ensemble de mesure B . -L .  nulle. P o u r t a n t  dans un cas particulier nous allons 

dtablir l'existence des invariants intdgraux positi/s dans la condition (13.3) de Denjoy.  

(13.9) Soit mes. D < ~ ; D invariant par F tl] ; soient q~ (x), (1)k (H) les /onctions in- 

tervenant clans (13.5), (30) , 



LA THEORIE DES SYST~MES DYNA~QUES 283 

(13.9a) q ( x ) =  hm qk (x),  ~ ( x ) =  h m  q~ (x),  

~ ,  (H) = f q_ (x) dx,  ~* (H) = f F1 (x) dx  ; 
H H 

clans l'hypoth~se (13.3), avec la condition additionnelle 

(13.9b) fi '  (0) = lim # (m)  >0 ,  
m--M) m 

il s'ensuit que (P. (H), r (H) sont des invariants intdgraux positi/s au sens de (13.4) 

(donc ne s 'annulant  que pour lea ensembles minces). 

En  effet vu (13.3) et (13.5) 

(al) # ( ] H [ ) < ( ~ ( H ) ~ v ( I H I )  ( k = l ,  2 . . . .  ) ;  

la relation (30) pour (I)~ (H) signifie que 

- ( I )  t (a2) q~ (x)-- k (X) 

est la d6riv6e g~n6rale (au sens de fonctions d'ensemble meaurable) de Ck (H) ; cette 

d6riv6e existe sur une pl6uitude D '  (que l 'on pout supposer invariante par  F m) de D. 

Soient ml,  m~ . . . .  une suite de nombres positifs, -+0, tels que 

(aa) v' (0) = lira v (m) (pour m, > 0, -+ 0) = lim v (/,rot,. 

Les foncfions # (m), v (m) fitant inverses rune  de l 'autre,  on note clue dans la con- 

dition (13.9 b) 

1 
(a4) ( l < ) v ' ( 0 ) =  - -  < + oo. 

- #'  (o) 

Soient Hj ( j =  1, 2 . . . .  ) une suite d'ensembles fermds, H~9x, dHj  (diam~tre de H~)-~0, 

ayant  un param~tre de r6gularif~ [voir, par  exemple, S. Saks, Theory of the Integral, 

p. 106] positif ; si x eat un point sur D',  on aura  

1 
(as) q~ (x) ( = (I)~, (x)) = lim [ ~  (I)k (Hi) .  

I c i e t  dans la suite [ A [ ,  off A eat un ensemble, siguifie la mesure B.-L.  de A. 

Choisissons lea Hj d 'une tello suite de sorte que IH j l= m j  ; vu (ax) 

1 v (mj) 
IH, I ~ ( H J ) = <  . ~  ; 

18 t -563801.  
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en laissant j -+  + c~ on obtient  [(as) , (as) ] qk (x) g v' (0) fini. De la mSme mani~re on 

t rouve une borne inf4rieure de qk (x). On d4duit 

(66) #'  (0) _<_ q~ (x) __< v' (0) ; p' (0) < q (x) _<_ ~ (x) __< ~' (o) ; 

sur une plenitude invariante (par F m) de D ; donc 

(aT) fi' (0) [ HI --< r  (H) < (I)* (H) <= v' (0) [ H I .  

A la suite de (80) nous avons d6j~ 6tabli que d) , (H)  est invariant  par  F m ; de la 

mSme mani~re on montre  que (I)* (H) poss~de ce caractbre. En  t an t  que 0 < fi' (0), 

(a6) et (aT) entrar la conclusion dans (13.9). 

Dans le reste de cette section nous omet t rons  la condition (13.9 b), en admet t an t  

ainsi le cas off fi' (0) soit nul (alors v' (0 )=  + ~:~). Nous allons maintenant  d6montrer ,  

sans emploi de mesures invariantes, le th~or~me ergodique suivant,  off l 'ensemble ex- 

ceptionnel est d6finitivement au plus de mesure B.-L. nulle. 

T H ~ O R ~ M E  13.10. Soit mes. D [ini, D grant invariant par F(x, t ) .  Admettons 

l'hypoth~se de Den]oy (13.a) (~ (I D I) /ini). Si qJ (x) est une /onction mesurable et bornde 

(t q~ (x) l ~-c) dans l'espace D, la limite 

T 

(13.10a) ,-~+oclim lv fo q)(F(x ' t ) )d t  

existe pour tout x dans D, sau/ au plus sur un ensemble de mesure B.-L.  nulle. 

Remarquons  d ' abord  que D dans ce th4or~me pouvan t  6tre non-compact ,  le 

th4or~me de N. Kryloff  et N. Bogoliouboff ( N S ;  p. 514) sur l 'existence de mesures 

invariantes ne s 'applique pas dans le cas actuel. Notre  d6monstra t ion est partielle- 

ment  model4e d'apr~s la preuve du th4or~me ergodique de G. D. Birkhoff, donn6e 

par  A. Khintchine (voir (K)) dans le cas off une mesure invariante est donn~. 

Soit k un entier positi/ fixe, jusqu 's  mention contraire. En  posant  

(1 ~ r (r=O, 1 . . . . .  k - I ) ,  

on obtient  (13.5) : 

/c ak,r (H) = ([ HE~+*J [ + ... + I Ht~+r* 1) - (] HIll I + '" + I H ~  I), 

/oak _~ ( H ) = - ( I H ~ - ~ + * J  I + . . .  + IHEk]I)+(IHEI-~][ + ' "  + [ H I ) .  

Vu que (13.3) I H ~ ] l - < _ v ( [ H I )  , 

r r 
(2 ~ ) -]c~,([H[)<=a~,.~(H)<=/cr([H[) ( O = < r < k ) ;  

-~,(]H[)~__gk,.r(H)~__~,([H[) (r>=k). 
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Posons 

(3 ~ a (x, ~) = f q) (F (x, t)) dt. 
0 

Comme dans le eas consider6 dans (K), il suffit de d6montrer que l a (x ,  i) tend 

une limite, quand i entier tends vers + oo. Soient 

vers 

1 1 
(4 ~ ~(x) - -  l i m : a ( x , i ) ,  q ) ( x ) = l i m _ a ( x , i )  (entier i - > + o o ) .  

Supposons, si c'est possible, que deux nombres ~ < t~ existent, tels que 

(13.11) (I)k (S) > 0, S 6tant  l 'ensemble oh ~v (x) < ~, /~ < ~ (x). 

S est invariant  (par F(x,  t)). Des sous-ensembles Ml ,  M~ de S sont form,s,  selon 

(K), qui correspondent d 'une certaine mani~re s un entier s, > 0, donn~ ;  ainsi 

Ml (l >- 1) est l 'ensemble de points sur S, tels que a (x, l) >/~ l, tandis que a (x, ~) =</~ ?" 

pour ] < l ; 
S - 1  

(5 ~ M ~ = M ,  ; M*_I = M ~ - I - M ~ - I  ~ M  *vl ; . . .  
rffi0 

M ~ = M l - M z  ~ t-1 ~M~ErJ( l<l<s)  M * = M ~ - M x ~  ,-1 ; ~ M~ v~ ; 
t = l + 1  r=O ~=2 r=O 

oo 

les Ml  sont disjoints ; S =  ~, Sz (la notat ion : A v]= F (A, r)) ; de plus 
1 

8 M s l - 1  
(6~ S ' = , ~ 1  '= ,~1 5 M ~ V ] "  M~E~J.M~.V'~=O (si (r,l) 4:(r',l '))" 

= ~ r = O  

M}rlc  M I + " "  +Ml-~  pour 0 < r < l .  

Pour H , c  D, mesurable on d~duit (3~ 

1 

f a ( x ' , l ) d * k ( x ' ) =  f [ f ~ ( F  (x',t))dt]dqPk(x') (oll x ' = x  v~, x e H ) ,  
H [ r ]  H i t ]  0 

1 1 

H 0 H 0 

r + l  

= 1 [ f q ) ( F ( x , t ) ) d t ] d C k ( x V l ) = f [ a ( x , r + l ) - a ( x , r ) ] d C k ( x V ] ) .  
H r H 

Done (1 ~ 

(7 ~ f ' a  x'. 11 deI) (x ' )  = f [a (x, r + 1) - a (x,r)] d (I) k (x) + f [a (x, r § 1) - a (x, r)] d ak., (x). �9 / k 
H I t ]  H H 

1 9 -  563801. Acta Mathematica. 95. In~prim~ le 14 mai 1956. 
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H 6rant 

posons 

mesurable et e 6tant  un  sous-ensemble variable mesurable de H,  r=>0, 

ak.~ (H) = min ak.~ (e), 5k.r (H) = max  ak.r (e) ; 
-- eGH eGH 

ddsignons par  a* k,~ ( H ) =  [ak.r (H)] + 5k,~(H) la var ia t ion totMe de la fonction ak,r 

d 'ensemble mesurable. Vu que r ( ]e l )  =< ~ ( [ H I ) ,  on obtient  (2 ~ : 

r 
r r ( l H I )  < (r~.,(e) < 5~., (e) < ]c~,(lH[) ( e c  H) " 

done a~.~ (H), qui est une fonction positive non-d~croissante d 'ensemble H, satisfait 

l 'indgalit6 

(8 ~ a* 2 r 
~.r (g )  _~ ~- ~(IHI ). 

En  t an t  que I~l g c, il s 'ensuit  (3 ~ ) que 

la(x ,r  § l ) - a ( x , r ) l  g c; 
d 'ou  (8 ~ ) d a n s  ce cas 

(9~ fH [a (x' r § l ) - a (x' r) ] d (rk'r (x) l <= fH a (x, r § l ) -- a (x, r) d a~.r (x) 

< ca* 2 re  r = k , r (H)<=~r( ]HI )<=~cCo ,  off Co=2Cv(ID[) (r>O). 

En ver tu  de (6~ (7 ~ il r6sulte que 

S l--1 

(10 ~ f a (x ,  1)d(Ok(x) = Z Z f a(x, 1)ddPk(x) 
SS l=1 r=O Ml[r ] 

I-1 .f* = ~ [a (x, r + l) -- a (x, r)] d (I)k (x) § Jk.s ; 
1=1 r =0 MI 

En  ver tu  de (9 ~ ) 

(11 ~ Jk ~= ~ z-1 ~. f [a(x ,r§  oh IJk.sl <= c~ 
, r=O M~ k ' 

iei i ~ -  � 8 9  est ind6pendant  de k. Or sur M ~ , c M l ,  (5 ~ ) on a a(x , l )> f l l ;  
1 

par  1~ [(10~ (1~ 

s 
f a(x, 1)dOk(x)= ~ f a(x,l) ddPk(x)+ Jk.~>fll~=ll(l)k(M~)+ Jk, s 

S$ l=l  M~ = 
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s l - - 1  s l - - 1  

1 = 1  r = O  ~ r = O  ' ' 

donc [(6~ (2~ 

(12 ~ f a(x, 1)dr (Ss)+ek. , ,  ek . ,=Jk. , - - f lAk . , ,  
Ss 

s 1 - 1  

off A~ ,= .  Z Y: ak.~ (M?), I A k ~ [ <  c 1 ] ' .  = _ (c~=~(IDI)). 
l=l T ~ 0  k 

Vu que I~ol < c on aura  (11~ : 

(13~ I ~,.I < ~,i. o~ c'=Co + fl ca. 

En tenant  compte de (12~ (13~ a, fl (~r ~tant les nombres dont  il s 'agit 

dans (13.11), on conelut ainsi. 

(13.12) Dans les conditions du the'or~me, si (3.11) a lieu, on aura : 

et pareiUement 

fa (x, 1) d(I)k (x) > fl (I)k (Ss) +ek.s, 
S s 

lek. . l<c '~ 

f a(x, 1 )dO~(x )<o tOk(Q, )+~ . , ,  I~k.,]<c '']-" 
Qs k 

(k > 0), off c', c" sont des constantes (qui peuvent  d~pendre de ~r 8) js est ind~pendant 

de k. Qs est  analogue & S,; Q , c  S; Q,--->S. 

Or I S~. 81 > 0, oh ~q~. ~ = S (13.11); H, = S, Q,~--->S. En rant  que (I)k (H) -_< v (I H 1), on a 

(I)k (Qs) = (I)k (H,) + 5' k.,, r (S~) = Ok (H~) + ~.~,  

off ~' ~.,, ~k,,, > 0, ne d~passent pas  ~, = ~ (] S -  Hs I). De plus 

fa(x, 1)dCk(x)= f...+~;,.,, fa(x, 1)dcYPk(x)= f...+e,,,s, 
Qs tts s s H s 

off l e~.s], l ek. s] ne surpassent  pas cv,. Vu (13.12) 

fl(I)k (H,) +yk . ,  < f a (x, 1)dCk (x)<cr162 (H,) %y'k,s; 
H s 

t t t ici yk.s=fl~k.s--~k.,+ek.,, yk.s=~1,.,--~k.,+~k.,. Done 
! 

( 14~ ) O</~(IH.I)--<r f l _~  =r~ , . ,  
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si s ~ s  0 de sorte que IHsl>O pour tou t  s>=s o. On obtient  Fk.~ inf~rieur ~ Cljsk- l+ 

+ c~ v~ (c 1, c 2, > 0, ind~pendants  de k, s). Prenons un s, -> so, tel que c 2 vs < �89 # (I Hs t). 

I1 y a contradict ion pour k tel clue c l j~k  l<�89 (M. A. Freed m ' a  signal6 

qu 'en  general Q~ ~S~). Donc S = S a . z  est mince pour toute couple de hombres ~, ft. 

En  suivant  main tenan t  le raisonnement,  fair dans ( K ) p o u r  un  bu t  analogue, on forme 

une suite ~j (j = 1, 2 . . . .  ) d ' intervalles (~9, ~s), off ~9 < ~J" et les extr~mit~s des intervalles 

const i tuent  l 'ensemble de t o u s l e s  nombres  rationnels. Nous venons d'~tablir  que S% ~j 

(l 'ensemble de points tels que ~ (x) < ~9 < ~J < ~ (x)) est mince ; leur r~union est mince ; 

donc ~ (x) =q~ (x) sur une pl6nitude D' de D ; par  suite [ (4~ (3~ lira (1/i) a (x,i) 

existe sur D'. Thdor~me (13.10) est vdri]id. 

Comme dans le cas d 'une  mesure invariante,  la fonction 

(13.13) ~ (x) = lim 1 _( ~_.+~ qg(F(x,t))dt ,  

0 

dont  il s 'agit  dans Th6or~me 13.10 et qui existe pour  x e D - D o ,  off D o invar iant  par  

F (x, t), est mince, cette fonction est constante  sur route  trajectoire individuelle 

(~p (F  (x, t)) = v 2 (x)) pour  tou t  x e D -  D 0. Selon la locution de Khintchine,  nous disons 

que le mouvemen t  est ind~composable, ou bien 'strongly transitive', d 'accord  avec 

Birkhoff, si A , ~  D, invar iant  et epais entraine rues. ( D - A ) = O .  

(13.14) Dans les conditions de Thdor~me 13.10, si le mouvement est indgcomposable dans 

D, il existe une constante c telle que (13.13) : 

(13.14a) v~ (x)=e sur une plenitude de D. 

Ce r~sultat se d6montre  comme dans le cas d 'une  mesure invariante (voir, par  

exemple (NS ; p. 490)). La  preuve d~pend du th~or~me ergodique et de l ' invariance 

de ~p (x) par  F (x, t), mais elle ne t ient  pas s l 'existence d 'une  mesure invariante.  

Dans  les conditions du th~or~me il s 'ensuit  imm~diatement  que 

(13.15) fw(x) dx = lira fqj.(x)dx, 

En  outre, les formules 

f q~,(x)dx= f q~(x) dx, 

T . ( x ) = ~  q~(F(x , t ) )d t .  

f ~(x)dx= f q~(x)dx 
D D D D 

en g~n~ral n ' au ron t  pas lieu. Pour tan t ,  si la mesure B.-L. ~tait invariante (par 

F(x, t )) ,  ces relations serait valables ; le m6me serait vrai, avec dx remplaee par  

d/~*, si /~* 6tait une mesure invariante (NS ; p. 491). 
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Dans les hypotheses du genre de celles de M. Den joy  [(13.3), (13.3c)] il devrai t  

~tre possible d'4tablir,  outre Th~or~me 13.10, plusieurs autres r~sultats ergodiques, off 

n ' in terviennent  pas les mesures invariantes.  
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