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Einleitung 

In dieser Arbeit wird fiir eine bestimmte Klasse yon Gruppen das Wortproblem 

gelSst. Wie Novikoff[5] gezeigt hat, ist das Wortprobtem fiir Gruppen in seiner 

allgemeinsten Form unl6sbar; es kann also kein Entseheidungsverfahren geben, das 

gleiehzeitig fiir alle Gruppen anwendbar ist - -  wohl abet ist ein solehes Verfahren 

mSglieh fiir gewisse Klassen yon Gruppen. Fiir Gruppen mit einer definierenden 

Relation hat Magnus [4] das Wortproblem gel6st; in den letzten Jahren hat Tarta- 

kowski [6]-[9], englisehe tdbersetzung yon [6]-[8] in [10]) far eine groge Klasse yon 

Gruppen ein Entseheidungsverfuhren angegeben; eine weitere Arbeit s tammt yon 

Haken [2]. 

In der vorliegenden Untersuehung gehen wit aus yon einem freien Produkt  ~ 

aus freien abelsehen Gruppen; wit k6nnen ~ also ansehen als eine Gruppe, in der 

gewisse Vertausehungsrelationen als definierende Relationen angenommen werden. 

Zus~tzlieh zu diesen Vertausehungsrelationen werden dann noeh weitere definierende 

Rel~tionen eingeffihrt, die gewissen Bedingungen geniigen. F/it die so definierte Klasse 

von Gruppen kann ein Entseheidungsverfahren fiir das Wortproblem angegeben werden. 

Das verwendete Entseheidungsverfahren ist ein Reduktionsverfahren, das uns 

gestattet, zu jedem Folgewort W0, das nieht das Leerwort ist (in der betraehteten 

Gruppe also die Einheit  darstel/t), ein weiteres Folgewort W1 anzugeben mit einer 

geringeren Anzahl yon ,,Sektoren" als W 0. Dieses Entseheidungsverfahren beruht auf 

einem Satz, demzufolge ffir Gruppen der betraehteten Art das zu einem Folgewort 

W geh6rige (im triviMen Sinne) reduzierte Wort  IV stets ein Teilwort enthglt, das 

gleiehzeitig ,,charakteristisehes Teilwort" ist eines definierenden Wortes. Das Ent- 

scheidende hierbei ist, dag bei dem Reduktionsverfahren yon mindestens einem de- 
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finierenden Wort  ein , ,genfgend groBes" Teilwort stehen bleibt. Der Satz ist also 

eine Art  , ,Erhaltungssatz",  /~hnlich wie bei Gruppen mit  einer definierenden Relation 

der Freiheitssatz von Magnus das Erhaltenbleiben gewisser Erzeugender in dem redu- 

zierten Wort  angibt. 

Die vorliegende Untersuchung hat  eine gewisse Verwandtschaft zu den Arbei ten 

yon Tartakowski [6]-[9], auf die im letzten Paragraphen ausffihrlich eingegangen wird. 

Bei Tartakowski werden jedoch keine Vertauschungsrelationen vorausgesetzt, was einem 

Spezialfall der hier behandelten Theorie entspricht. In  diesem Speeialfall ergibt ein 

Vergleich der Klasse von Gruppen, fiir die nach Tartakowski das Wortproblem 15sbar 

ist, mit  der Klasse yon Gruppen, ffir die nach der hier vorliegenden Theorie ein Ent-  

scheidungsverfahren existiert, eine ~)berschneidung, jedoch ist keine der beiden Klassen 

in der anderen enthalten. W~hrend bei den von Tartakowski behandelten Gruppen 

das ,,Mall der Oberdeekung" von je zwei definierenden Relationen eine Bedeutung 

besitzt (als Mal3stab fiir die ,,Ahnliehkeit" dieser definierenden Relationen), ist es ein 

Kennzeichen der vorliegenden Arbeit, dab auch die ,,inneren Verkniipfungen" je dreier 

definierender Worte in Betraeht  gezogen werden. 

Naeh Fertigstellung der Arbeit konnte Verfasser Einsicht nehmen in eine Zusammen- 

fassung der Untersuchungen von J.  L. Brit ton [1], zu denen bemerkenswerte Be- 

ziehungen bestehen (die Untersuchungen von Herrn Brit ton befinden sieh im Druck). 

Auch Herr  Brit ton betrachtet  die inneren Verknfipfungen je dreier definierender Rela- 

tionen, doch ergibt sich ebenfalls eine IJberschneidung der betrachteten Klassen yon 

Gruppen 1. 

w 1. Bezeichnungen und Umformungen 

Die in der Einleitung nur angedeutete Problemstellung soil nunmehr in allgemeiner 

Form entwickelt werden. Wir betrachten zun/~chst ein freies Produkt  aus freien abe]- 

schen Gruppen, in das zus/~tzlich definierende Relationen eingeffihrt werden. Diese 

definierenden Relationen sollen gewissen Axiomen genfigen. Ffir die hierdurch gegebene 

Klasse yon Gruppen erweist sich das Wortproblem als 16sbar. 

Es seien gegeben elementefremde Mengen ~ yon Buchstaben (~ durchlaufe eine 

Indexmenge ~); ~ sei die von ~ erzeugte freie abelsche Gruppe und ~ sei das 

freie Produkt  aller E~ mit  ~E~.  I s t  G die Vereinigungsmenge der ~ ( ~ E ~ ) ,  sb 

kann ~ auch aufgefal3t werden als Gruppe mit  dem Erzeugendensystem @ und einer 

1 Wie mir Herr BRITTON rnitteilt, sind jedoch die von ibm verwendeten Beweismethoden v6llig 
verschieden yon den Beweismethoden der vorliegenden Untersuchung. 
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gewissen Menge 93 yon  Vertauschungsrelat ionen.  Zus/~tzlich zu diesen Vertauschungs-  

relationen sollen noch weitere definierende Relat ionen eingeftihrt werden, die gewissen 

Bedingungen genfigen. U m  nun  diese Bedingungen und  die Operat ionen in ~ for- 

mulieren zu kSnnen, seien zun/ichst einige Begriffe aus der Theorie der freien Gruppen 

verallgemeinert.  

Die folgenden Begriffe dienen dazu, die in ~ gfiltigen Ver tauschungsoperat ionen 

zu beschreiben. F/ir zwei identische Worte  ((-Tbereinstimmung Buchstabe  ffir Buch- 

stabe) schreiben wir W 1 = W 2. Zwei Buchs taben  a 1 und  ao aus ~ nennen wit verwandt  

(in Zeichen: al~_a2) , falls ffir ein best immtes  ~ E ~  gilt: a l l  E ~ ,  a ~ l E ~ .  Zwei Wor te  

W 1 und W2, die in Buchstabenschreibweise gegeben sind durch: 

W 1 = a I " am, W 2 = b 1 "'" b~ (a~ E ~ 1 ,  ] < " ~ -- _ z ~ m ,  b ] E ~  -*1, l < ] _ < n )  

nennen wir verwandt  (WI_~W2), falls gilt: ai~_bs ffir alle i und  ] ( l<<i<_m,  l < ? ' ~ n ) .  

Sind bei einem Wor t  W = a  1 ... am(a ,E~•  n icht  alle a~ (l ~< i_< m) zueinander 

verwandt ,  so existiert eine grSl~te Zahl k mi t  1 <_ k <  m, so dab alle Buchs taben  a z 

mit  1 < l < _ k  zueinander verw~ndt  sind, jedoch a~ zu a~+l nicht  verwandt  ist. Wir  

schreiben: S i v a  1 . . .  a~ und nennen S i den ersten Sektor yon W (fOr a ~ a j ,  l < _ i < m ,  

1 _< 2' _< m setzen wit S i = W). So zerlegt sich IV in eine Anzahl  yon  Sektoren: W = S 1 .-. Sq, 

derart ,  d~[~ S, der erste Sektor ist yon  S 1 ... Sq ( l ~ i < q ) .  Wi t  nennen S~ d e n / - t e n  

Sektor yon  W (l_<i_<q), Sq auch den letzten Sektor yon W. Die Anzahl  q der 

Sektoren yon  W bezeichnen wir mit  ~ (W); ist W das Leerwort  ( W =  1), so setzen 

wir z ( W ) = 0 .  

Verm6ge der Vert&uschungsrelationen aus 93 stellt e i n  Wor t  W', das aus W 

ents teht  dureh Permuta t ionen  der Buchs taben  in den einzelnen Sektoren yon  W, in 

der Gruppe ~ dasselbe Element  dar. Folgende beiden Operat ionen ffihren daher ein 

W o r t  W in ein W o r t  W' fiber, d~s in ~a dasselbe Element  darstellt:  1) Elementare  

Umformungen;  2) Pernluta t ionen der Buchs taben  in den einzelnen Sektoren. Diese 

beiden Oper~tionen seien als ~qu iva lenzumformungen  bezeichnet.  Zwei Wor te  W1 und 

W 2 wollen wir ~ls aquivalent  bezeichnen (in Zeichen: W l ~  W2), wenn sie dutch  eine 

Ket te  yon ~quiva lenzumformungen  auseinander hervorgehen. Gehen zwei Wor te  W 1 

und W 2 dureh eine Ket te  yon  Oper~tionen der Ar t  2) auseinander hervor,  so nennen 

wit sie aquivalent  i m  engeren S i n n e  (in Zeichen: W 1 ~ W2). AuBer den beiden UIn- 

formungen 1) und 2) betr~chten wir noch eine dri t te  Operation: 3) t3bergang yon  

W = a 1 ... am (Buehst~benschreibweise) zu einem W o r t  W', das aus W ents teht  durch 

zyklische Vertauschung der Buchstaben:  W ' =  a, . . .  am al "" a~_l  (evtl. W ' =  W). Die 

i 1  - 563802. Acta mathematica. 96. I m p r i m 6  ]e 31 d6cembre  1956. 
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Menge aller Worte,  die aus W en ts teh t  durch eine Ke t t e  yon  U m f o r m u n g e n  der Ar t  

1), 2), 3) bezeichnen wir als Zyklisehes Wort Z(W)  1. 

Hiermi t  wird auch der Begriff Teilwort allgemeiner geraint. Wir  n e n n e n  das Wor t  

Y Teilwort  des Wortes  W, wenn ein W ' ~  W exist ier t  mi t  W ' = X  Y Z, wobei X u n d  

Z geeignete Wor te  bedeuten.  X a n n  W' speziell so gew~hlt werden, dab X das Leer- 

wort  ist, so n e n n e n  wir Y guch linken Abschnitt yon  W; k a n n  W' so gew~hlt werden, 

dab Z das Leerwort  ist, so n e n n e n  wir Y rechten Abscl~nitt yon W. I s t  in  W' = X  Y Z  

fiir X~= 1 der erste Sektor von Y n ich t  ve rwand t  zum le tz ten Sektor yon  X und  

flit Z ~  1 der letzte Sektor won Y nicht  ve rwand t  zum ersten Sektor yon  Z, so hen- 

hen wir Y sektoriell abgeschlossen in W'; diese Defini t ion ist yon  der Auswahl  yon 

W ' ~  W unah~ngig,  gilt d~her auch fiir W ' =  W. 

Is t  Y gegeben in  Sektorenschreibweise dureh Y = S  1 ... Sk (d .h .  ffir l ~ i _ < k  

sei S~ der  i- te Sektor yon  Y), so setzen wir S ~ =  1 (1 a]s Symbol  fiir das Leerwort)  

falls S 1 ve rwand t  ist zum le tz ten Sektor yon  X - -  andernfal ls  setzen wir S~=S1; 

wir setzen S~ = l,  falls S~ ve rwand t  ist zum ersten Sektor yon  Z, andernfal ls  setzen 

wit  S~ = $t~. Fal l s  Yw = S~ $2 ... Sk-1 S~ = 1 gilt, so ist das Teihvort  Yw yon W = X Y Z  

sektoriell abgeschlossen in iV. Wir  setzen n w ( Y ) = z  (Yw) und  es ergibt  sieh: 

woraus folgt: 

Ffir ~ ( X ) =  0 gilt: 

z ( W )  = ~ ( X )  + z w  ( Y )  + ~ (Z),  

z (W)<_z(X)+ ~ ( Y ) + ~ ( Z ) < _ x ( W ) +  2 (1) 

n ( W ) < _ x ( Y ) § 2 4 7  (1 a) 

Wi r  n e n n e n  ~w (Y) die Anzahl  der vollen Sektoren yon  Y bezfiglich W. 

Wir  n e n n e n  ein Wor t  W reduziert, wenn ke in  W ' ~  W exist ier t  aus weniger Buch- 

s taben als W. Durch endlichmalige Anwendung  der Operat ionen 1) und  2) gelangen 

wir stets yon  einem Wor t  W zu einem reduzier ten  Wor t  W ' N  W. Durch Permuta -  

t ionen  der Buchs taben  in den einzelnen Sektoren erh~lt m a n  aus W' s~mtliche 

reduzier ten Wor te  W",~  W. 

I s t  n u n  aul3er den Ver tauschungsre la t ionen aus ~ noch eine weitere zus~tzliche 

definierende Rela t ion  R =  1 gegeben, so k6nnen  wir das definierende Wor t  R stets 

als reduzier t  voraussetzen un d  aul3erdem annehmen ,  das R Kurzwor t  ist, d. h. n ich t  

1 Man sieht unmittelbar ein, dab es fiir Untersuchungen yon Transformationen vorteilhaft ist, 
eine zyklische Schreibweise der Worte zu betrachten, so MAGNUS in [3], [4]; TARTAKOW'SKI [7] unter- 
scheidet das ,,zyklische Wort" als graphisches Symbol von dem gewShnlichen oder ,,linearen" Wort. 
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die Form besitzt: R = a R ' a  -1. Ebenso kann angenommen werden, dab alle zu R im 

engeren Sinne iiquivalenten Worts  R ' ~ R  Kurzworte Sind. 

Wit wollen nun auB~rdem die Menge der zus~tzlichen definierenden Relationen 

R =  1 so annehmen, dass die Menge ~ der defini3renden Worte R abgeschlossen ist 

in Bezug auf folgende Operationen: 

1) 13bergang zum formalinvers~n Worg R -1 

2) Permutat ionen der Buehstab~n in den einzelnsn Szktoren yon R. 

3) Zyklisehe Permutat ion der Buehstaben yon R. 

Jede dieser Operationen ffihrt ein definierendes Wort  R fiber in ein Folgewort  

R',  d. tl. ist R = I  eine definierende Rslation, so ist R ' = l  Folgerelation der Rela- 

tion R =  1 und der Vertauschungsrelationen. Daher wird an der betraehteten Gruppe 

niehts gegndert, wenn die Msng~ ~ der zus~tzlichen definierenden Worte so ang?- 

nommen wird, dag sie abgeschlossen ist in B~zug auf die obigen drei Operationen. 

Die Menge ~ sei in der angegebenen Art vorausgesetzt. Wir unterwerfen nun ~ noeh 

gewissen Bedingungen; hierzu sei noeh der B?griff der Kongruenz erkl/~rt. Sind g~geben 

zwei Worte W 1 und W 2 in Sektorensehreibweise dureh: W 1 = S, ... Sk+l, W2 = i s ... isk+l, 

so nennen wir W 1 und W 2 zueinander /congruer, t (in Zeiehen: W~ _~ W2), falls gilt: 

S I ~ T 1  . . . . .  S l ~ i s k ,  S~+I~-Tk+I.  

Es existiere nun eine (ffir jede  Gruppe feste) Zahl ~>_2 so dai] gilt: 

AXIOM Z (ZAHLAXIOM).  

(R) > 4 ] - 2 /iir alle R C ~ .  

AXIOM B (BESTIMMUNGSAXIOM).  

Seien  gegeben in  Selctorensehreibweise zwei  definiereude Worte 

R I  E ~ ,  R2 E ~ : R I  = S ~ . . .  S,~, R2 = iS 1 . . .  T~ 

und  gilt: S 1 . . .  Ss~_T1 . . .  T j ,  so /olgt: R ~ R ~ .  

In  den ni~ehsten Paragraphen werden die Axiome Z und ]3 vorausgesetzt- Spiiter 

werden noeh zwei weitere Axiome eingeftihrt und es wird gezeigt, dag das Wort- 

problem 16sbar ist ffir Gruppen, die diesen Axiomen genfigen und noch einer ge- 

wissen Endlichkeitsbedingung, falls unendlich viele definierende Relationen angenommen 

werden. 

Zur Vorbereitung der Entwieklungen der niichsten Paragraphen betrachten wir eine 

beliebige Transformierte V R  V -~ mit R ~ ~. Es wird gezeigt, dag sich eine solche Trans- 

formierte (bis auf A_quivalenz) stets in einer best immten Normalform sehreiben lggt. 



162 t t E L M U T  S C t I I E K  

Zuni~chst kann  V als reduziertes Wor t  vorausgesetzt  werden, denn ist V' re- 

duziert,  V ' ~  V, so gilt: T =  V R  V - 1 ~  V ' R  V '-~. Wir zeigen nun  weiter, dag sogar 

T reduziert  vorausgesetzt  werden kann. Is t  e twa in Sektorenschreibweise: V = U 1 ... Urn, 

R = S ~  ... S~ und ist T =  V R  V -~ nicht  reduziert ,  so Iolgt, dab entweder im letzten 

Sektor  Um von V e i n  Buchstabe  enthal ten ist, der invers ist zu einem Buchs taben  

aus S~ oder dag in S~ ein Buchstabe  enthal ten ist, der invers ist zu einem Buch- 

s taben aus Um I (da ja sowohl R als auch V reduziert  vorausgesetzt  wurden). 

Angenommen,  es gelte: U m = X l a X 2 ,  $1= 1~1 a-1 Y2 fiir geeignete Wor te  X 1, X 2, 

Y1, Y2: Dann  Iolgt: 

T = V R V  I ~ V ' R ' V  '-1 

m i t  V'  = U 1 . . .  U m 1 X 1  X2 ,  R '  = Y1 Y2 $2 ...  Sn a -1, R '  E ~}I. 

Enthg l t  S~ einen Buchstaben,  der invers ist zu einem Buchs taben  yon  Um ~, so k6nnen 

wit  eine analoge Umformung  vornehmen.  I )urch vollst/indige Induk t ion  nach der 

Anzahl  der Buchs taben  yon  V folgt dann  die Behauptung.  

I s t  W = 1 eine beliebige Folgerelation, so gilt immer eine _~quivalenz: 

W ~ f i  V~ R~ V(1, R~ E ~l, 
i 1 

wobei die Transformier ten T~=V~R, V~ 1 reduziert  sind. Es wird nun gezeigt, dag 

die V~ sogar so gew/~hlt werden k6nnen, dab sie kein zu groBes Teilwort eines de- 

f inierenden Wortes  R'E~{ enthalten.  I s t  R e i n  definierendes Wor t  ( R E ~ )  und  sind 

P, C,Q Teilworte yon R - P C Q ,  dann  nennen wit C ein charakteristisches Teilwort 

der  definierenden Relat ionen R E~{, wenn die Sektorengleichung gilt: 

~ ( C ) > ~ ( P  1Q 1)+2.  

I s t  nun  Ifir ein definierendes Wor t  R E ~  gegeben ein W o r t  V mit  folgenden Be- 

dingungen:  

1) V enth/tlt  kein Teilwort, das gleichzeitig charakteristisches Teilwort ist irgend 

eines definierenden Wortes  R ' E  ~ .  

2) V R V 1 ist reduziert ,  

so nennen wir V einen Rand yon R. Das Wor t  T =  V R  V -1 nennen wir eine pri- 

miire Trans/ormierte. Wir zeigen, dab jedes Folgewort  /~quivalent ist einem P roduk t  

aus primi~ren Transformierten- 
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Es sei gegeben eine Transformierte T = V R V 1, die den obigen Bedingungen 

gemai3 gew~Lhlt ist und es sei V = X C Y, wobei C eharakteristisches Teilwort ist eines 

definierenden Wortes R' 6 ~,  R' = P C Q. VermSge der Aquivalenzumformungen: 

erhalten wir: 

mit  

V = X C Y , , ~ X P - ~ R ' P X  ~ ' X P  ~Q 1 y  

T =  V R  V - I ~  T 1 T ~T {  1 

T I =  V1/~ 1 V 1 1 ,  V I = X p  -1, 

T 2=V~ReV~ ~, V e = X P  ~Q ~ Y, R2 = R.  

Ausfiihrungen reduzierte Transformierte 

und T.~ = Tz* R* V~ 1 r 2  2 ~ T 2  

(R? e 9t) 

(R~" 6 ~).  

Die Anzahl ~ (V*) der Sektoren yon V* ist hierbei hSchstens so grog wie die Anzahl 

der Sektoren ~ (V1) des Wortes VI; ebenso gilt: ~ (V~) _< ~ (V2). 

VermSge Formel (1) und der Voraussetzung z ( C ) > x ( P - t Q - 1 ) + 2  Iolgt somit: 

~ ( V ~ ) < ; i ( V 2 ) = ~ ( X p - 1 Q  1 Y ) < ~ ( X ) + ~ ( P  1 Q - 1 ) + ~ ( y )  

< ~ ( X )  +~(Y)+ ~(C)- 2<_~(V), 

also: ~ (V~) < x (V) 

und ebenso: ~ ( V ~ ) < _ u ( V 1 ) = x ( X P  1)<u(V) .  

V* Da 7r und ~ ( , z ) < u ( V )  gilt, so Iolgt somit dutch vollst~ndige In- 

duktion naeh x (V), dab eine ~quivMenz gilt: 

s 

V R V -1 ~ 1-~ V~ R~ Vf  1 
i=1  

ftir geeignete prim/ire Transformierte V~ Ri V$1. 

his auf Aquivalenz als Produkt  primiirer Transformierter 

n 

T 1 . . . . .  Tn, [{7~ ~ITi, T~= V~RiVi -1 
i = l  

(R~6Ol, l <_i<_s) 

Jedes Folgewort W schreibt sich daher 

(R~6~, l <_i~n).  

T 1 und ~/'~ branchen hierbai nicht reduziert zu sein, jedoch existieren nach den obigen 
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w 2. Das reduzierte Produkt 

Der Satz, welcher das X~eduktionsverfahren gestatten wird zur Entscheidung des 

Wortproblems, besteht darin, dab in jedem reduzierten Wort  W, das /iquivalent ist 

zu einem Produkt aus primaren Transformierten, ein Teilwort C enthalten ist, das 

charakteristisches Teilwort ist eines definierenden Wortes R E~.  

Zum Beweise dieses Satzes erweist es sich als wesentlich, ein normiertes Verfahren 

anzugeben, das ein Produkt P mit den Faktoren W, . . . . .  W~ iiberfiihrt in ein dazu 

aquivalentes reduziertes Wort W ~ P. Dieses reduzierte Wort W hangt nicht nur ab 

yon dem Wort  P, sondern yon der Faktordarstellung von P, d .h .  yon dem zuge- 

ordneten n-tupel {W 1 . . . . .  W~}. 

Zur genauen Behandlung seien nun folgende Begriffsbildungen eingeffihrt: Wir 

bezeichnen eiIl geordnetes n-tupel aus n beliebigen Worten W~ . . . . .  W~ als einen 

(n-gliedrigen) Vektor 93={W 1 . . . . .  W~}. Das Wort W~ werde a]s i-te Komponente yon 

bezeichnet; fiir d a s W o r t  W1 ... W~ schreiben wir auch I~  I- 

Jedem solchen n-gliedrigen Vektor wird nun im folgenden ein reduzierter Vektor 

93' = (V~ . . . . .  V~} zugeordnet, derart, da$ I '1 ein reduziertes Wort ist mit [ ~ ' 1 ~  [~  [; 

hierbei ist V~ Teilwort eines reduzierten Wortes W'~-~ W~. Gilt fiir i ~= k die .~qui- 

valenz WiN Wk, so braucht keineswegs zu gelten: V, ~ Vk. 

Wir wollen zun/~chst den Sonderfall behandeln, dab zwei reduzierte Worte W 1 und 

W2 gegeben seien; wir definieren nun den Vektor {W 1, W2}'. 

Zun/ichst bestehe W 1 und W e aus je einem Sektor, in Buchstabenschreibweise: 

W l = a l . . .  am, W e=b  1 ... bn (die a~ und die bj seien Buchs tabenaus~•  Ist  W 1W e 

reduziert, so setzen wir: {WI, We}'={WI,  W~}. 

Ist  W1 W e nicht reduziert, so geben wir die Definition yon {W~, We}'={V~, Ve} 

und der Ergdnzung X von {W1, We} mit W1 ~ VxX,  W e ~ X  -1 Ve dureh vollsti~ndige 

Induktion naeh v = m + n >_ 2. 

1) Fiir v = 2  besteht W1 nur aus einem Buchstaben: Wl=ax;  es gilt: W2=a~ ~. 

Wir setzen V 1=1,  V 2 = l , X = a  1. 

2) Es sei v > 2  und wir machen die Induktionsvoraussetzung fiir a l l e v ' <  v. 

Es existiert dann eine Zahl k mit l~<k_<m und eine Zahl ~ mit l_<l_<n, so 

da$ ak=bz  ~ gilt. Es sei p das grSBte k mit l < _ k < m ,  so d a B a p z u e i n e m d e r B u c h -  

staben b, (l_</_<n) invers ist und es sei q das kleinste l mit l<l<_n,  so dab 

av = bq 1 gilt. Wir setzen nun: 

W * l = a  I . . .  a v _ l a p + l  . . .  a m ,  W ~ = b  1 ... bq lbq+l ... bn: 
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dann folgt: W~ IV~ ~ W 1 W e. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann bereits definiert 

{W~, W~}'= {Yl, Ve} mit  der Erggnzung X'.  Wir definieren: 

{ w .  we}' = = {Vl, re} 

mit der Erg/tnzung X = X'  ap; dann gilt: W1 ~ Vx X, W 2 ~ X -1 Ve. 

Nunmehr seien W 1 und W~ zwei beliebige reduzierte Worte, in Sektorenschreib- 

weise gegeben dureh: WI=S1  ... Sk, We =T1 ... Tl. Is t  W 1 W2 reduziert, so setzen 

wir: (W1, W2}'=(W1, W2}; die Erg~inzung X yon {W1, W2} ist das Leerwort. 

I s t  W 1 W 2 nicht reduziert, so definieren wit (W~, Wz}' = ( V  1, Ve} mit  der Er- 

g~nzung X durch vollst~indige Indukt ion naeh w = k + 1 _> 2. Fiir w = 2 wurde die De- 

finition soeben gegeben. Es sei nunmehr w >  2 und (W1, ~ und die Erg~inzung 

X'  yon (Wa, We} ftir alle w ' < w  sei bereits definiert. 

Es sei {S~, T1} '={P ,  Q} mit  der Erggnzung Y: S k = P  Y, TI= Y 1Q. Setzen 

wir nun 
W ~ = S 1 . . .  Sk 1P, W ~ = Q T  2 ... Tz, 

so folgt: W] W~',-~ W 1 W e. I s t  nunmehr W~ W~ reduziert, so setzen wir: 

{ w .  w2} '=  x :  r .  

I s t  jedoch W~ W* z night reduziert, so mug P Q das Leerwort bedeuten, somit gilt 

W~=S1 ... Sk 1, W * = T  e ... Tz. 

In  diesem Falle ist (W~, W~}'= {V~, V~} mit der Erggnzung i '  definiert nach 

Induktionsvoraussetzung. Wir setzen: 

{ Wl, ~r2}' = { W~, W~}' = ( Vl, V2}, X = X'  Sic. 

Damit  ist (Wa, We}' allgemein definiert fiir zwei beliebige reduzierte Worte Wa, We 

und ebenso die Erg/tnzung X. Gilt nun X ~  W1, so folgt: We~ W~ 1 Ve; wit schreiben: 

WI<We.  Gilt X ~ W s  1, so folgt: W l~V1W21;  wir schreiben: Wx'>We. Gilt weder 

14rl < W e n o c h  W 1 "> We, so schreiben wir: W 1 ]l We. 

Folgende Definition erweist sich nun ftir die Entwicklungen der ns Para- 

graphen als zweckm~tl~ig: es sei (W~, We}'= (V~, V2} mit  der Erg~nzung X und u ( X ) =  r; 

ist nun der letzte Sektor yon V1 verwandt zum ersten Sektor yon Ve, so nennen wir 

das geordnete Paar  (W1, We} ( r + l ) - f a c h  verkettet, andernfMls r-fach verkettet .  Ent-  

sprechend werden die Ausdriicke ,,mindestens r-fach verket te t"  und ,,hSchstens r-faeh 

verke t te t "  definiert. 

Vor der allgemeinen Definition des  reduzierten Vektors sei nunmehr ein leicht 

einzusehender Hilfssatz bewiesen. 
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H I L ~ S S A T Z  1. Es seien W~, W~, W 3 beliebige Worte und W 2 sei nicht das 

Leerwort; P sei der letzte Sektor von W 1 und Q sei der erste Sektor von W a. Ist nu~ 

W1 W~ reduziert und W 2 W~ reduziert, ]edoch W1 W2 W3 nicht reduziert, so /olgt: 

a) z(W2)= 1. 

b)' P ~ - W ~ Q .  

c) P Q ist nicht reduziert. 

Beu, eis. Mit  den W o r t e n  W 1 W~ und  W 2 W 3 sind auch die W o r t e  W1, W~, W 3 

reduzier t .  I s t  nun  W =  W1 W2 Wa n ich t  reduzier t ,  so folgt zun~chst:  W 1~  1, W 3~: 1. 

Wi r  setzen nun  in Sektorenschreibweise:  

WI=S1  ... Sk, W2=S~+1 ... Sz, W3=8~+1 ... S,~. 

1) Wi~re Sk n icht  v e r w a n d t  zu Sk+l, d a n n  wgrc mi t  W 1 und  W ~ W  3 ~uch 

W1 |V2 Wa reduzier t ;  es folgt:  Sk/'.Sk+l. Analog  folgt: S~-~SI~.  

2) Angenommen,  es wfirde gelten: 1 > k + 1. Mit  W 1 W 2 wtire d a n n  auch S 1 ... S ~  1 

reduz ie r t  und  mi t  W 2 W 3 wi~re auch Sk+2 ... S~ reduzier t .  Da  Ski  1 Zll S/z+2 n ich t  

v e r w a n d t  ist, so wiire somit  auch W 1 W 2 W.~ = S 1 .. .  S~ reduzier t .  Somit  folgt: l = k + 1. 

3) Angenommen ,  Sk Sk : 1 Sk ~,~ w~ire reduzier t .  N u n  ist  ffir/c > 1 das  Wor~ S a . . .  S~r 

reduz ie r t  (Ms Tei lwor t  yon Wa); somi t  is t  auch S~ .. .  S~+~= W ~ S ~  S~+~ reduz ie r t  

(sowohl ffir k = l  als auch ffir k > l ) .  F t i r  r e > k + 2  ist  auch das  W o r t  Sz+s .. .  S,: 

reduz ier t  als Tei lwort  yon W~. Es folgt,  dab  auch W~ We W s = S ~  .. .  S~ r eduz ie r t  

ist.  Somi t  is t  S~ S~+a Sz+e n ich t  reduzier t .  

4) Se S~+1 isg reduzier t  als Tei lwort  yon  W 1 W~ und  S~+~ Sz+e ist  reduz ier t  als 

Te i lwor t  von Wz Wa. Soll nun  Se S~ S~+~ n ich t  reduz ier t  sein, so mug  in S~ ein 

Buehs tabe  a en thMten  sein, der  invers  is t  zu e inem Buc hs t a be n  a -~ yon  S~+z, d . h .  

S~ S~+~_ is~ n ich t  reduzier t .  

Geniigen die drei  W o r t e  IVy, We, Wa den Vorausse~zungen yon  Hi l fssa tz  1, so 

nennen  wir  das  geordnete  Tr ipe l  {W~, We, Wa} verschriinkt. 

Aufgrund  yon  Hi l f s sa tz  1 kSnnen wir  nun  zu e inem bel iebigen dre igl iedr igen 

Vek to r  ~ - { W ~ ,  W~, Wa} aus  r eduz ie r t en  W o r t e n  W, den  zugehSrigen reduz ie r ten  

Vek to r  ~ '  definieren.  

Es  sei 

{ ]~, W2} t = { U1, V2}, { U2, W3} t = { V2, ~73}. 

Es sind nun zwei F~lle  zu unterscheiden:  

I) U 1 V 2 U 3 is t  reduzier t .  ]:)ann setzen wir: 

{w. {u,, 
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Es gilt: 

U 1 V 2 U 3 ~ U 1 U 2 W 3 ~ W 1 W2 W 3. 

I I )  U1 V2 Us ist nicht reduziert; dann folgt aus Hilfssatz 1: ~ (Ve)_< 1. 

A) z ( V 2 ) - 0 .  Wir setzen: {U1, U3} '={V1,  V3} Lind {W1, W2, W 3 } ' = { Y l ,  1, r3}. 

Es gilt: V 1 V a ~ W  1 W e W  3. 

B) z ( V 2 ) - 1 .  Es seien P1 der letzte Sektor von U I = K P  1 und Pa der erste 

Sektor yon U3=P ~ L. ])ann folgt aus Hilfssatz 1:P1 & V2~-Pa; P1 Pa ist hierbei nieht 

reduziert. Wir bilden: {P. P3}'= {Q1, Q~} und setzen 

VI=KQ1, V3=QaL, {}V 1, W2, W 3 } ' - { V 1 ,  V2, Y3}. 

Zun~chst gilt: 

VIV2 V a = K Q I V 2 Q a L ~ K P 1 V 2 P a L ~ W 1 W 2 W a .  

Mit x(P1 V 2 P 3 ) = l ,  z ( V 2 ) - I  folgt aueh x ( Q i V 2 Q a ) = l .  Mit U 1 V 2 ist auch 

P1 V~ und Q1 V2 reduziert und mit V 2 U s ist aueh V 2Pa und V e Qa reduziert. AuBer- 

dem ist Q1 Qa reduziert, daher folgt aus Hilfssatz 1 c), dab auch Q1 V2 Qa reduziert ist. 

Aus P1/~ Q1 ~'2 Q3 folgt, dab mit  P1 aueh Q1 Ve Qa nicht verwandt  ist zum letzten 

Sektor yon K (ftir K *  l) und mit  P3 ist auch Q1 V2 Qa nieht verwandt zum ersten 

Sektor yon L (fiir L * I ) .  Da K reduziert ist (als Teilwort von W1) und L reduziert 

ist (als Teilwort yon W3) , so ist auch K Q1 V2 Q3 reduziert und augerdem ist Q1 V2 Q3 L 

ebenfalls reduziert; somit ist nach Hilfssatz 1 das Wort  V1 V2 V3=KQ1 V~ Qa L re- 

duziert. 

I m  Falle I I  B) ist naeh der obigen ])efinition das geordnete Tripel {U~, V 2, Us} 

versehr~nkt. Das I~eduktionsverfahren, das {U~, V.~, Us} in {U~, V~, Us} '=  {Y~, V 2, g3} 

iiberfiihrt, nennen wir eine Verschriinkungsreduktion. Aus der Betraehtung des Falles I I  B) 

folgt sofort der h/~ufig beniitzte 

H I L F S S A T Z  2. Ist {W1, W~, Wa} verschriinkt, so gilt /iir 

we, us}: 

~) U2- We, ~(U2)=~(W~)=I. 
b) ~ ( U d _ > ~ ( W d - l ( i - 1 ,  3). 

c) Aus ~ ( U i ) = n ( W , ) - I  [olgt: U, ist sektoriell abgeschlossen in I~'1 ( i=1 ,  3). 

Die Behauptung e) Iolgt daraus, dab in diesem Falle Q1 = 1 bzw. Qa= 1 gilt. 

Damit  ist allgemein ftir drei reduzierte Worte W1, W2, Wa der Vektor {W~, W e, Wa}' 

definiert. Wir wollen nun fiir ~3 = {W~ . . . . .  Wn} den reduzierten Vektor 9.~' definieren 

ffir beliebige reduzierte Worte W~, ..., W~. Fiir n = l  setzen wir ~ 3 ' = ~ ;  ftir n = 2  
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und  n = 3 wurde  93' berei ts  definier t .  Es sei nun n > 3 und  wit  machen  die ]nduk t ions -  

a n n a h m e ,  dab  fiir alle s <  n die Def in i t ion  berei ts  gegeben sei. 

F i i r  bel iebige reduzier te  W o r t e  W1, . . . ,  Wn ist  somit  nach  Induk t ionsvoraus -  

se tzung bere i ts  definier t :  

{Wl . . . . .  W~_I}' = {U~ . . . . .  Un_l}. 

Es sei ferner:  {U~-I ,  Wn}'={Vn-1, Un}, ~ s  gil t  dann:  

U1 . . .  Un  2 Vn  1 Un ~ U I . . .  U n - 1  W n  ~ W 1 . . .  W n .  

I) U1 ...  U~_2 V~-I U~ sei reduzier t .  Dann  setzen wir: 

{ w l  . . . . .  . . . . .  u _2, Vn_l,  2, 

I I )  U 1 ... U~ ~ V,~_IUn sei n ieht  reduzier t .  Nach  Hil fssatz  I bes tehen dann  

folgende M6glichkeiten:  

A) ~ ( V , _ I ) = 0 .  Naeh  Induk t ionsvo raus se t zung  ist  d a n n  definier t :  

{U1 . . . . .  Un 2, U n } ' :  { g l  . . . . .  Vn  2, g n } .  

W i t  se tzen :  { W  1 . . . . .  W n } t = { V 1  . . . . .  Vn  2, 1, g n } .  

B) ~(Vn 1)= 1. D a n n  ist  nach Hilfssatz  1 das  W o r t  V, -a  v e r w a n d t  zum le tz ten  

Sektor  P1 yon  U 1 .. .  U~_2 und  zum ers ten  Sektor  Q1 yon U~ =Q1 U'~. 

1) u (U1 .. .  U,_2) = 1; es gi l t  P1 = U1 .. .  U~_2. Naeh  der  I nduk t i onsvo ra us se t z ung  

is t  d a n n  bere i ts  definier t :  

( U  1 . . . . .  Un  2, Q1} t =  { V l  . . . . .  V n - 2 ,  Q2}. 

W i t  setzen: {W~ . . . . .  W , } ' = { V ~  . . . . .  V,} m i t  V,=Q2U' .  

Analog  wie bei  n = 3 ,  Fa l l  I I  B) zeigt  man,  dab  Vx .. .  V, reduzier t  ist. Es gilt:  

V 1 . . .  Vn  "~ U 1 . . .  U n - 2  Vn  1 Un  '~' W 1 . . .  W n .  

2) x ( U  I . . .  U ~ _ 2 ) > l .  Es  bes t eh t  eine gr613te Zahl  i ( l  ___ i _< n - 2) mi t  

~(U~ .. .  U~ 2 ) > 1 .  

F i i r  i = n - 2  sei Y~ der  le tz te  Sektor  yon  U,  2 = U ~ - 2  Y1. Es  gilt:  P I =  Yl. a) 

Wir  setzen: 

_ U  I p {Y1, Q1}'={Y2, Q2},  V,~_2- n 2Y2, Vn=Q2U~, 

{W 1 . . . . .  W n } t = { U  1 . . . . .  U n - 3 ,  V n - 2 ,  Vn  1, Wn}.  

Wie bei  n = 3 ,  Fa l l  I I  B) wird  gezeigt,  dab  U 1 .. .  U~ ~ V~ 2 V~-I V~ reduzier t  ist. 
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Fi i r  i < n - 2  sei Y1 der  le tz te  Sek to r  yon  U~= U~ Y~. Es gilt:  

x(U~+l ... U ~ _ 2 ) = l .  

Y1 -~ Ui ~1 .. .  U~-2; es gi l t :  P1 = Y1 U,+I ... U~_2. Naeh  I n d u k t i o n s v o m u s s e t z u n g  

W i r  setzen: 

V~ = U~ Y2, 

{Y1, U~I,  "", Un-2, QI } '={Y2 ,  Vi+l . . . . .  Vn-.2, Q2}. 

v .  = Q2 u'., { w . . . . ,  wn} '=  {u~ . . . . .  U~_l, v~ . . . . .  v.}. 

Wie bei  n =  3, Fa l l  I I  B) folgt,  dab  U1 . . .  Ui -1  V~ ''' Vn reduzier t  ist. 

fl) Y1 ist  n ich t  v e r w a n d t  zu U~+L ... U~ 2. Wi r  bi lden:  

{Ui+I  . . . . .  Un-2, Q 1 } ' :  {Yi+l  . . . . .  Vn-2, Q2}. 

W i r  s e t z e n :  Vn = Q2 Urn, { W l ,  . . . ,  Wn }, = { U  1 . . . .  , Vi ' t,+17. . . . .  , yn}. 

W i e d e r  is t  das  W o r t  U1 .. .  U~ V~+I .. .  Vn reduzier t .  

D a m i t  is t  de r  Ausdruck  {W1 . . . . .  W,} '  erkl i i r t  fi ir  bel iebige reduzier te  W o r t e  

W1 . . . . .  W~. W i t  lassen nunme hr  die  Vorausse tzung fallen,  d a b  die W o r t e  W I . . . . .  W~ 

reduzier t  seien. 

Zun~chst  o rdnen  wir  e inem bel iebigen W o r t  W ein reduzier tes  W o r t  W ~  IV zu 

durch  folgende Fes t se tzungen :  F t i r  reduzier tes  W sei W = W, andernfa l l s  is t  W 

folgendermal3en erkli~rt: 

I) Bes teh t  W aus e inem Sektor  und  ist  in Buchs tabenschre ibweise :  W =  a~ .. .  a~, 

so ist  fiir den  Vek to r  ~ = (al ,  .-. ,  am} der  reduz ier te  Vek tor  ~ '  def inier t .  W i t  setzen 

dann:  W = 12~' I" 

l I )  I s t  W gegeben in Sektorenschre ibweise  durch  W = S 1 .. .  S~, so setzen wir: 

W = I { s 1  . . . . .  ~q~}'l ( n >  1). 

D a m i t  k6nnen wir  nun  auch e inem bel iebigen n-gl iedr igen Vektor  9~ = { W 1 . . . . .  W.} 

einen reduz ie r ten  Vek to r  ~ '  m i t  r eduz ie r tem 19~'[.~ [ ~ t  zuordner~ du tch  die Fes t se tzung:  

~ '  = {W1 . . . . .  Wn}' ( n >  1). 

Uber  die r eduz ie r t en  Vek to ren  seien nun noch zwei HilfssAtze angegeben,  die in 

den  n~chsten P a r a g r a p h e n  gebraueh t  werden:  

H I a F s s A W z 3. Fiir zwei reduzierte Worte WI, W2 8el { W1, W2}' = { W~, W~} mit 

der Ergi~nzung X : W 1 W~ X ,  W 2 ~ X - 1 W '  2. Es  sei [erner W~ rechter Abschnitt von 
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W , ~ P  W*a und X sei rechter Abschnitt von W ~ Q X .  Dann gilt: 

, f 7 t 

mit der Erg~inzung X.  

Beweis. Aus W I ~ P W ~ ' ~ P Q X ,  W 1 

aueh das Wort Q W'o reduziert. Aus 

hauptung. 

W'I X folgt: W~ ~ P Q; daher ist mit W'~ W~ 

W ~ Q X ,  W e~X-1W'e folgt dann die Be- 

H i L F S S A T Z 4. E8 8el { Wl ,  We}'  = { Wl,  W2} mit der Ergdnzung  X ,  

(We, W3}'={W~, W~} mit der Erganzung Y ' und {W~, W~}'= {W~', W~}. 

Es sei /erner: 

Dann gilt: 

z ( x ) + z ( y ) _ < z ( w e ) -  1. 

t W2 ~-~x-1 W'2' Y 1, W2~, W"2 y - l ,  W,~X-12 V('2' 

tt ~t  
mit z ( W2 ) >_ l, i 3 = W~. 

Beweis. Naeh Voraussetzung und n~eh Forme] (1 a) in w 1 gilt: W 2 ~ X  1 W2 mit 

n(W'2 )>_~(W2) -~ (X)>u(Y ) .  Da nun y-1 rechter Abschnitt ist yon W2, so folgt 

aus z (W~) > n (y - l ) ,  dal] Y--~ auch rechter Absehnitt ist von W~. Daher existiert ein 
tl t 

W2 mit W2~ W"2 y-1. Aus Hilfssatz 3 folgt dann: 

{ = { w; ' ,  
Es ergibt sieh: 

we x-'w'2'r lw , w; w'e'r 

nach w 1, (1). 

Anmerlcung. Es gilt: W~ W~' W*~ W~ W 2 W3. Ist {W'a, W'e', W~} nieht versehr~nkt, 

so folgt: 

{Wl,  We, W 3 } ' :  {W; ,  W2 t, W~} 

(speziell gilt dies ffir z (X) + ~ (Y) < z (We) - 1); andernfalls ist Hilfssatz 2 anzuwenden. 

w 3. Formen  v o m  Grade 2 

Ffir die folgenden Untersuchungen ist es wesentlich, festzustellen, auf welche Art 

sich ein beliebiges Folgewort W darstellen li~i]t als Produkt  von prim/~ren Trans- 

formierten. Hierzu betrachten wir Vektoren 
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l t = { Y l ,  R 1, V11 . . . . .  Vn, Rn ,  V n l l } ,  

wobei die Worte  T, = V~ R, V( 1 (1 ~< i 5 n) primare Transformierte darstellen. Zunaehst  

beaehten wir, dab dureh Angabe der Ti die worte R, und  Vi bereits eindeutig be- 

s t immt  sind. 

H I L F S S A T Z  5. R und R' seien zwei de/inierende Worte: R E N ,  R ' C N .  V sei 

Rand yon R und V' sei Rand yon R'. Es gelte: V R  V 1= V 'R '  V '-1. Dann ]olgt: 

V = V ' ,  R = R ' .  

Beweis. Das Wor t  T -  V R V -1= V' R' V' 1 sei gegeben in Sektorenschreibweise 

dureh T - S ~  ... Sin. Da V linker Abschni t t  ist von T, so gilt: V = S 1  ... S k Z  fiir 

ein gewisses k < m  und ein Wor t  Z~Sk+I  (evtl. gilt: Z = l ) .  Ebenso besitzt V' die 

Form:  V ' - S  1 ... SzZ '  fiir ein gewisses l < m  und  ein Z ' * S z ~ I .  

Es folgt: 

T = S 1  . . .  S k S S k + l S k + 2  .. .  S m k  1S~n k Z - 1 S ~  1 . . .  $11  

Sl.~1S/+2 . . .  Sm l 1S~1 z Z ' - I S ;  -1 S11 = S  1. . .  S tZ '  * ... 

ffir geeignete Worte  

mit  

S ~ I ~ Z S k + I ,  Sm k ~ S , n - ~ Z  ~1, 

Es ergibt sieh: {S.~ k, k+l} ={~m~k, t-~k+l} 

(da Z ~ Sk+ 1 angenommen wurde), 

{Sm I, S / + 1 } ' =  {S'm-I, S t+ l}  

S r  t , , 
k+l, Sin-k ,  S/+ l ,  Sm I 

Sl + 1 ,~, Z '  S~i l ,  S m - l  '~ S*  m -l z v  1. 

mit S~+1~= 1 

mit  S*+1 ~- 1. 

Wir  beweisen zunaehst:  /c~ l. Ware etwa />/c ,  so wfirde einerseits gelten: 

S ' S '  ' {Sm-k, k+l} = {  ,~-k, Sk+l} mit  S k + l *  1, 

andererseits ware Sm-_~ =S;1.1, also: {Sin-k, Sk+ l} '=  {1, 1}. Es folgt: l_< k; analog be- 

weist man  k < l .  

Wir  k6nnen also annehmen:  l =  k. Ware nun V = S 1 ... Sk Z, V' = S1 ... Sk Z'  mit  
, t f ,- r ) Z ~ - Z ,  so wiirde folgen: {Sin k, Sk+l} = tSm k, S~+l~ mi t  der Erganzung  

/ 1 t 
Z l : S m _ k = S m _ k Z  , S k + I ~ Z S k §  

andererseits ware {Sm-k, Sk+l}'={S*m_ k, S*+1} mit  der Erganzung  Zt-l~,-Z -1, ~ v o r t ~ u s  

sich ein Widerspruch ergibt. 
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Sind nun T , =  V~R~ V( 1 ( l < i g n )  n primare Transformierte, so setzen wir zur 

Abkiirzung: 

~(T1; ...; T n ) - { V 1 ,  R1, V11 . . . . .  Vn, R~, Vnl}; 

diese Abkfirzung ist eindeutig, da nach Hilfssatz 5 die Worte V~ und R~ durch die 

Worte T~ eindeutig bestimmt sind. Den zu 1 I = ~  (T1; ...; T~) geh6rigen reduzierten 

Vektor 1:[' bezeichnen wir in der Regel mit 

~[ '=  {P1, K1, Q11 . . . . .  P~, K~, Q~}. 

Sind mehrere solche Vektoren zu betrachten, so bezeichnen wir die Komponenten des 

reduzierten Vektors durch einen zweiten Index, also etwa: 

1I~= {PI,~, KI,~, -1 1 Q1 . . . . . . .  P . . . .  K . . . .  Q~, o}. 

Zu einem gegebenen Wort W betraehten wir dig Menge aller Vektoren 

l I =  93 (T~; ...; T~) 

mit den prim~ren Transformierten Ti (l~<i_<n), wobei Ilt]~W gilt. Diese Menge 

nennen wir die zu W geh6rige Form F(W);  genau dann ist F ( W )  die leere Meng% 

wenn W kein Folgewort ist. Die dem Leerwort zugeordnete Form bezeichnen wir 

mit F (1). 

Wir ordnen nun jeder nicht leeren Form F (und damit auch jedem Folgewort) 

einen Grad zu. Der Form F(1)  wird der Grad 0 zugeordnet. I s t  F : ~ F ( 1 ) ,  so be- 

zeichnen wir als Grad yon F die kleinste Zahl n, zu der ein Vektor 

1I= !8 (T~; ...; T~), l l e F  

mit prim~ren Transformierten T 1 . . . . .  T~ existiert. Wir interessieren uns nun im 

folgenden speziell fiir Formen F yon einem Grad n > 0 und deren Vektoren ~ (T1; ... ; T~). 

In diesen Paragraphen untersuchen wir die Formen vom Grad 2. Zur Vorbereitung sei 

ein Hilfssatz angefiihrt, der unmittelbar aus Axiom B folgt. 

Das Axiom B besagt in anderer Formulierung, dab fiir zwei definierende Worte 

R{1E~,  R2E~  , die nicht ~quivalent sind (Rl l~R~) ,  das geordnete Paar {R1, R2} 

h6chstens (?'- 1)-fach verkettet ist. Hieraus ergibt sich zusammen mit Formel (1), w l: 

H I L F S S A T Z  6. ES seien R 1C~, R 2E~ zwei de/inierende Worte, /iir die nicht 

gilt: R~ 1 ~S2; es sei /erner: {R:, R2}'= {K~, K2}. 

Dann ist K 1 lin]cer Abschnitt yon R 1 und K~ rechter Abschnitt yon R 2 und es gilt 

/iir i - 1 , 2 :  
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a) ~R~(K~)>-g (R~) -~+  1. 

b) Fiir ~r (R~) - ]+  1 ist K~ selctoriell abgeschlossen in K I K  2. 

Wir be t rach ten  n u n m e h r  das P roduk t  zweier pr im~rer  Transformier ten  

T i  = V i R~ V/-1 (i = 1, 2), 

wobei wir voraussetzen,  dag die F o r m  F(T1 Te) den Grad 2 besitzt .  Wir  erhalten:  

SATZ I.  In  einer Gruppe, die den Axiomen Z und B geniigt, sei ] I = ~ ( T 1 ;  Te) 

ein Element einer Form F vom Grade 2 und der zugehdr;ge normierte reduzierte 

Vektor sei 

~ ' =  {P1, K1, Q~I, Pe, Ks, Q:~}. 

Dann gilt: 

a) P1 = V1, Q21= V2 -1. 

b) R 1 besitzt die Form: R I ~ K 1 X  (liar ein geeignetes Wort X),  R 2 besitzt die 

Form: R 2 ~ Y K e (liar ein geeignetes Wort Y). 

c) Fi~r i = l ,  2 gilt: ~(K~)>_]. Aus u ( K d = j  /olgt: Q f l = l ,  P e = l , K ~  ist sek- 

toriell abgeschlossen in Ri und in K 1 K s. 

d) Fi~r mindestens ein K~ (i = 1, 2) gilt: zR~ (K~) >_ • (R~) - j+ 1. 

Beweis. Fiir V 1 = 1 ,  V e = l  folgt: l I ' = { 1 ,  K 1, 1, 1, Ks,  1}, wobei  K 1 und  K 2 den 

Folgerungen a) und  b) yon Hilfssatz  6 geniigen. 

I) V 1 = 1 ,  V e * l .  

A) RI"> Vs. 

In  diesem FMle besi tz t  R 1 die Fo rm R 1 ~ R~ V21. Hierbei  gilt: u (R[) _> 2 ? ' -  1. 

Andernfal ls  wfirde folgen: ~ (V21) > 2 j, u (V~ 1) > x (R~) + 2. Der  R a n d  Ve yon R e wiirde 

somit  ein charakter is t isches Teilwort  yon  R f  1 enthal ten,  was der Defini t ion der pri- 

m~ren Transformier ten  in w 1 widerspricht .  

N u n  ergibt  sich T1Te,,~R~Re Vffl; mi t  RI~R' I  V21 ist auch V~IR'I und R'I l Ve 

ein definierendes W o r t  aus ~ gem~,B der Defini t ion in w 1. Wir  vergleichen nun  R e 

mi t  R'I -~ V e und verwenden  Hilfssatz  6. 

Angenommen,  {R~, Re} w~re mindestens  ?'-fach verke t te t ,  dann  folgt nach Hilfs- 

satz 6: R2~R'1-1 V2. Hieraus  ergibt  sich: 

Te = Ve Re V~ 1 ~ Ve R~ -1 ~ R f  1 

T1 Te = R1 Ve Re V21 ~ 1 
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im Widersprueh zur Voraussetzung,  dab  F (T 1 T2) eine Form vom Grade 2 is t ' .  Dahe r  

ist {R;, R2} hSchstens ( ] - 1 ) - f a c h  ve rke t t e t  und  es gilt: 

{R;, Re}'-{R;', R~} 

mit  einer Erganzung  X mi t  

I t , '  r ! 

(X) < j 1, R1 ~ R1 X ,  R e ~ X -1 R2. 

Aus ~r ( X ) =  ] - ]  folgt: R~' ist sektoriell  abgeschlossen in R~' R'e und in R 1 (nach Formel  

(1), w 1) und ebenso ist R.~ sektoriell  abgeschlossen in R 2 und  in R~' R'2. 

B) R,< Vs. 

Dieser Fall  ist unmSglich nach der Definit ion der primiiren Transformier ten  in 

w 1, da  dann  Ve ein charakter is t isches Tei lwort  yon  R I  1 en tha l ten  wiirde. 

c) II ve, 

Es sei {R1, Ve} '=  {R;, V;} mi t  der Erg/inzung X. n ie rbe i  ist weder R; noeh V.~ 

das Leerwort ;  R'I bes teh t  aus mindestens  2 ] -  1 Sektoren (Beweis wie unter  A)). Es gilt: 

T I T e ~ R; V2 Rz V2 1. 

Es sind nun folgende F~lle zu unterscheiden:  

1) R; V ; R  e VTz 1 ist reduziert .  Wir  erhalten:  

{V~, R1, V~ ~, V2, Re, V ~ }  ' =  {1, R;, l ,  V;, R e, Vs 

r t ! 
2) R'~ V 2R  z V72 ~ ist nieht  reduziert .  ] )ann  ist {R1, V2, Re V~ ~} versehr~nkt .  Da  

z (R e) > 1 gilt, so erhal ten wir durch Verschr~nkungsredukt ion  ein R~' und  ein Ro' mi t  

R~ V' " 2R2 V ~ I ~ R 1  V'2R'.z Vs 1. Es folgt: 

l I ' = { 1 ,  R;',  ~ v '  ' , e, R~, V~1}. 

Da ~ (R~)_>_2j-1 gilt, so folgt naeh Hilfssatz  2: 

~ (R;') > 2 ] -  2 2 7"; 

fiir ~ (R '~ ' )= ]  folgt zudem: R'~' ist sektoriell  abgesehlossen in R,  und in R; 'Vs  

Naeh Hilfssatz 2 tolgt au6erdem:  

1 Zu diesem Vorgehen vergleiche man auch TARTAKOWSKI [10], Theorems on Adjacency I I II ,  
Part I, w 5. TARTAKOWSK[ gibt eine Theorie der Komposition zyklischer Worte (vgl. oben, S. 160, 
FuBnote 1). Die dort abgeleiteten S~tze lassen sich bier allerdings nicht unmittelbar anwenden, da 
wir von einem freien Produkt aus freien abelschen Gruppen ausgehen. 
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(R'2) >_ z (R2) - 1 _> ~ (R2) - ] + 1; 

ftir ~ (R'2)= ~ ( R ~ ) -  j § 1 ist R~ sektoriell  abgeschlossen in R 2 und  in R'l' Y~ R'2. 

I I )  V I * I ,  V 2 = l .  

Der  Beweis erfolgt analog wie in I).  

I I I )  V I * I ,  V 2 * l .  

A) Vf 1 < V2. 

Es  existiert  ein Teilwort  V' 2 yon  V2, so dab gilt: V2 ~ V1 V2; somit  folgt: 

T 1 T 2 ~ g 1 (R~ V~ R~ V~ -1) Y~ ~. 

Nun  ist T ~ =  V'R~ V'2 -1 ebenfalls eine prim/~re Transformier te ,  da  mi t  T 2 auch 

T* ~ reduzier t  ist und  mi t  V 2 auch V'2 kein charakter is t isches  Tei lwort  enthi~lt. Ge- 

mi~B I) k6nnen wir nun  bilden: 

{1,  R1, 1, V2, R2, '-1 , ' V2 } = {1, K1, 1, P2, K2, F2"'-1}' 

Das  Wor t  K1P 2K 2 V'21 ist somit  reduziert ;  da  nun K 1 aus mindestens  ] ( 2 2 )  Sek- 

toren  bes teh t  (naeh I)), so folgt naeh Hilfssatz  1, dab  aueh das Wor t  V 1 K 1 P e K  2 V'21 

reduzier t  ist, da  ja V 1 K 1 als Teilwort  y o n  T 1 reduzier t  ist. Da  K~ (naeh I)) eben- 

falls aus mehr  als e inem Sektor  bes teht ,  so folgt aus Hilfssatz 1, dab  aueh das W o r t  

Vt K1P2K2 V'21 V1 ~ reduzier t  ist, da  j~ K2 V'21 VI 1 reduzier t  ist als Teilwort  yon  

T 2. Aus Vgl~V'2-1V[ 1 folgt, dab  aueh VIK1P2K2V21 reduzier t  ist und  es er- 

gibt  sich: 
l I ' =  {V 1, K 1, 1, P2, Ks, V21};  

die Gfiltigkeit der Behaup tungen  des Satzes I fiir 1l' ergibt  sieh dann  aus der Be- 

t r aeh tung  yon 

{1, R,,  l ,  V;, R~ V'2 1}, 

gem/i,g Teil I) des Beweises. 

B )  V l l ' ~ V 2  . 

Dieser Fall  wird analog behandel t  wie der  Fall  A). 

C) r l  1 II r~ .  

E s  se i  {Vi 1, V2}' ' 1 " ' - 1  X 1 V"" ={V1 , V~} und  X sei die Erg~nzung:  V f l ~  V1 X, V2~ 2, 

hierbei ist weder V~ -1 noch V2' das Leerwort .  Es  gilt die Aquivalenz: 

T 1 T 2 ~ r I R 1 Vs 1 V2 R 2 V,21. 

1 2 -  563802, Acta mathernatlca, 96. Imprim6 le 3i d6cembre 1956. 
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I s t  W =  VIR  1 V~ -1 V2R2 V21 reduziert ,  so folgt nach der Defini t ion in w 2: 

lI'={v1, R.  V; 1, V~, R~, V~}; 

der Satz ist dami t  gfiltig. Wir  setzen nun im folgenden voraus,  W sei nieht  reduziert .  

])  2 4 ( V 1 - 1 V ; ) > l .  

' TZ' 1 IT' Angenommen,  sowohl W 1 = V 1 R 1 V1 1 V2 als aueh W 2 = - 1 -  -2  R2 V~ 1 w/~ren re- 

duziert .  Da  W nicht  reduzier t  sein sell, so folgt nach Hilfssatz I :{V~ R~, V~ -~, V~ R 2 V2 ~} 

ist verschr/ inkt ,  es gilt also: z (V'I 1 V~)= 1 im Widerspruch  zur Voraussetzung.  

a) W 2 = V~ -~ V~ R~ V~ ~ sei reduziert ;  dann  ist W~ = V 1 R~ V~ -~ V'2 nicht  reduziert .  

Da  V'I 1V.~ und VIR1 V'; 1 reduzier t  sind, so ist {V 1R1, V~ 1, V'~} verschr/ inkt  und 

es folgt: ~(V~ - 1 ) = 1 .  Es sei P der l e t z t e S e k t o r v o n R  I = Z  1 P u n d  U d e r e r s t e  Sektor  

yon V~.=UZ 2. Wir  bilOen: {P, U } ' - { P ' ,  i ' }  mi t  der Erg/~nzung Y, R ~ - Z ~ P ' ,  

V~' = U' Z 2. Es folgt: V~ --1-~ y-1 .  

Durch Verschr/~nkungsreduktion (w 2) erhMten wit  dann  ein reduziertes  W~ mi t  

w; = v~ R; V U  V;'~ V~ R1 V; ~ V' 2 "  

Hierbei  gilt V"  z * 1, da sonst folgen wfirde: 

R ~ R ;  V~ -1, V;-~_V; ~(V; -~ V.;)= ~. 

Nach Hilfssatz 2 folgt: • (R~) _> z ( R ~ ) -  1, wobei  ffir z (R~) = z ( R ~ ) -  1 das W o r t  R~ 

sektoriell  abgesehlossen ist in R,  und  in R'I V'I -a. 

Mit V~ -a V~R 2 V~ ~ ist aueh V~ ~ V~'R 2 V.~ ~ reduziert .  Angenommen,  

w ' =  v~ R; V; :~ V~' R~ v~ ~ 

t ! r t  1 t t  
sei nicht  reduziert .  Da  nun VaRz V'I -z reduzier t  ist, so folgt: {VxRz, t'z , Vz R2 Vs a} 

ist verschr~nkt  und V~ 1 ist ve rwand t  sowohl zum letzten Sektor  yon V1 R~ als auch 

zum ersten Sektor  F yon V'z'R 2 Vs 1. Da ~(V~ 1 V'z')> 1 gilt, so ist F identisch mi t  

dem ersten Sektor  yon V'2'(F/',V'I 1&~7-1). D a n n  w/ere aber  aueh {VxR;, V; -1, V'z'} 

versehr/~nkt und  W~= V1R~ V~ -~ V'2' w/~re nieht  reduzier t  im Widersprueh  zur obigen 

Feststel lung. 

Daher  ist W' reduzier t  und  es folgt aus der  Defini t ion in w 2: 

t t 1 t t  
{ V  1, R1, V1 , V2,  R 2, V21}. 

Der Satz ergibt  sieh dann  aus der obigen Bemerkung  fiber z (R~). 

b) V1R 1 V'1-1 Vs sei reduziert .  Der  Beweis erfogt analog a). 

2) z~(v; -1 v~)=L 



A H : N L I C I t K E I T S A ~ N A L Y S E  VO]ff G I ~ U P : P E b T R E L A T I O : N E : N  1 7 7  

I s t  W~ = V~ R~ V'~ ~ V~ nicht  reduziert ,  so bilden wir wie un te r  1 a) du tch  Ver- 

schr~nkungsredukt ion ein reduziertes Wor t  

W ~ = V I R ~ V ~  ~V~ ~ W ~  

mi t  R~ ~ R~ Y, 

Fiir reduziertes  W~ setzen wir: 

R; = R .  

v'= ~ ~ - ~  v ; ' ,  r~_  v ;  -~. 

v ; ' =  v;,  r = ~. 

a) v ' e ' + l .  I s t  v; -1 V'2'R2 Vr 1 nicht  reduziert ,  so ist {V; --1, V'2', Re V~51} ver-  

schrgnkt .  Durch eine Verschr~nkungsredukt ion erhglt  m a n  ein V;'  und  ein R;, so 

W ' -  1 / '  1 ~' R '  dab e -  ~z Ve e V~ 1 reduzier t  ist. Hierbei  gilt: z(R~)_>~(R~) l > l und  aus 
i 

( R 2 ) = z  ( R 2 ) -  1 folgt, dab  R . . . . .  ~ V 'I ' 2 sektoriell  abgeschlossen ist in R e und in V~ e Re. 

I s t  V~ -1 Vie'Re V~ 1 reduziert ,  so setzen wir: 

V I I _  , 1 , 
1 = V 1 -  , R 2  : R 2. 

, 17H_1  ~, , t T/-,t 1 , t  R '  I s t  dann  W ' =  V1R1 ~1 V2 R2 V~ 1 nicht  reduziert ,  so ist {V  1 R1, ~1 V2, 2 V21} 

verschr~nkt  und  durch Verschr~nkungsredukt ion  erhal ten  wir ein R~' und ein R'e' 

mit  reduz ie r tem W II, 

W " =  V~ R; '  V; I-~ Vie ' R ; '  V~ ~ V, R; V'I' ~ V'2' R'e V21. 

I s t  W' reduziert ,  so setzen wir: R ; ' = R ; ,  R ; '=R~ .  Nach Hilfssatz 2 folgt: u(R; ' )_> 

( R ; ) - 1  und h6chs tens  dann  gilt: ~ ( R ; ; ) = x  ( R ; ) - 1 ,  wenn R; nicht  sektoriell abge-  
, T T t t _ l  schlossen ist in R1 -1 (d. h. ftir u (R~) = ~ (Rx)). Es folgt: ~ (R'I') -> ~ ( R 1 ) -  l und  

aus ~ (R~')= ~ ( R 1 ) - 1  ergibt  sich~ dal3 R~' sektoriell  abgeschlossen ist ii1 R 1 und  in 
tt Tilt t _ l  I t  , ,  i f  R1 ~1 V2 Re . Analog ergibt  sich: z (Rz) -> z (R2) - 1, wobei z (R~') = z (R2) - 1 hSch- 

i t  . i t  i t  i t  i t  
stens dann  gelten kann,  wenn Re sektoriell  abgeschlossen ist in Re und m R~ V~ 1 V.2 R e .  

Es folgt: 

It, { V ,  R;', " / ' - '  . . . .  = V l  , V 2 ,  R 2 ,  V 2 1 } ,  

wobei /s = R'~' und  K2=R 'e '  den Bedingungen b), c), d) yon  Satz ~ geniigt. 

b) V~'~: 1. Der  Beweis erfolgt wie in a). 

c) V~ ' ~  l ,  V ~ ' = ] .  I n  diesem Falle gel ten die _Aquivalenzen: 

R1 ~ B'I V' 2, 

Wir bilden: {R;, R'2}'= (R'I', R'2'} 

mi t  der Ergi~nzung 

y I : R I ~ R ; , y  1V;:1, 

R 2 ~ V;' R;, T 1 T e ~ VI R; R'e V2 ~. 

R~ ~ V; Y R'~'. 
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Aus V~ 15 V~ folgt: 

Wiirde nun gelten: 

so wtirde folgen nach Axiom B: 

y-1  V ' - I  R'( ~ Y i w-1  , , , - 1  

AUS V11 V 2 ~ V;  -1 V'2 ~ V'2 V;  -1 f o l g t :  

HELMUT SCtIIEK 

u ( y  1 V ' -~)=~(y  ~ V'-~). 

~(y-~ v'~ 1)=~(v/y)_>],  

V2 -1 R V~o ~ ~,.-1 D 1 V; .  1 ~ Vl  • 

TI= V1R1 V~I~ V2R~ 1 V~I=T~ 1, 

was der Voraussetzung widcrspricht, dab F (T 1 T2) eine Form yore Grade 2 ]st. Gilt 

(y-1  V~ 1)= ] _  1 und ist der letzte Sektor yon R'l' verwandt  zum ersten Sektor yon 

R'2', so folgt naeh Axiom B derselbe Sehlul]. 

Es ergibt sich: l l '={V1,  R'I', 1, l, R'2', V2~}. Der Satz ist somit richtig nach den 

oben angegebenen Bemerkungen, denn ffir • (R'I') = ~ (R1) - ] + 1 ist R'I' sektoriell abge- 

schlossen in R 1 und es gilt: ~ ( Y  1 V'2 1 ) = ] _  l; R'I' ist somit sektoriell abgeschlossen 

in R'I' R'2'. Fiir R'2' gilt eine analoge Aussage. 

Damit  ist Satz I bewiesen. 

Anmerkungen zu Satz I: AuBer den in Satz I,  a - - d  aufgefiihrten Folgerungen 

ergeben sich noch weitere Tatsachen, die sich aus dem Gang des obigen Beweises 

ergeben. Da diese sparer gebraucht werden, seien sie hier zusammengestellt. 

1) Q 1  ist linker Abschnitt  von V~ 1, P~ ist rechter Abschnitt  yon V 2. 

2) Falls ~ R , ( K 1 ) > _ ~ ( R I ) - ] + I  nicht gilt, so folgt: V~I<V2, wobei VI~V2 ausge- 

schlossen ist. Falls ~R~ (K2)-> ~ (R2)-  ] + 1 nicht gilt, so folgt: 

v i i - :  > V2, V l f : ~ V  2. 

3) a) Aus Q~1=~1, KI:~R 1 folgt: ~ ( Q l l ) = 1 ;  hierbei ]st Q{1 verwandt zum letzten 

Sektor yon R v Es gilt die Sektorenungleichung: u ( K 1 ) ~ u ( R 1 ) - l ;  ffir 

(K1) = ~ (R 1) -1  ]st K 1 sektoriell abgeschlossen in R 1 und in K 1 Q11 P2K2. 

b) Aus P2 :~ l ,  K 2 * R  2 folgt: ~ ( P 2 ) = l ;  P2 ]st verwandt zum ersten Sektor von 

R e. Es gilt die Sektorenungleichung: 

z(K2)_>• (R 2)- 1; 

fiir u (K~) = u (R~) - 1 ist K~ sektoriell abgeschlossen in R~ und in K1 Q~I pe K~. 

4) Fiir Vi ~ "> V~ gelten Aquivalenzen: 

V , ~ Q ; ~  Xe ~ V21,  R~-K~ Y~I, R z ~ X  ~ Y~K~ 
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fiir geeignete Worte X2, Y2" Fiir Qli=~l, y2-1*1 folgt: Y~i~-Qli.  Fiir V~i~V2 

gelten :4quivalenzen: 

Ve ~ V i X{ 1 P2, Ri ~ K1 Yi X1, R2 ~ ]z11 K2 

ffir geeignete Worte X1, Ys. Fiir P 2 * l ,  Y i l * l  fo]gt: P2~-Y~ -1. 

5) Fiir V{ 1H V2 sei vorausgesetzt, dab nicht gleichzeitig gilt: K I = R 1 ,  K2=R2. Es 

' -1  V '  sei {V~ s, V2}'= {V1 , 2} gesetzt. Dann existieren folgende MSgliehkeiten: 

a) V; 1~ F~, R ~  V;R'2, R, ~R;  V,~ :~ ftir geeignete Worte R;, R'2. In  diesem Falle 

folgen Aquivalenzen: 

R l ~ K  1XV2 , R2 V~X 1K2 

' 1 r-I mit XV'2 - I ~ X V i  , x ( X V ~  ) = x ( X V ~  1 ) < ] _ l  

fiir ein geeignetes Wort  X (evtl. X =  1). 

b) Falls a) nieht gilt, so sei F der erste Sektor von V{ 1 und E sei der letzte 

Sektor yon V2 Es folgen die Aquivalenzen: R i ~ K i X ,  R 2 ~ X '  K 2 ffir geeignete 

Worte X, X' .  Ffir X : ~ I  folgt: X A F ,  ffir X ' * I  folgt: X '_~E.  Aus X * - l ,  

X ' * I  folgt: F ~ E  (vgl. auch "~)). 

Die ffir alle folgenden Entwicklungen wesentlichen Aussagen c) und d) in Satz I 

enthalten Angaben fiber die Zahl der vollen Sektoren yon K~ beziiglich Ri (i = l, 2). 

Nach Satz I d) gilt mindestens eine der beiden Aussagen: 

(K~) > ~ ( R , ) - ] +  1 ( i=1 ,  2). 

Untersuchen wir nun ffir ein gegebenes zyklisches Wort  Z (R) die Werte x (R') mit  

R'  E Z (R), so sehen wir, dab nur zwei Werte auftreten - -  je nachdem, ob der letzte 

Sektor yon R'  verwandt ist zum ersten Sektor oder nicht. Eine definierende Rela- 

tion R'  = 1, R'  E ~,  R'  = S 1 ... S~ (Sektorenschreibweise) nennen wir eine Relation erster 

Art, falls $1 nicht zu S,, verwandt  ist; falls jedoch SieSta  gilt, so nennen wir R ' = I  

eine Relation zweiler Art. 

Is t  R ' =  1 mit  R ' = S s  ... S~ eine Relation zweiter Art, so ist R " =  1 mit  

R "  = Sm Si S 2 ... S ~ - I  

eine Relation erster Art und es gilt: z (R ' )=x  ( R " ) +  1. Is t  weiter R*= 1 mit 

R *  = U 1 ... U ~  

eine Relation erster Art  und ist R**= 1 mit  R**EZ(R*), R**~R* ebenfalls eine Rela- 
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t ion erster Art ,  so gilt ftir ein gewisses i ( 2 < i < n ) :  

R * * =  Ui . . .  Un U 1 . . ,  Un-1 ,  Z ( R * * ) = z  (R*) .  

I s t  nun Z = Z (R) ein zyklisches Wor t  und  R '  = 1 mit  R '  E Z (R) eine Relat ion 

erster Art,  so setzen wir: ~' (R) = ~ (Z (R)) = z (R'). Diese Definition ist yon  der Aus- 

w a n  yon  R '  unabhi~ngig; gilt R * E Z ( R ) ,  so folgt: ~ ( R * ) = ~ ' ( R ) ,  falls R * = I  eine 

Relat ion erster Ar t  ist - -  andernfalls gilt: z (R*)= ~' ( R ) +  1. 

Z v s i t  z. Die Eintei lung in Relat ionen erster und  zweiter Ar t  gibt  Veranlassung, 

ffir eine Absehwi~chung yon  Axiom B eine Variat ion yon  Satz I anzugeben. 

Axiom B werde far  zwei Relat ionen zweiter Ar t  R~ = 1, R2=  1 in folgender Weise 

abgesehwiicht: Gilt ftir R I =  S ~ ... Sin, R~= T~ ... T~: 

S 1 . . .  S)+ 1 ~___ T1 . . .  T i + 1 ,  

so folgt: R 1 ~ R 2. 

Alsdann bleibt Satz I giiltig, wenn die Ungleichung in I d) ersetzt wird durch:  

~R~ (K~) > ~' (R~) - i + 1 (i = 1, 2). 

Auf die Frage  der Abschw~ehung yon Axiom B wird am SchluB yon  w 7 und  zu 

Beginn von w 8 ,noch eingegangen. 

w 4.  M o n o t o n e  F o r m e n  

Der letzte Paragraph  gab eine Kennzeichnung der Fo rmen  vom Grade 2, die nun  

ausgentitzt  werden soil zu einer Eintei lung der Vektoren ~ (T1; .. .;  T=). 

Es seien T 1 V 1 R1 Vf x und  T 2 = V2R2 V~ 1 zwei primi~re Transformierte,  wobei 

F (T~ T2) den Grad 2 besitzen soil. GemiiB Satz I d) gilt mindestens eine der beiden 

Aussagen: 

~n~(K~)>_~:(R~)-]+I ( i =  1,2). 

Falls zR, ( K 1 ) > u  (R1) -  ] +  1 nicht  gilt, so folgt nach Anmerkung  2 zu Satz I:  

Vf 1 < V2, Vx~ V2; 

falls ~R~ (K2) -> z (R2) - ~" + 1 nieht  gilt, so folgt: 

r l  1 .> V2 ' g l  ~ V2" 

Dem geordneten Paar  {T1, T2} sei nun  zugeordnet  ein geordnetes Paar  {xl, x~} 

mit  x t = - b l ,  x2= +1 .  Wir  setzen x l = - I  ffir V f l < V 2 ,  V I ~ V  2, andernfalls setzen 
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wit x 1= + 1; 

Wir  nennen 

wir setzen x2= - 1, falls gilt Vll'~ > V2, VI~V2, andernfalls x2= 4- 1. 

(T 1, T2) = {Xl, X2} 

die Signatur yon {T~, T2}. Naeh Definition kann  - 1 ,  - 1 }  nieht als Signatur  auf- 

treten, da a,us Vi I<V2 ,  V l l > v 2  folgt:  V ~  V 2. Aus x 1 -  + 1  folgt somit :  

;4R, (K1) >_ ;~ (R1) - j - 1, 

aus x2= + 1  folgt:  

~ :  (K~) _> ~ (R~) - i + ~. 

Sind nun  gegeben n prim~re Transformierte  T~. = V~ Ri V? 1 (1 _< i < n ) ,  derart ,  dab 

F ( T  1 ... T~) eine Form yore Grade n > l  darstellt,  so isg F(TkT~§  eine Form yore 

Grade 2 ffir alte k mi t  1 ~ < / c ~ n - 1 .  Wir  erhal ten somit ein geordnetes ( n - 1 ) - t u p e l  

yon  Signaturen:  

ftir alle k mit  l<_k<<_n-1. Wir nennen ~ = ~ ( l I )  die dem Vektor  l t - ~ ( T 1 ; . . . ; T ~ )  

zugeordnete Signaturenmenge. 

Ein besonders einfaeher Fall  liegt dann  vor, wenn die a~ = {xk, xk+l} sieh alle 

gleiehartig verhalten.  Gilt fiir alle k mit  1 < k ~ < n - 1 :  

a k = { + l ,  xk+l} ( x k + l = + l ) ,  

SO nennen wir l I =  ~ (T1; ...; T~) einen L-Vektor; einen Vektor  

l I = ~  (T1)= {V1, R1, V11} 

( T I =  V1R 1 Vf  1 sei hierbei eine primiire Transformierte)  wollen wir ebenfalls als L- 

Vektor  bezeichnen. Eine Form F vom Grade n nennen wir eine L-Form, falls ein 

L-Vektor  I I = ~ ( T 1 ;  ...; Tn) mit  I l E F  existiert. Analog definiert man  R-Vektoren 

und R-Formen.  L -Formen  und R-Formen  nennen wir auch monotone Formen.  Wir  

untersuchen in diesem Paragraphen  die L-Formen,  die wir zum Aufbau einer belie- 

bigen Form gebrauchen (f/ir die R-Formen  gelten analoge S~tze). 

I n  Analogie zu einer frfiheren Definit ion (w 1) wollen wir ein Teilwort  Y eines 

Wortes  W = X  Y Z  als linksseitig abgeschlossen in W bezeichnen, falls ffir X=~ 1 der 

letzte Sektor yon X nicht  verwandt  ist zum ersten Sektor yon  Y (fiir X =  1 ist Y 

also stets linksseitig abgeschlossen). Analog definieren wir rechtsseitig abgeschlossen; 

abgeschlossen schlechthin bedeutet  somit :  Sowohl linksseitig als auch rechtsseitig ab- 

geschlossen. Es gilt nun:  
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HILFSSATZ 7. E8 seien T i = V , R ,  V7 1 ( l_<i<n)  primdre Trans/ormiarte und 

es sei 
11=~ (T1; ...; T~) . t i t  l t ' = { P  1, K 1, Q1 ~ . . . . .  Pn, Kn, Q~i}; 

/erner sei ~ = ~  (T1; ...; T~), 9 ~ -  93 (T~; ...; T~). 

Die Komponente Ki, ~ yon f~'~ sei rechter Abschnitt yon R~ mit ~ (K~, ~) >_ ]. Fiir 

(K~,:) = ~ sei K~,~ sektoriell abgeschlossen in R, und linksseitig abgeschlossen in [ 9~: ]. 

Die Komponente K~ ~ yon ~ sei linker Abschnitt yon Ri mit zn~ (K~,~) ->~ (R~) - ]+  1. 

Dann /olgt : 

1) R~ besitzt die Form: R ~ F K ~  S /iir geeignete Worte F und S mit K~,~=K~ S 

und Ki,~ = F K~. Hierbei gilt: ~ (K~) >_ 1. Fiir ~ (K,) = 1 ist K~ sektoriell abgesehlossen 

in tl~ und linksseitig abgeschlossen in I[[' I" 

2) a) Fiir alle k mit l < k < _ i - 1  gilt: P z = P ~ , ~ ,  K ~ = K ~ , : ,  Q~=Q~,~, auflerdem: 

P~ = P~, ~. 

b) Fiir alle k mit i +  ] <_ k<~ n gilt: P~ = P~,8, K~ = K~,r Q~ = Qe, z, auflerdem: 

Q~ = Q~, ~. 

Beweis. I) Naeh Voraussetzung gilt: 

R ~  X-1K~,~ ~ K~,~ Y 

fiir geeignete X, Y mit z ( X ) + z ( Y ) _ < ~ ( R ~ ) - I .  Ffir z ( X ) + u ( Y ) = z ( R ~ ) - i  folgt 

hierbei: u (K~,~)= ], so dai~ K~,~ nach Voraussetzung linksseitig abgeschlossen ist 

II) Setzen wir: 

: Q1 . . . . .  P~ 1,~K~_1.~Q~-l,~ ~,~, W1 P1, ~ K1, ~ - 1 - 1 p 

~ V  3 : 1 - 1  - 1  Q~+I,~ ... K~,~Qn,z, Q~,~ P~+~,fl Ki+l,fl Pn,fl 

so folgt: { W i X  , R~}'= {W1, K,.~}, 

da W 1 K~.r reduziert ist als Teilwort yon ]~'~1; ebenso folgt: 

r = 

I I I )  Daher folgt nach Hilfssatz 4: 

R i ~ X - 1 K i y  1, K i , ~ , ~ K ~ Y  1, K i . z ~ X - 1 K i  ' 

uobei K~ die erste Komponente darstellt in {K~,~, W3}'. Ffir u (K~)= l  folgt nun: 

(K~. ~) = ], da nach Voraussetzung ~ (X -1) ~< j -  1 gilt. Somit ist nach I) W 1 K~ W 3 

reduziert, woraus die Behauptungen folgen naeh der Definition yon lI'. Analog folgt: 
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Die Voraussetzungen von Hil/ssatz 7 seien /olgendermaflen ab- 

z R ~ ( K ~ , ~ ) ~ ( R ~ ) - ] + I ,  z (K~,~)_> j;  

/iir ~(K~ ,~ )= ]  sei K~,~ rechtsseitig abgeschlossen in ] ~ ]  und sektoriell abgeschlossen 

in R~. Unter Beibehaltung der iibrigen Voraussetz~ngen gelten dann wiederum die 

Folgerungen 1) und 2) mit /olgender Abiinderung in 1): Fiir 7r (K~)= 1 ist K~ rechts- 

seitig abgeschlossen in [~['[ (statt linksseitig). 

Wit  erhMten nunmehr  

SATZ I I .  H = ~ ( T 1 ;  ...; T~) sei ein L-Vektor mit 

[~ '=  {Pl,  K1, Q;I . . . . .  Pn, Kn, Qnl}, 

wobei die Ti= V~ R~ V[ 1 (1 <_ i <_ n) primdre Trans/ormierte bedeuten. Dann /olgt: 

a) Q,= V ,  Q; '=  V~ 1. 

b) K 1 ist linker Absehnitt von R 1 ~ K 1 X~ (das Wort X 1 geeignet gewdhlt); K ,  ist 

rechter Abschnitt von R~ ~ X ~  Kn (X~ geeignet gewdhlt). 

c) ~ (K~) >_ ]. Fiir ~ (K~) = ] /olgt: K~ ist sektorieU abgeschlossen in R ,  und links- 

seitig abgeschlossen in ]1l '[ .  

d) z ( K 1 ) ~ ; g ( R 1 ) - j + I .  Fiir ~ (K1)=Tc(R1) - ]+  l /olgt: K 1 ist sektoriell abge- 

8ehlossen in R 1 . 

e) Fiir aUe i mit 2<_i<_n-1 gilt: u(K~)>_l .  Fiir u ( K i ) = l  ist K~ sektoriell ab- 

geschlossen in R~ und linksseitig abgeschlossen in [1l '].  

Beweis. Fiir n =  1 ist der Satz tr iviM und  fiir n = 2  ist er in Satz I enthMten  

gems A n m e r k u n g  2) zu Satz I. Wir  setzen voraus :  n >  2 und machen  die Induk-  

t ionsvorausse tzung ffir n - 1 .  

Aus der Induk t ionsvorausse tzung  und aus 

a (T,_~, T~) = { + 1, x~} (x~ = _+ l) 

folgt dann  nach S~tz I c) und  A n m e r k u n g  2 zu Satz I ,  dab  die Vor~ussetzungen 

yon Hilfssatz  7 erffillt sind, woraus der Satz folgt. 

ZVSATZ.  Erse tz t  m a n  in I I  d) den Ausdruck  u ( R 1 ) d u t c h  ~' (R1), so kann  m a n  

wieder eine Abschw~chung yon Axiom B verwenden  (vgl. Zusatz  zu Satz I,  Axiom B o 

in w  und den Beginn yon w 
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w 5. Dreirelationens~tze 

Ffir die Untersuchung beliebiger Formen werden zwei weitere Axiome verwendet 

(von denen das zweite Axiom nur sehr selten gebraucht wird). 

A x I o M D 1. Fiir drei de/inierende Worte 

R~ E ~, R 2 E ~,  R 3 E 9~ 

mit R I ~ X  YR~,  R 2 ~ X  Y'R~,  R 3 ~ Z R ~ ,  Z ~  - y , -1 y ,  X ~ I .  Y ~ I .  

eIte mindestens eine der beiden Ungleichungen: 

~(xy)>j ,  ~(xY')>_i. 

Dann /olgt mindestens eine der Aussagen: 

a) X Y R ~ . ~ X Y ' R ~ .  

b) ; r  (somit nach Axiom B: Y ' - I X  1R'~I~ZR'3) .  

c) z ( X Y ' ) = I  (/iir Z ~  y , - 1 y  /olgt hieraus: Y 1Y'R~ 1~ y-1 X 1R,1-1). 

A x I o M D 2. Fiir vier de/inierende Worte 

R~ ~ ~, 

mit R I ~ X Y R'I, R 2 ~ X Y'  R~, 

Y ' 4 1  

R2 CO~, R 3 C O ~ ,  R 4 E R  

R3~ X '  ZR~, R4~  X '  Y'  R' ~, Z~_ Y, X ' -~  I, 

X ~ I ,  Y~-I ,  Y ' : ~ I  

gelte sowohl 7r (X Y)>_j als auch ~r (X Y') >_ j. Dann /olgt mindestens eine der Aussagen : 

a) {X, X '-I} ist verkettet. 

b) { y - l ,  y,} ist verkettet. 

Anmer]cungen. 

1) In  D1, D 2 kann man bei den Voraussetzungen auBerdem noch fordern: 

~:(X)<j, ~(Y)</, z(Y')<j, 

da wir sonst einc der Folgerungen a), b), c) bereits aus Axiom B erhalten; in D 2 

kann auBerdem noch gefordert werden: 

(X') < j. 

2) In  D 1 wird nieht vorausgesetzt, dab y,-1 y reduziert ist. Da jedoeh Z ~  Y ' - : Y  

gilt und Z reduziert ist (als Teilwort von Ra), so ist y , . -1y  hSchstens dann nicht 

reduziert, wenn x ( Y ) = l  gilt und Y verwandt  ist zum letzten Sektor von y,-1. In  



]~HNLICI-IKEITSANALYSE VON G R U P P E N R E L A T I O N E N  185 

diesem Sonderfalle kSnnen wir noch zuss voraussetzen:  ~ ( Y ' ) >  1, da andern- 

falls die Folgerung a) bereits aus Axiom B folgt. 

I n  den Anwendungen werden Axiom D 1 und  Axiom D 2 beniitzt,  um einen 

Widerspruch herzuleiten zur Annahme,  dab eine vorgelegte Form einen bes t immten  

Gr~d besitzt, l m  folgenden seien stets die Axiome Z, B, D~, D 2 vorausgesetzt .  

Mittels dieser Axiome l~13t sich die S t ruktur  einer beliebigen Form bestimmen. 

Es seien nun T~ = V~ R~ Vi ~ (1 _< i </c + 1) prim~re Transformierte und 93 (T~; ... ; Tk) 

sei ein L-Vektor.  Wir  nennen dann  93 (T~; . . . ;  Tk+~) einen L-Wendevektor, falls gilt:  

soferne F ( T  1 ... Tk+l) den Grad ] c + l  besitzt. Wir  nennen dann  F ( T  1 ... Tk+l) eine 

L-Wende/orm, falls F ( T  I ... T~+I) keine L-Form ist. 

Wir  bet raehten nun  den Vektor  93~= ~ (T~; ... ; Tk). Ftir die Komponen ten  yon 

~ gilt dann  Satz I I .  Wir  setzen zur Abkfirzung:  

T~=P~,oK~,oQ~,~ (1 < i < k ) .  

p ! 
Nun kann  sicherlich nieht  gelten:  T1 ... Tk<V~+I ,  da sonst KI.~ ein Teihvort yon 

V~+l wS~re und  naeh Satz I I  d) Vk+l somit ein charakterist isches Teilwort yon  R1 '~ 

als Teilwort  enthal ten  wiirde, was der Definit ion in w 1 widerspricht.  

Wit  definieren nun  eine Zahl l, die wir als die Liinge des L-Wendevektors  
t t 

H = 93 (T 1; ... ; T k + l )  bezeichnen wollen. Gilt E = QI ,~  T2 . . .  Tk < Vk~l, SO setzen wir 

l = l .  Andernfalls sei 1 die gr6sste Z~hl mit  l < l < k ,  so dab Ql-L~ o ~ ' ~ . . . T ~ ' < V ~  

nicht gilt. 

Von Bedeutung sind zun~ehst  die f~lle l - 1  und 1=2 ,  auf welche die iibrigen 

F/~lle zuriickgefiihrt werden k6nnen. I m  folgenden seien eingefiihrt als einheitliche 

Bezeichnungen : 

K =  T ; ~  ... T'~, S = Q~,~K. 

Wir erhalten zun~chst 

H I L F S S A T Z  8. Es sei II= ~ ( T 1 ;  . . .  ; T~+I) ein L-Wendevektor der LSnge l -  1 und 

93~= ~ (T1; ... ; T~). 

Dann gilt /iir: H ' = { P 1 ,  K1, Qx 1 . . . . .  Pk~l, Kk+l, Qk~l} 

a )  Z R k + l  ( K k + l )  ~ ~ ( R k + l )  - -  ] • ] .  

b) xR, (K 1) h 1. Fiir 7r (KI) = 1 ist K 1 sektorieU abgeschlossen in R 1 und rechtsseitig 

abgeschlossen in [ [[ ' [ .  
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c) Es gelten A'quivalenzen: 

R~+i ~ y l l K k + l ,  K I , , ~ K 1 Y I X 1  

t t 7pp /iir die Komponente K1 o yon 93,, V k = I ~ X ; I I  k.1 /iir einen rechten Abschnitt V' , . k + l  

von Yk~ 1. iViir Y i  4= 1, V'k'l 4= 1 /olgt." Y1/" V'k'l. 

Beweis. Es sei 93~= 93 (T1; ire). Nach Satz I I  gilt: 

KI ,~=KI ,~  mit R i ~ K 1 ,  ~ Y2 i, z ( y 2 1 ) _ < j - 1  (ftir ein passendes YJ .  

Da l =  1 angenornmen wurde, so folgt: 

�9 : 1  t i x t Ql, aTe ... Tk E <Vk+i~ E :i Wk+i 

fiir ein geeignetes Wort  V~+I. Es ergibt sich: 

T 1 ... Ta+i~  V1KI,:~ Vk.l Rk+i Wk11 �9 

I) KI, . '~Vk+I .  Es gelten Aquivalenzen: 

r t 1 t 
V k + l .  K1, ~ ~ R1 Vk+l, Ti  ... Tk+l ~ V1Ri Rk+l 1 

Es sei {R;, Rk+l} '=  {R;', R~+l} mit  der Erg inzung X. 

Wire  nun {R'> Rk+l} mindestens ]-fach verkettet ,  so wtirde folgen nuch Axionl B: 

X-I Rk+l ~ X -1 ~ " - I  ' ate1 Y2 Vk ~1, Rk+l ~ R'i - i  Ri-1 RI-' 

Aus T 1 ... Tk Vk+i~ ViR'I Iolgt somit: 

(T 1 ... Tk) Tk+l (Tk 1 ... T i  1) ~ (V 1R~) Rk+l (R~- Vi i) ,-, T i  1, 

T 1 ... T k ~ I ~ T 2  ... Tk; 

F(T 1 ... Tk+l) wire  keine Form vom Grade /c§ 1. Daher ist {R~,Rk+i} hSchstens 

( ] -  1)-fach verket te t  und es gilt: x (X) _< ] -  1. 
P 1 D~s Wort  Vk+l kann n a c h w  1 ~ls Teilwort yon vki i  kein charakteristiches Teil- 

wort eines definierenden Wortes RE ~ enthalten. D~ 

y ~ i R , i , X  ,-1 Vk+l E 9{ 

gilt, so folgt nach Axiom Z: 

~(Y;~ R'I' X)>_~ ] -  I. 

Nach Axiom B muB gelten: x ( Y 2 1 ) _ < ] - i  (sonst wgre TI~T . ;1 ) ;  es folgt: 

z <  (R;' X) _> ], x<  (R'l') -> 1. 
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Fiir ~r folgt: u ( X ) = j - 1 ;  R'I' ist dann nicht verwandt  zum ersten Sektor 
t ! i !  ! 

von R~+~, d~ sonst {R~, R ~ I }  ]-fach verket te t  w~re. Somit ist W =  V1R1 R~§ V~,1~ 
_ R ~ reduziert und ffir die Komponente  K ~ + I -  ~+1 gilt: 

X: ( K k ~  1) ~> ~ ( R k + l )  - -  ] + 1. 

F/Jr ~ (Kk+l) = Y~ (Rk+l) - - ] +  1 ist Kk+l sektoriell abgeschlossen in Rk-,1. 

II) / [ ' 1  I1 yt , o~ k + l -  

Vk+l} ={R~, V'k'-,1} mit  der Ergi~nzung Z.  Es folgt: Es sei { K l ,  e ,  ' ' ' 

T 1 . . .  T k ~ . l  ~ VIR1 V~TIRk~I, Vk+ll = W .  

A) Is t  W reduziert, so gilt: Kkk~l=R~+l, KI=R~. Die Behauptungen a), b), e) 

folgen wie unter I). 

13) Is t  W nicht reduziert, so ist {V1R~, Vkt_i, Rk~lWkll} v e r s c h r S ~ n k t .  Aus 

(K~,~)_> u (R1) - ?'+ 1 folgt: 7r (R'~)_> ?', da sonst V2+l ein charakteristisches Teilwort 

yon R l l  enthalten wiirde. Durch Verschr/inkungsreduktion erhS, lt man somit ein redu- 

ziertes Wort  
t !  r! ! 

~V' = V 1 R1 Vk*l Rk+l Vkl l  �9 

Der Satz folgt dann aus Hilfssatz 2, zusammen mit  A). 

I I I )  KI,~< V' k+l. Dies ist unmSglieh, da ;~(KI,~)>_~c(R1)-]+I gilt und V' k + l  

Ms Teilwort yon Vk+l kein eharakteristisehes Teilwort eines definierenden Wortes 

enthalten kann. 

Anmerlcung. Aus dem Beweis folgt, dab aus V 1KI, a':> r~k+l sieh ergibt: KL~'> V~+I 
(vgl. I I )  B) und I I I ) ) .  

AIs Vorbereitung fiir den ni~chsten S~tz betrachten wir eine Verallgemeinerung 

yon Anmerkung 5 zu S~tz I. Es sei l t = ~ ( T I ;  . . . ;  Tk+l) ein L-Wendevektor  mit  

der L~tnge l =  2; es sei auBerdem: ~ =  ~ (TI; . . . ;  Tk). Wir setzen zur Abkiirzung 
! r 

F=Q~,~T2 ... Tk und setzen voraus: Fll  Vk+l. Wir bilden: 

{ F ,  r k + l } '  = { F ' ,  r ; + l } .  

Ftir K~14=R~.l sind dann folgende F~lle zu unterscheiden: 

t t I v t t ! v ~) KI,~R1Vk§ Rk+I~F' 1Rk+l, F ~--Vk~l ffir geeignete Worte RbR~+I .  

folgt die )[quivalenz: 

T1 ... Tk+ 1~ g 1RI R;+ 1 r k 1 1  . 

Es 
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Wir bilden {R1, ' ' " " ' Rz+l} = (R1,  Rk+l} mit  der Erg~nzung X. Es folgen Xquivalenzen:  

" ' -1 " R 1 ~ R1 X Vk+l y~l ,  Rk+l ~ F '  1 X 1/~k+l 

fiir ein geeignetes W o r t  y~l  mit  R z ~ K I , ~  Y21. 

Angenommen,  {R'I, R '~I}  w~re mindestens i - la th  verket te t ,  dann folgt nach 

Axiom B : 
X 1.R~' 1 ~2Vk+I~X--1R" 

R,l-l R l l  R ' l~  F,  Rk§ F '  1. 

Aus T 1 ... T~ Vz+l ~ V1R'IF '  folgt dann:  

(T  l ... Tk) Tk~l (TI~I... T ;  1)~ (V1R~ F')  Rk-1 (F' 1R; i V ; 1 ) ~  T l l  

T 1. . .  T k §  

im Widcrspruch zur Voraussetzung,  daJ3 F ( T  1 ... Tk+l) eine Form yore Grade ]c+ 1 

ist. Somit  ist {R~, Rk+i) hSchstens (? ' -1 ) - fach  verke t te t  u n d e s  tolgt z ( X ) < ] - 1 .  

Aus R I ~ R ~ ' X  V'k+~ Y21 folgt dann  wie beim Beweis yon  Hilfssatz 8: 

T )  f f  

( /~1 )  --  1, 

wobei fiir z ( R ' I ' ) - 1  das Wor t  R~' sektoriell abgeschlossen ist in R 1 und rechtsseitig 

abgeschlossen in I l i ' [ .  Daher  ist W =  V 1 RPl ' Rk'_ 1 v-lk~ reduziert.  

/~) Falls (~) nicht  gilt, so sei Q der letzte Sektor yon  Vk§ Analog wie bei 

Anmerkung  5 zu Satz I folgt dann  aus t t i lfssatz 1: R~+I ~XR 'k+I  fiir ein geeignetes 

W o r t  X mit  X~_Q. 

H I L F S S A T Z 9. Es 8eien T~ = V~ R~ VV 1 (1 ~ i <_ lc + 2) primdre Trans/ormierte und 

die Form F (T z ... Tk+2) besitze den Grad /c+2.  Der Velctor 

~ 9.~ (T 1; ... ; Tk+l) 

sei ein L-Wendevektor. Es sei /erner: 

~ =  ~ (T1; . . . ;  Tk). 

Es gelte weder D - i T '  Tk'~ Vk+l noch 1 ~1, o 2 ... ' V~+I < Vk+2. Ist  nun 

l I ' =  {Pi,  K1, Q11 . . . . .  Pk+~, Kk+2, -1 Q~+e} 

der reduzierte Vektor von ~ [ = ~  (T~; ... ; T~+2), so /olgt : 

~/~k+l ( K k + i )  ~ ~ '  ( R k + l )  --  )" + ] .  
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Beweis. Wir setzen ~z = ~ (Tk+l; Tk+2). Mit F =  QI,~ T'2 ... T'~ sind nun folgende 

Falle zu unterscheiden: 

I) Es gelte sowohl F f] V~+I a ls  auoh V~IH V~+2. Wir setzen 

V ' f ' V' f V  *-1 V* {F, k+l} : ( F ,  k+l} und {Vkl+l, V k + 2 } ' = ) k + l ,  k+2}. 

Gem~13 den obigen Uberlegungen unterscheiden wir ffir ~ die beiden Falle (~) und (/5). 

Ffir ~z unterscheiden w i r  nach Anmerkung 5 zu Satz I zwei entsprechende F~lle, 

die wir mit (:r und (/5') bezeichnen wollen. Es sind demnach vier Kombinationen 

zu unterscheiden : 

A): (fi, /5'). Unter Verwendung yon Anmerkung 5 zu Satz I u n d  aus den obigen 

Bemerkungen Iolgt, dal3 Itir ~ (T1 ;  ... ;Tk+l) die Voraussetzungen yon Hilfssatz 7 

erffillt sind. Es ergibt sich eine _~quivalenz: 

Rk+l ~ X 1 Kk+l X2; 

hierbei gilt ffir X 1:4: 1, X2 4-1 : 

X 1 ~-X~, ~r 1 (Kk+l) >-- ~' (Rk+l) -- 1. 

B) (13, ~.'). Unter Verwendung yon Hilfssats 7 Iolgt: 

R k + I ~ X  1 K k + I Y  1 V.-1 k+2 k--2- 

Ftir X 1 4 1  gilt XI~_Vk+2; nach Satz I gilt: 

da sonst Tk+l~ T -~k+e folgen wiirde. Hieraus ergibt sich: 

(r;~ v~ 1x~) _<j- ~. 

C) (~,/5'). Der Beweis erfolgt analog B). 

D) (~, ~'). Es ergeben sich Aquivalenzen: 

R~ ~ K~,~ Y~ V'~+~, 

R~+~ ~ F '-~ :Yl I Kk+l I7-1k+2 Vk+2*-I 

mit F'-I& ' -1  V* V *-1 Rk+2 ~ V* Va+I& k+l -~ k+2, k+l Yk+2Kk+2./~. 

Angenommen, es wiirde gelten: n ( F  '-~ y 1)>], so wiirde folgen nach Axiom B: 

' - 1  _~, * - I  V~+~ Y~+~ Y, V~.~ K ~ , ~  Y~ K~+I, 
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! 1 F t ' da ffir u(Y~)_<] gilt:  Y ~ V ~ _ ~ Y ~  Aus 

KI.~ R1 K1, ~ "" (Y~ F ' )  -~ RkT1 (F '-1 Yl 1) 

ergibt sich dann:  

(T 1 ... Tk) T~+I (Tk I ... T11) ~ T~ ~. 

Somit  folgt :  z (F  '-1 Yl 1) ~ ] -  1. 

Wie sich aus dem Beweis yon  Satz I ergibt, folgt ebenso: 

( r ~ i  V~+I) _< ] -  I, 

somit  : 

y-1 , - 1  1 , - 1  / v , - l oF ,  I ~ j _  ;c( k+2Vk+,2F '-1) z ( Y ~ 2  < y / l )  1. = Vk+2) -- ] -  1, y. ~ ~+. 

V * - 1 F '  1 y11) > ], so wtirde somit  folgen: Y14= 1, Yk~24= 1. Wfirde nun  gelten:  ~(Yk~12 ,+'~ 

Wir  beachten nun  
' - 1  F '  V* ,~1  YI Vk+l ~-- Y1 k+2 V~-< 

Yk+2 g k + l  2kk+2,/~ und und vergleichen nach Axiom DI :  y-1~+2 rk+217" 1 ~.~" 1 Y1 1Kk+l mit  -1 17.-1 i t 7  1 

Y~ V'~7~KI,~,; es gilt dann  eine der drei Folgerungen:  

1 Tk+ 1 ,'-1Tk+2, 

I I )  Es gelte: 

Es folgen _~quivalenzen: 

R 1 ~ K I ,  ~ Y1 X 1 ,  

T~ ... Tk§ 2 ... T~, z(Y~12 V*~.IF '-~ Y1-1) = 1. 

~ VR+I, V k l l  I I Vk+2" 

R k + l ~  y l l  Kk+l,~, Vk+I~F-1.X11 V'k+l, 

wobei ffir ~ ( Y 1 ) > 0 ,  ~r folgt:  V'~I~-Y1. 

Fiir ~ sind wie unter  I) die beiden F~lle ~' und fl' zu unterscheiden (gem~B 

Anmerkung  5 zu Satz I). 

A) Fall  :r Es folgen ~quiva lenzen :  

R 1 ~ K1, ~ Y1 X1, 

mit  

Es gilt : 

y-1  I7" 1 ~r-1 V,-1 
~ k + 2  --~ k+l"  

z ( y  -1 v L 1 ) =  ~ (Y --' v L l ) ~ i -  1, 

da sonst T~+l~Tk12 folgen wfirde. 
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Wir zeigen nunmehr ,  dag ebenso gilt : z (Y1) -< ] -  1. Ffir Yl 4= 1, V'k+l 4 = 1 folgt : 

z ( Y 1 ) = l  (s.o.). Ffir z ( Y 1 ) h ] ,  V' k+~= l  fogt naeh Axiom B:  

R~+I ~ ( y f l  K~,~) R f  ~ (KL~ Y~). 

Aus T~ ... T~ V~+~ ~ V~ K,, ~ Y1 folgt d~nn : 

(T 1 ... Tk)T~+I (TF~ ~ ... T~-I) ~ T11, T 1 ... T ,~ . ,~Te  ... Tk 

im Widersprueh zur Voraussetzung.  

Es gilt nun :  V~+~_Q, wobei Q den letzten Sektor yon V~+t bedeutet .  Es sind 

folgende F/ille zu unterseheiden:  

I) V' ~+~=1, V ~ + ~ F - ~ X i  1, T~. . .  T~+t~ V1K~.~K~__~. ~ V ~ ;  mit  XI~q=I  (sonst 

wi~re F>V~+~ im Widerspruch zur Annahme).  Ffir den letzten Sektor Z '~ yon 

X ~ * ~ X [  1Z ~ Iolgt somit :  Z ~ - Q .  

W/irde nun gelten: x ( y  1 �9 V~+~ Yf~)_> ], so wfirde folgen: Y 1 �9 1 V~+.z T 1, Y~ ~ 1. 

Nach  Axiom D 1 vergleichen wir nun :  

y l T7"-1  ~[2 ~ 1 T7 
V k + 2  1 1  / k k + l  

(da Y1Z~- Y1V* * 1 k+2, Vk+, gilt). 

aus Folgerung b): 

aus Folgerung e): 

! 
2 )  ~ ( V k + l )  :> 0 .  

mit  Y-~ V~:~ Ke~2,~ und Yt Z X~ KI.~ 

Aus Folgerung a) -con Axiom D 1 wfirde sieh ergeben: 

Tk+1 ~ T~.*2, 

T1 ... T k + I ~ T 2  ... Tk, 

( y - 1  �9 1 Vk+'2 Yf~) = 1. 

V* 1 y f i ) > ]  mug  gelten:  x ( Y 1 ) > 0 .  Hieraus folgt:  Ffir ~ (Y 1 k§ 

yI~V~+I~_Q~V* ~ ( y  1 *-1 * , <_]_ . ' - k + ~ ,  V k + 2 Y f l ) = z ( Y  '1 Vk+2) 1 

B) Fall fl': Es folgen die Aquivalenzen:  R I ~ K I , , Y 1 X 1 ,  R ~ + 1 ~ y 1 1 K k . l X  1 

mit X I ~ Q ,  wobei Q den letzten Sektor yon  Vk+l bedeutet .  Soll hierbei gelten: 

z ( y f l x  1)>}, so folgt:  Y;14=1. 

1) V 'k+l=l ,  V2~ V1X~ 1. I n  diesem Falle gilt :  X I + I ;  da sonst F'>V~.I  folgen 

wfirde. Wie unter  A), 1) gilt eine AquivMenz:  X l l ~ X ~  1Z- '  mit Z I_~Q. 

Aus ~ ( X  1 y~-t)-_>] folgt eine Aquivalenz:  

Yl XKk+l~- 1 y1ZX1KI.~,, 

(Axiom B), da X~_Q~Z,  Y 1 X ~ _ Y 1 Z  gilt. Somit  folgt 

Y1 R k + l -  1 Yi 1 ~ Kf.�89 R 1 K x ,  a .  

1 3 -  563802.  Ac!a mathematica. 96. I m p r i m 6  le 31 d4eembre  1956. 
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Hieraus ergibt sich wie unter A): 

T~ ... T~+~ N T~ ... Tk. 

2) V' ~,+14:1. Es folgt: 

y~I/',V'~+I~_Q~X-1 ' u ( X  -1 y l l ) =  l < j -  1. 

I I I )   li V k + l ,  - I  V~+I"> V~+2. Der Beweis erfolgt analog I I ) .  

IV) F<V~+I, V;~I">V~+~. Es folgen Aquivalenzen: 

Vk+l ~ F -1 Vk+l ~ Vk+2 V'k+1, R1 ~ K1, a :y~-l. 

Ffir 1 I = ~ ( T 1 ;  . . . ;Tk+2) sind nun die Voraussetzungen yon Hilfssatz 7 erftillt, da 

wir Hilfssats 8 anwenden kSnnen auf ~ (T1; . . . ;  Tk+l). Es sind nun folgende F~lle 

zu unterscheiden: 

A) Es gelte sowohl V1KI, o':>V'k+I als auch V;m+l<Tk+2. Nach Hilfssatz 8, An- 

merkung, folgt hieraus die Aquivalenz 

R 1 ~ K1, a Y1 XI y~l  mi t  X 1 = Vk+~,  Rk+l ~ y~l  Kk+l, ~. 

Zusammen mit  Satz I und Hilfssatz 7 ergeben sich hieraus die _~quivalenzen: 

Rk+l ~ y~l  Kk+l y-1 k+2~ 

Rk+2 ~ Xk+2 Yk+2 Kk+2, 

V~+I ~ F -1 X~ 1 ~ Vk+2 Xk+2. 

Aus V ~ I  ~ X1F~-" X~1.2 V -lk-~2 ergeben sich nun folgende MSglichkeiten: Fiir 

u (X1) = ~ (X~+12) folgt: 
X-~ X 1 ---~ k + 2 .  

X-1 Fiir ~ ( X 1 ) > ~  ( k+2) folgt: 
--1 ! X 1 ~ Xk+.o X1, X~ 4:1. 

Fiir ~ (X~+I~) > ~. (X 0 folgt : 

X k l 2  ' - 1  ' X1 Xk+2, Xk+2 4 = 1. 

Aus u (Y1) ~/" wfirde nun folgen: T I ... Tk+l ~ T~ ... T~ und aus ~ (Yk+2) -->/" wtirde 

folgen: Tk+l"~Tk+2.1 Aus u(y-lk+2 :y;1)>j_ folgt daher: Y14:1, Yk+~4=l. 

1) Aus X l ~ X  -1 ' k+2X1 und aus ~ (Y;+~o y ~ l ) > ]  folgt nach Axiom D1 durch Ver- 

gleich yon y-1 -1 - i  y - i  X~+~ K;+~ und Y1 X-1 ' k+~ Y1 K~+i mit  ~+~ ~+~ X~ Y ~  K,, ~: 

u (Y;+~2 y;1) = 1 

(aus D~ a) und D~ b) folgen Widersprfiche). 
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2) Aus Xk+~2~X~X~+~ und ~(Y;12Yi  -1)>_] folgt nach Axiom D 1 durch Ver- 

gleich yon y-1 ~+2 Y{1K~+I mit y - I  v V ' - I  ~ - 1  k + e ~ l ~ k + 2 ~ + 2  und Y1X1 y~IKI.~, wie oben: 

( rk12 Yi -a) = 1. 

X 1 k+2 Kk+l  mit 3) Bei X I ~  ~+2 vergleichen wir wie oben Y 1 y11 

y 1  X - 1  K~I und Y1 X1 Y21 K1, ~. k+2 k+2 k+2 

B) Es gelte: V1KI,~'>Vk~I, jedoch nicht: v; l l<Tk+2.  Es folgen Aquivalenzen: 

R 1 ~ K1, O: Y1 X l  ~y21, R k . 1  ~-, Y l  1 Kk+l  y-lk+2, R~+2 ~ X k + 2  Yk+2 Kk+2, 

Xk+ 2 "~" Xk+ 2 Z ,  V 1 -1 1 ' ~§ ~ Xk+2, Vk+2 ~ Z 1 X'k=~ V -1 k+2. 

Hierbei ist Z~=I. Soll nun gleichzeitig gelten: Yk+2=4=l, so folgt: 

y '  z (Z)= 1, z (  k+2) = l, Y~I.2~Z. 

Aus ~ (y~l)  > ] wfirde folgen: T 1 ... Tk+l ~ T2 ... Tk. Aus ~ (Y;+12) _> ] wiirde folgen: 
-1 T ~ + I ~  T~+2.  A u s  ~ ( Y  1 k+.z Y11) folgt somit 

y - i  z (  k+2)> 0, u (Y~I) > 0, Y;I+~-Z~-Q, 

wobei Q den letzten Sektor yon Vk+1 bedeutet. Aus Vk+i ~ F  -1 X~ 1 folgt dann, da~ 
! y - 1  Y-~+~ verwandt ist zum ersten Sektor Z' yon X~ ~Z 'X~.  Aus z ( ~+~ Y{~)_>?" folgt 

somit: 
~ ( Y , ) = j -  1, Y~Z___ Y, Y~+~. 

Durch Vergleich von Y~ Z' X~ Y21 K,, ~ mit Y, Y~+~ K;+~ folgt dann nach Axiom B : 

K <  1 R 1 K1, ~ ,-~ Yl R ; ~  Y f ' ,  T~ ... T~+~ ,: T~ ... T~. 

V~+I <T~+e, jedoch nicht V~ K~,,-> V~+~. Der Beweis erfolgt analog B). C) Es gilt -~ 

D) Es gilt weder ViKL,~.>V~:+I noch V~+I<T~+e. Durch Kombination der in 

B) und C) angestellten ~berlegungen folgt dann aus 

Rk+l ~ Y11 Uk  ~1 -1 Y~+~, ~(Y~+~ Y;~)>_]: 

Z (Y1-1) = l ,  :4 ( y k l 2 )  = l ,  

wobei Y~+~e verwandt ist zum ersten Sektor von V;~+~I und y~l  verwandt ist zum 

letzten Sektor yon V~+~. Es folgt: 

y - ~  Y;~+~-Yi  ~, ~( ~ Y ; ~ ) = I < } .  

Damit ist Hilfssatz 9 bewiesen. Sofort einzusehen ist: 
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] - I ILFSSATZ 10. ES sei ] I = ~ ( T 1 ;  . . .  ; Tk+ l )  ein L-Wendevektor mit der Liinge 1 

und es sei ~ = ~ ( T ~ ;  T~+~) ( l_<s<_k-1 ) .  Dann gilt /iir die Komponente K~+~.~ yon 

9,~: xns+l (Ks+l. s) < x (Rs+l) - ] -{- 1. 

Beweis. Es sei 9~ = 93 (T 1 ; ... ; T~). Angenommen,  Hilfssatz 10 wfirde nicht  gelten, 

dann  wfirde folgen ftir R~+~ eine ~iquivalenz: 

R~§  mit  ~ ( F ) ~ j - 1 ,  ~ ( [ ] ) _ < ] - 1  

(vgl. den Beweis zu Satz I I  und Hilfss~tz 7 ~); ffir s = / c - 1  ist [] = 1). 

Hieraus folgt : u ([] F) <_ 2 ] -  2, d .h .  K~+~, ~ ergibt sich als ch~rakteristisches Teil- 

wor t  yon  R~+~. D~nn k~nn uber l_< s nicht  gelten, d~ sonst Va+l d~s charakterist ische 

Teilwort ~ Ks+L= enthal ten wfirde, was der Definition in w 1 widersprieht. 

H I L F S S A T Z  11. Es sei 1 / = ~ ( T 1 ;  . . . ;  Tk+l ) ein L-Wendevektor mit der Liinge 

l = 2 und dem reduzierten Vektor 1 [ ' =  {Pi, K1, Q11 . . . . .  Pk+l, K~+I, Q;11}. Es sei 

~ = ~ ( T ~ ;  . . . ;  Tk) und "I'~=P~,~K~,~Q~-~ ( l < i _ < k ) .  

Ferner gelte : 

o~) V~I'> V2, V[I <T2, KI,~:# R1, 

fl) T' ' �9 . .  T k  "> Vk+l. 

Dann  /olgt : 

~) ~ (K1) >_ ~ (R1) - ] + 1. Fiir ~ (K1) = x (R1) - ] + 1 ist K~ sektoriell abgeschlossen 

"in R 1 und rechtsseitig abgeschlossen in [1I'1. K 1 ist linker Abschnitt von R 1. 

b) ~ ( K k + l ) > _ 7 r 2 4 7  Fiir ; r  ist Kk+l 8ektoriell 

abgeschlossen in R~§ und linlcsseitig abgeschlossen in IU' I" Kk+~ ist recl~ter Abschnitt 

yon R~+I. 

Beweis. Aus der Ann~hme ~) folgen die Aquivalenzen:  

RI ~ R ~ ~721 , V i l l i 2 1  V21, Rz ~ X 2 Y2 R'u Y31 

fiir R'I = KI,~, R'2 = K2,~ und geeignete w o r t e  X2, Y2, Ya- Fiir k = 2 ist hierbei Ya = 1. 

Aus K1, ~ + R 1 folgt:  u (Y2) > 0;  ferner gilt :  u (Y2) < ], du sonst T 1 ~ T21 folgen wiirde. 

Da 1 = 2 ist, so gilt ffir einen geeigneten rechten Abschni t t  V~§ yon  Vk+l ~ [] 1 V~+I 
! r 

mit  [] = Q2.�89 T3 ... T~ : 

T~. . .  Tk+~ ~ W 1 R i RP2 V k + i  Rk~l Vkl+l �9 

Aus der Voranssetzung fl) folgt:  R'2~R'2' V'k~l ffir ein geeignetes R' e' mit  R ' 2 ' ~ l  (da 

sonst  l =  1 folgen wiirde). 
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I) R'~'<R~,,R~+I~R'e'  *R'~+,. Es folgt:  

T,  ... Tk+l W 1 R1 R '  -1 ' ki 1 Vk+l" 

Wir  bilden: {R1, Rz+I} = { R , , R ~ + , }  mi t  der Erg~mzung Z. 

Aquivalenzen : 

! v 
W/~re {R1, Rk+l} 
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Es ergeben sich die 

T , . . .  T~+, ~ V, R'I'-R~k~+l Vkl~l, 

R~ ~ R' (  Z Y~*, 

R~ ~ X~ Y~ R .... 1 V~+, y~l, 
H ~"-1Z- I  Rk+l. Rk+ 1 ~ I~ s 

mindestens ]-fach verkettet, so wtirde folgen nach Axiom B: 

" 1 7 : ) "  1 ~ " 1 " - I  Y~*R2 Y2~R2 R~+1~2 - , R I (Y2R2)Rk+i(R2 y~1). 

Rv / !  Somit  ergeben sich aus , ~ R 2  V~71' die _Aquivalenzen: 

(T}~ 1 ... T~ 1) T ,  (T2 ... Tk) "~ (E-* R,2-1 y21) R1 (Y2 R~ S)  

(E -1 Vk+l)R;L (V'~-t E) -1 ' + ~ Tk+l, T,  . . . . . .  Tk+, ~ T2 T~ 

im Widerspruch  zur Voraussetzung,  dab  F (T 1 ... Tk+l) eine Fo rm vom Grade  k + 1 ist. 

Aus ~ (R'2')~?" wiirde folgen nach Axiom B:  

t !  ! --1 / !  ~ ) t f _ l  r! R2 Vk+, Y;1X2 Y2~R2 ,,k+, Z, ( y i1x21)R2(X2  Y2)NR2 RZI, R'~' 1. 

Es folgt fiir k > 2 : 

(T 2 ... Tk) Tk+l (T; 1 ... T ~ )  ~ (V2X2 Y~R'2') Rk+l (R'2 ' -1 Y ~  X~ 1 V~*), 

T2 ... Tk+l "~ T3 ... Tk. 

Fiir / c=2  folgt ~/'2~ T~ 1. 

Wiirde nun  gelten:  ~ (Z Y21) > ?', so wfirde folgen: 

0 < ~ ( Y ~ I ) < ?  ", 0 < ~ ( Z ) < ] ,  0 < ~ ( R ' 2 ' ) < j  

Hieraus  folgt nach Axiom D 1 ein Widerspruch  (Vergleich 

Y R "  y - 1 X 2  und ~ ) " - I Z  1 ,, 2 ~ V~+~ ~ ~2 Rk+,). Es  gilt  somit :  

~(z Y~l)_<i- 1; 

f~r . ( Z  y~1)=~'-1 i~t R'/ ~ektoriell abgeschlo~n i~ R'/RL1. 
Wiirde gelten: ~(R2' - IZ  1)~], so wiirde folgen: 0 < ~ ( Z - 1 ) < ?  ", 0 < ~ ( R ' ~ '  1)<?-. 

AuBerdem gilt:  0 < ~  (Z 1 ) < ]  (s. o.). :N~ch Axiom D,  ergibt  sich nun ein Widerspruch  
] 0 " - 1  (Vergleich yon R~' ~Z-1R'~'+I mit ~ Y21X21 Y~ V~+, und Y~Z IR~' i).. Es fo]gt: 

- ~ ' t - I  Z i~ , ,  z (/Q ~ < ] und  ebenso folgt ffir ~r (R'e' 1 Z 1) = ~ __ l : R~+I ist sektoriell  abge- 

schlossen in R'I' R~'~,. 

( k = 2 ,  s.o.) .  

yon Y 2  Z - 1  RP l '  mi t  
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II)  R~' II R k + l .  Es sei {R~', Rk+l}' = {R~ 3), R~-+I} mit der Ergiinzung Z. Aus ~ (Z) >_ ] 

folgt nach Axiom B: 

Z -1 Rk+l ~ Z -1 R (3)-1 Y21 X21 Y3 Vk+l, 

R k + l  ~ (Z-1 R~3) 1 y~ l  X~I) R2 1 (X 2 12v -~21:)(3) Z)" 

ffir /c>2 ergibt sich: T 2 ... T k + I ~ T  a ... Tk.  Fiir k = 2  folgt: T 2 ~ T ~  1. Folglich gilt: 

(Z) _< ] -  1; ffir u (Z) = ] -  1 ist R~+I sektoriell abgeschlossen in R (~)2 R'k+l. Es gilt somit : 

•Rk+ 1 (Kk+l) > g '  (Rk+l) -- ] +  1. 

' R  ~s) R'  V -1 Es folgt d i e  _~quivalenz: T 1 ... Tk+l~  V1R1 2 k+l k+l= W. Ist  W reduziert, 

so gilt: K I = R ~ = K I . : , ,  Kk+I=R~+I, woraus der Satz folgt. 

Ist  W nicht reduziert, so folgt nach Hilfssatz 1: z (R(~ 3)) = 1. Durch Verschr~n- 

kungsreduktion erhalten wir ein reduziertes W ' ~  W mit W' = V 1 R '  1' R(2 3) Rk '~ l  " 1 l; k+l. Der 

Satz folgt dann nach den obigen Ergebnissen fiber W aus Hilfssatz 2. 

I I I )  R'2">Rk+~. Wie in II)  zeigt man, dal~ {R'~', Rk+l} hSchstens ( ] -  1)-fach ver- 
pp 

ket te t  sein kann. Daher kann Re ">Rk+~ nicht gelten. 

Damit ist Hilfssatz 11 bewiesen. 

Anmerlcungen. 

1) Falls R'2'<Rk.1 gilt und Z~=I ist, so fo]gt nach Axiom D~ 

( Y2 R'2') < ~ fiir R 2 ~ X~ Y2 R'2' V'k+~ Y~ 

H i _  l 1 ~ l t  1 DIP D t ' l i  (Vergleich yon Y2Rz Vk+l y.~l X2 mit Y2Z /~1 und Z ~,2 -*p.+lj. 

2) Ebenso folgt: ~(Y2R~' )  <]  fiir 

R2" ~,2~a)E, Rk+I~E-~F-1R~.~' mit R(~)~F, E - ~ F  ~ ~_ R"~ ~, 

wobei ~' verwandt ist zum letzten Sektor von R~. 

Durch kleine Variationen des obigen Beweisganges tassen sich gewisse Abschw~i- 

chungen der Voraussetzungen yon Hilfssatz l l erreichen. Sowohl die in Hilfssatz 11, 

a]s auch die in den Anmerkungen l) und 2) enthaltenen Folgerungen bleiben bestehen 

bei folgenden Abschw~chungen: 

HILFSSATS 11'. Die Forderung V ~  <T~ in cr wird ersetzt durch ,,/iir geeignete 

Worte A und A '  gilt: Rz ~ A R~, V I "~ Ve A '  mit A ~_ A '  ".  

HILFSSATZ 11". I m  Falle I I  (R'e'IIR~+~) k6nnen die Voraussetzungen 

V;~ <T~, KL~=~ R 1 

beide gleichzeitig gestrichen werden. 
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I ~ I L F S S A T Z  12. Gegeben seien / c+2  primiire Trans/ormierte 

T~= V~ R~ V~ 1 ( l < i < k + 2 ) ,  

wobei F(T~ ... Te+e) eine Form vom Grade k+  2 ist. Es sei 

93a= ~ (T1; . . . ;  Tk+2), 93~= ~ (T1; . . . ;  T e a . l ) ,  93~.= 9.~ (T2; . . . ;  Tk+l) .  

Der Vektor 93 (T1; . . . ;  T ~ I )  geniige den Voraussetzungen von Hil/ssatz 11. Ferner sei 

Ke+I,,,~Ke+i,z. Dann /olgt aus ~r l :  

ZRk+ 1 (Ke+l, o) --> ~' (Re+l) -- ] + 1. 

H IL F S S AT Z 12'. Dieselben Folgerungen gelten, wenn die abgeschwiichten "Vorauv- 

setzungen van Hil/ssatz 11' bzw. Hil/ssatz l l "  er/iillt sind. (Der Baweis erfolgt du tch  

eine leiehte Variat ion des Beweises yon  Hilfssatz 12.) 

Beweis von Hil/ssatz 12. Es sei 93~=93 (Te+~; Te+2) Aus Hilfssatz 11 b) und aus 

Satz I crgibt sich unter  Verwendung von Hilfssatz 7 a): Ke+2, o = Ke~ e,8. Nach  Vorans- 

s? tzung gilt : zRe+2 (Kk+2, ~) < ~ (Re+l) - ?'+ 1. ] )ann  folgen nach Satz I (Anmerknngen 

2 und 4) AquivMenzen:  

Ye+2, R#+2~Xe+~ Ye.~2Ke+z,z, k+l ~ e.+lXe+2 Ve.2 Re+l~Ke+l,p 1 V -1 V *  1 -1 1 

m i t  ,--1 -1 (Xk+2 Yk+2) ~ ], Ve+l=Qe+l,Z und 

t rt 
Fiir Y e + 2 * l ,  Vk+l=~l gilt :  Ye+2A-~e+l. 

Un te r  Benu tzung  der Bezeichnungen von Hilfssatz l l Iolgen die weiteren ]4qui- 

valenzen : 

RI ~ R' 1 y~l,  V l l  ~ X2a V2i, 

R2 ~ X2 Y2 R'2' V'k+l Y~a, R'2' * 1, 

, tr r k + l "  T1 ... Te+l "~ Va R1Ro Re+l -1 

I) K 2 =  1. Aus dem Beweise yon  Hilfssatz 11 folgt, dab 

" R ' ' -~  R '  Re <Re+l ,  Re+l ~ 2 k+l 

gelten m u l l  Wir  setzen (R1, ' ' " ' Rkel} = {R'I', Rk+1} mit  der Erg~nzung Z. Unter  An- 

wendung yon Hilfssatz 7 und unter  Beach tung  yon  Z 4= 1 (da Ke+l,~=~Ke+l,a vor- 

ausgesetzt  ist) ergeben sich dann  folgende Folgerungen:  

A) * -1 -1 1 V e + l = l  Ve+l , Xe+2 Ve+2. I n  diesem Falle ist sowohl Xk+2 als auch Ve~l 

rechter  Abschni t t  yon  Ve+l ~ S 1 V~+I ~- Ve+2 Xe+2. 
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1) z(Xk+~.)<u(V'k+l). Es folgt:  

! y t!  
V k + l  "~ k+l X k + 2 ,  R 2 ~" X 2 Y 2  R;2" X k l 2  Vt"  1 k+l y~l. 

Aus ~ (Xk+2 Yk~2)>j ergibt sich naeh Axiom D 1 ein Widersprueh dureh Vergleieh yon 

~ t ,  1 t '  " 1 Z 1 _R(3) X1~+2 Yk+2K~+2,~ mit  Xk+21Q Y21X21 Ya V~+I und Yk~+2R2 k+l. 

Die Folgerung b) yon Axiom D 1 ergibt ngmlieh:  T k + l ~ T k i 2 ,  die Folgerung e) ergibt:  

-. (Xt~+2 Y~+2) = 1. 

Aus Folgerung a) von Axiom D 1 folgt:  

, .  ~ t t  5 t t  Xk+2 YI~.oKz~2,z~X~+2*~2 y21X21 Ya Vk+l, 

1~tt_5 . t t  
somit :  Wa= Y~+zKk+e,z~*~2 Y21X21 Ya I~k+5 = W2. 

Dies bedeutet  aber, dab der erste Sektor yon  W 1 gquivalent  ist zum ersten Sektor 

von  W 2. 
7:~ t t -1  

Wiirde nun  gelten:  z (Yk+2) > 1, ~r (R'2' 5) > 1, so wgre der erste Sektor yon  1o2 

iiquivalent zum ersten Sektor yon  Y~+2 und Y~2R'2 ' 1  wgre nieht reduziert ;  dies 

widersprieht aber der Definit ion yon  

~ t t  5 ~)tt - 5 
Rk+l C ~ ,  Rk+l ~ *~2 -L~k+5 Ye+e. 

Fiir ~ (R'e '-5) > 1, a (Y~+2) = 1 wiirde die Aquivalenz gelten: 

' '  5 ~ R(a)-5 
R 2  - Y k + 2  2 , 

- 5  - - i t  1 , t  d~her wgre Yk+2/r nieht  reduziert.  Aus ~ (R2) = 1, x (Yk+2) > 1 folgt ebenso eine 

~quivalenz  : 
~ t !  1 ~yt 

Yk+2  ~ ~ 2  k + 2 .  

Ffir g (R '2 ' )>0 ,  ~ ( Y k + 2 ) > 0  folgt somit :  R'e'~Y~+~, daher :  

z(y~+eR,,-sZ ~ ) = z ( R , , - 1 Z  a ) < ]  (Hilfssatz 11). 

2) ~(X~+2)>~(V~+~), Xk+2~X~+~ V' ~+5, R~+z~X~+eV~+sY~+eK~+e,~. Es gilt: 

z(YzR~ V~+~ Y~-5)>_2]-I; 

da Z~= 1 ist, so folgt nach Hilfssatz l l, Anmerkung 1): 

Fiir k =  2 folgt:  

, , t _  5 ~ ' Ya=l, V~+,R2 Y~X2 ~ Ya V~+s Y~+2K~+e,/~X~+z (Axiom B), 

wor~uf wie unter l) verfahren wird. Ffir ]c> 2 grit: 
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a) Ff i r  Q2,~= 1 Iolgt  nach  Satz  I I  und  nach  Hil fssatz  10: 

V21~X31V31 ,  R a ~ X 3 Y 3 K s . ~ Q  mi t  ~ (X3 Ira) -> ?' 

Da  sowohl K -1 . . . .  ~, ~ V~ ~1 als auch X~+2 ~ X~+2 Vk+l r ech te r  Abschn i t t  is t  yon  Vk+a ~ []-1 Vk+l, 

K -1 ~ K ' P  und  den le tz ten  Sektor  P '  yon  so gi l t  ffir den le tz ten  Sektor  P yon  3,~ 
t t !  

Xk+e~X~+2P': P ~ P ' .  

U n t e r  Beach tung  yon  z(Ya V'k+l)~j vergle ichen wi t  nach Ax iom DI :  

y lZ t l ) " - 1  
3 - - k  ~1 ~ 2  Y21 221 

lr?" 1 7:) '  1 ~Z t '  1 17  1 --1 mit  Y3P- IK  ' 1QX 3 und  Vk+l ~ "~1k+2 lxk-+2,  fl Yk+2"  

Aus D 1 ~) und  ~us D 1 c) folgt  ein Wide r sp ruch  und  nach  D,  b) fo lgt :  

' -1 ' - 1  y t t - 1  -1  -1 ' 1 ' '  V~+I P ~k+2 Kk+2.~ Yk+2 ~ V k + l  y~l X2 Y2 Re . 

Somit  is t  { y ; l ,  R, ,-1} ve rke t t e t .  Aus  

R ~ + I ~ K  )" 1Z-a~(a)  y ~ 2  "~Vk+l - k + 2  

folgt  d a n n  (da R~+I reduzier t  i s t ) :  

, ,  1 ~ " - 1  " - 1  Y~+e/\Rz, ~(Y~+et;e Z 1 )= ;~ (R  2 Z 1 ) _ < j - 1  (Hilfssatz 11). 

Q z , ~ I ,  somi t  ~ A -1 b) -1 (Ya)_<l  und  fiir Y a * l :  Ya-Q~.~. Aus 

V k + l , ~  []~1  V k + I  ~ K - 1 Q 2 , a  V '  V '  K -~ ~+1,  X~+e~X~+~ ~1 ,  Q2,~ ~X~+e  

erg ib t  sich somit ,  dM~ der  le tz te  Sektor  P '  von X'~+~X"~+e P' v e r w a n d t  is t  zu Ya. 

F / i r  ;~ (Y~) = 1 folg~ : 

t - -  1 D~ oben gezeigt  wurde,  dM~ x(V~+IY~)>_j gilt ,  so folgt  somi t  sowohl f/Jr 

z (Ya)=  0 als auch :[fir x (Y~)= 1 nach  Ax iom B durch  Vergleich yon  

t 1 t t  , 1 D~- .1  y t t  -1 12"-1 V~+I Yg~Xe Y~Re mi t  V~+I~  ~ + ~  ~ + e , ~  Y~+*2 

die "~quivMenz : 
( ~ )  R'2' 1 y 2 1 X 2 1  Y a  V;~+I  ~ '  Yk+2Kk+2,~Xk+2. 

Aus Rk+l ~R2 '  1 Z-1R(3) y 1 folgt,  dab  Y 1 R, , -1  ~+1 k+2 k+e e reduzier t  ist.  Wie  un te r  1) 

folgt  h ieraus  zusammen  mi t  der  Aquiva lenz  (~), dab  R '2 '_  ~ Y~+2 gel ten  muB, so dab  

folgt  : 

~Rk+ , (Kk+l) = ~Rk+ 1 (Kk+l.~) --> ~' (Rk+l) -- ~ + 1. 
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3) ~(X~+2)=~c(Vk+I) .  Es  fo lgt :  

- 1  X~+2 ~ - V~7~, 

da  sowohl X~+2 als auch V' -1 1 > k+l rech te r  Abschn i t t  is t  von Vk+l. Aus ~r (Yk+2 Xk+z) _ j folgt  
V" 1 ~ I 1.7-1 y ~ 1 2 R " - I  Z l r,(a) d a n n  nach Ax iom D 1 durch  Vergleich von lk+e-~k4~*~k+2, Z mi t  + 2 *~k+l 

und  R'2' V~71 yalX2 Y2: 

1 " 1) = y - 1  , n " - I  r z - l ~  y~ ( Y k + g R  2 l ,  ~( k+2R'2 ' - I Z - 1 )  = ~ (*'2 *, j __<j--1 (Hilfssatz  11). 

B) V~+I~-I .  Ff i r  Y k + 2 = l  e rg ib t  sich: K k + l , ~ = K k + l ,  d . h .  ffir Kk+l,o gi l t :  

~ R k +  1 ( K k + i ,  a)  --> Z ( R k + i )  - -  j q- 1 

nach Hi l fssa ts  11. Ffir  Yk+2~:l  e rg ib t  sich: Yk+e/ ' ,V * - k+l. Das W o r t  Yk.e is t  dahe r  

v e r w a n d t  zum ers ten  Sektor  yon  V;+I~, also auch v e r w a n d t  zum le tz ten  Sek to r  P 
p 1! 

yon  V k + I ~ V k + I P .  Es fo lg t :  

R ~ X  2 y2R2  p 1 Tz" 1 . . . .  ' '  ~ k + l  ]731  mi t  y2R2  p-l~, y2R2  Yk+e. 

~ , f  1 r /  1 ]9(3) y - 1  Wfirde  nun in Rk§ ~ 1~a+1 ~+z gel ten:  

--1 " - 1  z (Yk+eR2  Z -1)>-],  

so wfirde nach  Axiom D 1 ein Wide r sp ruch  folgen durch  Vergleich yon  

Z R e  Y. o(a) 1 mi t  Z y g l R ' I  ' und  y 2 R .  " p - 1  ,, 1 . . . .  ~+2 a t rg+l  V k + l  y a l  X2 (Yk+e~-P) �9 

I I )  K 2~  1. 

Es  sei {R'2', R k + l } ' =  {R~ a), R~+l} mi t  der  E rggnzung  E. Wie  un te r  I)  zeigt  man,  

dab  ~ (E) < ] gil t .  Es  folgt :  

T 1 T~+I"~ V 1 z), z)(a) , V -1 = IV. �9 * �9 1-~1 -ta'2 R k + l  k + l  

Wgre  W reduzier t ,  so wfirde K~+I,~ = Ka+l, a gel ten  im Wide r sp ruch  zur Vorausse tzung.  

D a h e r  ex is t ie r t  nach  Hi l fssa tz  2 ein reduzier tes  

W ' ~ W ,  W,=TZ ~ , ,~(a)~) , ,  V ~ ' ~ F - 1 R ~ + I ,  F~-R~ ~), r 1 at~l atr atVk+l k+l~ R k + l  

wobei  F v e r w a n d t  ist  zum le tz ten  Sek to r  von R'I. Es  fo lgt :  

E - 1 F  1,~ R"-1" 

Nach  A n m e r k u n g  2 zu Hi l fssa tz  11 folgt :  

z (Y~R'e') < ] -  1. 
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,I ' 1 Es gilt: ;4 (YzR2 V'k;~ y a l ) _ > 2 ] - l ,  ~(Vk+l y~l)>j,  

somit nach Axiom B:  V' k+l = 1 (sonst w/~re T 2 Ta 1) und X 'k+2* l  (sonst w/ire 

Tk+l ~ Tk+12). 

A) V* = k+l 1. 

1) Exist iert  ein gemeinsamer rechter  Abschni t t  Q yon 

W~c+l~W'k'TiQ u n d  i k + 2 ~ X ' k  2Q 
mit  Q * 1 und  gilt : 

;4(Yk12E-1F 1)> i ,  

so vergleichen wit nach Axiom DI :  

R H t - l K - 1  und Q 2 '1 " Y ' E 1 F  IKk+l,a mit Y~T2Q IXk+2 k+2, o k~ 2 y21 X21 Y3 V~+I. 

Aus D 1 a) und aus D 1 c) folgt ein Widerspruch und nach D 1 b) folgt:  

i Q "  1 , ,  , Q'~2 y21X21 Ya Vk+I~Q Yk+2Kk§ 

( 1 lOH.-l"t 10"-1 E 1F 1 r  E - 1 F - I (  Somit ist ~Yk+2,~2 s verket te t  und  aus ~2 ~ folgt, dab auch ~ k=2, s 

verke t te t  ist. AuBerdem gilt:  x ( E  ~ F - 1 ) = I ,  da  sonst Rk+~ nicht reduziert  ware. 

Es folgt : 
y - 1  < j _ _  . )g ( Yk+21 E - 1  F - l )  = ~.~ ( k+2)  1 

2) Exist iert  kein solches Q, so folgt aus V~+I* 1 (s.o.) und aus X ~ + 2 ~ l  ftir 

den letzten Sektor P yon  Vk+l: sowohl Xk+2 als auch V2+1 ist ein echtes Teilwort 

von P :  Xk+2~=P, V'k+I:vP. Es folgt:  Y a * l , k > 2 .  

a) Fiir Q2 ,~ :  1 folgt somit:  Ya&Q~,~; somit ist Ya verwandt  zum ersten Sektor 
t t r 

von K=Q2-.~T~ ... Tk. Aus Vk+i~-,K 1 Vk+l, Vk+I~P folgt dann:  

, t _  1 Y 3 & Q 2 , ~  Vk+l, ;4 ( V ~ + I  y ~ l )  = 1 

im Widerspruch zu oben. 

b) Ffir Q ~ , ~ = I , K = T ~ . . . T ' ~ ,  V ~ . ~ K  1V~+~ folgt aus V'~+~*P: V'~§ ist ver- 

wandt  zum ersten Sektor  yon  K. I s t  P '  der erste Sektor yon  

Ka, :~P 'K '  ( ~ = ~ ( T ~ ;  . . . ;  T~)), 

t ~ V t so folgt somit:  V~+I-~P , Ya ~+~ Ya P ' '  

Aus 7r folgt somit :  T ~ T a  I nach Axiom B, da R a ~ X  3 YaP'K'  Y~' gilt. 

B )  V~-+I * 1. 

Es folgt:  Y~+e~-V~+~ (s. o.). 
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! t l !  t! 
1) Ffir z ( V ~ a ) h ]  1 existiert ein L mit  V~+I~LVe+a, ; ~ ( V ~ + a ) = ] - l .  I s t  P 

" rz(a) p ,  so lolgt :  der letzte Sektor von V~+~ ~ - X + l  

Aus z (X~ ~e Yz+,~) > ] folgt:  

Ti t t 1,~ < Fiir z ( E . ~  j folgt:  

E/',p~_ Y~+e, 

P ~ W k + l  ~ ]/~k+2. 

r 
X k ~  2 "~ X k + 2  tz(3) Vk~l. 

z(Y~.~.~E-IF ~ ) = ~ ( E  I F  a)_<] 1. 

Aus ~ (E--k~lTl" l~j_>] folgt nach Axiom ])1 ein Widersprueh (Vergleieh yon  

V" 1L-1 V~)I . . . .  ' E r k + l  Y'3 1X 2 Y2F' rail E Yk+eK~+I, oF und Yt~2Kk+,z oxeye; 

man beaehte : R'2' ~ F '  E, F '  A F). 

2) Ffir z( ' 1 ' -~ V k + , ) < j - - 2  folg~ aus ~(Vk+l y ~ t ) > j :  

z ( Y 3 ) ~ 2 ,  /c>2,  Q2,~= 1. 

Aus z(X~+2Yk+2)>_], Vk+l--Yk+2 folgt:  

Xk+2Yk+2~LQ mit Q-~V2+I, z ( L ) > 2 .  

Somit ist der letzte Sektor P yon L ~  L ' P  (L'=~ 1) gleichzeitig der letzte Sektor  

von K z. ] )a  nun der erste Sektor P '  1 yon  K 3 , ~ P '  1K, (Ka.~* l naeh Satz I I )  

l inker Absehni t t  ist yon  K, so ist P' reehter Absehni t t  yon  P ~ M P'. Es folgt:  

Xk+o.Y~+2~L'MP'Q mit Q ~ V 2 + I .  

Aus ~ (Y3 V~+I)_> ] folgt somit naeh Axiom ])1 ein Widersprueh (Vergleieh yon  

' y_IX_I  Ya Vk+IR'2' 1 2 2 mit  YaP' -~K ' Y ~ X  a und P'QK~+~,(,L'M). 

Damit  ist Hilfssatz 12 bewiesen. 

w 6. W e n d e f o r m e n  

I n  diesem Paragraphen  soll die S t ruk tur  der Wendeformen gekli~rt werden. Es  

seien gegeben die prim/iren Transformier ten 

T~= V~R~ V~ 1 ( l _ < i < k + l ) .  

11=93 (T1; ... ; Tk+l) sei sin L-Wendevek to r  mit  der LSmge I_>2. ])ie Liinge l = 1  ist  

behandel t  in Hilfssatz 8, w~hrend wir den Fall l >  2 verm6ge Hilfssatz 7 zurfick- 

ftihren k6nnen auf l =  2. Wir  behandeln nun l =  2 unter  der zus~tzlichen Annahme,  

dai3 F (T 1 ... Tk+l) eine L-Wendeform ist, so dal3 also F (T 1 ... Tk+l) keine L - F o r m  

darstellt.  Es gilt:  
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H I L F S S A T Z 13. Fiir  die primiiren Trans/ormierten T~ = V~ R~ V~- 1 (1 ~_ i ~ k + 1) 

sei l I = ~ ( T 1 ;  ... ; Tk+l) ein L-Wendevektor mi t  der Liinge 1 = 2  und F ( T  1 ... TIc+l)sei 

eine L-Wende/orm.  Dann gilt in  1~['= {P1, K1, Q~-I . . . . .  P~ 1, Kk =1, Q ~ I }  /iir die Kom- 

ponenten K 1 und K~-+I: 

~Rk+l (Kk+l)  ~ ;4 (Rk+l) -- ] +  1, ~R, (K1) ~- ~ (R1) - ?'+ 1. 

Beweis. Es sei ~ = ~  (T~; ... ; T~) und ~/~= 9~ (T~; T3). Nach Hilfssatz  10 und 

Sa tz  I (Anmerkungen 1, 2, 4) gel ten dann  Aquivalenzen:  

v 2 1 ~ Q ~ , ~  x ~ l  ~-1 , ' I .~ , R~ ~ R 2 ~/~31 R3 ~ X3 Y3 R.3 

mit  R~= Ke,~, R'~= K~,~ und ~ (X3 Y3) ~ ]. 

Fiir  Y3 :~ 1, Q,~ ~ ~: 1 folgt : Qe, ~ -~ Y3. 

I) K e e l .  

A) W 11 ~ T2 ' V l l  .~> V2 ' 

Wir e rha l ten  :~quivalenzen: 

Ri~R'I Y21 V l l ~ X 2 1  V2 1, R2~X 2 Y~R~ 

m i t  Ri = KI,~ mi t  reduz ie r tem V~ Ri R'2 V~ ~ und ~ (Ye) < ?'. Nach  Satz I I  ist Ke,~ = R~' 

l inker  Absehni t t  yon  R.~ ~ R'2' Y31 (fiir k =  l =  2 gilt:  y ~ l =  1); es folgt:  

Aus l =  2 folgt eine -A_quivalenz 

V k + I ~ E  ~V'  ... ~+~ mi t  S 1 1 

D a  K ~ =  1 gelten soll, so folgt:  

�9 '/ ,' 1 Rz < V~+~R~+I V~+I. 

N u n  kann  Re < ~ ~+1 nicht  gelten, da  sonst  l =  1 folgen wfirde (Qe.~ = 1). 

]) R e  "~ V k + l ,  Re ~ R~ ~) ' ~ . . . . .  V~+~ mi t  R~ a)~: 1, 

T~ T~+~ V~R'IRC~>R~+~ V ~ 
�9 �9 �9 ~ . k + l .  

Aus K e =  1 folgt: R~><Rz+I  V ~ I .  

Wir  setzen: {R~ ~), Rk+l} , ' -  {R (4), R'~+2} mi t  der Ergi~nzung Z. W~re nun  {R~ *), RA+I} 

mindestens  ] J a e h  ve rke t t e t ,  so wiirde folgen nach Axiom B: 

R k + l ~ ( X 2  ~r ~:)(~)~ (R~) 1 e ~ e  ~ R ~  1 y ~ l  ~u 

(T 2 ... Tk)Tk+l  (T~ .1 ... T21) ~ Te 1, T e ... T~+~--T3 ... T~-. 
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Daher  ist (R?), R~+l} hSchstens ( ? ' - l ) - f a c h  verket te t  und es gilt:  

(R~+I) --- z ( R k + l )  - -  j -]- 1 > 1. 

z)(s) < ~ V 1 Nach Hilfssatz 1 folgt somit aus ~ :  -,k§ k§ 

! r ~-1 
R(23)~R~l,  Rk+l ~(3)-~2 1~'~k+1, T1 ... T k + l ~  VIR1R~+I ~k+l. 

' = {R;', Rktti} mi t  der Erg~nzung :Yk+l, somit :  Wit  setzen: {R1, ' ' 

RI~RI' ]7k+1 Y21 ,  ~ k + i  ~ :R '~  B) 1 ~17k+11R~k'%l" 

Wir kSnnen voraussetzen:  ~ (Yk+l)--< j - - l ,  d~ sonst folgen wfirde: 

R~ :~) R~+: R ('~)-~2 ~ ~v-l~k.: R ~ ' - ~ ) R i l ( R ~  ' Y.~§ (T~ . . . . . .  Tk) Tk+:~(Tk I T ; ~ ) ~ T f  . 

Ebenso kSnnen wir voraussetzen:  z (Y~I)_< j _  l, da sonst folgen wiirde: T 1 ~ T ~ I  

Aul~erdem gilt:  R~3)~], da sonst R'e'< V'~+I, l =  1 folgen wiirde. 

a) Y2 =~ 1. 

I n  diesem Falle sind ftir l[ die Vor~ussetzungen yon Hilfssatz 11 erfiillt und 

es gilt : 
~ a , ( K O > _ z ( R 1 ) - ] + l ,  z R ~ §  

b) Y 2 = l .  

Es folgt : 

.R 2 ~ X 2  R(~) r - 1 . . .  , Vk+l y~ l ,  T 2 T~ Vk+~ ~ V~X2R~ 3), 

... ~ , R(3) 1\ X - 1  (T 2 ... Tk) Tk+l (T~ l T~ 1) V 2 X 2 (Rg+l 2 ] 2 V~ 1 W, 

W ~  * * ~" R <~) I ~ Z ( R ~ + O .  V~ R~+~ V{ -~, R~+~ = ~ §  

D~ das Wor t  V~ nach Kons t ruk t ion  kein ch~rakteristisches Teilwort  enth~,lt irgend 

eines definierendes Wortes  R ~ ~ ,  so existiert n~ch w 1 eine prim~re Tr~nsformierte 

r * V *  ** V * - 1  ** = R~+~ (R~+~), ~+~ linker Abschni t t  ist von V~. T~+I ~+IR~+~ ~§ mit  6 Z  wobei V* 

Wit  werden nun  T~+~ best immen und a.bleiten, dab gilt :  

(T~.I,  T~) = { + 1, x~} (x~ = • 1). 

R k + i }  = Angenommen,  I ~ X ~ R e + I  sei nieht  reduziert.  Wir  bilden dann  {X~, ' ' 

{X'~, R'~'~ 1} mi t  der Ergi~nzung Z. Dann  folgt:  

R ~ X ~ Z R ( ~  ~) V'~:~ Y ~ R?  ) ~Z  ~ " r , 3 , R k + l  ~ ~k+l* 

Angenommen nun, es wfirde gelten : 7r (Z R~ ~)) ~ j; dann wfirde folgen nach Axiom B: 

R~§ X ; ~ ) R i ~ ( X ~ R ~ ) ) ,  (T~ ... T~)T~+~ (TZ ~ ... T ~ ) ~ T ;  ~. 
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Daher  gilt :  u (ZR~ ~)) < _ j - 1 .  Fiir u (ZR~ ~)) = j - 1  ist zudem der letze Sektor von X~ 
ft 

nicht  verwandt  zum ersten Sektor yon  R~+I. 

X '  ZR~ ~) ,-1 I n  R 2 ~  2 V~+I y~ l  gilt: 

(y~ ~ x~ z R?') >_2 i -  1, 

denn sonst ware V~+~ charakteristisches Teilwort yon  R 2. Es gilt auBerdem: 

(y~l)  _<j_ 1, 

denn sonst wfirde folgen: T2~T~ 1. Somit  ergibt sieh: 

' X '  Z R (~)~ > j;  ~ 2 2 / - -  

zusammen mit  ~ (Z R~ s~) _< ] -  1 folgt hieraus : 

~ (X~) _> 1. 

Fiir z (X'e) = 1 gilt : ~ (Z R~ ~)) = } - 1 

und der letzte Sektor yon  X~ ist nicht  verwandt  zum ersten Sektor yon  R~+I. Daher  

ist V~X'2R~+I reduziert.  

X' R~ ~-1 X~ -1 W'. E s  folgt:  W ~  V 2 2(~RkPq_I Z i) V 2 1 =  

R "  R (~)-1 Z -1 Aus k+l 2 E Z(R~+I) folgt, dab R'k'+IR (3)-1 Z -1 reduziert  ist. Aus 

~(R(2 3) 1Z-1)<_ j - 1  
p! 

folgt : ~ (Rk+l) >-- x (Rk+l) ~ j + 1. 

Da  V2X~ reduziert  ist als Teilwort yon T~, so folgt somit  nach Hilfssatz 1, dab auch 

w~ = v~ x~  R'L1 R~ ~)-1 Z -1 

reduziert  ist. 

Nun  ist /~(2z)-1Z-1X'2 -1 reduziert  als Teilwort  yon T~ 1. Angenommen nun, 

/~k~-I A~(3) 1 Z  1X2 1 w~re nicht  reduziert .  Dann  ist {R~'§ R(~ z)-I Z -1, X~ -1} verschrankt ,  

da R ~ ) * l  ist (sonst wi~re / = 1 ) .  Aus ~(R(~ ~) 1Z:IX'z 1)_>j (s,o.) folgt dann :  

,-~ x (/~(~)-1 ~(X~ )_>2, Z - l )  = 1, 

'-1 wobei also R~ ~) 1Z ~ verwandt  ist zum ersten Sektor  yon  X~ . Durch Verschr~nkungs- 

redukt ion erhalten wir ein X'~' und ein m~) mit  z~k+l 

Rk+l" ~_~ ~[~(3)z.~k+l y ,  Xt2 1 ~ Y -  1 xt'rt'-x2-1, y AR~3)-I Z - l _  z 

mit reduziertem 

Wo = -~+1~(~) R (~)-1~ ~ - ~  X ''-~e ~ R"k+l R (~)- t z  Z -I  X'z 1 m i t  ~r (X~ '-~) - > 1. 
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Daher  ist auch 

reduziert  und ebenso 
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' ~ ( 3 )  lO(,q) 1 ~ 1 ~ V " - I  W 0 = ~ , ~  ~ ~ Vs ~ 

( y R(~) R(~) l q 1~ t ' - i  ' W t 
k + l  2 ~-~ ] X 2  V2 = 2, 

da v ~(3) u(3)-i Z 1 1~k+11,~ E Z (R~+I) gilt. 

Nun  wurde oben gezeigt, dass 

W1 T7 v '  ~ , "  ~(3)  1 Z - 1  ,, Z - I )  = ~a~k+ 1 , 

reduziert  ist und  somit auch 

W; V~X'2' (v~(3)  R~3)-1 = --.t~k+ 1 z - l ) .  

Da W~ und  W~ reduziert  sind, so ist auch reduziert :  

W " =  V2X'2' IYR~i3)IR~) 1Z-I~ X "  i V~I + . ) 2 . 

Es folgt:  W"  ~ (T.,; ...; Tk) Tk+l (TE  1 . . .  T~I). 

IV" is~ somit eine prim~,re Transformierte  

* * * * 1 , , t  = Vk+l V2X2 . Tk+l Vk+IR~+IVk+I mit  = 

Da V~+I.>V2 gilt, so folgt:  

(l ( T ~ + I ,  T 2 ) = { + l  , x2} (x2= I ) .  

Da V{ I ~X~ I V~ I, V{ -I.> V~+I gilt, so folgt: 

(T~, T~+~) = { + l, xk+l} (Xk+l = ~ 1). 

Nun  gilt: T1 ... Tk+l ~ T 1 T~+I T2 ... Tk. 

Da  nun  oben gezeigt wurde, dal3 ~ ( T ~ ;  T~+I; T2; . . . ;  T k ) e i n  L-Vektor  ist, so ist 

Y (T 1 T~+I T~ ... T k ) = F ( T  1 ... T~+I) eine L-Form im Widerspruch zur Voraussetzung,  

dal] .F(T1. . .  Tk+l) eine L-Wendeform ist. 

Fall I A 1 b) ist also unmSglich. 

.9) R'/II v;+,. 
Wir setzen: {R~', V~+~}'={R~ 3), V~'I} mit  der n rg~nzung  Z. Es folgt:  

' R (3) v t' R - 1 T ~ . . . T ~ + I ~ V ~ R ,  z ~+1 ~§ 

I)a nun gelten soll: R "  V' < z+~R~+~ Fk-~l. 1, SO folgt:  

R~3) < V k + l  R k + l  r 1 tt ~ k '+ l ,  
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D~ V~+~=~I ist, so ist somit (R(~ a), V" " ~+1, R~+~ V~+~} verschr/inkt.  

folgt somit:  
10(3) 1 itS' (R~ ~)) = 1 R~+I ~ ~2 ~ + ~ .  

Es ergibt sich: 
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Nach  Hilfssatz 2 

I s t  W reduziert,  

Satz I I  und aus Hilfssatz  2. 

I s t  W nicht reduziert,  so sind folgende Unterfi~lle zu unterscheiden:  

! t! ~ vt ~rt! 1 ,! t 
�9 ~ k+l" 

Wir bilden: {R;', R~+~}'={R(~ ~), R~'+~} mit  der Erg~nzung Y~+~. Es folgt:  

r t , - i  R~ ~ R~ ~) Y ~ t  ~+~ Ys R~+~ ~" R~ '~) 1 V - 1  IOt' 

T 1 . . .  Tk+ 1 ~ V ,  R ;  V'~'+~ R'~+I V -lk+l = W.  

so gilt: K ~ = R I = K ~ , ~ ,  K~+~=R~+~ und  der Satz ergibt sieh aus 

Aus R~ ~)A V" _ ~+~ folgt:  

Aus ~ (Y~+a) _> ?" wiirde folgen: 

Da nun gilt:  

(R~ ~)) = 1. 

T1 ... T k + I ~ T 2 . . .  Tk. 

1-7''-1 Yk+I R(~ "~)~- Yk+l --k+l, 

Vt t_  so folgt aus Axiom B fiir z (Yk+i R~ ~)) = g ( Y k + l  k+l ) --> j ein Widerspruch.  

W,, -1  (Yk+l k+l y~l )>?-  folgt nach Axiom D 1 ebenfalls ein Widerspruch.  

b) R'I It vL1. 
' V" ~' " V ('~) ~ (Ergi~nzung L) folgt:  Mit {R1, k+l~ = { R 1 ,  k+ls 

L A V"  A R  (3) Rk+t ~ ~(3)-1 ~ ,  - k + l -  2 , ~ 2  ~ k + l ,  R 2 ~ X ~ Y 2 R ~  ~ ) Z Y ~ I "  

Aus u ( L  Y2 1)_>] folgt nach Axiom B:  

T 2 ~ T ;  1. 

Der Satz folgt dann  unter  Verwendung yon  Hilfss~tz 2. 
p pt 

c) R1 �9 Vk+l ist unmSglich. 

B) V I ' < T ~  gelte nicht,  jedoch:  Vll ->V2 . 

V11 ~, V'1-1 X 2 1  V21 

R2 ~ X 2 Y~ R '  2, R 1 ~ R'I y i l ,  

Es folgt : 

mit  V~ = Q1. ~ =~ 1, 

Aus Y~ -~ 1 folgt : 

R'I = El.  a. 

V1 ~ 72 .  

Es gilt:  T '  ' -1 , , 2 . . . T k < T k §  jedoch nicht  Q L = T 2 . . . T k < V k + I ( I = 2 ) .  

1 4 -  563802. Acta mathema'~ica. 96. Imprim4 le 31 d4cembre 1956. 

Aus 
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Nach dem Beweis yon Satz I I  folgt ffir die Komponente  K2,~: R~.~K2,~, y~-i 

ffir ein passendes Ya (ffir k = l = 2  gilt: Y3=I ) :  Aus K 2 = 1  folgt: 

H<~ r 
K2,~=R2 " V~+IRk§ V;~I. 

1) R "  ' 2 <V~§ Es folgt: 

Vk+l' ~ R 2  t - I  Vk+l," T1 ... Tk+l "~ V, RI' V~ -1 Vk+l" Rk+l Vk+l.-1 

~ r _  1 ~ p t  
Nun kann v1 <V~+, nicht gelten, da sonst l = l  w/~re. 

v ;  -1 > v; '+l .  

Es folgt : 
-1 k+l mit  V1 ~ 1 

(da sonst l= 1 folgen wiirde). Somit gilt: 

V l l ~  T 7 , , - I  T 7 " - I  , ' ~ 7 H - 1 0  - 1  -1 -k+1 X~ 1 V~ 1, T 1 .. Tk+ l~  V 1R~ -1 ~k+l Vk+l, 

. . .  . . .  f P  i T Z l , - 1  (T~ Tk) T ~  (T; 1 T~ 1) ~ (V2X2 Y~ Vk+~) Rk+l ~--~+~ y~l  X~I V~I) = W. 

~) Y2= 1. In  diesem :Falle enth~lt V~X 2 V'k'+l (als Teilwor~ yon V1) kein Teil- 

wort, das gleiehzeitig charakteristisches Teilwort ist eines definierenden Wortes R E ~.  

Somit existiert nach w 1 eine prim~re Transformierte 

T*~+I = * . V*-I Vk+lRk+l k + l ~ W .  

�9 $ 
Wir bestimmeri nun T~+I und zeigen, daI3 V~ linker Absehnitt  ist yon Vk+~. 

Aus R 2 ~ X 2 R  ~' Y ~  ( Y 3 = l  flit k = i = 2 ) ,  R~_'<V~+I folgt: 

( Y ~  X2) _>2 j -  1. 

Dann folgt aus ~ (y~1)-<7"_ 1 (sonst w~tre T2..~T~I): 

(X~) _> 7". 

Nun ist Ve X~ V . . . .  R ~+~ reduziert als Teilwort von V 1 und ebenso V~+~ ~+1 (als 

Teilwort yon T~+~). Angenommen nun, W~ = V~X~ V'~+~ R~+I w~re night reduziert. 

Es sei zunachst V~'+~=I. Dann ist {VEX2, V"k+l, R~+~} versehr~nkt. Wir erhalten 

dutch Versehr~nkungsreduktion ein WI~'  W 1 mit  W~= V~X~ V"~+IR~+I," wobei naeh 

Hilfssatz 2 gilt: 

~w.,( e ) - > ] - l -  >1 ,  X2"~X2Z1, R~+I~Z{1R~+I 

ffir ein Z~ mit  ~ (Z1) = 1 -< ] -  1. 
p! 

Fiir V~+I= 1 betrachten wir 

V k + l *  T 2 ... T~,~ V~X 2Rk+~ -~ 
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Nun ist {X2, Rk+l} h6ehs tens  ( ] - 1 ) - f a e h  verket te t ,  denn sonst wtirde folgen: 

Rk+l~X21R2-1X2, (T 2 ... Tk) Tk+l @;1 ... T~I)~T~I. 

Es sei {Xe, R~+I}'={X'2, R~+I} mit  der Erg/inzung Z1, dann  ergibt sieh somit  ein 

reduziertes W~ ~ W 1 mit  

W;= V2X~R'k+I, xw., ( X ; ) ~  1, X 2 ~ X ~ Z  ~, Rk+a~Z;~R'k+l, x(Z~)_< j -  1. 

Wir  erhalten somit stets ein reduziertes W~ ~ Wl mi t  

W1 V2 2 Vk.-:l Rk+l, zw,, (X;) >_ 1. 

lr?.H_l y l  1 N un  gilt ffir W2=Z~ 1 -k+l  -~2 V21: 

TZtI-I  V - 1  W ~ , k + l  X~ 1 2 

(ffir Z ~ * l ,  V ; ' + I * I  gilt: Zl~Vkt+i). 
Es sei zun~chst Z 1~:1. Da  nun R~+IZ1-1 und Z11 Vk+l Xz Vg I reduziert  sind, 

so ist 
, V H - 1  X 2 - 1  R k + I Z ;  1 k+l V~ 1 

, /t  1 h6chstens dann  nicht  reduziert ,  wenn {Rk+l, Z; 1, Vk:l X2 -1 V~I} verschr/~nkt ist und 
t TTII_I y r  1) aus Xw'~(X2)-> 1 folgt, dab dann  aueh {R~+I, Z ;  1, -k+~ -~e s versehr~nkt  ist. Nach  

Hilfssatz 2 und Hilfssatz 1 existiert dann  ein reduziertes 

�9 * * * V *  1 Tk+l= Vk+IRk+I k + l  ~ W 

mit  V* " * ' -~ ' " R k + l  = Z2 -1 Rk+l Zl  , Rg+I ~ R~+I Z~ ~, ~ Z~ X2 k + l  = W 2 X 2  , X ; - 1  , ,  1 

(da ja R~.~-~+1 reduziert  ist als Teilwort von T~+~). 

Ffir Z~= l, d. h. ffir ein reduziertes V e X e V'~'+~R~+I bet rachten  wir 

R~+~X2 ~V~ ~ mit  u (X~  1)_>?" (s.o.). 

I s t  nun {R~+I, Xe  ~} mindestens ]-faeh verket te t ,  so folgt:  

R ~  ~ X21 Re 1 X2, (Te ... T~) T~+I (T~ ~ . . .  T2  -1) ~ Te, T ~ + I  ~ T~. 

Is t  dagegen {R~+~, X~ 1} h6chstens (? ' -1) - fach  verket te t ,  so bilden wir: 

{ R k + l ,  I , ' ' I ' 1 

Wie oben folgt dann, dab W ' ~  W reduziert  ist mit  

W'= V2X; ( Z ~ ; + l ) X ;  - 1  ~ 2  1. 

In  jedem Falle folgt also: 

a ( T 1 ,  T*~+~) = { +- 1, xk+,} (xk +.1 = _+ 1), 
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da  V2X'2 Tei lwort  ist von V1; ebenso folgt:  

(~ (T*+~, T2) = ( + 1, x2} (x 2 = • 1). 

Somit  ist F (T 1 ... Tk+l) keine L-Wendeform im Widerspruch zur Voraussetzung.  

fl) Y2:~l .  Es  fo]gt: Y,_~ V'1-1. Es gilt  somi t :  

T~ ... T~+~ V~R~ .~ ~+ IV~+~ 

mit  ~ (V'~' ~ ) = ] ,  R ~  ~- /~ '1  Y 2 1 ,  y 2 1 ~  V'1 ' - 1 ,  

t t _  1 2-t~ v 
fl~) Wir  be t r ach ten  zun~chst  den Fal l  V~ < R ~ + ~  t ~ R~+~. Es  sei 

H H 
{R~,' R~+~}' ' = {R~, R~+~} 

mi t  der Erggnzung E.  Nach  Axiom B gilt dann:  

7r Y~I) = ~: (E V'~'-~) < j -  l ,  

denn  sonst  wfirde folgen: 

( T ;  1 ... T~ 1) T1 (T 2 ... Tk) ~ T;+11. 

und  : < R k § 2 4 7  

, 

V1 , R k + l }  = P Rk+l~ 

Somit  gilt fiir K 1 = R'I': 

~R, ( K , )  _> ~ (R1) - i + 1 

v'/-'  II 
Es sei 

m i t  der Ergi~nzung E.  Aus 

T 1 . . .  T k . l  ~ V 1 R~ V(i 3)-1 R'k11. Vk+11 = W 

und  x (V' I ' )=  1, ~ ( E ) =  1, ~ ( Y 2 ) =  1 

Iolgt  der Satz ffir reduziertes W. Fiir nichtreduzier tes  W folgt er durch Verschr~n- 

kungsredukt ion  nach Hilfssatz  2. 

f iT) V'I ' -I">Rk+I ist unm6glich nach der Definit ion yon Vf 1 (w 1). 

/v " 1 17 It "It f T y t - 1  T7(3) b) F f i r  V ' 1 - 1  II V k + l ,  { V 1  , V k + l )  = ~ V l  , V k + l ~  folgt: 

i TTPl 1 T7(3 ) R 1 T I . . . T k + I  ~ V 1 R l  -1  - k + l  k+l V k + l = W .  

Der  Satz ist r ichtig ffir reduziertes W, da  dann  K I = R ~ ,  K k + l = R k + ~  gilt. 

:r Be t rach ten  wit zuns  den Sonderfall :  

W r , _  rt T7(3 ) 1 ip , 1 A T7(3) ' Ra+I ~ V1 -Rk+l, - -  V k + l ,  R 1  ~ R 1 V k + l  

W ~  V~ Ri '  R'k+~ V -~ ( R 1 ,  P ' " k+~, " Rk+~} = (R(~ ~, Rk+l}  



AHNLICHKEITSA:NALYSE YON GRUPPENRELATIONEN 211  

mit der Ergi~nzung 0.  Es  folgt:  

- - k * l  Y21) = X - -k+l  ] --  ~ ( V1 t 0 -1)  < i - l 

nach Axiom B (sonst w~re: (Tz ... T~) T~+~ (T~ 1 ... Tff 1) ~ T f l ) .  

/3) Die iibrigen Fglle werden behandel t  nach dem Muster von  Fall I I I  C beim 

Beweis yon  Satz I, wobei zu beachten ist, dab f f r  u ( R ~ ) = u ( R 1 ) - 1  das W o r t  R'~ 

, 17,,-1 V(3) R k +  1 V -1  sektoriell abgeschlossen ist in R1--1 a+l k+l- 

e) V it 1 < Vk+ltt ist unmSglich, d~ dann  l =  1 wiire. 

2) R'2' ~ V~c+l. 

Es folgt : 
t! 

R~ ~ Ri ") V; I, + 

Aus K S = l  folgt :  

D(3) -1 D' Rk+l ~ *~2 ~k+l~ 

a) 

T i Tk+l ~ ViR'i V1 1R(~)Rk§ V 1 �9 * �9 . k + l ,  

T~ ... Tk+l ~ V~ R; V; -1 R'k+~ V;~I. 

Y ~ = I .  Es fo lg t :  

(T~ ... T~) T~+I (T;~ 1 ... T~ 1) ~ Ve Xe (R~+I R~ ~) 1) X ~  V ~  = W. 

Da  V e X  2 Teilwort ist yon  V1, so folgt, dab eine primare Transformierte T*k+I~W 

existiert. 
- ~ ( 8 )  

Nun gilt in R 2~2~ 2*~e V ~  1Y~a:  

( y~ l  x2  R(2 ~)) -> j, x ( y i l )  _< ] _ 1, ~ (X2 R~ ~) ) _>/. 

~(3) Ws nun  {X2,  % , Rk+l} mindestens j-fach verket te t ,  so wfirde folgen: 

(T2 ... Tk) Tk+l (Tk 1 ... T21) ~ Ts 1. 

Setzen wir nun:  {X2, Rk+ l} '=  {X~, R~ ' I}  mit  der Erggnzung  ZI, so folgt daher  aus 

(X~ R(~ ~)) _> }: 

wobei ffir ~ (X~)=  1 das W o r t  Xs rechtsseitig abgeschlossen ist in X '  " 2 Rk+l. 

v X '  ~R" R(3)-lZ-l~ reduziert  ist. Nun  ist sowohl Es folgt, dab das Wor t  -2  2~ ~+1 "~ 

R" R ( ~ - I Z  1 k+l 2 E Z(Rk+I) als auch R(~ ~) 1Z 1X~-1 V~ 1 reduziert  (Teilwort yon T~); 

somit ist R~'+I R(2 a)-I Z 1 X~ 1 V(1 hSchstens dann  nicht  reduziert,  wenn ~ (R(2 3) 1 Z-~) = 1 

gilt. Durch  Verschr/ inkungsreduktion erhalten wir nach Hilfssatz 2 und der Bedingung 

fiir z (X~) (s. o.): 
tl X H _ I  T~+I V2 X2 * V~ 1 = (Rk+l) 2 

mit  geeignetem X "  2 und R~+I C Z(Rk+I)  (analog Fall I B 1 a :r 
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I s t  zwar VzX~R'k+IR~ ~)1 reduziert ,  jedoch nicht  ~ '  i O ( 3 ) - 1  1 *~k+1~2 X~ 1 V2 , so ist fiir 

R '  R!?) 1 R ~ ) ~ I  das W o r t  { k+l, . , X~ 1 V~ 1} verschr~nkt  und wir schliel]en wie oben 

X '  R(2 ~) (unter  Ben/ i tzung der  Bedingung fiir x (  2)). Fiir  = 1 sei zuni~chst {Rk+l, X2-1)/ 

mindestens  j-fach verket te t .  Dann  folgt: T*+I ~ T 2 (analog Fall  I B 1 a ~). I s t  je- 

doch (Rk+l, X~ 1} hSchstens ( ] - 1 ) - f a c h  verke t te t ,  so benii tzen wir die Bedingung 

(Xz) = x (X 2 R~ 3)) _> j 

und  schliel~en wie unter  I B 1 a :r 

Tk+l = k + l  k + l  k - l "  Sowohl fiir T~+I ~ T 2 als auch in den iibrigen F/~llen gilt  f/ir * V* R* V *-1" 

s! 
V*+I ~ V2 X2 

ffir ein geeignetes X2 ,  wobei V* " k+l Tei lwort  ist y o n  V 1 .  ~Es folgt: 

( ~ ( T , , T k + I ) - { T 1  x~+l} (xk+~= §  (~ (T~+I ,T : )={+I ,  x2} (x2= §  

und  F ( T  1 ... Tk~l) erweist sich als eine L - F o r m  im Widerspruch zur Voraussetzung.  

Fall  I B 2 a ist daher  unmSglich. 

b) Y ~ = I .  Es  folgt: 

YI~__V; -1, ~r 

i t _  1 Es ergibt  sich: R1 V1 ~R1. 

Wi~re nun {R[ Vi -1, Ri+l} mindestens  ?'-fach verke t te t ,  so wiirde folgen: 

(T 1 ... Tk) Tk+I(T~ 1 ... T I  1 )~T11,  

r 1 _  1 ! ~ /  Setzen wir: L = R 1 V 1  , { L ,  ' ' Rk+l} = (L1 Rk§ mi t  der Erg~nzung Z, so foigt: 

(z)_< j -  1. 

~) V~ -~ sei rechter  Abschni t t  yon  Z ~ Z '  V'I 1. Es folgt: 

R 1 ~ Ri' Z' y j l ,  Rk+l "~ R~ 3)-1 Wl 1 Z , -1  R'R'~I 

mi t  R'I '=L'  und u ( Z '  Y 2 1 ) = z ( Z  ' V[ ~) = ~ (Z) _< / - 1 .  

Aus ~ (R?)-1 V; 1 Z,-1) ~ ~ wtirde nun folgen: R(J )-1=~ 1; auBerdem gilt: V'~ - 1 Z '  ~ =~ 1. 

Nach  Axiom D 1 wfirde sich dann  ein Widerspruch ergeben durch Vergleich von 

R(~ ~) ~ V~ Z '-1 R~+I" mi t  R2 3)-1 Y2~ X~ 1 Ya V'~+~ und  Z' Y21 RI", 

da  Z" V~ 1 Y 2 ~ Z '  y~l gilt (Y~-~ V~). 
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fl) I s t  V~ 1 nicht  rechter  Abschni t t  von  Z, so folgt: 

~ ( Z ) =  1, Z~V~/' .Ye, R(3)-IZ,~R~)-I y~l. 

Es gilt: Rk+l ~ R(2 '~) 1 Z-1 Rk'+l. 

Aus g (R~ 3)-1 Z 1) _> ] wiirde folgen: 

mi t  

a) 

(T 2 ... Tk) Tk+l (T~ 1 ... Te  1 ) ~ T {  1. 

3) R" ' 

E s  sei (Re ,  ' ' " Vk+l} ={R~ ~), V~+I} mi t  der  Erg/~nzung I .  Da  K 2 =  1 ist, so gilt: 

R~) /', Rk+l ~ 10(3)~2 1D'~k+l, T 1 ... Tk+l~ V1R; V; -~ V'k'+~ R'k+l Vkl~ 

R 1 ~ R~ Y~ 1. 

tt t -1 T7 tt 1 Tlt t-1 Ffir V~ -1">V~+1, V1 ~ ~1 -k+ l  folgt: 

Wl I ~, VH-1 v t , - I  --1 k+l X21 V21 

~) Y e = l .  Es  folgt: 

(T  2 . . . .  T k )  T k + l  (T~ 1 .. T~  1) ~ V2 X 2  Vk+ltt (Rk+ 1 ,  R~,~)-I) Vk+11 zxe~'r 1 V21 = E,  

213 

wobei V2X2 V'~+I Teilwort  ist yon  V1. 

Aus R 2 ~ X  2R~ 3) IY-aa folgt  nun: 

( y~ l  X2 R~)) _> 2 J - 1 

(sonst wiirde Vk+l das charakter is t ische Tei lwort  1-1 enthal ten) ,  

. (y~l) - < i -  1 

(sonst w/~re T e N T ~ I ) ,  

( x ,  R~ '>) _> i > 2. 

Aus R~a)~ V~'+I folgt, dab h6chstens dann  ~ ( X ) =  1 gelten kann,  wenn X 2 nicht  ver- 

wand t  ist zu R(2 ~) (und dami t  auch nicht  ve rwand t  zu Vk'+l). Es  folgt also stets: 

gX. V~'+l ( X  2) ~ l .  

Folgende Wor te  sind nun reduziert:  

, R(a)-i ,, , R(2a)-i VH-I  R k + l  2 , Vk+l Rk+l, k+l 

(p. d., da  R~3)~-V'~'I gilt). Aus ~ ( R ~ + l ) > l  folgt dann  nach Hilfssatz l ,  dass auch 

reduzier t  sind: 
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it tp 1 Vk+llp t ]o(3) 1 IQ' ][~(3) 1 Vk+l "L~k+l J~2 ~ -L~k+l -Lr 

und somit auch 

Y~'+~ R'k+l R? )-1 V 'tk+-~.l 

Do~ V'~'~I ~ 1 ist p. d., so ist also E h6chstens dann nicht reduziert, wenn mindestens 

eines der beiden Tripel verschrs  ist: 

" p '  p(3) 1~ f ' R.~)-I, Tz"-i {V2X2, Vk+l, ~k41z~2 S, (Rk+l --k+l, X21 V21}. 

Da  z(X2)_> ] gilt, so erh~ilt man  hieraus durch Verschr~nkungsreduktion nach be- 

kann tem Muster eine p r imi re  Transformierte 

* *+I * * * V *-1 mit  V~ 1"> V~+I, Vk+l"> 1/'2, Tk+l = Vk+l /Y~k+l k+l 

wodurch sich ein Widerspruch ergibt zur Annahme,  dal~ F ( T  1 ... T~+I) eine L-Wende-  

form ist. 

Fall I B 3 a ~) ist daher  unmSglich. 

fl) Y2 ~-l- Es folgt: 

V1 . . . . .  l ~ Y  2, V1 1 ~ V k + 1 ~ R ( 2 3 ) A Y 2 , - -  T 1 . . .  T k + ~ V l f ~ I V t ~ ' - ~ R ~ - + I '  Vk+~-~ = W .  

Fiir ~ ( R ~ + I ) = n ( R ~ + a ) - I  folgt nun, dal~ W reduziert  ist (R~+I~R(~ ~ 1 R ~ + I ) n a c h  

Hilfssatz 1. 

Nun  sei W nicht reduziert .  

fi o~) Ffir 

Vii  t ~<Rk+l  ~ V1 R~+a, R~+~R(~ ~)-~ V~ R~+~, ~(R(~ ~)-a V~ ' )=  1 

' R~+~}  = {R~ , ~(~> {R1, ' . . . .  ~ + 1 ~  mit  der Erg~nzung E. sei 

Es folgt: 
(E Y21) ~ (R~3) 1 ,, 1 = V~ E -  ) _ _ _ j - l ,  

denn aus RI~_R ~ Y21 wiirde sich ergeben nach Axiom B: 

(T2 ... Tk) Tk+1 (T~ I ... T~ I)~Tf I. 

fly) 
Damit  gilt fiir a): 

~R, (K~)  _> x ( R , )  - j +  1, 

F i r  1 t i liRk+l. Der Beweis erfolgt nach Hilfssatz 2. 

V'I '-1">R~+1 ist unmSglich. 

XRk+ 1 (K~+I)> x ( R k + l ) - - j +  1. 
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t! - t 1 i t  r H 1 b) V; 111 Vk+l, { V 1  , u  ) V1 , folgt: Vk+l} = { Es Vk+l f .  

/" ' ' t - 1  17(3) R '  V -1 T 1 . . .  T k + I ~ V 1 R 1 V 1  -~+1 ~+1 k+l. 

~) Im Sonderfall 

V1 ' -1 /~  V(~)_I, R1 ~ R ; '  V(~)ll , R'k+l ~ V'a' R'k'_l, {Ra t, R'k'~I} t =  {R(1 a), R~3.{1} 

mit der Erggnzung 0 folgt nach Axiom B: 

Z ( 0  V(3) 1 (R~S) 1 " ~ j__ -k+l  Y~l)=~(OV(S) 1~ -k+i  ~ = x  V1 0 1) 1. 

Die iibrigen Fglle sind naeh dem Muster yon Fall I II  C beim Beweis yon Satz I 

zu behandeln (zu beaehten ist hierbei, dab Itir 

(R~) = y~ (R1)  - 1 

das Wort R~ sektoriell abgeschlossen ist in 

, t - 1  . 
R1 VlI?'H 1 v(a)k+l Rk+l Vk+l,  

fiir x ( R ~ + l ) =  X ( R g + I )  - j §  1 

ist R~.~I sektoriell abgesehlossen in 

V1 R~ V; '-1 v(a) R' Vk~.l k+l). 

C) V1-1 < V "  ' ~7(3) k+l  ~ V1 ~k+l~  

Es folgt: 

Ist W nicht reduziert, so folgt: 

T1 Tk+l V 1 R1 ll(a) D '  V -1 = W .  �9 �9 �9 " ~  ~ k + l  ~ k + l  k + l  

W "  A i0(3) 1 , 1 k+l  "-~'~2 /~ V1 �9 

(R;)  = ;g (R1) , 

' 'Tz(a) Rk+IV 1 da sonst R1 sektoriell abgeschlossen wgre in R 1 - k + i  k+l. 

:r R; "> V(~3)+1, R; ~ R'l' V(k3)+l 1, {R'l', R'k+l}'= {R~ a), R'k'+l} mit der Erggnzung O. 

folgt nach Axiom B: 

( 0  V(3)11~ y~l) = ~ ( 0  ~'k+1]-2"(3) 1~ ]=~  (R(a) 1 0 1) _ j - l . <  

In den fibrigen Fgllen folgt der Satz nach Hilfssatz 2. 

c) v; '  II v:. 
Ftir ~ =  2} (T~; ... ; Tk) folgt fiir k = 2  naeh 8atz I, Anmerkung 2: 

Es 
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Fiir k >  2 k5nnen wir auf  ~ . =  ~ (T1; Ts; T3) Hilfssatz  9 anwenden,  da V 2 ~ V a aus- 

geschlossen ist nach Hilfssatz 10 und Satz I ,  Anmerkung  2. Wir  erhalten: 

~n, (K2, o) -> ~'  (R2) - ] + 1. 

Nach  Satz I I  folgt: 

Ks. ~ = K2, ~. 

Wir  untersuchen nunmehr  

K2 a S Vk+I Rk+l V -1 K2 Vk+l Rk+l Vkll , k + l  ~ , 0 r  

mit  ~ : Qs. 1 P3. ~ Ks, ~ Q~.�89 ... Pk. ~ Kk. ~ Q~.�89 

Diese Unte rsuchung  ver ls  analog wie in Hilfssatz 8 (es k o m m t  nur darauf  an, dal~ 

gilt: xR~ (Ks. ~) >_ u'  (Rs) - ] + 1). 

1) Ffir Ks,~ '> V' k+l (entsprechend Fal l  I yon  Hilfssatz 8), 

K s , ~ R '  ' - i  ' V k + I Q  s V~+l, R s ~ P R s  -1 

(P, Q, R~ geeignet gew~hlt) ergibt  sich analog: 

( Q P R ~ ) > _ 2  ] -  1 

und  aus x ( Q P ) < _ ] - 1  folgt somit:  

(R;) _> j. 

{R~, Rk+l} ist h5chstens ( ] - 1 ) - f a c h  verke t te t .  

Ftir ~ :  {g2,~, Vs 1, V 3, Ra, V~ 1 . . . . .  Vk+l, Rk+~, V~11} ergibt  sich somit: 

(K~+~,~)_> ~ (R~§ i +  1, 

wobei ffir u (Kk+l. ~) = ~ (R~+I) ' ] § 1 das W o r t  Kk+l, ~ sektoriell  abgeschlossen ist in Rk+~ 

und  linksseitig abgeschlossen in I ~ [ -  Ferner  gilt: u (Ks, ~) -> 1, wobei  fiir u (Ks, ~) = 1 

das Wor t  Ks. ~ sektoriell  abgeschlossen ist in R 2 und  rechtsseit ig abgeschlossen in ] ~ I' 

Somit  i s t  das Wor t  

v Qk+l. W = P I . ~ K i  ~,Qf, ,~Ps,~,Ks.~ 1 - 1  - 1  , Q s , , P a , ~ K a . , Q . ~  . . . . .  Pk+I, TKk+i ,  

reduziert  und  es gilt fiir die K o m p o n e n t e n  yon  1I': 

P1 = P1. ~,, K 1 = K1, ~,, Q1 = Q1. ~,, 

P s  = P2, ~, K s  = K2, ~, Q2 = Q2. ~, 

P3 = P3, ,:, K a = Ks,  ~, Q3 = Q3 . . . . . . .  

Pk+l : Pk+l,  ~:, Kk+l = Kk+l. v, Q~+I : Qk+l, 
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im Widerspruch zur Annahme  K ~ = I .  (Die hier angestell ten ~ber legungen werden 

gebraucht  bei Full I I  A 2 a, da dann  K~ ~= 1 angenommen wird.) 

2) Ks, ~ II V~+I wird analog wie Fall I I  yon  Hilfssatz 8 behandelt ,  wobei sich 

dann  die bei 1) angestellten ~ber legungen anschlieBen. 

I I )  K ~ =  1. 

Es sei 

~ r =  ~ (T1; T2), ~ =  {Ks, r, V21, V 3, Ra, V31 . . . . .  Vk+l, Rk+l, vklT1}. 

Nun  kann  sicherlich Ks, r <  Vs  1 T a . . .  Tk+l nicht  gelten, denn sonst w~re ~Y2 = 1. Dann  

gilt aber auch: Ks,~ ~: 1, wie sich aus den Definitionen in w 2 ergibt. Setzen wit nun: 

W I = P l r K l v Q I - , ~ P s ,  r, W a =  2~P3 K 1 Wa= 2~P3 K 1 Qk+l, 6, , , Q~ ,~ 3,~Q3,~ . . .  Pk+l, oKk+l,o -1 

so folgt: 

T1 Ts ~ W1/(2, r V21 (nach Satz I a), T1 V2 R2 ~ WI Ks, r. 

Da  nach der Definition in w 2 das Wor t  K2, 0 linker Abschni t t  ist von Ks, ~, so folgt 

ebenso: 

Ks , .  Vi  1 T 3 ... Tk§ ~ Ks, ~ W3, 

also: 

T1 ... Tk+l ~ (T1 V~ Re) (Vs 1 T a . . .  T k + l )  "~ W1 K2, v V21 Ta "'" T k + l '~ W1 Ks, ~ W a. 

Nun  ist W1K2,~ reduziert  als Teilwort yon  W1Ks,: ,  (und dami t  als Teilwort 
] r 

yon I~r l ) ,  ebenso ist Ks,~ W a reduziert  als Teilwort von I ~ 1  und es gilt: Ke,~* 1. 

Falls W I K2, ~ W a nicht  reduziert  ist, so existiert  ein W~ und  ein W~, so dal~ sich durch 

Verschr~nkungsredukt ion ein reduziertes W~ Ks, ~ W~ ,.. W 1 Ks, ,~ W s ergibt. Nach  den 

Definit ionen in w 2 folgt: K s = 142, o. 

Mit ~ . = { K 2 , r ,  V~ 1, V3, Ra, V~ 1 . . . . .  V~, R~, V ;  1} ergibt sich ebenso: 

K2, o:=K2,,: ( ~ =  ~ (T1; .. .;  Tk)). 

Nun  folgt nach der Annahme / = 2 :  

Q{,~P~,~K~,~ -1 . . .  -I  < Q~, ~ P~, ~ K~, ~ Q~, ~ . V~§ 

Mit Vs = Qs, ~, K = T '  ... . . .  T ~ = P ~ , . K s , . Q a , ~  P~,,~K~,.Q~,~, 

gilt somit: 

R 2 = K s ,  r, R ~ ' = K s , ~ = K 2 , ~  

R" " V' V 1 s V ~ I T a  .. .  T k + I ~ R 2  V~ 1 T  . . . .  3 ... TkTk+i'~R2 k+IRk+i k+i. 
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" 7' R',' ~ R~ ~) V'k~l Es folgt: A) R2 '>IX~l, _ 

~/ k+ 1" Rot. V21 T3 .*. T k + l  ~r R k + l  . 1 

R t t , Wir bilden: {R~ ~), ~ }  = {R~ t), R~.~} mit  der Erg/~nzung X. W/~re nun {R(2 3), R~+~} 

mindestens j-fach verket te t ,  so wiirde Iolgen nach Axiom ]3: 

(To ... T~) T~+x (T~ ~ ... Te a) ~ T 2  l. 

Das Wor t  ~(~) ~" V -1 1~2 ~.~1 ~ ist reduziert  und es gilt: 

K ~ , ~ - R  ( ~ ) -  ~ ,K~+~,~=R~+~. 

Somit  folgt: zn~+ 1 (K~+~,~) _> ~ (R~ ~1) - ? + 1. 

Es sind nun zwei F~lle zu unterscheiden: 

K ~ K ~ ,  -~ �9 ~ Qx+~, ~ ist reduziert .  1) W=Pa,~,Ka,~,Q~-~P2. z,K.~.~Q~.a~P,3,~ 3,~Q3,0 .. Pk+l,,~ 

Dann  folgt nach w 2: 

P1 = Pa, ~, K 1 = h'l. r '  Q1 = Q1. :~, 

P2 = P~, 7, K2 = K2, ~, Q2 = Qz, ~, 

Pk+l=Pk+a,~ ,  Kx+l=Kk+l ,~ ,  Qk+l-Qk+a,o.  

Somit  gilt: 
~R, (K1) -> ~r (R1) - ] A- 1, 

"-R~+I (Kk+l) --> z (Rk+l) -- ] +  1. 

R2 =/s ~ weder linksseitig noch rechtsseitig 2) W ist nicht  reduziert.  Dann  ist (4) 

abgeschlossen in W. Es folgt somit: ~ (X) _< ? ' -  2, da fiir ~ ( X ) = ] - I  d~s Wor t  R~+I 

linksseitig abgeschlossen wiire in iV (und d~her R~ 4) rechtsseitig abgeschlosscn in W). 

a) V~ 1">V2 ge l t en ich t .  Aus ~ r ( T ~ , T ~ ) = { + l ,  x2} (x 2= ! l )  f o l g t d a n n  V~ 1lIVe. 

Es gelten die ~ber legungen von I C, aus denen sich ergibt: 

V11 ~ V~ ~-1 X ~  1 V -1 2 , 

mit  R~ = K1, r, 

Fiir ]'1 ~- l, V~ ~= 1 folgt: Y~_~ V~. 

K2:vl ,  ~R,(K1)>_~(RI)-]+I ,  ~R~+l(Kk .+. l )~(Rk+l) -]+l .  

b) Aus V~I"> V 2 folgen Aquivalenzen:  

R 1 ~ R'I y~l ,  R2 ~ X2 Y2 R~ 

i ~ t  t 2-K2,~, V I =  QI,v. 
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Es folgt die Aquivalenz: 

, , - 1  = T1 ... Tk+l~ VIR1 V~-I R~4) R~+I Vk+l W. 

Hierbei gilt: ~ (R~) ~_ ~ (R1) - j + 1. 

Ffir ~ r  1 ist R~ sektoriell abgeschlossen in R 1 und reehtsseitig abge- 

sehlossen in W. Ebenso gilt: 

y. (R;+I) >_ u (Rk+a) -- j +  1. 

r ! 
Ffir ~ ( R k + ~ ) = u ( R k + l ) - ] + l  ist hierbei R~.I sektoriell abgeschlossen in Rk~l und 

linksseitig abgeschlossen in W. 
' ' 1 P - i  Ist  nun W nieht reduziert, so ist {V, RI V1 , R~ 4), Rk+l gk+,j verschr/inkt und 

wir erhalten durch Verschr/inkungsreduktion ein reduziertes W ' ~  W. Der Satz folgt 

dann aus Hilfssatz 2 und den obigen ~'berlegungen. 

B) R;' II 
Wir bilden: {R2, ' ' " V k + I }  = ].(R(a)2, V k ; 1 } .  E s  folgt: 

P ziO' r p  ~ ,  K~(3) t ,  1 R'./. Vs ... - ~ k + ~  ~,~2 Vk+~R~+z Vk+a= W 2 mit R~)* - 1, V"k+at 1. 

Ist  R~ a) V~+~Rk+, Vk~  nicht reduziert, so erhalten wir ein reduziertes W.:~ W 2 durch 

Verschr/inkungsreduktion: 

' " ' / 1 W2~ R~ 4) Vk§ Rk+l I k§ 

Ist  W 1 = V1R'I V; -1 Ws reduziert, so erhalten wir: 

K I =  KI,:,, Kk+I=R~+I 

, , - 1  R~4) ,  , ,  ' V - ~  und der Satz ist richtig. Ist  W nieht reduziert, so ist {V~R1 V~ , V~+tR~+I ~+1} 

verschr/inkt und wir erhalten dureh VerschrSmkungsreduktion ein reduziertes W ' ~  W. 

Der Satz folgt dann aus Hilfssatz 2 und den Aussagen fiber ~ ( R ~ ) u n d  ~(R~+~) 

analog wie in A 2. 

C) R'e'< V~+~ kann nicht gelten, da sonst K~= 1 folgen wfirde. 

Anmerkung. Die Ungleichungen 

a) ~n~+I (K~+~)>_~(R~+~)-]+ I, 

b) ~n ( K O 2 x ( R O - ] +  I 

brauchen also h6chstens dann nicht zu gelten, wenn eine prim/ire Transformierte 

T~+~,,~(T~ ... T~) T~+~ (T;  ~ ... T~ ~) 



2 2 0  HELMUT SCHIEK 

existiert, so dai~ ~ ( T 1 ;  T~+I; T~; ...; Tk) ein L-Vektor  ist (es sind dies die F~lle 

I A 1 b, I B 1 a :r I B 2 a, I B 3 a :r nach Satz I I  gilt jedoch die Ungleichung 

b) auch dann). 

SATZ I I I .  Es sei l I = ! ~ ( T ~ ;  ...; Tk§ ein L-Wendevektor und F(T~ ... Tk+l) 

eine L-Wende/orm. Dann gilt /iir die Komponenten yon 

1I'= {P~, K 1, Qf~ . . . . .  p~+~, K~+~, Q 1 } :  

A) Fiir l> 1 gilt: 

B) Fiir l= l gilt: 

uR~ (K1) -> ~ (R1) - ? § 1, 

nnk+ 1 (Kk~ 1) >-- ~ (Rk+l) -- j § 1. 

;gRk+ 1 (Kk+l) --> U (Rk+l) -- j + 1, 

Un, (K1) >-- 1. 

F / i t  X (K1)= 1 ist It[ 1 rechtsseitig abgeschlossen in Ili' I" 

Beweis. 

A) Ffir l >  1 bet raehten wit  ~ , = ! ~ ( T l _ l ;  . . .;  Tk+~) und wenden hierauf Hilfs- 

satz 13 an. Es sei ferner: ~ = ~ ( T 1 ;  .. .;  Tl-1). 

Nach  Satz I I  ist nun  K~_I.T V[J~ rechter  Absehni t t  yon  I ~ 1  und es gilt: 

(g~_~,~) _> j. 

Fiir ~ (Kz-l,~) = ] ist Kl-1, ~ sektoriell abgeschlossen in Rz 1 und  linksseitig abgeschlossen 

in I ;I. Andererseits gilt nach Hilfssatz 13: 

~Rz_ 1 (Kz-1, ,) -> ~ (Rz-1) - j + 1. 

Daher  kSnnen wir Hilfssatz 7 anwenden und  es folgt: 

P ~ = P  .... K ~ = K  .... Q~=Q .... ( / < s _ < k +  1), 

ferner: 

mit  

QI-1  ~ Ql -1 ,  ~ 

P ~ = P  .... K~=Ks. , ,  Q~=Q .... ( l < s < / - 2 ) ,  

Pz_I=PI_I.T, R I _ I ~ X K I _ I  Y 

Kz_I Y ~ K z _ I . ,  und X K z _ I ~ K z  1.,. 

Somit gilt naeh Hilfssatz 13: 

~nk+l (Kk+l) = ~nk+ 1 (Kk+l,,) ~ ~ (Rk+l) -- ] § 1. 
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RTach Satz  I I  folgt: 

xR. (K~) - xR~ (K~,.)  > u (R~) - ] + 1. 

B) Die B e h a u p t u n g  B von Satz  I I I  is t  gegeben durch  Hil fssatz  8. 

Anmerkung. 

221 

I m  Fa l le  A) beaeh te  m a n  ftir 93~ die A n m e r k u n g  zu Hil fssatz  13. 

w 7.  K o n s t r u k t i o n  be l i eb iger  F o r m e n  

I n  diesem P a r a g r a p h e n  gel ingt  es, mi t te l s  Satz  I I I  und  un te r  Bgni i tzung der  

Hilfss~tze aus w 5 die S t r u k t u r  e iner  bel iebigen F o r m  zu bes t immen.  Es  wird be- 

wiesen, dab  sich in einer  bel iebigen F o r m  F yore  Grade  n > 0  s te ts  ein Vek tor  

It = 93 (T1; . . .  ; T~) f inden l~ftt m i t  H ' =  (P1, K~, Q1 1 . . . . .  Pn,  Kn, Q~I}, so dal~ ein i 

exis t ier t ,  so dab  K i e i n  Te i lwor t  yon  R~ da r s t e l l t  m i t  /~  ~ X Ki Y, ~ ( Y X ) _< 2 ] - 2. 

Eine  solche Zahl  i wird  nachs tehend  def in ier t  als , , I ndex"  der  F o r m  F .  

Zu einer  gegebenen F o r m  F yore  Grade  n > 0 be t r ach t en  wir  die Menge ~ aller 

Zahlen  ]c, die folgenden Bedingungen  geniigen: Es exis t iere  ein Vek to r  

l l * ~ F ,  lI* 9 3 ( T ~ ; . . . ' T k ;  * " * = , Tk+l . . . .  ; Tn), 

so dab  ffir ]eden Vekto r  

1~ = 93 {P1; . . . .  Tk; Tk+i; . . .  ; Tn} E F 

ffir 93~ = 93 (T~; . . .  ; Tk) und  93~ = 93 (T1; . . .  ; Tk+,) gilt:  

J1) Kk,a is t  r eeh te r  Abschn i t t  von Rk mi t  z s  k (Kk.~)_>a ( R a ) - j +  1. 

J2) F i i r  k < n  folgt  mindes tens  eine der  be iden  Aussagen:  

a) Kk+l,~ is t  rech te r  Abschn i t t  yon Rk+l m i t  x~k+l (Kk+l.~) --> ~ (Rk+l) -- ] + 1. 

b) Kk.~ ist  Tei lwort  yon  R~ mi t  xR k (Kk.~)>_ ~' (Rk)--]+ 1. 

Ffir  die Zahl  1 is t  J~ t r iv ia lerweise  erfi i l l t  und  fiir d ie  Zahl  n is t  J2 t r iv ia ler -  

weise erfii l l t .  Verm5ge Satz  I gi l t  dann :  1 E t~. Es  ex is t ie r t  somi t  zu jeder  F o r m  F 

vom Grade  n > 0  eine gr6Bte Zahl  i E~,  die wir  als den Index yon  F bezeichnen 

wollen. Geniigt  ein Vek to r  l i e  F zusammen  mi t  dem I n d e x  i den Bedingungen  J1, 

J2 (ffir k = i ) ,  so nennen  wir  1I e inen Indexvektor der  F o r m  F .  Mit  93(T1; . . .  ; T ~ ) E F  

is t  aueh jeder  Vek tor  ~ (T; . . .  ; Ti; T*+I; . . .  ; T*) E F ein Inde xve k to r .  

H I L F S S A T Z  14. Es sei F eine Form vom Grade n und vom Index i und 

93 (T1; . . .  ; T ~ )  sei ein Indexvektor von F mit den primiiren Trans/ormierten 

T s = V ~ R s V ~  1 ( l < s < n ) ,  mit i < k _ < n ,  
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9 3 , -  93 (T1; ... ; Tk) und ~ =  ~ (Tk-1; Tk). 

Gilt dann; K~,,=Kk,~,  dann /olgt; V;I_I'> Vk. 

Beweis. Wir nehmen an, es gelte nicht:  V ; ! I  "> V~. Wir  kSnnen ferner voraus- 

setzen: i < n .  F/ir ] c = n  w/irde nach Satz I die Zahl k > i  den Bedingungen J~, Je 

genfigen, was der Definition yon i widerspricht.  Wir  nehmen nun an, es sei k < n  

und es g~be einen Vektor  der geforderten Art.  Wit  be t rachten  nun 93~= ~ (T~; T ~ I ) .  

I) V ~ <  V~+~ sei nicht  erfiillt. 

Da weder V~_~'>V~ gilt noeh V ~ t < V ~ I ,  so k6nnen wir auf 

~ = ~ (Tk-1; Tk; Tk+l) 

Hilfssatz 9 anwenden und  es ergibt sich fiir Kk,~: 

~Rl~ (Kk, ~) > ~' (Rk) -- ] + 1. 

Ffir ~ ,  = ~3 (T1; ... ; Tk) 

und II~={V1, R 1, V11 . . . . .  Vk-1, Rk-1, V~11, Vk, Rk} 

gilt nun: ist Kk,~ die letzte Komponen te  von It;  und ist I lI;I  = W 1 Kk, ~, SO ist naeh 

der Definition in w 2 das Wor t  Kk,~ Teilwort yon  Kk.~, und  Kk,~ ist rechter  Ab- 

sehnit t  yon  Rk. 

Voraussetzung: 

somit  gilt aueh: 

Da nun  V;~t>Vk  nieht  erfiillt ist, so folgt naeh Satz I und der 

nR k ( K k . , ) = n R  k (Kk,~) = n ( R k ) - - j +  1; 

N un  ist Kk,~ Vk 1 

folgt nach Hilfssatz 1: W1Kk,~ Vk I i s t  reduziert.  

~Rk (Kk, ~) >-- (Rk) -- ] + 1. 

reduziert  als Teilwort yon Te und ebenso WIKk.~=III~]; daher 

Es ergibt sieh somit: 

Qk,  a k �9 Kk,~=Kk.~, -1  = V - 1  

Is t  nun  ~ e = 9 3 ( T 1 ;  ... ; Tk+l), so ergibt siGh daher naeh der Definition in w 2 

die Komponen te  KI~,o yon ~s als erste Komponen te  yon  {Kk, o, V~ 1, Vk+l, Rk+l, V~+I} '. 

Setzt  man:  

] ~ r l = { r k  1, Rk 1, r k l -1  r k ,  Rk} 

und ist Kk,~ die letzte Komponen te  von 1[s so folgt analog wie oben: 

K k ,  ~ ~ K k ,  c~. 
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Daher ist nach w 2 die Komponente Kk.~ definiert als erste Komponente in 

{Kk.~, Vk:, Vk+:, Rk+:, Vkl l}  ' 

und es folgt aus K~,~=K~,o:  

Kk, ~ = Kk, Q. 

Daher ergibt sich: ~R k (Kk, e) _> u' (R~) - ] + 1. 

II) Es gelte: V; l<Vk+l.  

In diesem Falle folgt fiir ~1~= 93 (Tk; Tk+l) nach Satz I: 

~Rk+l (Kk+l.~) >--~ (Rk+l) - - j +  1. 

Ffir Kk,~ gilt ferner nach Satz I: x (K~ ,~ )>] ;  ffir z ( K ~ , ~ ) = ]  ist Kk,~ rechtsseitig 

abgeschlossen in I ~ 1 .  Aus 

(Kk, ~) = ~r (Kk, ~) >_ ~ (Rk) -- J + 1 

folgt daher nach Hilfssatz 7 a ftir ~ o = ~  (T1; ... ; Tk+l): 

~n~+ z (Kk+l, o) = ~Rk+ 1 ( K k + l ,  fl) ~ ~ ( R k + l )  -- j + 1. 

Aus ~sk(Kk, o)=~nk(K~,~) folgt, dal3 die Zahl k > i  die Bedingung J1 erfiillt und aus 

den obigen Idberlegungen folgt, dab k auch die Bedingung J2 erfiillt. Dies wider- 

spricht aber der Definition von i. 

Damit ist Hilfssatz 14 bewiesen. 

Anmerkung.  Speziell folgt: ist 1I= ~ (T1; ... ;T~)  ein Indexvektor  aus F m i t  den 

prim~ren Transformierten T~ = V~ R~ V21 (1 <_s<_n), so gilt: 

V i  I .~ Wi+l, 

Denn fiir ~ =  ~ (T~; ... ; T~) folgt: 

u ( K ~ , ~ ) > _ u ( R ~ ) - j +  I, 

da i der Index ist und ffir ~ - ~  (Td T~ ~) folgt: 

(K~. ~) > i, 

wobei f/Jr n (K~,~)- j das Wort K~,~ rechtsseitig abgeschlossen ist in I~'~ I. Daher folgt 

naeh Hilfssatz 7 a  ffir ~ - 9 ~ ( T ~ ;  ...;T~+~): 

so dal] ~ir Hilfssatz 14 anwenden kSnnen. 

15-- 563802. Acta mathemalica. 96. Imprim~ le 31 d4cembre 1956. 
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H I L F S S A T Z 1 5. Es  sei F eine Form vom Grade n und vom Index i < n. Dann 

existiert kein Indexvektor ~ (T~; ... ; T = ) E F ,  so daft liir ein Ic mit  i + 1 <_ k < n - 1  der 

Velctor ~ (T~; ... ; T~§ einen L-Wendevektor darstellt mit  der Ldnge 1, wobei F (T, ... Ta+l) 

eine L-Wendelorm ist. 

Beweis. Angenommen,  es wtirde ein solcher Vektor  1 I = ~  (T~; ... ; T ~ ) e x i s t i e r e n .  

Wir  be t rach ten  dann  

~ =  ~ (T~; ... ; Tg) und 

~ o =  ~ (T~; ...  ; T~) und  

ebenso ~ =  ~ (T1; ... ; T~) und  

~e  = !~ (T~; ... ; Tk+l), 

~ =  ~ (T1; ... ; Ti+l), 

~a  = ~ (Tx; ... ; ~'k+l), 

Die pr imgren  Transformier ten  T ,  (1 <~s<_n) seien gegeben durch T s =  V~ R, V,  1. 

Da  nach Hilfssatz  14, Anmerkung  gilt: Vii"> V~+I, so folgt: /c  > i. Setzen wir nun  

! ~ , = ~ ( T , ;  Ti+l), so gilt somit  nach Hilfssatz  10 fiir die K o m p o n e n t e  K~+l.i yon ~[:  

(Kt+l,~) < ~ (R~+I) - ] +  1. 

Da  i der  Index  ist, so folgt somit  nach der Bedingung J2: 

(K,. 3) > ~'  (Ri) - i + 1. 

AuBerdem gilt naeh Satz I: 

Ebenso  gilt: 

da  i der  I n d e x  ist. 

Q~I= Q~,~, 

Somit  gilt: 

( K i + l , v )  = ;g ( K ~ + i , i )  _~ ] .  

Fiir u ( K , + I , , ) = j  ist K~+I,~ linksseitig abgeschlossen in ] ~ ' [ .  

~ = 9.}  ( T ~ ;  . . .  ; Tk+l) 

ist ein L-Wendevek to r ,  daher  ist ~ =  ~ (T~; ... ; Tk) und dami t  auch 

~Q = ~ (T~+I; . . .  ; Tk) 

ein L-Vektor .  Nach  Satz I I  gilt daher: 

7r (K~,i) >_~ (R~) - ? ' +  1. 

~R~ (K~, o) _> u (R~) - ] + 1, 

Nach  Hilfssatz  7 folgt somit  fiir ~ , =  !~(T1; ... ; T i+1): 

P*+I , = P * + I  i, K i + I , , =  Ki+l,~ -1 -1 Q , + I , T  = = W i l l  . , , Q i + l ,  i 

Der Vektor  
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R i +  1 ( K i + l ,  e )  ->  ~ ( R ~ + I )  - j + 1. 

Somit kSnnen wir Hilfssatz 7 anwenden. 

Es folgt nach Hilfssatz 7 und nach Satz I I  ffir ~ =  ~ (T1; ... ;Tk): 

P~,,, =P~,~, Ks,,,=K~,~, Qs,,,=Q~,-,: (l_<s_<i), P~+,,~=P~+,,,; 

Pt, u=Pt, o=Pt, a, Kt,~ =Kt, e=Kt,~, Qt,,~=Qt, e=Qt, a (i+2<_t~k). 

Nach Satz I I  folgt auBerdem: 

- 1  - 1  1 - 1  = Q~,~, Pi~l ==Pi+l  ~=Pi+l i=P i+ l  

Betrachten wir 

~ , =  {v,, R,, V;', V~+I, R~+I}; 

t 
die letzte Komponente yon ~ .  sei K~+I,.. Wie in Teil I) des Beweises zu Hilfssatz 14 

zeigt man: Ki+l,~ = Ki+l,i (da ~ (Ki+l,i) >_ j > 1 und somit auch u (Ki+l,.) -> j gilt). Ist  

$~={Va, R~, V11 . . . . .  V~+I, R~+I} und ist K~+I,. die letzte Komponente yon ~ ,  so 

zeigt man analog, dab gilt: I(~+~,~=Ki+l,~. 

Nun ist -K~+l,a gegeben als erste Komponente yon 

{K,+x,,, V~+~I, V~+2, R~+z, V -1~+2, . . . ,  Vk, Rk, V;1} ' 

und Ki+l,, ist gegeben als erste Komponente yon 

{K~+I,. Vii1, V~+2, R~+2, -1 . . . .  V~+~, V~, R~, V~} ' 

Naeh den obigen Ergebnissen gilt aber: K,+I.,=K~+~,,, somit: Ki+I, ,=K~+I.,  und 

daher: K~+,,~=K~+I,~ (da K~+I,~,=K~+I,i, K~+I,.=Kt+L~ gilt). 

Es folgt die ~quivalenz: 

r ! T ~ - -  T~.. .  T~W~Kc,Q~,~T~+I ... T~ mit ~-P~,c,K~,~,Q~-~ ( i+l_<s_<k).  

D~ nun der L-Wendevektor 2 ~ =  2~ (T~; ... ; Tz+l) die L~nge 1 haben soil, so ~olgt: 

t ! t 
V ~ + ~ - I V ~ + a  mit []=@_~T~+I ... T~ 

(V~+I geeignet gewghlt). Es ergibt sieh: 

T~ Tx+~ ~ W 1 K~ ~ V~+I R~+~ V -1 �9 �9 �9 , k + l  

(Wx geeignet gew~ihlt). Hierbei gilt: u (Ki,~)_>u' ( R ~ ) - j +  1, da i der Index ist. 
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' ' ' ' " V "  ~ Fiir R~=K~,~ bilden wit nun: {R~, V~+I) = { R ~ ,  a+~ mi t  der Ergi inzung Z. 

Nach  Defini t ion ist R[ = K~,~ Teilwort  yon  R~ ~ X R[ Y ~ X R [ ' Z  Y (X, Y geeignet  ge- 

w~hlt). N u n m e h r  gilt: 

z ( Y X R ; ' ) > _ 2 ] - I ,  

denn  aus u ( Y X R ~ ' ) > 4 ] - 2  (Axiom Z) wfirde sonst  folgen: ~ ( Z ) > 2 ]  und Z wg, re 

ein eharakter is t isches Tei lwort  yon R~, was n a c h w  1 unmSglich ist, da  Z ein Teil- 

wor t  von Vai l  ist. Nach  Je gilt aul~erdem: z ( Y X ) < ? ' - I ;  es folgt: ~(R[ ' )>_] .  

R ~ < V '  k+~ kann  also nicht  gelten. Ftir R~' > V . . . . . .  ' ~+~, R~ ~R~ V'~s folgt, dab  {R~, R~+~} 

h6chstens ( ] - 1 ) - f a c h  ve rke t t e t  ist, denn sonst wiirde sich ergeben: 

(T~ ... T~) T~+~ (TT~ ~ ... T~ -~) ~ T~ -1. 

Fiir  die K o m p o n e n t e  K~,;. yon  ~'~ gilt somit: z(K~,;.)~>l, wobei fiir ~(K~,~)= 1 

das  Wor t  K~,x rechtsseit ig abgeschlossen ist in 193~.1. Fiir R;[I V~+~ folgt dies eben- 

falls nach Hilfssatz  2, da  ~ ( K ~ , a ) ~ ( R ~ ' ) - I  gilt und  fiir ;4(K~,~)=Tc(R[')-I  das 
., ~) t 

W o r t  K~ x reehtsseit ig abgesehlossen ist in I~ . [ .  

Somit  ist nach Hilfssatz 1 das Wor t  L~K~,~L~ reduziert  mi t  

K -1 1 Q~ 1, ~ P~, und  LI=PI,~: 1,zQ1 . . . . .  P,_I,~K~ 1 . . . .  

E s  folgt: L 1 K,:, ~, L 2 = ] ~ i  ], K~+i, ~. = Kk+l, ~. 

Nach  Hilfssatz 8 folgt somit: 

~Rk= 1 (Kk+l , ) , )  = ;4Rk+ 1 ( K k  ~1, fl) ~ ~r ( R k + l )  - -  j + 1. 

Es  ergibt  sich: k +  1 < n ,  da  sonst die Zahl k +  1 > i  den Bedingungen J1, J2 genfigen 

wiirde, was der Definit ion yon  i widerspricht .  

Wir  be t rach ten  nun den Vektor  ~ k + l =  ~ (Tk+l; Tk+e). Nach  Satz I gilt: 

wobei fiir ~ (Kk+l k~ 1) =/" das Wor t  Kk~ 1. k+l rechtsseit ig abgeschlossen ist in [ 93~.+1 I. 

Somi t  ergibt  sich nach Hilfssatz 7 a fiir den Vektor  ~ , = ~  (T1; ... ; T~+2): 

Qk+l,~ = Qk+a, k+l, P~- 2 , , -  Pk+2, k+l, K~+2,, = Kk+2. k~ 2, 

Wir  zeigen nun, dal~ die Zahl ]c + 1 den Bedingungen J~, Je genfigt. Fiir 

)4Rk~ 2 (Kk+2,  k+l)  ~-- ~ (Rk+2)  --  ] +  1 
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folgt nun:  ~ (Kk+2,,~) -> ~ (Rk+2) -- ~" + 1. 

Wir  nehmen daher an, as gelte: 

ZRk+ 2 (K~+2, k+l) < ~r (Rk+2) -- # + 1 

(sonst w/~re J1, Je erffillt). 

Dann  folgt nach Satz I: 

Vk11 "> Vk+2, Vk+l~Vk+2; 

V~+11< Vk+2 kann  somit nicht  gelten. Aul~erdem folgt nach Satz I:  

;4Rk+ 1 (Kk+l, k+l) ~ ~ (Rk+l) -- ] +  1. 

Wir  bet rachten nun  den Vektor 93~= ~ (Ti; ... ; Tk~2). 

r)~.~ T[ ~ T'~ "> V~+~ I) Falls S = ~ ,  + ... 

nicht  gilt mit  T:=P~ ,~K~ , .Qz ,~  ( i+l<_s<=k) ,  

so sind ffir ~ r  die Voraussetzungen yon  Hilfssatz 9 erffillt. 

z (K~+I. ~) -> u'  (Rk+i) -- ~ + 1. 

Ffir 

~ =  ~ (TG .-. ; Tk+2), 

9.~V = ~ (T1; ... ; Tk+2) 
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Es ergibt sich: 

~ a = ~ ( T 1 ;  ... ; Tk+l), 

folgt nun aus Kk+l ,~=Kk+l,$ analog wie oben: 

Kk+l,:, = Kk+l, n 

(da ~ (Kk~ 1,4) --> ~ (R~+0 - ] + 1 gilt). Es folgt: 

(Kk+l ,  , )  --> ~ '  ( R k + l )  --  ] + 1. 

Der Vektor ~v genfigt somit der Bedingung Je und der Vektor  ~ geniigt der Be- 

dingung J1, was der Definition yon  i widerspricht.  

I I )  Ffir E "> Vk+l folgt: V~+I ~ E -1, da j~ au•erdem E < Vk+l gilt. Es ergibt sich: 

Ti ... Tk+l ~ V~ Ki. ~Rk+l V~+11. 

D a  -1 Vk+l "> Vk+2 gilt (s. o.), so kSnnen wir setzen: 

V-1  ~ 17"-1 X - 1  1 k+l E ~ rk+l  k+2 Vk+2~ 
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Rk+e~.Xk+2 Yk+2R'k+e, Rk+l ~R~+I  Yk+2 

mi t  R~+I = Kk+l, k+l, R~+~ = Kk+2, k+l. 

Y - '  - < j -  ~ ~+2 ]-Iierbei gilt: ~ (  k+2) 1, da  sonst Tk+l T -1 folgen wfirde. 

Nach  Hilfssatz  14, Anmerkung ,  gilt: v~-l-> V~+I. Es  fotgen daher  Aquivalenzen:  

R i ~ K ~ , ~  Yi+l, V : I ~  -1 1 -1 
, Vi+I, ~ Xi+l  Y~+2 Q ~ . : , x i + 1  Ri+l Yi+l K~+I.~ -1 

(fiir ] c = i + l  gilt: Y~+2=l);  hierbei ist K ~ + I , ~ * I  nach  Satz I I .  

N u n  folgt wie oben: K k + l . , = K k + l . v  

:[Or ~n = 93 (TI; ... ; Tk+2), !~ 7 = !~ (T~; ... ; Tk+2). 

Somit  kann  nicht  gelten: gak+l ( K k + , . ~ ) _ > g ' ( R k + l ) - j +  1, da  sonst / c + l  den Be- 

dingungen J1, J~ genfigen wfirde. Das  w/ire insbesondere dann  der Fall,  wenn 

{K~, ~, Rk+l} unve rke t t e t  w/ire, denn dann  wfirde folgen: Kg+I. ,  = Kk+i,r  = Kk+l, k+t. 

Wir  nehmen  daher  an: {K~.~, Rg+~}'= {R[', Ri+i} mi t  der .Erg/inzung Z~= 1. Us 

folgt: ~ ( Z ) _ < j - l ,  da sonst nach Axiom B gelten wfirde: 

(T~ ... Tg)Tk+I (T;~ ~ ...  T ~ ' ) ~ T ~  1. 

Aus Hil:[ssatz 4 folgt dann  eine _~quivalenz: Rg+I~Z-1R '~ '+ I  ]7-1g+~ (das Wor t  W~ 

in Hilfssatz  4 bedeu te t  hier: K~,~, W2: R~+~, W3: Vg+, ~ R~+~). Es folgt: 

" " i/* I R ,  W -1 Y~ . . .  Y ~ + t ~  V~R~ R~+I -~+~ ~+2 ~+e. 

Es  wird also vorausgesetzt ,  dab  ~ ( Y ~ + e Z  -~)>_~ gilt. Hieraus  :[olgt auch: 

Y ~ e  ~= 1. 

A) ~ri+ 1 = 1. 

Es folgt: (T~+~ ... T~) T~+~ (T ;  ~ -~ ... T ,+~)~ (V~+a Xi+i) R~+I (X,+'~ -1 Vi+I) = W 

mit  

V~I.:> Vi+I Xi+I,  R~.I.~ X~+I Ki+I ' y -1  ~ *+2 ( Y i \ ! z = l  fiir k = i + l ) .  

Es  ergibt  sich: 
1 X ~ (Yi+2 i+I)->2] - 1  

(da sonst V~11 das charakteristische Teilwort K~+I,~ yon Ri+1 enthalten wiirde), 

(sonst wfirde folgen: Ti+l,,..T~io), somit:  

(X .1 )  __ i. 
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R ' ' R (3) ~ mi t  der Ergi~nzung U, so folgt, dab  Bilden wir nun: {Xi+1, k + l ) = { X i + l ,  k+l/ 
{X~+I, Rk+l} hSehstens ( ] - 1 ) - f a c h  ve rke t t e t  ist (da sonst  gelten wtirde: 

(T,+I ... Tk) Tk+1 (Tk I .-- T~11) N T~=+ll, T~+I ... T~+I ~ T~+2 ... Tk). 

Wir zeigen nun, dab eine prim/~re Transformierte Tk+l= Yk+l t{k+l Vkl+l exist ier t  m i t  

T k + l  e~ W ~ ( T i +  1 . . .  Tk  ) T k + l  ( T k  1 . . .  Ti+ll), V~ 1 .> Vk+l 

und fiir k > i + l  mit:  V~+I'>V~+I. 

I s t  zuniichst U=~: 1, so folgt: 

W,~(V i+IX;+I )~ (3 )  U-1 t-1 ~k+l (X~+I V2t) ;  

hierbei ist W1 ,z v '  ~(3) U -1 reduzier t  und  W 2 U -1 , 1 1 Xi21 ITi+I1 Xi+ I g/-+li eben- 

, ~(3) U ~ ,-1 V-~ nicht  reduzier t  ist, so folgt die Be- falls reduziert .  Falls V~+IX~+I~k+I Xi+l  ~1 

haup tung  durch Versehr/~nkungsreduktion nach Hilfssatz  2. 

I s t  jedoch U =  l ,  so bilden wir {Rk+~, X 2 1 } ' =  { R ( ~ ,  X;'+~ ~} mi t  der Erg/ inzung 

O. I s t  {Rk+l, X/-11} mindestens  ?'-faeh verke t te t ,  so folgt diesmal  (naeh Axiom B): 

(T~+~ . . .  Tk) Tk+~ (T; ~ . . .  T,+~) ~ T,+~, 

also I/k+~ ~ Vi+l, woraus  Vfa .> Vk+l, und  fiir k > i + 1 aueh 1/;+~ > V~+2 folgt. I m  

anderen Falle i s t  ( V i + l  v ' '  \ jQD(4)  [ V " - I  " ~-i+1/ ~Vk+l  ~'~t+1 viii) reduziert ,  da  ja V~+~ X~+~ Q ' ( t )  X~k+ 1 r e -  

duzier t  ist nach Voraussetzung (als Tei lwort  yon V~+~X~+IR~+~). 

Es wfirde also folgen: T~+~ .. .  T e ~ T ~  T~+I T~+I . . .  T~ und F (T~+~ .. .  T~+~) ware  

eine L - F o r m  und keine L-Wendefo rm im Widerspruch  zur Voraussetzung.  

Daher  ist Y~+~ = 1 unm6glich.  

B) Y~+~* 1. 

1) V~+ 1= 1, - '  X -1 V 1 Wk+l "~" ~:~ ~ k+2 k+2. 

Aus der Aquivalenz R~+~ ~X~+~K~+L~, Y~+~ folgt: 

( y~+~ K~+~, ~ Y~-+~) >_ 2 j -  

(da sonst X~+~ charakter is t isches Teilwort  yon  R~+~ wi~re, was der  Defini t ion von 

V~ ~ nach w 1 widerspricht) ,  

(K,+I. ~ Yc+i~) -> ] 

( d a n  (~/+1) ~ } --  1 gilt). 

a) Q~, = 1. In  diesem Falle ist K~+~ a l inker Abschni t t  yon ~ ~ X ; ~ u  V -1 , k+2" 
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Z ( X k l + 2 ) > N ( K i + l , o : ) ,  X - 1  , 1 , 1 k+2~Ki+I, aXk+2, R~+e~X~§ Y~+eR'~;~. 

Ffir Y~+e-1 (also speziell fiir k=i+  1) folgt: 

- 1  (K~+~, ~) 2 ?'. 

Naeh Axiom B folgt dann  

K~)~, Y~_~ R '  ' 

Da Y~§ Y~§ gilt, so folgt, dab {Y~+~, Y~+~} verket te t  ist. Es existier~ daher 

ein rechter Abschni t t  P yon  Y~+I ~ L P  und ein linker Absehni t t  Q yon Yk+2~QM 

mit  P~-Q. Der Widerspruch folgt dann  naeh Axiom D 1 durch Vergleich yon  

m 1 ZQMRk+I mit  Z Y 1  K~,~ und Y~+~K~+~,~X~+~ 

(da Yi+l ~- Yi+lQ gilt). Man beachte hierzu auch die Anmerkung  2 zu Axiom D 1. 

-1 I ein ~/~) Ffir Y~§ 1 (somit k > i +  1) folgt unter  Voraussetzung yon Q~+I,~= 

Widerspruch naeh dem Muster yon Fall 1 A 2 a beim Beweis yon  Hilfssatz 12 (man 

1 ~ K ! zeigt zun~ehst wie dort,  dab der letzte Sektor P yon  K~,2,~ P verwandt  ist zum 
t t l  ! 

letzten Sektor P' y o n  Xk+2mXk+2P ). 
Ftir - 1 Q~+I ,~  1 zeigt m a n  wie bei Fail I A '2 b yon Hitfssatz 12 ffir den letzten 

t m t Sektor P '  yon  X~+2~Xk§ 

P' -~ Y?22. 

Es ergibt sich: 

und aus ~ (Y~12) < ] -  1 folgt: 

(Yi+l K~+I, ~) >_ }. 

t l  , - 1  Ftir X~+2~Xk+2P K~+I,~ folgt dann  nach Axiom B: 

Ki+l,:~p,-1X,, 1 ,-1 y - 1  k+2 Rk+2 k . 2 m K i + l , ~  Y;~12Xi+l Yi+l. 

Hieraus folgt weiter, dab (Y,~I, Y~.~2} verket te t  ist, worauf  wir wie unter  ~ )  vet- 

fahren. 

8) 

mit  

und 

~(Xk~2)<z(K~L~), Ki+I,~X;~2R~'+I. Wir  vergleichen nach Axiom D2: 

t 
y - 1  Z-1Rk+I  k + 2  

- 1  - 1  Z - 1  - 1  Z 1 - 1  Y~-2 Xk+2 R ~  Yi+l Yi+l K~.~, Ki, 

-1 lOm Y*+l Xk+2 ~i+1 Y~+12 X i + l .  
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Is t  nun {Y~+I, Yk+2} verket tet ,  so folgt der Widersprueh wie unter  ~ ) .  I s t  da- 

gegen {Z, X~+~2} verket tet ,  so existiert ein reehter Absehnit t  P yon Z ~  Z ' P  und ein 
1 f )  1 y t - 1  linker Abschni t t  Q-1 yon  X k + ~  ~ + 2  mit  P~_Q. Wir vergleiehen dann  nach 

Axiom D~ Y ~ 2 P  1Z,-~R~+I 

mit  Y ~ X ~ ~ ' - ~  Y , ~ I Z  1 1 ]~,r 1 ~.~ ~ e ~ + 2  Ki.~ und X~+2 Y~-+ll X~-+ll Y~+2~i+1 

(es gilt: X k §  l-----Xk+2). Aus der Annahme 

~(Y;~+~P-1Z' ~)_>j>l 

Tk+2. folgt dana:  Tk+l ~ -1 

Mit {Z, X ; l e}  ist auch {Z, K~+~,~} verket tet .  Dieser Fall wird daher analog be- 

handel t  wie fi). 

b) Q~.~* 1. Es folgt: Q~,~_ Y~+l; Q~,~ ist somit verwandt  zum ersten Sektor von 

S ~ Vk§ d . h .  verwandt  zum ersten Sektor P '  yon  X ; I + 2 ~ P ' X  '-lk+2. 

Aus z (Z Yk+2)-->] folgt nun naeh Axiom D 1 dureh Vergleieh von 

H 1 1 , t  V 1 D '  t - 1  r 1 Z Yk+2R~+I mit  Z Y~+IR~ und ~I~+2~ Xk+2R~+2 

eine der Aussagen: 

a) Ti ... Tk+I~T~+I  ... Tk, 

b) T k + l T k + 2 ~ l ,  

C) X: (Z Y,~+2) = 1. 

I n  jedem Falle folgt ein Widerspruch.  

2) V* ~ 1. k + l  

Es folgt: Yx+2_~V~+I; Yk+2 ist somit verwandt  zum ersten Sektor yon  Vk+11~ S.  

Somit  gilt: ~ (Z) = j -  1. 

a) Qi,~= 1. 

Yk+2 ist verwandt  zum ersten Sektor P yon K ~ + I , ~ P K ' .  Aus ~(ZYk+2)>_] 

folgt dann  ein Widerspruch nach Axiom D 1 durch Vergleich yon 

t 1 i t  
Z Yk+2Rk§ mit  Z Y:(+llR~ und Y ~+I PK '  Y~-~2X~+I: 

Es folgt n~tmlich mindestens eine der drei Aussagen: 

(T~ ... Tk)Tk+l  (Tk 1 ... T i  1) '~ Ti 1, T~ ... Tk+l '~ Ti+l ... Tk, 

Ti+I ~ Ti+12, y, (Z Yk+2) = 1. 
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b)  Q i . ~ *  1. 

Es folgt: Y,+I~_Q,.~_Yk+ 2 (da Qs Tei lwort  is t  des ers ten  Sektors  yon  •). 

e rg ib t  sich: 

Z Yk+2 -~ Z Yi-)l 

Es  

und  hieraus  folgt  aus g (Z Yk+2)_> ]: 

Z Yk+2 R~+~ ~ Z Y~:I R; ' ,  

was einen W i d e r s p r u c h  ergibt .  

Es  kann  also kein  Vek tor  1I = 9j (T1; . . .  ; T~)6  F exist ieren,  der  den geforder ten  

Bedingungen  geniigt .  

Anmerkung.  Nach  dem Beweise is t  es also nur  d a n n  m6glich, dab  ~ (T,; . . .  ; Tk~l) 

einen L - W e n d e v e k t o r  da r s te l l t  m i t  der  L~inge 1 = l ,  wenn Fa l l  I I  A e in t r i t t ,  so dab  

gil t :  Vk+l ~ [] 1, y f j l  = 1. I n  diesem Fa l le  folgt: 

T~ ... Tk§ T~+I Ti+1 ... Tk 

mi t  T* "T . k + l  ~ ( ~ + 1  . . -  Tk) Tk+l (T ;  1 .. Ti-ll),  

wobei  !~(Ti ;  * " . . . .  Tk§ Ti l l ;  " Tk) ein L-Vek to r  ist. 

H I L F S S h T Z 1 6. Es sei F eine Form vom Grade n > 0 und vom Index i < n. 

Dann  existiert kein Indexvektor ~ (T1; ... ; T n ) 6  F,  so daf t / i i r  ein k mit  i + 1 <_ k <_ n -  1 

der Vektor ~ (T~; . . .  ; Tk+l) ein L-Wendevektor ist mit  einer L5nge 1'_>2, wobei 

F (Tt; . . .  ; Tk+l) 

eine L- Wende/orm darstellt. 

Beweis. Wir  nehmen  

Es  sei: 

Wi r  setzen: 

an,  es g~ibe einen solchen I n d e x v e k t o r  ~ ( T 1 ;  . . .  ; T n ) .  

T s =  V~Rs V21 ( l < _ s < n ) .  

~o  = !~ (T~; ... ; Tk+l), 

~ = !~ (T1; . . .  ; Tk+l), 

~ = ~ (T1; . . .  ; Td.  

Die L~nge des L -Wendevek to r s  sei m i t  l '  bezeichnet .  

l = l ' + i - 1 .  

Wir  setzen 



Wir setzen ferner: 
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~n = ~ (T1; "'" ; Tl 1), 

~ = ~ (T~; ... ; Tl_t), 

~a = ~ (Tz_~; ... ; Te+~), 

~ , ,  = ~ ( T I - I ;  . . .  ; T~). 

Nach  Satz I I I  A gilt nun fiir die Komponen te  K~,~; yon ~'o: 

~r (Ks, ~) _> ~ (R~) - i + 1. 

Andererseits gilt: 

da i den Index  bedeutet .  

also nach Satz I I I  A: 

zR~ (K~,~)_>n ( R i ) - j +  1 >j ,  

Somit folgt nach Hilfssatz 7: 

g k + l , u  ~ Kk+l ,a~ 
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gRk+~ (K~+~, ~) _> ~ (Rk+~) -- j + 1. 

Hieraus ergibt sich: / c + l  < n ,  da sonst k +  1 > i  den Bedingungen J1, J2 genfigen 

w i i r d ~ .  

Wir setzen nun  weiterhin als Abkiirzung: 

!~k+l = !8 (Tk+~; T~+e), 

!8~ = !~ (T1; ... ; Tk+2), 

~,~ = !~ (Tl-1; ... ; Tk§ 

Da nach Satz I gilt: ~:Rk+ 1 (Kk~l.k+l)-->?', SO folgt nach Hilfssatz 7 a: 

Kk+2,,: = Kk+~. k+l. 

Daher  muB gelten: ~Rk+ ~ (Kk+2. k+l) < X (Rk+2) -- ] § l,  

da sonst k + 1 > i den Bedingungen J1, J2 genfigen wfirde. Es folgt nach Satz I: 

V~lt > V~+2,  :4nk+l(Kk+l,k+l)~_~(R~+l)-]+l 

mit  Vk+l~  Vk+2. 

Ffir !8~ gilt: ~R~ (Ks. ~) _> ~ (R~) - ] + 1. 

Andererseits folgt nach Satz I I :  

~R~ (K~, ~) >__~ (g~) - ~'+ 1. 
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Daher folgt nach Hilfssatz 7: 

Kz 1,,~--Kl 1,~, 

also naeh Satz I I  (da 93~ ein L-Vektor  ist): 

wobei fiir x (K~ 1.n)= j das U 'o r t  Kz 1,n linksseitig abgesehlossen ist in 193'n[- 

Da  93 (T~; ... ;T l )  ein L-Vektor  ist, so gilt: 

(r (~'l 1, T l )  = { @ 1, Xl} , (x / : :  ~ 1), 

also fiir 93z-, = 9-} (Tz-1; Tz): 

~R z l (Kl  1,1 1)>--z(Rl-1)--]q -1. 

Daher  folgt naeh HiKssatz 7 fiir 93~= 93 (T1; ... ;Tz):  

K~,~= Kz.z 1. 

Naeh Hilfssatz 14 muB somit gelten: 

Vz 21 "> Vz. 

Der Vektor  934= 93 (Tl-1; ... ; Tk+l) ist ein L-Wendevek tor  mit  der Lgnge 2. Da  

Y(Tz_l  ... Tk+l) eine L-Wendeform ist, so ist Satz I I I A  anwendbar;  es folgt: 

~Rk+ 1 (Kk+l,a) 2 h: (Rk+l) -- jq-  1. 

Daher  gilt naeh Hilfssatz 7 fiir 93~= 93 (T1; ... ; Tk+l): 

Kk+l, ~ = Kk+l, ~ = Kk+l, 

(s. o.), also: ark+ 1 (Kk+l,a) --> ~ (R~c+l) -- ]-k 1. 

Da  nun ftir 93k+1= 93(Tk+1; Tk+2) oben gezeigt wurde: 

~Rk+ 1 (Kk+l, k+l) --> N (Rk+l) -- ] +  1, 

so folgt nach Hilfssatz 7: 

Kz-I , ,=Kz-I , , t ,  Kk+2,, = Kk+2, k+l. 

Oben wurde bereits gezeigt, dab gilt: 

v~ll  "> V .  V;11 "> Vk, Vk+lasVk+2, 

~Rk+2 (Kk+2, k+l) < ~ (Rk+2) -- ] + 1. 



satz 

wenden und  wit erhal ten die Ungleichung: 

2"r 1 ( K k + l ,  p) ~ Z '  ( R k + l )  - -  ] 4- 1. ( U )  

Aus K1 1,,=Ki-1.;~, ~R l l (Kl  1, ,) --> ~ (Rl 1) - - ]4-1 ,  xn  I l ( K l  1,,~)~] 

(s. o.) folgt dann  nach Hilfssatz 7 fiir 9.}~ = ~ (T1; ... ; T~.~): 

-t~k+1,7: = K k  1, ~ 

also: XRk+ 1 (Kk+l.,) ~> :~' (Rk+l) -- ] 4- 1. 

Die Zahl k4- 1 > i  wiirde also den Bedingungen J1, J2 geniigen. 

Aus der Ungleiehung (U) folgt somit ein Widersprueh. Wit  zelgen nunmehr ,  dab 

(U) nieht  nur  erfiillt ist, falls ~ den Bedingungen yon  Hilfssatz l l  (bzw. 11', bzw. 11") 

genfigt, sondern auch in den restliehen Fgllen; hierbei ergeben sieh nur  Varianten des 

seitherigen Beweisganges. Fiir die Diskussion der m6gliehen Fglle verwenden wit im 

folgenden die Unter tei lung yon  Hilfssatz 13. Ebenso i ibernehmen wit die Bezeieh- 

nungen yon HiKssatz 13, wobei jedoeh die Indizes 1 bzw. 2 dureh I - 1  bzw. I - ' 2  

ersetzt  werden (in (_)bereinstimmung mit  der Indizesbezeiehnung in 

9,~,~ = ~,~ ( T I - 1 ;  . . .  ; T k + l ) ) .  

Wir k6nnen hierbei die FS,11e ausschliegen, in dcnen eine prims Transformierte  

T'~+I ~ (Tl . . .  Tk)  Tk+l  ( T ;  1 . . .  TE 1) 

existiert,  so dal] 
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Geniigt nun  der Vektor  ~ =  ~ (Tz 1; ... ; Tk+l) den Voraussetzungen yon Hilfs- 

11 (bzw. 11', bzw. l l " ) ,  so kSnnen wir HiKssatz 12 (bzw. Hilfssatz 1 2 ' ) a n -  

93(Tz_1; * " Tk+l ,  Tz; . . . "  Tk)  

ein L-Vektor  ist, da dann  auch 

~3 (Td ... ; T~ l; T~+I; T~; ... ; Tk) 

ein L-Vektor  w/ire, was der Voraussetzung widerspricht,  dab 

F(T~ ... Tk+I)=F(T~ ... Tz-IT*+I T~ ... Tk) 

eine L-Wendeform ist. Ebenso braucht  der Fall nicht  berticksichtigt zu werden, dab 

~fir ~ -  93 (Tl-1; ... ; Tk) gilt: 

-1  1 ' i Vk+l ~ [] =Qz,~Tl+l  ... T k ~ V k + l  
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(es folgt hieraus 1 < k, da a (Tk, Tk+l)= { -  1, + 1} gilt) und gleichzeitig ffir ~3z 1= 

(TI -1 ;  Tz): Kl-l,z 1 = R z - 1 .  

Aus der Anmerkung zu Hilfssatz 15 folgt dann ebenso, daB F(T~ ... Tk+l) eine L- 

Form ist. 

Da oben gezeigt wurde, daB ffir ~ k + l = ~  (Tk+i; Tk+2) gilt: 

~nk+ 2 (Kk+2, k+l) < ;g (Rk+2) -- ] + 1, 

-1 Vk+l "> Vk+2, Vk+l~ Vk+2, 

so folgen nach Satz I die AquivMenzen: 

1 
R k + l  ~ K k + l ,  k+l Yk+2, 

-1 *-1  X - 1  y - 1  Wk+l ~ Wk+l k+2 k+2~ 

R~+2 ~ X~+2 Yk+2 Kk+2, k+l 

mit x (Xk+2 Yk+2) > ?'. 

Aus Y~+2= 1 wfirde folgen: 

gk+2 ,  k+l = R k + l .  

Somit wiire mit 

R~+I  * 1 V;1+2 Vk+l Kk+2, ~+1 

(Weilwort yon I~+1] )  auch das Wort gk+l,a W~ mit 

Vk+l Kk+2, k+l W~= *-1 V~+I 

reduziert, da Kk§ rechter Abschnitt ist von Rk+l. Setzen wir: 

W1 = PI -1 ,  ;~ .K1-1, a Q[-ll, ;~ . . .  Pk, a Kk, ~ Q;,la Pk+ l, a 

(Teilwort yon I~il) ,  so ist nach Hilfssatz 1 mit W~Kk+~,a und Kk+I, a W 2 auch 

W1 Kk+l,a Wa reduziert, da ~ (Kk+i,~) > 1 gilt. Es folgt: 

Tt-1 ... Tk+2 ,-~ W1Kk+l,a W2, Kk+~,.=Kk+l,a, 

so dab die Ungleichung (U) erftillt ist, da 

9gRk+ 1 (Kk+I ,  a) --> ~ (R e+ l )  - ~ + 1 

gilt (s. o.). 
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Wir kSnnen also voraussetzen: Yk+2 :~ 1. Fiir V*+2 * 1 folgt dann nach Satz I, 

Anmerkung 3a:  Yk+2~V*+I,  so dab also Yk+2 verwandt ist zum letzten Sektor 

y o n  Wk+l. 

In der Einteilung nach Hilfssatz 13 ist auf die F~lle I B 2 b und I I  A Hilfs- 

satz 12' anwendbar; auBerdem gilt: V[lz'> Vz (s. o.). In der folgenden Untersuchung 

wird in der 1., 2. und 3. Abteilung fiir 

! ~ = ! ~ ( T z  l ; . . . ; T k + l )  und 2 ~ = 2 ~ ( T l ; . . . ; T k + l )  

vorausgesetzt: 

Kk+l,  ) ~ K~ 1, V" 

1. Abteilung 

Es gelte weder V[-_ll<Tz noch Kk+l,~,=Kk+l,~. 

Fall  I B 1 a t3r 

Es gelten Aquivalenzen: 

V l - l R k + l  Yk+2, Rk+l ~ " " -1 

Rk+2 ~ X~+2 Yk+2 R~+2; 

hierbei ist der letzte Sektor P y o n  Vk+l verwandt zum ersten Sektor von Rk+l. 

Ffir V~+I= l ,  Vk+l ~ Vk+~Xk+2 folgt somit fiir den letzten Sektor P '  yon Xk+2: 

p ' ~ p  

�9 T - 2  (es ist Xk+u* l ,  denn sonst wfirde folgen: x(Yk+2)~?, k+l~Tz+2 nach Axiom B). 

Ftir V ~ + l * l ,  Vk+l ~ Vk+2Xk+2 V*k+a folgt: 

ist hierbei P '  der letzte Sektor yon Xk+2 Yk+2, so folgt: P ' ~ - P .  
,, y_ ,  ,, _>]: Aus Vz I~-P folgt somit in beiden F~llen fiir n(  k+2 Vz 1) 

T~+I T -I k+2 

nach Axiom B. 

Fall I B 1 b 

Es folgt eine )~quivalenz: 

Tz_l .., Tk+l "-" VI-1 R;_I Vlt-~l I --k+ITZ(3) Rk+l V~,.1-' = W. 
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'~ V(3) V l - 1  -~ k+l~  

~ 17(3) 1 
R I - I " ~ R I - 1  ~ k + l  

R~+I ~ V['-I Rk+l 

folgt: W ~ V~-I R~"-I Rk+l Vk~l 

Es  sei {Rffl, R'k~lj~'---- {R~a-)l, R~'_I} mi t  der Erggnzung  Z. Dann  folgen _Aquivalenzen: 

R ( a )  ,7  ~7(3)-1 R l - l ~ . z  1 ~ ' k . 1  y f l ,  

7H Z _  1 H - 1  Rk+l~ ~z-1 Rk+l Yk+2. 

Hierbei  gilt:" Vffl~_P, wobei P den le tz ten Sektor  yon V~+I bedeutet .  

Ftir V ~ I ~ - I  folgt: 
i i  

Yk~o A * A ]7(3) A Y l - l ~  

also: z ( Y k 1 2 V [ ' _ 1 g - 1 ) = z ( V ; ' l Z - 1 ) < ] - I  (s. o.). 

Fiir V*+I = 1 folgt: 

Xk+2~X'k+2P' mit  P'/'.P. 

Aus ~ (Y;l+e V['_IZ 1)>j wiirde folgen nach Axiom D1, dab sich ein Widerspruch cr- 

g ibt  zur Annahme,  dab  F ( T  1 ... Tk.2) den Grad / c+2  besizt (Vergleich yon 

- 1  V "  Z 1 R "  v - 1  D , - 1  y , - 1  ] o '  1 V(3) 1 V - 1  ]O(3) . ]7k+2 I-1 k+l mi t  ~k+2--  "~k+2*~k+2 und Z k+l ~t *~-1, 

It  
es gilt: Yz~ V,_I~_P' ~', Tz('~) - -  - -  ~ k t l ) .  

fi) Falls  ~) nicht  gilt, so folgt gemgB Hilfssatz  2 eine Aquivalenz:  

PP - 1  Rk+l ~ X  -1 Rk+l Yk+2, 

wobei  X ve rwand t  ist zum le tz ten Sektor  yon Vk+l. Ffir V* k.,1 ~: 1 folgt: 

Yk+2~X,~(Y;I+2X 1 ) ~ 1 < ] .  

Ftir  V~+I= 1 folgt: 

X k + ~ X ~ + 2 P '  mi t  P ' - ~ P ,  

woraus  sich ffir 7r wie unter  I B 1 a f la)  ein Widerspruch  ergibt.  

Fall I B 3 b 

Bei Fal l  I B 3 gilt eine Aquivalenz:  

I I _  1 p t  i - 1  Tl-1 ... T k + l ~  V~ ,Rt-1 V~_a Vk+IR~+ 1 Vk+l 
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R~_,~R[-1 Y~* (evtl. gilt  Y , = I )  

Re+, ~ R} a)-* R~+I (R} a)* 1), 

Ri ~)-~ v;'+~. 

F O r  V ~ +  1 ~: 1 gilt: 
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~ - "  D(3) 
Y k + 2  ~ V ~ + I  ~ Vk +1 /\1~l �9 

1_ 1 ,1 Es b raueh t  nur  der Fall  be t r aeh te t  zu werden,  dab  V, , II Vk+l gilt  (Fall I B 3 b). 

Es  sei 

{ V; -  l, V "  ~' . " -  ~ v(~) - k+l~r ~ r l  * ~ r k + l J .  

Es folgt: 
' 1-7 H - I  17(3) " * - I  R '  - i  T t  1 . . .  T ~ + 2 - , ~  V I - I R t - 1  - t  t - - k + l R ~ c + l  V k + l  k~2 V k + 2 =  W 

t t  - - 1  mi t  Rx+l ~ RI a)-I Re+l Yk+2, 

R~+2 ~ Xk+2 Kk+2,, Y~1+2. 

Analog Fal l  I B 1 a fl~ folgt: 

I V  1 D ( 3 ) - l \ /  

Wir  brauehen also nur  den Fall  zu be t rachten ,  dab  W nicht  reduzier t  ist. Analog 

Fall  I I I  C beim Beweise yon Satz I e rhal ten  wir folgende Fal lunterscheidungen:  
f / t  t !  

' " V (a) - I  Rk+l  ~ Vl 1 R k + l ,  V"  v(:~) ~R}a). or) Rz_l~Rl_l k+l, I 1 / " ~ k , 1  

Es sei {Rz 1, " ' " R~+I}  = {R?>~, R <3) ~ ~,1; mi t  der Erggnzung  Z, dann  Iolgt: 

W ~ W '  Vl_l/;)(3) ]~(3) , - 1  t V - *  
a ~ l  1 ~ V k + l  Wk+l Rk+2 k + 2  

mit  R~+I ~R}a) 1 V;'-lZ 1~(a).~+1 Yk+~.l 

Ffir V~+I~-I  gilt: Yk+2~_R} a) (s.o.),  also: 

( ~ ; ~  R? '-~ V;:~ z -~) = ~ (R?):~ V;'~ Z - b  < ] - ~. 

Ffir V{+,=  1 folgt: X ~ + ~ X '  P' ~+~ mi t  P'~_V'~'~I&RI a), somit: 

'~'-1 RI~) v<a) Z V t _ I  P " I " ~ Z . k + I  . 

Nach Axiom D~ folgt dann: 

( Y ~  R? )-~ v ; ' ,  z - b  < ] 
(analog I B 1 b cr 

fl) Falls u) n icht  gilt, so zeigt die Diskussion der verschiedenen Fglle (analog 

Fall  I I I  C beim Beweise yon Satz  I),  dab  a lsdann flit ~ = 9 3  (Tl ~; ... ; T~+2) folgt: 

1 6 - -  56~802. Acta mathematica. 96. I m p r i m 6  le 31 d~cembre  1956. 
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Y k + 2 ~  R ~ + ~ X K ~ + ~ . ,  -~ 

wobei  X v e r w a n d t  is t  zum le tz ten  Sektor  yon  V~+I. 

F i i r  V* ~c+1 ~ 

nach Axiom B: 

Fall  I I B  

Es  folgt: 

Ff i r  V* k+l =~ 1 folgt  somit :  

y - 1  Yk+~-~X, ~ (  k + 2 X ) = l < } .  

X '  ' P '  folgt:  X k + e ~  e+zP mi t  ~-X. Analog  Fa l l  I B 1 a f i~ folgt  

~(Y;~2X)<i. 

" V -1 - W. t I7 ' - -1  19(3)  V k + l  Rk+l k + l  - -  

Ffir  n ich t  reduz ier tes  W erhgl t  m a n  ein reduzier tes  W ' ~  W und  m i t  

folgt  nach  Hi l fssa tz  2: 

wobei  ffir X * I  gilt:  X~-V'k'+I. 

~ ,  = !~ (T1; . . .  ; Tk+2) 

Rk+l ~ X Kk+I, ~ Y;1+2, 

Der  Fa l l  wi rd  analog  behande l t  wie Fa l l  I B 1 a fl :r 

2. A_bteilung 

Es gelte wohl  Vi-_~I <T~, Kk§ Kk+l,v, jedoch n ich t  T~ ... T'k'> Vk+l. 

Fall  I A 2 

Es folgt:  

T l - 1  . , .  T k + l  Vl- i  Rz-1 R} 3) Vk+l Rk+1 1 ' V "  ' ' " V ~ + I  ~ V1 1 Rl-1 k+l Rk+l vkl-1 

mi t  Rk+l ~ 19(3>1 v '  R~ 3) A V" ~ l  ~ k + l ~  - -  k + l  ~ P ~  

wobei  P den le tz ten  Sektor  yon  Vk+l bedeu tc t .  
t t t  v tt V v f _ I  

a) Rl - l">  Vk+a, Rz-1 ~Rz-1  k+l- 

W i r  se tzen {Rz 1, t ' " R +I} = {RT& R L d  

mi t  de r  Erggnzung  Z. Es  folgen die -~quivalenzen: 

Tz 1 Tk+l T7 ~(a) " V-1 
�9 �9 �9 ' ~ "  V l - 1  ~ " l - 1  R k + l  k + l ,  

T7 H 1 Rl-1 ~ R}a-)I Z r k + l  yt-1, 

Rk+l ~R~ a)-I Z -1 K~+I . ,  Yk+lz. 
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Fiir V~+~* 1 folgt: 

(Satz I I I A ) .  

Ffir V~+~ = 1 gilt: 

}r u ~ 17 ' t  ~, 1~(3) 
k + 2 / ~  r k + l  ~ r k + l  - -  ~ l  

1 ~  1 13(3) l g - l \  i 3) 1 Z - 1  < ] _ _  ~ . , ~ + ~  ~, ~ = ~  R~ ) 1 
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Xk+2~X'k+2P' mit  P'/',P~R~ 3). 

Aus ~ (Y;1.2R~*) 1Z !)>?" folgt ein Widerspruch nach Axiom D~ (Vergleich yon 

V t ,  1 3[2" 1 D ( 3 )  y-1 D ( a ) - I  a - 1  r.~ mit V 1 D ' - I  y '  I 1 0 " - 1  und Z k+~ A l  3[',l-1]. k + 2 ~  l 1-~ l X k + l , #  ~ k + 2  I ~ k + 2  x~k+2 

t H 
b )  E l _  1 ][ g k + l .  

Es folgt: 

R "  V 1 T l - 1  T k + l  ~7l-1 l 1 lZ(3) / ~ '  �9 �9 �9 ' ~  r k + l  ~ k + l  k + l ,  

R "  ' V-1 T7(3) Setzen wir W1 = Vz i z--l, W2=Rk+I ~+1, so ist W1 vk+l reduziert  und  ebenso V (~>k+l W~. 

I s t  nun  W =  W 1 V(~)+I We nicht  reduziert ,  so gilt nach Hilfssatz 2: 

Rk+l ~R~ 3)-1 QKk+I,~ I"k+21 mit  Q _~R~ ~)-1. 

Ffir V~+I:~ 1 folgt: 

y - 1  ^ D(3) -1  X ( Y 1 k+2 . . . .  , , k+2 R~ 3) x Q) = 1 < ~. 

y -1  .(3)-1 _<]_ Ffir V~+I= 1 folgt: x~ k+2~z Q) 1 

nach Axiom B analog Fall  I B 1 a fl~. 

Fall I I  B 

Der Fall wird behandel t  wie Fall  I I B  in der 1. Abtei lung ( V / : I = I  gesetzt). 

3. A b t e i l u n g  

Es gelte sowohl V -11-1 <Tz als auch T~ . . .  T k  "~:> V k + l ,  K k +  1 , ~ : v K k + l , w  und auBerdem 

K z - l , ~ = R l  1 mi t  ~ = ~ ( T z  1 ; . . . ; T k ) .  

I n  der Eintei lung gemgft t:[ilfssatz 13 wird Fall  I A 2 behandel t  wie in der 2. Ab- 

teilung (R;_I=RI_I gesetzt). I m  Falle I I  ist Hilfssatz 12'  anwendbar .  

4. A b t e i l u n g  

/~k+L ~ = K~+I, ~. 

Unte r  Verwendung yon Hilfssatz 7 und Hilfssatz 7 a folgt nach dem Muster der 

obigen Beweise: K~+I ,~=K~+I  ~. I n  diesem Falle wird die Ungleichung (U)bewiesen,  

indem m a n  ~ be t rachte t  (Hilfssatz 15, Fall  I I ) .  
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Anmer]cung 

Exi s t i e r t  also ein solcher Vektor  ~ = ~  (Td .. .  ; Tg+~) mi t  einer  L/~nge l'>_2, so 

ex is t ie r t  Ii ir  ein s mi t  i + 1 ~ s  _< ]c eine prim/~re Trans fo rmie r t e  

T~+~ ~ (T .... T~) T~§ (T~ ~ ... T2~), 

so dab ~ (T~; ... ; T~_~; T~+~; T~; ... ; T~) ein L-Vektor ist. 

Damit erhMten wir: 

SATZ I V .  Is t  F eine Form vom Grade n und vom Index i < n ,  dann existiert 

ein Indexvelctor ~ ( T 1 ;  . . .  ; T n ) 6 F ,  so daft ~(T~;  . . .  ; T ~ )  ein L-Vektor ist. 

Beweis. Es sei ~ (T1; . . .  ; T~; T*~I; . . .  ; T*) ein I n d e x v e k t o r  yon  F .  I ) ann  be- 

t r a c h t e n  wi t  die Menge ~J~ al ler  I n d e x v e k t o r e n  ~ (T1; ... ; T~; Ti+l; . . .  ; T n ) 6 F .  

Angenommen  nun, es wfirde ke in  Vek to r  ~E~J~ exis t ieren,  so d a g  ~(T~;  . . .  ; T ~ )  

e in  L -Vek to r  ist.  I ) ann  ex is t ie r t  zu j edem solchem Vektor  ~ 6 ~ ,  ~ = ~ ( T 1 ;  . . .  ; T ~ )  

eine Zahl  
k '  = k' (~ ) ,  i + l _ < k ' < n - ] ,  

so dab  zwar ~ ( T i ;  . . .  ; T k )  ein L -Vek to r  ist,  jedoch n ich t  mehr  ~(T~;  . . .  ; T k + l )  

(da ~(T~;  Ti+l) nach Hil fssatz  14 ein L-Vek to r  ist). I nne rha lb  der  Menge ~ der  

Zahlen  k' ( ~ )  mi t  9J693~ ex is t ie r t  eine gr6Bte Zahl ,  die wir  mi t  k =  k (~)~) bezeichnen 

wollen. 

Zu diesem max ima len  ]c ex is t ie r t  somi t  ein I n d e x v e k t o r  ~ ( T 1 ;  . . .  ;Tn)6OJ~, so 

d~B ~ = ~ (T~; . . .  ; Tk+l) ein L - W e n d e v e k t o r  ist. N~ch Hi l fssa tz  15 und Hi l fssa tz  16 

k a n n  aber  ~ weder  die L~inge l =  1 noch eine Liinge l>_2 besi tzen,  es sei denn,  es 

exis t iere  eine Zahl  s mi t  i + 1 <s_< k und  eine prim~ire Trans fo rmie r t e  

T*k+l ,,~(T . . . .  Tk) Tk+l (Tg 1 ... T21), 

so dab  ~ ( T ~ _ I ;  * �9 . ;  " Tk+I ,T~;  . . . ;  Tk) Tk+l, Ts; .. Tk) und  d a m i t  auch ~ (T~; . . . .  Ts 1; * " 

ein L-Vek to r  ist.  I) ies widerspr ich t  abe r  der  Voraussetzung,  dag  k m a x i m a l  ge- 

w~hl t  ist. 

S ATz V. Es sei F eine Form vom Grade n und vom Index i < n .  Dann existiert 

ein Indexvelctor 

l I  = ~3 (T~; . . .  ; T~) 6 F 

mit ~ [ ' =  {Pl,  K1, QI 1 . . . . .  Pn, Kn, Qnl}, 

so daft /iir ~ , , =  ~ (T1; . . .  ; Ti+l) gilt: 
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Beweis. W i r  w/~hlen den I n d e x v e k t o r  

1 I=  93 (T~; ... ; T n ) e F  

gem~L{3 Satz  IV; d a n n i s t  93 (Ti; . . .  ; T n )  ein L-Vektor .  Setzen wir  nun 

93~ = 93 (T,; ... ; f ~) 

und 93= = 93 (TI; ... ; Td, 

so gilt nach Satz II und nach J1: 

~ (K~. o) _> ~ (Rd - ] + l ,  

~n, (K,. ~) ~> ~ (Rd - ] +  1. 

Wir  k6nnen  daher  Hi l fssa tz  7 anwe~den  und es e rg ib t  sich: 

mi t  
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R ~ X K i  Y 

K , , ~ K f  Y, K , . . ~ X K ~ ,  g ( X ) _ < / -  I ,  ~ ( r ) _ < / -  i. 

Setzen wir  ferner  93~ = 93 (T,; Ti+l), so folgt  nach  Satz  I I :  

K~. ~ = K~,~. 

Wi r  k5nnen  nunmehr  auf  ~=, ~ ,  und  ~ =  ~ (T1; . . .  ; Tk+l) w iede rum Hi l fssa tz  7 

anwenden  und  erha l ten :  

R~ ~ X K~. ~ Y, K~ = K~, ~. 

Es gi l t  somit :  

THEO~]~M A. Aus den Axiomen Z, B, D1, D 2 ergibt sich /iir ein Folgewort W, 

das nicht iiquivalent 1 ist (W + I): ]edes reduzierte Wort W', W',,~ W, enthiilt ein Teil- 

wort K,, das g~eichzeitig Teilwort ist eines de]inierenden Wortes 

R~E~ mit R~=XK~ Y, ~ r  ~ ( Y ) < _ ] - I .  

Beweis. Aus W + 1 folgt: W'  + 1. Die F o r m  F = F (W) bes i tz t  d a h e r  einen Grad  

n > 0; der  I n d e x  yon  F sei i. W i t  be t r a c h t e n  nun  einen I n d e x v e k t o r  

t I =  93 (T1; . . .  ; T,~)eF, 

Fi i r  i = n  folgt  der  Sa tz  u n m i t t e l b a r  aus de r  Def in i t ion  von i (Bedingung J1); ffir 

i < n  folgt  der  Satz  aus  Satz  V. 
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Dann gilt : 
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ZVSATZ. Wie man  unmit te lbar  erkennt,  l~13t sich Theorem A auch ableiten, 

wenn man  anstelle yon Axiom B ein etwas schw~cheres Axiom B o verwendet  (vgl. 

hierzu den Zusatz zu Satz I und den Zusatz zu Satz I I ) .  

A X I O M  B o- 

Es seien gegeben zwei de/inierende Rdationen 

R 1 = 1 ,  R 1 E ~ ,  R 2 = 1 ,  R 2 E ~ .  

(R~, R~}'= (R;, R~}. 

1) ~ R i ( R / ) _ > u ' ( R ~ ) - ] §  ( i = 1 , 2 ) .  

2) Gilt /i~r irgendein i ( i =  1, 2): •247 1, dann ist R'~ (und damit 
auch R~) selctoriell abgeschlossen in R'I R'2. 

w 8. Das Wortproblem 

In  diesem Paragraphen  wird ffir die bet rachte te  Klasse von Gruppen die L6sung 

des Wor tproblems  angegeben (insoweit zusi~tzlich noch eine gewisse Endlichkeitsbe- 

dingung erfflllt ist). Theorem A liefert ein einfaches Entseheidungsverfahren.  Es sei 

W = 1 eine Folgerelation der durch die Menge ~ gegebenen zus~tzlichen definierenden 

Relat ionen und  der im freien P roduk t  ~a geltenden Vertauschungsrelat ionen (w 1). 

Dann  ist die Fo rm F(W) nicht  leer, so dai~ ein Grad n yon  F definiert ist. 

Ffir W ~ 1 ist das Problem trivial. Ffir W + 1 (W nicht  i~quivalent 1) gilt : n > 0 

und  es existiert nach Theorem A ein Vektor  

1I e F,  11 = ~ (T 1 ; ... ; T~), Tk = Vk Rk V~ 1 (1 <_ k _< n), 

so dab in dem reduzierten Vektor  H'=(P1, KI, Q11 . . . . .  P,, K~, Q;1} ffir ein be- 

s t immtes i mit  1 ~ i  _<n die Komponen te  K~ ein charakteristisches Teilwort yon  R~ 

darstel | t .  

Es folgt : 

l l l ' I=XK~Y,  R~=PKiQ, W=Wo~ H Tk~lH'lw'0 
k-1 

ffir geeignete Wor te  X,  Y, P ,  Q mit  

(Ki) > z (p-1 Q-l) + 2. 

Mit W o ist auch W o u n d  W I = X P : I Q - 1 Y  Folgewort  und zwar gi l t :  

(Wl) < ~ (Wo) _< ~ (Wo). 
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Durch  For tse tzung dieses Redukt ionsverfahrens  gelangen wir daher  schlie$1ich zum 

Leerwort .  

I s t  nun umgekehr t  ein beliebiges Wor t  W =  W 0 gegeben, so gelangen wir durch  

ein finites Verfahren zu einem reduzierten Wor t  Wo ~ W o (z. B. W0=Wo).  Es sei 

~t3(W) die (endliche) Menge aller Wo'~Wo..~Wo. Angenommen,  es existiere ein 

W0' E ~ ( W )  mit  Wo'=XK~ Y, so dab K~ ein charakteristisches Teilwort des definie- 

renden Wortes  R ~ E ~  darstel l t :  R~=PK~Q mit  ~ ( K i ) > •  1 Q - 1 ) + 2 .  Dann  kSnnen 

wir versuchen, mit  W I = X p - I Q  1 y  dieses Verfahren fortzusetzen. Is t  W ein Folge- 

wort,  so gclangen wir schlieBlich zum Leerwor t ;  umgekehr t  erkennt  man  leicht, dab 

W ein Foigewort  ist, falls sich das Verfahren fortsetzen li~l~t bis zum Leerwort .  

Die Durchft ihrbarkei t  des Redukt ionsverfahrens  ist also notwendig und  hinreichend 

dafiir, dab das W o r t  W ein Folgewort  is t ;  hierbei muB allerdings sichergestellt sein, 

da$ jeder einzelne Schri t t  dieses Verfahrens finit ist. Hierzu geniigt die an die Menge 

~ zu stellende Forde rung :  

A ~: I o M F (Axiom der Finitheit). 

1) Das Erzeugendensystem ~ soll explizit gegeben sein. 

2) Die Menge ~ soll explizit gegeben sein, d. h. /iir ein beliebiges Wort R aus 

Buchstaben yon G ~1 soU dutch ein (/inites) Entscheidungsver/ahren /eststellbar 

sein, ob R E ~ gilt oder nicht. 

3) Ist C ein beliebiges Wort (aus Buchstaben von G• so soll (/init) entscheidbar 

sein, ob Relationen R E ~ existieren, welche C als charakteristisches Teilwort ent- 

halten ; eine dieser Relationen soll angebbar sein durch ein /inites Ver/ahren. 1 

Nach den vorhergehenden Untersuchungen  gilt n u n :  

T ~ E O ~ M  B. Geniigt die Menge ~ den Axiomen Z, B (bzw. B0) , D1, D 2 und 

F, so ist das Wortproblem 15sbar durch das oben angegebene Ver/ahren. 

Often bleibt hierbei die Frage, ob eine Gruppe, die anderweitig gegeben ist, sich 

in einer solchen Form schreiben l ~ t ,  dal] die geforderten Bedingungen erffillt sind 

(Isomorphieproblem).  

Was die Frage  der Entbehr] ichkei t  der Axiome betrifft,  so kann  durch ein Gegen- 

1 Es liegt nicht im Rahmen dieser Arbeit, genau zu kl~ren, was unter ,,explizit gegeben" und 
,,finit" zu verstehen ist ; gemeint ist ein konstruktives Verfahren, das in endlich vielen Schritten die 
Entscheidung liefert und in jedem Einzelfall auch wirklich durchfiihrbar ist. Die Forderung 3) 
wird erst durch das verwendete Verfahren erforderlich, w~hrend 1) und 2) bereits durch die Pro- 
blemstellung gefordert werden. 
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beispiel  gezeigt  werden,  da~ die Ax iome  Z und  B (zusammen mi t  F)  n icht  hinreichen,  

das  W o r t p r o b l e m  d u r c h  das  oben angegebene Reduk t ionsve r f ah ren  zur En t sche idung  

zu bringen.  1 W i r  koas t ru i e r en  im folgenden in einer Gruppe  (vermit te ls  ach t  p r im~rer  

Transformier ten)  ein reduzier tes  Folgewor t ,  das  ke in  Tei lwor t  enth~l t ,  das  gleichzeit ig 

chara l~er i s t i sches  Tei lwor t  is t  eines def in ierenden W o r t e s  (solche Folgewor te  s ind rela- 

t i v  , ,sel ten") .  

Die Mengen ~ sollen hierbei  nur  aus e inem Buchs t aben  bestehen,  so dab  sich 

~ als freie Gruppe  mi t  dem Erzeugendensys t em | erweist .  Die Menge G bes tehe  

aus 75 E lemen ten  und  zwar  aus den  E r z e u g e n d e n :  

a ~ ( l ~ < a < 1 5 ) ;  b z ( 4 < f i < 1 2 ) ;  c, (4 _< 7 _<12) ; d~,d~,d3,  

sowie 

d~(7<(3~<12);  e ~ ( l < e _ < 1 5 ) ;  ]~(10<,~_<15);  g~o, 911, g12; h~(7~<U-<15). 

Die Menge ~ bes tehe  aus den  def in ierenden W o r t e n  R~ a sowie denjen igen  Wor t en ,  

die h ieraus  durch  zykl ische  P e r m u t a t i o n  der  Buchs t aben  en t s t ehen ;  hierbei  sei :  

R l = a  t ... a15, 

R 2 = a.~ 1 as  1 a71  b 4 . . .  bl2Cg 1 c~ 1 c41, 

R a = a;~ all 1 alo x c 4 . . .  c12 d~ ~ ds  1 d~ 1, 

Ra = d~ dz d 3 ai-~ ~ a N  al~ d~ . . .  d~2 e~l e s l  e:, ~, 

R5 = el �9 �9 �9 q s ,  

- l e - 1  e 1 d l d - 1 d l  ~ -1 -1 -1 R6 = ~12 11 10 12 11 �9 �9 C12 C l l  C10 1 1 0 "  / 1 5 '  

h - l h - l h - 1  R T = / l l [ l l [ l l C 9 1 C s 1 c 7 1 b l ~ b { l b l g ~ 1 1 0 9 1 1 ~ t 1 2  9 8 7 , 

D a  in den  R~ (1 ~ i < 8 )  jeder  Sektor  nur  aus e inem Buchs t aben  bes teh t ,  so geni igt  

~ den in w 1 angegebenen Bedingungen.  Die Menge 9~ geni igt  den Axiomen  Z und  B 

ffir ] = 4 ; da  z (Rd = 15 > 4 j -  2 gi l t  fiir 1 _< i _< 8, so is t  Ax iom Z erfi i l l t  - -  die Gfiltig- 

ke i t  yon Ax iom B l~gt  sich kombina to r i sch  nachprfifen.  

W i t  def inieren die p r ims  Trans fo rmie r ten  

T~=  V~R~ V (  a (1 <_i_<_8) 

m i t  

10bwohl das Vierrelationenaxiom D~ nur gebraucht wird beim Beweis yon ttilfssatz 15, I I  B 1 a, 
Unterfall fl und y, sowie (darauf aufbauend) beim Beweis von Hilfssatz 16, 4. Abteilung, hat Verf. 
den Eindruck gewonnen, dab dieses Axiom zum Beweise von Theorem A tats~chlich n5tig ist. Verf. 
hofft, darauf noch zurflckkommen zu k6nnen (Zusatz bei der Korrektur). 
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V l = e  1 . . . e  6dld2d3,  

V~ = e 1 . . .  e 6 d l d 2 d 3 a151. .. a1~, 

V a = e 1 . . .  e~ d 1 d 2 d a a ~  a ~  a ~ ,  

W 4 ~ e l  . . .  e 6, 

V 5 = 1 ,  

V 7 ~ 15 14 

V s =  1. 

Es  erg ib t  sich das  reduz ie r te  Fo lgewor t  

W ~ T 1 .. .  T s, 

W =  e 1 .. .  e 6 d 1 d 2 d a a 1 . . .  a s b 4 .. .  b 9910gng12 hi0 .. .  h15- 

W enthi~lt ke in  Tei lwort ,  das  gleichzeit ig charak te r i s t i sches  Te i lwor t  is t  eines deft- 

n ie renden  Wor te s  R 6 ~ .  

E in  Sonderfal l  l iegt  d a n n  vor,  wenn jedes  ~ ( ~ . 6 ~ )  nur  aus  e inem einzigen 

Buchs t aben  bes teht ,  so dab  sich ~a als die v o n @  erzeugte freie Gruppe  ~ erweist .  

J e d e r  Sektor  S e i n e s  def in ierenden Wor t e s  R 6 ~ bes i tz t  d a n n  die F o r m :  

S = a . . .  a, a E ~  • 

I n  d iesem Fal le  k6nnen  keine Verschr~nkungs reduk t ionen  au f t r e t en  und die Hilfs- 

s~ttze 1 und  2 b rauchen  n ich t  mehr  ber i i cks ich t ig t  zu werden.  Aus  diesem Grunde  

k a n n  n u n m e h r  auch ] =  1 zugelassen werden,  wie m a n  le icht  einsieht .  

I n  diesem Fa l le  i s t  es m6glich,  eine Var i a t ion  des angegebenen Verfahrens  anzu-  

wenden,  indem m a n  das  Reduk t ionsve r f ah ren  n ich t  auf  die Anzah l  der  Sek toren  x ( W )  

eines Wor t e s  W, sondern  auf  die Anzah l  der  Buc hs t a be n  l ( W ) y o n  W anwendet .  Da  

a l sdann  die F o r m e l  (1) yon w 1 n ich t  mehr  berf icks icht ig t  zu werden b rauch t ,  so k a n n  

Axiom Z abgeschw/~cht werden,  so dal~ wir  n u t  zu fordern  b r a u c h e n :  l ( R ) >  4 j - 4  

ffir jedes R 6 ~ .  En t sp r echend  def inieren wir  als charakter i s t i sches  Tei lwort  eines 

def in ierenden Wor t e s  R 6 ~ ein solches Tei lwor t  C, ffir das  g i l t :  

R = P C Q ,  I ( C ) > I ( P - 1 Q - 1 ) .  

Mit dieser AbKnderung wird dann  der  Begriff  der  p r im~ren  Transformier ten  analog 

def in ier t  wie in w 1. 
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Bei dieser Variation des Verfahrens ergibt sich ffir ?'= 1 aus Axiom B fiir ein 

definierendes Wort  R E ~[~:R = A . . .  A, wobei A = b l . . .  b~ ein ein/aches Wort darstellt, 

worunter wir verstehen wollen: es gibt kein Paar  (k, l) yon natiirlichen Zahlen mit  

k- l ,  so dab gilt: a k = a ~  1. Ffir folgende Klasse yon Gruppen ist dann das Wort-  

problem 15sbar: Es seien gegeben das Erzeugendensystem 

= ( a  I . . . . .  a n , ,  51 . . . . .  b . . . . . .  } 

und die definierenden Worte 

R 1 = A ~' = A . . .  A ,  A = a 1 . . .  a ~ ,  R 2 = B %  B = b 1 . . .  b=,.  

Die hierdurch definierte Gruppe geniigt dann den Axiomen ~(die Menge ~ wird wieder 

dutch einen AbschlieBungsprozeB erhalten). 

Die vorliegende Theorie kann ohne besondere Sehwierigkeiten in zwei Richtungen 

verallgemeinert werden. Einmal braucht  man fiir die Erzeugenden aus ~ nicht zu 

fordern, dab alle miteinander vertauschbar sind, sondern nur gewisse unter ihnen 

(dies erfordert eine leiehte Ab~nderung der Definitionen ~ und ~ ). Zum anderen 

kann man fiir die Erzeugenden a E ~ noch Relationen a ~= 1 einfiihren. 

Die hier behandelte Klasse yon Gruppen besitzt Beziehungen zu den bei Tarta-  

kowski ([6]-[9], englische ~bersetzung yon [6]-[8] in [10]) betrachteten Gruppen und 

noch engere Beziehungen zu Gruppen, die in den (sich im Druck befindlichen) Unter- 

suchungen yon Britton [1] betrachtet  werden. In  beiden F~llen ergibt sich eine Uber- 

schneidung, so dab keine Klasse in der anderen enthalten ist. 

In  den Arbeiten yon Tartakowski werden Gruppen behandelt, die dem bereits 

angegebenen Spezialfall entsprechen, dab jedes Erzeugendensystem | nur  aus einem 

Buchstaben besteht, so dab sich ~a als die yon | erzeugte freie Gruppe erweist und 

jeder Sektor eine Potenz einer Erzeugenden bedeutet. Hierbei wird ~ als endlich 

vorausgesetzt, obenso wie die Menge ~,  die nur implizit definiert wird durch die 

Angabe der ,,Basis" (siehe unten). Fiir die Erzeugenden aus ~ kSnnen dann noch 

zus/~tzlich ,,formale Ordnungen" eingefiihrt werden. 

Um eine Angabe der Klasse yon Gruppen zu ermSglichen, fiir die nach Tarta-  

kowski das Wortproblem 15sbar ist und um gleichzeitig einen Vergleieh mit  den 

Klassen der oben entwickelten Theorie herbeizufiihren, miissen wit uns also auf den 

angegebenen Spezialfall beschr~nken, dab jeder Sektor S die Form besitzt : S =  a ... a. 

Die bei Tartakowski verwendeten Begriffe werden - -  soweit mSglich - -  in den Be- 

griffen der obigen Theorie wiedergegeben. Die Klasse yon Gruppen, fiir die nach 

Tartakowski  das Wortproblem 15sbar ist, besitzt mi t  der Klasse von Gruppen, fiir 
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die nach der obigen Theorie ein Entscheidungsverfahren existiert, einen nichtleeren 

Durchschnitt - -  jedoch ist keine der beiden Klassen in der anderen enthalten. Die 

bei Tartakowski behandelten Gruppen sind die Gruppen mit einer ,,~-Basis ((~<1) 

und die Gruppen mit ,,k-reduzierbarer Basis" (It _> 7) ; naeh der obigen Theorie kSnnen 

jedoch gewisse Klassen yon Gruppen behandelt werden mit /c > 5 und solche mit einer 

(~-Basis, die beliebig nahe an den Wert } herankommt. Die genaue Abgrenzung der 

nach der obigen Theorie zu behandelnden Gruppen ist aber nur durch das Axiomen- 

system gegeben, sie kann durch die bei Tartakowski entwickelten Begriffe nicht be- 

schrieben werden. 

Unter einer Basis R1 . . . . .  R~ einer Gruppe (~ versteht Tartakowski folgendes: 

Es seien R 1 . . . . .  R~ definierende Worte derart, dal] aus R 1 . . . . .  Rn die Menge ~ ent- 

steht durctl Anwendung der Operationen: 

1) Ubergang zu fornmlinversen Worten;  

2) l~bergang zu zyklisch permutierten Worten (vgl. hierzu die Operationen in 

w 1 - -  infolge der speziellen Wahl entf/~llt hier die dritte Operation: Vertauschung 

vo~l Buehstaben innerhalb der Sektoren). Die definierenden Worte R~ (1 <i<_n) seien 

aul~erdem so gew/~hlt, da~ der letzte Sektor yon R~ nicht verwandt ist zum ersten 

Sektor. 

Unter einer k-reduzierbaren Basis versteht nun Tartakowski folgendes: es sei 

gegeben ein beliebiges R E ~  (das zun~chst festgehalten wird) und ein R 1 E ~  mit 

R I ~ R  1. Gilt nun R ~ R ' S  mit R I ~  E-1R~, so nennt Tartakowski den l~bergang 

yon R R 1 zu R1 eine Reduktion und R'  die zugehSrige ,,Komponente yon R (R'R'I 

braucht nicht reduziert zu sein). Ist  nun gegeben ein weiteres definierendes Wort 

R~C~t~ mit R ~ I ~  E R'I, so kann eine weitere Reduktion stattfinden durch (~bergang 
R ,  t t  v ;" 1 ! yon R 2 zu R R2 mit R ' ~ R  H, R ~ H  R2. Es kann vorkommen, dal] nach 

v solehen Reduktionen die Komponente R r von R das Leerwort darstellt. Das kleinste 

r, das in der Gruppe (~ vorkommen kann, sei mit ]c bezeichnet. Es existieren also 

ia diesem Falle ein geeignetes R E ~ und ausserdem k definierende Worte Ri E ~ 

(l_<i_<k) mit den angegebenen Nebenbedingungen, so dal3 nach ]c sukzessiven Re- 

duktionen das Wort  R (~) das Leerwort darstellt. Tartakowski bezeichnet dann (~ als 

Gruppe mit k-reduzierbarer Basis. 

Ffir k >  9 wird nun in Tartakowski [7] die LSsung des Wortproblems angegeben 

und in Tartakowski [8] auch fiir k =  8 und k =  7. In der oben entwickelten Theorie 

ist nun auch ffir gewisse Klassen von Gruppen mit k = 5 und /c = 6 die LSsung des 
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Wortproblems enthMten, l~oIgendes Beispiel einer Gruppe mit  5-reduzierbarer Basis 

erfiillt die Axiome Z, B, D 1, D 2 und F fiir ] = 4 :  

G = {a, . . . . .  a15, 54 . . . . .  b15, ca . . . . .  c15, d4 . . . . .  dis, e4 . . . . .  els,/4 . . . . .  /15} 

(75 Erzeugende). A]s Basis seien gegeben die 6 definierenden Worte R 1 . . . . .  R 6 mit  

R 1 = a I � 9  a15 ,  

R 2 = a I a2 aa b4 ... b15, 

R 3 = a  4 a 5 a 6 c  4 . . .  c15, 

R 4 = a v asa9 da . . .  d15, 

R 5  : a l o  a l l  612 e4 �9 �9 �9 e15~ 

R 6  - a13 a14 a 1 5 / 4  . - .  /15. 

Die Gtiltigkeit der Axiome Z, B, D1, D2, F fiir 9~ l~Bt sich l~icht nachpriifen, da 

die Ri(1-<i-<6) einfache Worte darstellen (s. o.) und {R -1, R'} unverket te t  ist, 

sobald R in dem zyklischen Wort  Z ( R s )  und R '  in Z ( R t )  enthalten ist mit  s - t ,  

s~ - l ,  t~=l. 

Allgemein lassen sich ftir ] >  4 Gruppen konstruieren mit  5-reduzierbarer Basis, 

die den Axiomen Z, B, D1, D~, :F genfigen und ftir ]_> 3 solche mit  6-reduzierbarer 

Basis (fiir ]_>4 gilt: 5 ( ] - 1 ) _ > 4 ] - 1  und fiir ]_>3 gilt: 6 ( ] - 1 ) _ > 4 ] ) .  Um Gruppen 

mit  5-reduzierbarer Basis anzugeben, ws wir etwa die R~ 6 9~ (1 _<i_< 6) als ein- 

faehe Worte mit  ~:(R~)_>4]-1 und zwar so, dab ffir 

s - t ,  s~- l ,  t~=l, R 6 Z ( R s ) ,  R ' 6 Z ( R t )  

das geordnete Paar  {R 1, R'} unverket te t  ist. Es sei 

R I = A  1 . . .  A 5, R 2 = A 1 R 2 ,  R 3 = A 2 R ~ ,  

R4 = Aa R'4, Rs = A4 R '  ' ~, R 6 = As  R6, 

wobei A 1 . . . . .  As, R~ . . . . .  R~, Worte darstellen mit  

A i  ~ ai,~ . . ,  a i . l  i, 

I~ <_ ] - 1 ,  ~ I~ ~ ~: ( R1) _> 4 j - 1 .  
i= l  

Analog lassen sich Gruppen mit  6-reduzierbarer Basis angeben. Dies sind natfirlich 

nicht simtliche Gruppen mit  5-reduzierbarer und 6-reduzierbarer Basis, die den 
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Axiomen Z, B, D1, D2, F genfigen; es lassen sich leicht auch Beispiele bilden, bei 

denen {R -1,R'}  verket te t  ist ffir gewisse REZ(R~) ,  R ' E Z ( R t )  s ~ l .  t :~] ,  s=~t. 

Unter  einer (5-Basis R 1 . . . . .  R~ "r Tartakowski  folgendes: Wir setzen 

x(Ri)=,~i(1 <_ i <_n). 

Ffir ein R E Z ( R ~ I ) ,  R*EZ(R~-~), R ~ ~ R *  mit 

{R, R*} '= {R', R*'} 
mit  der Erg~nzung 

X , R ~ R ' X ,  R * ~ X - 1 R  *', 
setzen wit 

~ k  (X) = 2R. R* 
und 

6 = max , �9 
R ~  L ~k ~z J 

R*eg~ 

R und R* durchlaufen hierbei also die ganze Menge ~ (mit der Nebenbedingung 

R -1 ~ R * ) ;  ferner seien /c und 1 so gewghlt, dab 

R E Z (Rk), R* E Z (Rz) 

gilt. Tartakowski nennt dann (~ eine Gruppe mit  einer 6-Basis. 

Ffir (~ <-~ ist bei Tartakowski [7] die L6sung des Wortproblems angegeben. In  

der oben entwicke]ten Theorie ist nun auch die L6sung des Wortproblems enthMten 

ffir gewisse Klasse yon Gruppen mit  einer 6j-Basis, (~g=~-ej ,  e i>0 ,  wobei ej bei 

wachsendem j beliebig klein gemacht werden kann. Beispiele hierfiir sind ffir jedes 

j sehr leicht zu linden, auch solche mit  ]c-reduzierbarer Basis ftir k =  5 und I t - 6 .  

Aus den Untersuehungen yon Herrn BritLon [1], yon denen Verf. eine Zusammen- 

fassung der Ergebnisse einsehen konnte, ist ebenfalls ersiehtlich, dM~ dem Weft  �88 

eine besondere Bedeutung zukommt,  wenn neben der Ahnlichkeit yon je zwei deft- 

nierenden Relationen auch die inneren Verknfipfungen yon je dreien betrachtet  wer- 

den. Jedoeh ergibt sich auch hier eine ~berschneidung der beiderseitigen Klassen yon 

Gruppen. 

Abschliel]end wollen wir ein gemeinsames Kennzeiehen der obigen Arbeiten an- 

geben. Man definiert zungehst aus den definierenden Worten dureh einen Abschlie- 

Bungsproze8 eine Menge ~}= ~0 analog w 1 (evtl. kann anstelle der drit ten Operation 

- - V e r t a u s c h u n g  innerhMb der einzelnen S e k t o r e n -  aueh eine andere Operation 

verwendet werden). 

Man bildet nun beliebige Produkte R 1 R 2 mit  R 1 E ~,  R 2 E ~ (und die zugeh6rigen 

reduzierten Worte). Indem man nun diese Produkte zu ~0 hinzunimmt und den 
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AbschlieBungsprozeB wiederhol t ,  k o m m t  m a n  zu einer Menge ~)~1" Durch  Wiederho lung  

dieses Verfahrens  li~Bt sicb zu jeder  nat f i r l ichen Zahl  i eine Menge ~ angeben.  

Das P rob lem l au te t  nun,  Axiome anzugeben,  die sich auf  die Mengen ~ be- 

ziehen, derar t ,  dab  das  W o r t p r o b l e m  15sbar wird.  I n  den  obigen Arbe i t en  wird  dies 

dadu reh  erreicht ,  dab  die Ax iome  festlegen, daB bei  der  Bi ldung  der  W o r t e  yon ~ 

keine zu gro6en , ,Absorp t ionen"  au f t r e t en  - -  es b le iben also von einzelnen F a k t o r e n  

geni igend groBe Tei lworte  erhal ten.  Auf  Grund  dieser Einschr~tnkung der  Absorp t ionen  

k a n n  dann  bewiesen werden,  dab  jedes reduzier te  Fo lgewor t  e in  geni igend groBes 

Tei lwor t  eines def in ierenden Wor te s  als Tei lwor t  enthi i l t .  
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