
DIE REDUKTIONSTHEORIE DER POSITIVEN QUADRATISCHEN 

FORMEN 

VON 

B. L. VAn DV~R W A E R D E N  

in Ziirieh 

, ,Obschon  die r a t i ona l en  q u a d r a t i s c h e n  F o r m e n  zu den  Rltes ten Gebie ten  der  

Zah len theor ie  i i be rhaup t  geh6ren ,  h a b e n  sie doch  b i sher  n u r  im  b in~ren  Fal l  
e ine e in ige rmassen  absch l iessende  B e h a n d l u n g  er fahren .  W'as dar i iber  h i n a u s  

a n g e b o t e n  wird,  be f inde t  sich in e inem chao t i s chen  unbe f r i ed igenden  Z u s t a n d ,  
wie die enzyklop~dische  D a r s t e l l u n g  yon  B a c h m a n n  deu t l i ch  e r k e n n e n  l/~sst. 
N i rgends  b e m e r k t  m a n ,  dass  le i tende  G e s i c h t s p u n k t e  in den  V o r d e r g r u n d  gestel l t  

u n d  nebens~ch l iche  i hnen  u n t e r g e o r d n e t  w e r d e n . "  
H.  BRANDT, ~-ber S t a m m f o r m e n .  Ber. Verb. 
sdchs. Akad .  Leipzig,  100 (1952), S. 3. 

E i n l e i t u n g  

Seit Brandt  die eben zitierten Worte geschrieben hat, ist das Buch yon Eichler, 

Quadratische Formen und orthogonale Gruppen (Springer 1952), erschienen, in dem wirklich 

leitende Gesichtspunkte in den Vordergrund gestellt sind. Jedoch ist damit  erst ein Anfang 

gemacht, denn vieles Wichtige ist bei Eichler nicht ausgeffihrt und im Ganzen ist die Theorie 

nach wie vor, wie Brandt  ganz richtig sagt, in einem chaotischen Zustand. 

Fragen wit z. B. ganz konkret: Was wissen wit yon den Darstellungen gegebener 

Zahlen dutch quatern/~re Formen? so linden wit in der Literatur  einerseits die allgemeine 

MaBformel yon SiegeP, andererseits eine Reihe yon zerstreuten Untersuchungen mit 

ganz verschiedenen Methoden fiber spezielle Formen wie 

/ @1, x2, x3, x4,) = x~ + x~ + x~ + x~. (A) 

1 C. L.  SIEGEL, Ana l y t i s che  Theor ie  der  q u a d r a t i s c h e n  F o r m e n  I.  A n n a l s  o/ Math . ,  40, 52. D a z u  

K a p .  5 des  B u c h e s  von  EICHLER. 
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Von einer sys t ema t i schen  Her le i tung  dieser Ergebnisse  aus einer a l lgemeinen Methode  

sind wir noch weit  entfernt .  Zwar  h a t  Hurwi t z  den  Z u s a m m e n h a n g  mi t  den Quate rn ionen  

hergestel l t ,  aber  er ha t  seine Methode  nur  auf  die eine F o r m  (A) angewandt .  

U m  hier wei ter  zu kommen,  mfisste m a n  einersei ts  die a] lgemeine MaBformel auf quater -  

n~re F o r m e n  spezial is ieren und  die in ihr  v o r k o m m e n d e n  F a k t o r e n  expl iz i t  auswer ten ,  

andererse i t s  die Hurwi t z sehe  Zahlen theor ie  de r  Quate rn ionen  und  die Gauss ' sche  Theorie  

der  bins  F o r m e n  vera l lgemeinern .  I n d e m  m a n  naeh Hi lbe r t s  bew~hr tem R e z e p t  

yon  den ganz einfachen Beispielen ausgeht  und  dabei  doch die a l lgemeinen Ges ich t spunkte  

im Auge beh~lt ,  muss  es m6glich sein, eine befr iedigende Theorie  aufzubauen.  

Ein  Hi l f smi t te l  wird  m a n  dabei  jedenfal ls  b rauchen ,  ns  die Redulct ionstheorie .  

Man wird n/~mlich in konkre t en  F/fllen un te r suchen  miissen, welche Formenk las sen  ge- 

gebener  D i sk r iminan t e  es gibt .  Das  geeignete Hi l f smi t t e l  dazu  ist,  wie im bin~ren Fa i l ,  die 

Reduk t ions theor i e .  

Eine  pos i t ive  bingre F o r m  1 

/ (Xl' X2) = /11 x2 ~- /12 Xl X2 ~- /22 Z22 

heisst  nach  Lagrange  (siehe L i t e ra tu rverze ichn i s  am Schluss der  Abhand lung) reduz ie r t ,  

wenn die Koeff iz ienten  die  Bed ingungen  

[/~ I -<- h~ < / ~  (B) 

erffillen. J ede  pos i t ive  F o r m  / i s t /~quiva len t  einer reduz ie r ten  F o r m .  

Die Bedingungen  (B) sind, wie m a n  le ieht  sieht,  g le iehbedeutend  m i t  der  Fo rde rung ,  

dass  / n  = / ( 1 , 0 ) = / ( % )  alas ers te  und  / 2 z - / ( 0 , 1 )  = / (e2)  das  zweite  Min imum der  F o r m  / 

ist ,  d. h . / n  is t  das  Min imum yon  [ (s) ffir G i t t e rvek to ren  s * 0 und  ]2~ is t  das Min imum von 

/(s) fiir G i t t e rvek to ren  s, die yon  e 1 = (1,0) l inear  unabh/ ingig  sind. 

I n  ~hnlicher Weise  k a n n  m a n  nach Seeber  und  Dir iphlet  auch bei  tern~ren F o r m e n  

fordern,  d a s s / n ,  /z2 u n d / a a  das  erste, zweite  und  d r i t t e  Min imum sein sollen. 

Ffir  n-/~re F o r m e n  ist  j edoch  diese t~eduk t ion  nach  sulczessiven M i n i m a  nieht  durch-  

f~ihrbar, weil die sukzessiven M i n i m u m v e k t o r e n  im a l lgemeinen keine Basis  des vorge leg ten  

Gi t ters  bilden.  Andcrs  ausgedrf ickt :  es g ib t  n ieh t  in jeder  Formenk lasse  eine reduz ie r t e  

F o r m  im Sinne yon  Dir ichlet .  E in  Beispiel  ffir n - 5 wird  m a n  in w 7 l inden.  

Aus diesem Grunde  h a t  H e r m i t e  den  Begriff  der  reduz ie r ten  F o r m  anders  definier t .  

E ine  posi t ive  quadra t i sche  F o r m  

1 Ich folge SEEBER und BRANDT, indem ich den Koeffizienten yon XlX 2 nicht, wie GAUSS, 2b oder 
2ft 2, sondern ]12 nenne. Die arithmetische Theorie wird dadurch, wie BRANDT am Beispiel der tern~ren 
Formen gezeigt~ hat, sehr viel einfacher. Die Koeffizienten ]ik sind in dieser Arbeit immer reelle Zahlen. 
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2 / (x~ . . . . .  x~) = / ~  x~ + / ~  x~ x~ +. . -  + / ~  x~ (C) 

heisst nach Hermite reduziert, w e n n / n  der kleinstm6gliche Wer t  des ersten Koeffizienten 

ffir alle zu ]/iquivalenten Formen ist, /2~ der kleinstm6gliche Weft des zweiten I)iagonal- 

koeffizienten ffir Mle ~quivalenten Formen mit dem gleichen Koeffizienten /n, ebenso 

/as minimal bei gegebenen/n und/22, etc. b i s /~ .  

Minkowski hat eine etwas einfachere Definition gegeben. Eine Form / heisst nach 

Minkowski reduziert, wenn folgende Ungleichungen gelten: 

[kk<_/(s l  . . . .  , S~) fiir alle ganzen Zahlen 81 . . . . .  8 n mit (s k . . . . .  s n ) - 1  (D) 

Ist eine Form im Sinne yon Hermite reduziert, so auch im Sinne yon Minkowski; das 

folgt leicht aus den S/i, tzen des nachfolgenden w 1. Ob das Umgekehrte auch gilt, weiss 

ich nicht. 

I)er Vollst/~ndigkeit halber m6ge hier auch noch der Reduktionsbegriff yon Selling 

erwi~hnt werden. Siehe darfiber den neuen Enzyklop~dieartikel yon O. H. Keller, Geo- 

metr ie  der Zah len ,  S. 56. 

Die vorliegende Arbeit besteht aus 3 Hauptteilen. Ich gebe zun/~chst eine l~'bersicht 

fiber den Inhalt  der 3 Teile. 

Teil I (w 1-10) 

Die Bedingungen (D) haben die Form yon linearen Ungleichungen in den Koef{izienten 

/,j. Es gelang Minkowski, zu beweisen, dass alle Bedingungen (D) aus endlich vielen unter 

ihnen folgen. Ferner bewies Minkowski eine fundamentale Ungleichung ffir die Diskri- 

minante D~ einer reduzierten Form, ngmlieh 

~n h~ h~..-/nn < 1)n. (E) 

Ffir n = 2 und 3 hatten bereits Gauss und Seeber solche Ungleichungen (mit ~_ = ~ und 

4 3 = �89 erhalten. 

In seiner Geometrie der Zahlen hatte Minkowski eine /~hnliche Ungleichung ffir 

die sukzessiven Minima N1, N2, ... einer positiven Form / hergeleitet, n~mlich 

N 1 N  2 . . .  N n ~ / t  n D  n. (F) 

Nach einer gut begrfindeten Vermutung yon H. Weyl hatte Minkowski die Absicht, 

seine Geometrie der Zahlen ffir die Reduktionstheorie nutzbar zu machen und insbesondere 

(E) aus (F) herzuleiten. Er hat aber anseheinend die Brficke zwischen (F) und (E) nieht 

gefunden; denn in seiner grossen Abhandlung [2] fiber die Reduktionstheorie, die 9 Jahre 

nach der ,,Geometrie der Zahlen" erschien, macht er yon seinen eigenen geometrischen 
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Methoden keinerlei Gebrauch. Der Beweis der Ungleiehung (E) ist bei Minkowski in 

komplizierter Weise verkniipft mi t  dem Endlichkeitsbeweis fiir die Reduktionsbedingungen 

(D). 

Eine Vereinfaehung dieses Endlichkeitsbeweises gelang Bieberbaeh und Sehur. Sie 

spalteten den Endliehkeitssatz in zwei Teils/itze auf (Satz 8 und Satz 9 im folgenden 

w 8), yon denen der zweite sagt, dass nur in endlieh vielen Bedingungen (D) fiir reduzierte 

Formen das Gleiehheitszeiehen gelten kann, und der erste, dass aus diesen Bedingungen 

die iibrigen folgen. 

Die Ungleiehung (E) wurde yon Remak 1938 neu bewiesen und verseh//rft. I m  gleiehen 

Jahr  gelang Mahler der Ubergang yon (F) zu (E) in einer sehr einfaehen Weise, indem er 

eine Ungleiehung 

bewies. Die Ungleichung (G) wurde 1940 yon Weyl wiederentdeckt. In  w 6-7 wird sieh 

zeigen, dass die Ungleichung (G) durch Anwendung der Remakschen Schb;tzungsmethode 

ohne Mtihe so versch/~rft werden kann, dass die Ungleichung (E) mit  dem yon Remak 

angegebenen Koeffizienten ~ herauskommt.  Die gleiche Sch/itzungsmethode fiihrt dann 

in w 8 auf dem yon Bieberbach Schur und Weyl gezeigten Weg zum Beweis des Endlich- 

keitssatzes ffir die Bedingungen (D). 

Mit derselben Methode, unter Anwendung eines zahlentheoretischen Kunstgriffes, 

ergibt sich in w 10 ein sehr einfaeher Beweis fiir den ,,zweiten Endlichkeitssatz", der besagt, 

dass nur endlich viele ganzzahlige Transformationen reduzierte Formen in reduzierte 

Formen iiberfiihren k6nnen. 

Um die Darstellung leicht verst/indlich zu machen, werden in w 1-5 die Grundbegriffe 

yon Anfang an entwickelt. w 1 handelt yon den Basen eines Gitters und den primitiven 

Systemen yon Vektoren % . . . . .  ek, die sich zu einer Basis erg/inzen lassen. In  w 2 wird eine 

quadratische Metrik eingefiihrt und die dazu geh6rige Form / als Summe yon Quadraten 

geschrieben; im Anschluss daran wird gezeigt, dass die Diskriminante Dn der Form / das 

Quadrat  des Volumens der Gittermasche ist. In  w 3 wird bewiesen, dass es in jeder Klasse 

yon positiven Formen eine reduzierte im Sinne yon Minkowski gibt. w 4 handelt  yon den 

Ungleichungen yon Gauss und Seeber fiir bin/ire und tern/ire reduzierte Formen 

D2 > a / n  122 und Da > �89 (H) 

In  w 5 werden die sukzessiven Minima N1, N2 . . . .  eingeffihrt und die Ungleichung von 

Minkowski (F) bewiesen. 
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Beim Beweis der Ungleichung yon  Mahler (G) in w 6 ergibt sich gleichzeitig, dass fiir 

/c _~ 4 die Gleichung 
/k~ = Nk (k = 1, 2, 3, 4) (I) 

gilt. Daraus  folgt, dass die reduzierten Formen  in hSchstens 4 Variablen auch im Sinne 

der sukzessiven Minima reduziert  sind. Dieses Ergebnis  s t ammt  von Julia, der auch die 

einzige quatern/ire Fo rm bes t immt hat,  deren erste 4 Minimumvektoren nicht  notwendig  

eine Basis des Gitters bilden (w 7). 

I n  w 8 wird der Endlichkeitssatz ffir die Redukt ionsbedingungen (D) nach Bieberbach-  

Schur mit  der Vereinfachung von Weyl  bewiesen. Die Sch~tzungsmethode y o n / ~ e m a k  fiihrt 

zu recht  scharfen Schranken ffir die in (D) auf t re tenden ganzen Zahlen s 1 . . . . .  sn. 

I n  w 9 werden die ]~eduktionsbedingungen ffir bin/~re, tern/~re und quatern/~re Formen 

vollst/indig ausgeschrieben. Es ist zu erwarten,  dass in einer kfinftigen Theorie der quater- 

n/~ren Formen  diese Redukt ionsbedingungen und  die yon  Mahler [3] zuerst formulierte 

Ungleichung 
1 9 4  ~ 4 f l l  122/33 f44 (K) 

eine i~hnliche Rolle spielen werden wie die Bedingungen (B) und  die Ungleichung (H) in 

der Gaussschen Theorie der bin/~ren Formen.  

I n  w 10 wird der ,zwei te  En~llichkeitssatz" bewiesen. Die bisherigen Beweise, unter  

denen der yon Siegel hervorgehoben zu werden verdient,  benutzen recht  komplizierte 

Absch/~tzungen. Man k o m m t  ab~r mit  den gleichen Beweismethoden aus, die beim ersten 

Endlichkeitssatz zum Ziel ffihrten, indem man  zun/~chst mittels eines zahlentheoretischen 

Kunstgriffes die Koord ina ten  der sukzessiven Minimumvektoren sl, ..., s n absch/~tzt und  

dann  die Obergangsmatr ix ,  die yon  einer reduzierten Gitterbasis (e 1 . . . . .  en) zu einer 

anderen (e~ . . . .  , e~) ffihrt, als P roduk t  S ' S  -1 darstellt,  wobei S yon  den sj zu den e~ und S '  

yon den sj zu den e'~ fiihrt. 

Tell II (w 11-13) 

Die positiven quadrat ischen Formen  bilden ein Gebiet G im N-dimensionalen R a u m  

aller quadrat ischen Formen.  Die reduzierten Formen  bilden in dieser offenen Menge eine 

,,Zelle" Z, die durch endlich viele ebene ,,W/~nde" begrenzt  wird. Eine unimodulare  

Transformat ion T der Variablen xl, ..., x~ t ransformier t  Z in eine Zelle T Z ,  die in 2 ~ 

trivialen F/~llen mit  Z zusammenfi~llt, sonst aber mit  Z hSchstens Randpunk te  gemeinsam 

hat.  Die Zellen T Z  fiberdecken zusammen das ganze Gebiet G, jeder P n n k t  yon G gehSrt 

nur  endlich vielen Zellen an und die Zellen h/~ufen sich nur  gegen den R a n d  yon G. Von 

jeder Zelle T o Z aus kann  man  jede andere T Z  erreichen durch Ubergang zu Nachbarzellen 

T 1 Z ,  T 2 Z . . . .  , T Z ,  yon denen je zwei aufeinanderfolgende ein ( N -  1)-dimensionales 
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Wandstfiek gemeinsam haben. Das alles hat Weyl auf Grund seiner Absehi~tzungen streng 

bewiesen. Man braucht die AbschKtzungen aber nicht, sondern man kann topologische 

Schlfisse benutzen, die im wesentlichen darauf beruhen, dass ein N-dimensionales Gebiet 

durch einen linearen Raum yon weniger als 2V - 1 Dimensionen nicht zerlegt wird. Diese 

Schlfisse lassen sich auch in anderen F/~llen anwenden, in denen keine expliziten Ab- 

schiitzungen verfiigbar sind. 

Der Tell der Zelle Z, der durch 

]k,k+l > 0 ( k = l ,  2 . . . . .  n - - l )  (L) 

bestimmt wird, ist nach Minkowski ein Fundamentalbereich fiir die Gruppe der Transfor- 

mationen T im Gebiet der positiven Formen. 

Wenn die Formen / dureh /n + " "  + / ~  = 1 normiert werden, so wird aus der Zelle 

Z ein besehr~nktes Polyeder im ( N -  1)-dimensionalen Raum. Im Fall n = 2  ist dieses 

Polyeder ein Dreieek. Man kann es in den bekannten Fundamentalbereieh der Modul- 

gruppe transformieren (w 13). 

Teil II! (w 14-16) 

Die Ungleichung (F) h/~ngt unmittelbar mit dem Problem der dichtesten gitterfSrmigen 

Kugelpackung im n-dimensionalen Raum zusammen. Aus (F) folgt n/~mlich 

N~ __< ~ D~. (M) 

Dabei ist N 1 das erste Minimum der Form ], d. h. das Quadrat des Abstandes von 0 zum 

n~chsten Gitterpunkt und Dn das Quadrat des Volumens der Gittermasehe. Umgekehrt 

folgt auch (F) aus (M). 
n 

In  w 14 wird zun/~chst nach Minkowski gezeigt, dass l , / ~  eine konkave Funktion der 

Koeffizienten/~j ist. Daraus folgt, dass das Minimum yon Dn bei gegebenem/n = N1 nur 

yon einer , ,Kantenform" auf einer eindimensionalen Kante der Zelle Z geliefert werden 

kann. Um das Minimum effektiv zu bestimmen, hat man nach Korkine und Zolotareff 

zun/~chst alle Extrem/ormen aufzustellen. Eine Form / heisst extrem, wenn bei jeder kleinen 

Anderung, bei der das erste Minimum N1 gleich bleibt, die Diskriminante Dn zunimmt. 

Die Minimumvektoren s einer Extremform [ werden, wenn N 1 = 1 normiert wird, 

dureh 
1 (s) = 1 (N)  

definiert. Es gibt ffir jede Form / nur endlich viele Gittervektoren s mit der Eigenschaft 

(N). Unter den endlieh vielen Gleichungen (N) gibt es N linear unabhgngige, welehe die 
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K o e f f i z i e n t e n / ~  vo l l s t i ind ig  b e s t i m m e n  (w 15, Sa tz  21). D iese r  S a t z  y o n  K o r k i n e  u n d  Zolo-  
n 

t a r e f f  fo lg t  f as t  u n m i t t e ] b a r  aus  de r  K o n k a v i t ~ t  de r  F u n k t i o n  V ~ .  

I n  w 16 w e r d e n  zunKehst  auf  G r u n d  eines  w e i t e r e n  Sa tzes  v o n  K o r k i n e  u n d  Zo lo ta re f f  die  

t e rn / i r en  u n d  q u a t e r n / i r e n  E x t r e m f o r m e n  b e s t i m m t .  Ff i r  n = 3 g i b t  es n u r  e ine  E x t r e m -  

fo rm,  d ie  zu  de r  b e k a n n t e n  d i c h t e s t e n  g i t t e r f 6 r m i g e n  K u g e l p a c k u n g  ff ihr t .  F f i r  n = 4 

g ib t  es 2 E x t r e m f o r m e n  m i t  v e r s c h i e d e n e n  D i s k r i m i n a n t e n ,  y o n  d e n e n  e ine  das  M i n i m u m  

D4 ] 4 = ~  2V~ l iefer t .  A m  Schluss  w i r d  n o c h  e ine  U b e r s i c h t  f iber  die  U n t e r s u c h u n g e n  v o n  

K o r k i n e ,  Zo lo ta re f f ,  I t o f r e i t e r  u n d  C o x e t e r  gegeben ,  die zu r  B e s t i m m u n g  der  quini~ren 

u n d  seni i ren E x t r e m f o r m e n  gef f ih r t  haben .  

T E I L  I 

w 1. Primitive Vektorsysteme in einem Gitter 

D E F I N I T I O N .  E i n  G i t t e r  Gn b e s t e h t  aus  a l l en  g a n z z a h l i g e n  L i n e a r k o m b i n a t i o n e n  

Y = el Yl + " "  + en Yn YOn n l inea r  unabh/~ngigen  V e k t o r e n  el, . . . ,  e n. Diese  n V e k t o r e n  

b i lden  e ine  Basis des Gi t t e r s .  

D E F I N I T I O N .  I r g e n d  k l inear  unabh/~ngige  G i t t e r v e k t o r e n  sl,  . . . ,  s k b i lden  ffir  das  

gegebene  G i t t e r  ein primitives System, w e n n  es in  d e m  y o n  i h n e n  a u f g e s p a n n t e n  l i nea ren  

R a u m  ke ine  G i t t e r v e k t o r e n  ausser  g a n z z a h l i g e n  L i n e a r k o m b i n a t i o n e n  s 1 gl + " "  + skgk 

g ib t .  B e s t e h t  das  S y s t e m  n u t  aus  e inem V e k t o r  s, so he iss t  d ieser  e in  primitiver Vektor des 

Gi t te rs .  

S A T z  1. E i n  primitiver Vektor s kann zu einer Basis des Gitters ergiinzt werden. 

Beweis: Sei s = e 1 s1 + . . -  + e n s n. ~r k 6 n n e n  a n n e h m e n ,  dass  die  s i n i c h t  n e g a t i v  s ind  

(sonst  wfirde  m a n  - e~ s t a r t  e i als B a s i s v e k t o r  n e h m e n )  u n d  dass  s 1 de r  k l e ins t e  y o n  N u l l  

v e r s c h i e d e n e  K o e f f i z i e n t  ist .  I s t  n u n  e t w a  s 2 ~= 0, also s 2 > Sl, so k a n n  m a n  den  A u s d r u c k  

ffir s so u m f o r m e n  

s = ( e  x + e  2q)81 4-e 2 ( s 2 - q s l )  + e  as a~- ' ' .  -~e n s  n - e ' 1 8 1  + e  282-~-e 3s a T . . .  -}-e n8 n 

m i t  s~ -- s 2 -- q s 1. W ~ h l t  m a n  q so, dass  s~ p o s i t i v  o d e r  Nul l ,  a b e r  < s~ wi rd  u n d  v e r k l e i n e r t  

m a n  in der  g le iehen  Wei se  die i ib r igen  K o e f f i z i e n t e n ,  so e rh~l t  m a n  e n t w e d e r  die Koef f i -  

z i en t en re ihe  (% 0 . . . . .  0) ode r  n l a n  e rh~l t  e inen  p o s i t i v e n  K o e f f i z i e n t e n  s~ < s 1. I n  d i e sem 

Fa l l  b r i n g t  m a n  den  k l e i n s t e n  p o s i t i v e n  K o e f f i z i e n t e n  d u r c h  V e r t a u s c h u n g  de r  Bas i svek-  

t o r e n  wieder  an  die  e r s te  Ste l le  u n d  se t z t  das  V e r f a h r e n  for t .  So erh/ / l t  m a n  n a e h  end l i ch  

v i e l en  S c h r i t t e n  eine neue  Bas is  (e~ . . . . .  e*) u n d  e inen  A u s d r u c k  ffir  s y o n  der  F o r m  

s = e~'m (m > 0). 

18--  563802. Acta mathematics. 96. I m p r i m 6  le 31 ddccmbre  1956. 
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W e n n  n u n  s p r i m i t i v i s t ,  m u s s  m = 1 se in .  M a n  erhi~lt  a lso  s = e~ u n d  d e r  S a t z  i s t  

b e ~ 4 e s e n .  

K O R R O L A R  1. E i n  G i t t e r v e k t o r  s -- e 1 s~ + . . .  + e= s= i s t  d a n n  u n d  n u t  d a n a  p r i m i t i v ,  

w e n n  d e r  G G T  d e r  K o e f f i z i e n t e n  E i n s  is t .  D ie se  E i g e n s c h a f t  b l e i b t  n i i m l i c h  be i  Koe f f i ,  

z i e n t e n t r a n s f o r m a t i o n e n  s~ - s~ - q s 1 e r h a l t e n .  

SATZ 2. E i n  p r i m i t i v e s  S y s t e m  s 1, . . . ,  s k k a n n  z u  e i n e r  B a s i s  de s  Gi t t e r s  erg i inz t  w e r d e n .  

B e w e i s :  F i i r  k = 1 h a b e n  w i r  S a t z  1. W i r  k 6 n n e n  a lso  e ine  I n d u k t i o n  n a c h  k a n s e t z e n .  

E i n  p r i m i t i v e s  S y s t e m  s~, . . . ,  sk+ 1 sei g e g e b e n .  N a c h  d e r  I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g  k 6 n n e n  

w i r  e ine  B a s i s  et,  . . . ,  en so wi~hlen, d a s s  s~ = e~ . . . .  , s k = e~ wi rd .  W i r  s e t z e n  n u n  

Sk+ 1 : e I 81 n L ' - "  -~ e k S k "~- ek+  1 8k+1" " " -~- t~ n a n 

an .  Die  K o e f f i z i e n t e n  sk+l . . . .  , s~ s i n d  n i e h t  a l le  Nul l ,  d e a n  s o n s t  w/~ren e~, . . . ,  ek, sk+~ 

l i n e a r  a b h / i n g i g .  W i r  f o r m e n  n u n  d ie  Z a h l e n r e i h e  sk+l, . . . ,  sn g e n a u  so u m  wie  b e i m  B e w e i s  

y o n  S a t z  1 u n d  e r h a l t e n .  

* (m > 0).  (] %+~ = e ~ s ~ §  §  ks  k §  

D e r  V e k t o r  e ~ + l  i s t  G i t t e r v e k t o r  u n d  l i eg t  in  d e m  l i n e a r e n  R a u m ,  de r  v o n  e 1, . . . ,  %,  

sk+ 1 a u f g e s p a n n t  wi rd ,  m u s s  a lso e ine  g a n z z a h l i g e  L i n e a r k o m b i n a t i o n  d i e s e r  V e k t o r e n  se in .  

D a r a u s  fo lg t  m = 1. ) / [an k a n n  n u n  e ~ . l  als  B a s i s v e k t o r  d u r c h  

Sk+ 1 = e 1 s ! §  + e k 8 k -~ e~+l 

e r s e t z e n .  D a m i t  i s t  d e r  S a t z  b e w i e s e n .  

KORROLAI~  2. E i n  V e k t o r  s = e I 81 + . . .  + en8 n b i l d e t  m i t  el,  . . . ,  e k d a n a  u n d  n u r  d a n n  

e in  p r i m i t i v e s  S y s t e m ,  w e a n  d ie  K o e f f i z i e n t e n  sk+l, . . . ,  sn n i c h t  a l le  N u l l  s i n d  u n d  i h r  G G T  

E i n s  is t .  

K O R R O L A R  3. S i n d  el, . . . ,  %, %+1 l i n e a r  unabh i~ng ig ,  so k a n n  m a n  u n t e r  B e i b e h a l t u n g  

d e r  B a s i s v e k t o r e n  e 1 . . . .  , %, d e n  n~ ,chs ten  B a s i s v e k t o r  e~+l so wfih]en,  da s s  (1) gi l t .  

w 2. Quadratische Metrik 

I s t  e ine  B a s i s  e I . . . . .  e~ des  r e e l l en  V e k t o r r a u m s  E~ g e g e b e n  u n d  d r i i c k t  m a n  j e d e n  

V e k t o r  x d u r c h  d ie  B a s i s  aus :  

X : e  l x  I + . . .  + e  nxn~ 

so de f in ie r~  j e d e  p o s i t i v e  ree l le  q u a d r a t ~ s c h e  F o r m  
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2 / (x) = Z / .  x~ + ~ / ~  x~ x~ (2) 

eine quadratische Metrik. Die reelle, nicht  negative Zahl /(x) heisst auch Norm des Vektors 

x, ihre Quadratwurzel  ist die L/s Ix [: 

N x  =lxi  e =/(x) .  

Mit der Norm ist d~s Skalarprodukt  

(x, y) = ~ / .  x~ y~ + �89 ~ /~k (x~ yk + xk y,) 
i i < k  

invariant  verknfipft.  I s t  (x, y) = 0, so heissen x und  y orthogonal oder senkrecht. 

Man kann  die Form (2) so schreiben: 

1 -1 /(x) = 111 (Xl + �89 l l (  /le xe + " "  + ~ t n / i n  Xn) 2 -~ ~ (X2 . . . . .  Xn)" 

Wiederholt  man  das Verfahren, so erhglt  man schliesslich die Jacobische Darstellung 

] ( x ) = ~ + . . .  + ~ (3) 

mi t  ~1 = hi (xl + file xe + "'" + flln x~), 

~e = he (x2 + " "  + fle~ x~), (4) 

~ = h~ x~. 

Die Diskriminante der Form (2) sei D. .  Die Diskriminante der t ransformierten F o r m  

(3) ist 1. Die Determinante  der Ubergangssubst i tut ion (4) ist h~ h e ... h.. Also ist 

D n = ( h i  . , .  hn)  2. (5)  

Die ~i heissen rechtwinklige Koordinaten des Vektors x. Setzt  man  in (4) speziell x k = 1 

und die fibrigen xj = 0, so erh/~lt man  die rechtwinkligen Koordina ten  des Basisvektors %: 

ej~ =hjflj~ i f < k ) }  
t ,2, k k  ~ tl~k 

ejk = 0 (j  > k) J 

Die Norm des Basisvektors e k ist nach 

Koordina ten  

/ k ~ = N e  ~ 2 2 2 t ' 2 ~ + ' " + h ~ .  = hi fllk + h 2 ;~2 

Aus (7) folgt unmit te lbar  die Ungleichung 

h~__<&. 

(6) 

(3) die Quadra t summe der rechtwinkligen 

(7} 

(8) 
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q 

/ 
Fig. 1. 

Aus (3) sieht man,  dass die Form ] eine gewShnliehe Euklidisehe Metrik definiert.  Wi r  

k6nnen  also die uns  ve r t r au ten  geometrisehen Begriffe anwenden.  Star t  , ,Vektor" werden 

wir h~ufig , ,Punk t "  sagen. Die L/tnge I x - y l  heisst der Abstand zwisehen den P u n k t e n  

x und  y. 

Is t  Ek der yon e a . . . . .  % aufgespannte  Tei l raum des Vektorraumes,  so k a n n  m a n  jeden 

Vektor x aufspMten in  eine Pro]elction p in E k und  eine K o m p o n e n t e  q senkreeht  dazu: 

x = p + q ,  p i n E  k, q l E  k. 

Sind ~1,  ' '  "; ~ n  die reehtwinkl igen Koord ina ten  yon x, so haben  p und  q die Koord ina ten  

(~1, -..,  ~k, 0, .. . ,  0) und  (0 . . . . .  0, ~k+l . . . . .  ~ ) .  Die Zerlegung 

2 A- ~ + . . .  + ~ = (~  + . . .  + ~ )  + ( ~ + ~ ,  ... + ~ )  

ergibt direkt  den , ,Pythagoras"  

N x  = N p  + Nq.  

Die Vektoren y, die sieh ganzzahlig dureh die Basisvektoren e 1 . . . .  , e~ ausdrficken: 

y - e ~ y  1 + . . .  +e~y~  

heissen Gitterpunlcte oder Gittervektoren. Wir bezeiehnen mit  x, p, q, . . .  beliebige P u n k t e  des 

Raumes,  mi t  y, s, .. .  Gi t terpunkte .  

Das Volumen V, der Gittermasche, d. h. des von el, . . . ,  e n aufgespannten  Parallelotops,  

ist die De te rminan te  der rechtwinkl igen Koord ina ten  (6) der Vektoren %. Da in dieser 

De te rminan te  un te rha lb  der Hauptd iagona le  lauter  Nul len  stehen, erh~tlt ma n  

V~ = hl h2 . . .  h~. (9) 

Das Volumen der (n - 1)-dimensionalen Gittermasehe,  die yon e I . . . . .  en_ 1 im Tei l raum 

E ,_  t aufgespannt  wird, ist ebenso 

V~_I = hi h2 . . .  hn_l. (10) 
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e2 

h2 

0 51 e 1 

Fig. 2. 

Aus (9) und  (10) folgt  V~ = V~_lh=, wie es nach  der  E l emen ta rgeome t r i e  auch sein 

so11; denn  V~_I is t  die Basis  und h= die H6he der  Gi t t e rmasche  V~. Aus  (5) und  (9) fo lgt  

ferner  
O ~  = (h i  . . .  h~) 2 = V~  ( 1 1 )  

und  ebenso ffir jedes k Dk = (h 1 ... hk) 2 = V~. (12) 

w 3. Reduktion 

SATZ 3. In  jeder nicht leeren Menge von Gittervektoren gibt es einen Iciirzesten. 

Beweis: Sei y '  ein G i t t e rvek to r  in der  Menge. W i t  be t r ach t en  alle G i t t e rvek to ren  y 

der  Menge, die gleich lang oder  kfirzer als y '  sind: 

[Yl ~[Y'[  = R .  

Die Q u a d r a t s u m m e  der  rech twinkl igen  K o o r d i n a t e n  r h . . . .  , ~/~ yon y is t  _~ R 2, also 

is t  jede K o o r d i n a t e  dem Bet rage  nach  hOchstens gleich R. Die G i t t e rkoord ina t en  Yl, . . . ,  Y= 

sind nach (4) l ineare F u n k t i o n e n  der  ~ ;  also s ind auch sie dem Bet rage  nach  besehrKnkt.  

Da  die yg ganze Zahlen  sein mfissen, g ib t  es ftir jede  yon  ihnen nur  endlich viele M5glich- 

kei ten,  also k o m m e n  nur  endl ich viele Vektoren  y in Be t rach t .  Un te r  diesen k a n n  man  einen 

ki i rzes ten  aussuchen.  

D E F I N I T I O N .  Die Gi t te rbas i s  el, . . . ,  e n heisst  reduziert in Bezug auf  die  Me~rik, wenn  

folgende Bedingungen  erffillt  sind: 

1) e 1 is t  der  kfirzeste un te r  al len p r imi t iven  Gi t t e rvek toren ;  

2) e~ is t  der  kfirzeste un te r  allen Gi t t e rvek to ren ,  die m i t e  1 . . . . .  %-1 ein p r imi t ives  

Sys tem bi lden (/c = 2, 3 . . . . .  n). 

Dass es in jedem Gi t te r  eine reduz ie r te  Basis  gibt ,  ist  le icht  einzusehen.  Nach  Satz  3 

g ib t  es naml ich  einen kfirzesten p r imi t iven  G i t t e rve k to r  e 1. N~ch Sa%z 1 k a n n  m a n  dazu  
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einen G i t t e rvek to r  % l inden,  der  m i t e  1 ein p r imi t ives  P a a r  bi ldet .  Nach  Satz  3 g ib t  es 

un t e r  diesen e 2 einen kfirzesten.  Nach  Satz  2 k a n n  m a n  zu e 1 und  e 2 ein e a f inden,  etc. 

Das  Ergebn i s  gi l t  n icht  nur  fiir quadra t i sche ,  sondern  ffir bel iebige defini te  Met r iken  

mi t  beschr~nk tem EichkSrper .  

Nach  K o r r o l a r  1 und  2 (w 1) kann  m a n  die Bedingungen  1) und  2) auch so formulieren:  

1) % is~ der /ciirzeste unter  den Vektoren s = e  i s  1 + . . .  § e~8~ mi t  (s 1 . . . . .  s ~ ) = l ,  

2) e k ist der ]ci~rzeste unter den Vektoren s mi t  (s k . . . . .  sn) = 1 (It = 2, 3 . . . . .  n). 

Die Bed ingung  (sk . . . .  , s~) = 1 schliesst  natf i r l ich ein, dass die sk, . . . ,  s~ n ich t  alle Nul l  

sind. 

Quadr ie r t  m a n  die Ls  der  Vek to ren  s und  ffihrt  die F o r m / ( s )  = N s  ein, so k a n n  

m a n  die Bed ingungen  auch  so formulieren:  

/(ek) =</(s) ffir alle G i t t e rvek to ren  s mi t  (sk, . . . ,  s , ) =  1, 

oder  ganz a r i thmet i sch :  

/kk <=/(Sl . . . .  , S~) fiir  al le ganzen Zahlen  s 1 . . . . .  s~ mi t  (sk . . . . .  s~) = 1. (13) 

Eine  quadra t i sche  F o r m  /, die al le Bedingungen  (13) erffillt, heisst  nach  Minkowski  

reduziert. W i t  sehen also: W e n n  die Gi#erbasis % . . . . .  e~ in  Bezug au /  die dutch / de/inierte 

Metr ik  reduziert ist, so ist die F o r m  / reduziert und  umgekehrt.  

Minkowski  ve r l ang t  yon  einer reduz ie r ten  F o r m  auch noch die Normie rung  

k,k+l ~-- O~ 

aber  d a v o n  wollen wir  vorls  absehen.  

Geht  m a n  yon  der  Gi t te rbas i s  %, . . . ,  en auf  eine neue Basis  desselben Gi t te rs  fiber: 

so t r ans formieren  die G i t t e rkoo rd ina t en  xl, . . . ,  xn eines Vektors  x sich nach  einer ganz- 

zahligen,  ganzzahl ig  u m k e h r b a r e n  Trans fo rma t ion  

�9 j = ~ tj~ x~ (14) 

und  die F o r m  /(x)  wird in eine dquivalente F o r m / '  (x') t ransformier t :  

1 (x) = t '  (x') .  

U n t e r  e iner  Trans /ormat ion  T vers tehen  wir  im folgenden immer  eine ganzzahlige,  

ganzzahl ig  u m k e h r b a r e  Trans fo rma t ion  (14). Die Mat r ix  (tjk) bezeichnen wir ebenfal ls  mi t  

T.  Ih re  D e t e r m i n a n t e  is t  +_ 1. 
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Wit haben gesehen, dass es zu jeder Gitterbasis (e 1 . . . . .  e~) eine reduzierte Basis 

(e~ . . . . .  e',) desselben Gitters gibt. Also gibt es zu jeder po'sitiven Form / eine gquivalente 

reduzierte Fo rm/ ' .  Damit haben wir den 

SATZ 4. In  ]eder Ktasse yon iiquivalenten positiven Formen gibt es reduzierte Formen. 

Die l~eduktionsbedingungen 03)  sind ]ineare homogene Ungleichungen f/it die Koef- 

fizienten /jk. Einige yon diesen Ungleichungen wollen wir gleich aufschreiben. Setzt man 

in (13) ein sj gleich Eins und die fibrigen Null, so erh/ilt man 

1~, ~< 12~ = <  =< 1.~. 0 5 a )  

Setzt man andererseits sj und sk gleich ~ 1 und die iibrigen Null, so erhglt man 

1~ --< 1.  + tj~ + 1~ (j < k) 

oder • lJk g / j j  (J < k) 

bei jeder Wahl des Vorzeichens. Man kann daffir auch schreiben 

II~l<=l. ftir j < k .  (15b) 

w 4. Ungleichungen fiir bin;ire, tern;ire und quaterniire reduzierte Formen 

Ffir bingre Formen kann man die Ungleicungen (15a-b) so schreiben 

J].1~1.=<122. 

Daraus erh/~lt man sofort eine untere Schranke ffir die Diskriminante D2, n/imlich 

1 2 __1  2 
D2 = 111 /22 -- :112 ~ 111 122 :t:1. 

VergrSbert man die Abschgtzung, indem man 1~1 durch 111122 ersetzt, so erh/ilt man 

die bekannte Ungleichung 

D2 => ~11,122. (16) 

Eine ghnliche Ungleichung ffir tern/ire reduzierte Formen hat Seeber experimentetl 

gefunden und Gauss bewiesen. Sie lautet 

D3 => ~1,~ 12~ t3~. (17) 

Weitere Beweise gaben Dirichlet (Werlce iI ,  S. 29), Hermite ((Euvres I, S. 94), Korkine 

und Zolotareff ((Euvres de Zolotare]/ I, S. 125), Selling (J. ]. d. reine u. ang. Math. 77, 

S. 143), Minkowski (Ges. Abh. II,  S. 27) und Mahler [2]. 
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Fiir  reduzierte quatern/ire Fo rmen  gilt die Ungle ichung 

D~ >= i111 1~ 1~ 144, (18) 

dis K.  Mahler [3] zuerst ausdrticklich formulier t  und  bewiesen hat.  Wir  werden sie spgter 

a, un al lgemeinen Sgtzen neu herleiten. 

Fi ir  beliebigs n gilt eine ghnliche Ungleichung:  die , , fundamenta ls  Ungle ichung der 

Redukt ions theor ie"  (w 7). 

w 5. Sukzessive Minima 

N 1 sei dis Norm eines kiirzesten yon  Null  verschiedenen Git tervektors  s 1. Ebenso sei 

N 2 die Norm sines kfirzesten yon  s 1 l inear  unabhi~ngigen Git tervektors  s 2. Allgemein sei 

N k rekursiv definiert  als Norm eines kfirzesten von sl, . . . ,  sk_ 1 l inear unabh~ngigen  Gitter-  

vektors.  

Man n e n n t  N1, N2, N 3 . . . .  die ~ukzessiven M i n i m a  der F o r m / .  

Man k a n n  die Minima N1, N2, . . .  auch unabh~ngig  yon  der Wahl  der Vektoren sl, 

s2, . . .  definieren, n/imlieh so: 

N k ist die kleinste reelle Zahl N' ,  ]iir die es k linear unabhiingige Gittervektoren mi t  

Normen < N '  gibt. 

Diese Defini t ion ist offensichtlich mi t  der vorigen i iquivalent.  

Die sk brauehen keine Basis ffir das ganze Git ter  zu bilden. F i i r n  = l,  2 und  3 sind sie 

es wohl, aber fiir n = 4 gibt  es eins Ausnahme,  wie wir spgter sehen werden. Fi ir  n > 4 

bi lden die Minimalvektoren  s k in  der Regel keine Gitterbasis.  

Fi ir  das erste Min imum N 1 = [11 gilt eine yon  Hermi te  herriihrende, yon Minkowski 

und  Bliehfeldt versch/trfte Ungleiehung~ 

;v~ ~ ~1)~. (~9) 

Beweis (nach Minkowski): Der kleinste Abs t and  zwisehen zwei G i t t e rpunk ten  ist 

d = V-~.  Besehreibt  m a n  um jeden Gi t t e rpunk t  sine Kugel  mi t  Radius  r = i d, so haben  

diess Kuge ln  nur  R a n d p u n k t s  gemeinsam. Von der Kugel  um den N u l l punk t  liegt s in 

1 F t i r  L i t e r a t u r  s i ehe  e t w a  d e n  E n z y k l o p g d i e a r t i k e l  y o n  O. -H.  KELLER. D i e  g e n a u e n  M i n i m a l w e r t e  

v o n  Pn k e n n t  m a n  n u t  fi~r n ~ 10: 

_ 4096 / ~ = ~ ,  / z 3 = 2 ,  ~ t~=4 ,  / t 5 = 8 ,  /~6 - 6 4 ,  t t 7 = 6 4 ,  f t s ~ 2 5 6 ,  / ~ = 5 1 2 ,  [ t l o -  3 �9 

tt2 w u r d e  v o n  HERMITE b e s t i m m t ,  a b e r  tt2 u n d  #3 w a r e n  v o r h e r  s c h o n  GAUSS b e k a n n t ,  d e n n  d ie  U n -  

g l e i c h u n g  (19) f o l g t  f i i r n  - 2 a u s  (16) u n d  f i i r n  = 3 a u s  (17). F t i r  #4 u n d  it5 s i ehe  KORKINE--ZOLOTAREFF 

[1] u n d  [3]. F i i r / t 6 ,  tt7 u n d / t  s s i ehe  BLICHFELDT [4], [5[, [6] u n d  [7], f i i r  #9 u n d  #10 T. W .  CHAUNDY. D ie  

B e w e i s e  v o n  CHAUNDY s c h e i n e n  a b e r  n i c h t  g a n z  v o l l s t ~ n d i g  z u  se in  ( s iehe  d a s  R e f e r a t  y o n  C o x e t e r  

i n  Mclth. Rev., 8 (1947),  137). 
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Fig. 3. 

Teil in der  Gi t t e rmasche  0 =< x~ < 1, die i ibr igen Teile in verschobenen  Gi t t e rmaschen  

si _< xi < s~ + 1. Verschiebt  man  nun alle Teile in die G i t t e rmasche  0 =< x~ < 1 hinein, so 

haben  die verschobenen  Teile nur  R a n d p u n k t e  gemeinsam.  Der  I n h a l t  der  Kuge l  ist  gleich 

der  Summe der  Inha l t e  der  Teile, also hSchstens gleieh dem I n h a l t  der  Gi t t e rmasche  

Vn. g e e h n e t  man  den Kuge l inha l t  aus, so erh/tlt  m a n  eine Ungle iehung (19) mi t  

Bl iehfe ld t  [I] h a t  diese Sehranke  zu 

verbesser t .  Nine Vereinfaehung des Bl iehfe ldtsehen Beweises gab  R e m a k  [1]. F t i r  wei tere  

Versehgrfungen siehe Bl iehfe ld t  [2] und  [3]. 
J n/(n -1) Mordel l  h a t  bewiesen #n ~ / ~ - 1  mi t  Gleiehhei t  ftir n = 4  und  8. 

Aus  (19) Iolgt  die Ungleichung yon Minlcowslci 

N 1 N  2 . . .  N n < ~nDn. (20) 

Beweis (nach H. Minkowski ,  Geometrie der Zahlen, w 51): Es seien s 1 . . . . .  sn l inear  

unabh~ngige  Gi t t e rvek to ren  mi t  Normen  N s  k = N k. J e d e r  Vek tor  z des Raumes  E~ kann  

als L inea rkombina t i on  yon sl, . . . ,  s~ darges te l l t  werden:  

Z - -  $1 Z l  "~- " ' "  -~  $n  Zn" 

Die Norm yon  z is t  eine quadra t i sche  F o r m  in den z~, die wieder  als Q u a d r a t s u m m e  

geschrieben werden kann:  

N-.  = g ( z l  . . . . .  z~) =~1 ~ + . . .  + ; ~ ,  
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wobei  ~z . . . . .  ~n F u n k t i o n e n  yon  z k . . . . .  zn allein sind. Wi r  b i lden nun die neue F o r m  

/ '  (xl  . . . . .  xn)  = g '  (z~ . . . . .  z,~) = N ; 1 . ~  + . . .  + X;~.~2,~.  

I n  der  neuen,  du tch  f' (x) def inier ten Metr ik  h a t  kein  G i t t e rve k to r  ausser  dem Null-  

vek to r  eine N o r m  < 1. I s t  ngmlich  z ein G i t t e rve k to r  ~: 0 und  ist  ~k die le tz te  yon  Nul l  

verschiedene un te r  den ~1, . . . ,  ~ ,  so is t  der  Vek tor  z yon  s 1 . . . . .  sk_ 1 l inear  unabhgngig;  

sonst  wgren ngmlich  zk, . . . ,  zn Nul l  und  daher  ~k, . . . ,  ~n auch. Somi t  ha t  z in der  urspri ing-  

l ichen Metr ik  eine Norm > N k. Daraus  folgt  aber  

= ~ - 1  ;-2 > ~ v ~ l  (~12 4- q_~2) > 1. l ' ( x ) = g ' ( z )  Nf~ '~21  + " -  + ~ "~k = "-" = 

Die Di sk r iminan te  der  F o r m  1' (x) is t  N~ 1 . . .  N ~ D ~ .  Also erg ib t  (19) 

1 <=#nN~ 1 .. .  N~ID~. 

D a m i t  is t  (20) bewiesen.  

Der  Koeff iz ient  #= in (20) is t  derselbe wie in (19). J ede  Verschgrfung yon  #~ be im 

Prob lem der  d ich tes ten  g i t te r f6rmigen  Kuge lpaekung  f i ihr t  also au toma t i s eh  zu einer 

Verseh/irfung der  Minkowskischen Ungle ichung (und umgekehr t ) .  

w 6. Die Ungleichung von Mahler und Weyl 

Zwischen den  Diagonalkoeff iz ienten  /ek einer reduz ie r ten  F o r m  / und  den sukzess iven 

Minima Nk derse lben F o r m  ] bes teh t  immer  die Beziehung 

N ~  < / k k .  

Das folgt  u n m i t t e l b a r  aus der  zweiten Def in i t ion  yon Nk, weil die Bas i svek to ren  

el, . . . ,  % l inear  unabhgngig  s ind und  N o r m e n  </kk haben.  

W i r  wollen nun  eine Ungle ichung der  F o r m  

herlei ten,  die von  Mahler  I l l  gefunden und  yon  W e y l  [1] w iede ren tdeck t  wurde.  D a b e i  soll 

die Mah le r -Wey l sche  Sehranke  6k versch/~rft werden.  Die Versch/trfung gi l t  a l lerdings 

nur  in einer quadra t i schen  Metr ik,  w/thrend die Mah le r -Wey l sche  Abschg tzung  in einer 

bel iebigen Met r ik  gilt.  

Zwei Vektoren  x und  x'  heissen kongruent (nach dem yon e 1 . . . . .  e= au fgespann ten  

Git ter) ,  wenn ihre Differenz x - x'  = y ein G i t t e rve k to r  ist.  

Aus den  F o r m e l n  (4) w 2 erg ib t  sich fas t  u n m i t t e l b a r  
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S i T Z  5. Z u  ]edem Ve]ctor x gibt es einen kongruenten Vektor x' = x - y, so dass die recht- 

winlcligen Koordinaten ~ von x' dem Betrage nach h6chstens gleich �89 h~ sind: 

I~ ; ]=  [ ~ - ~ , l - <  �89 (21) 

Zum Beweis fi/ngt man  mit  der letzten Gleichung (4) an: 

~'~ - ~ - ~]~ = h ~  ( x n  - y ~ ) ,  

und bes t immt y~ als ganze Zahl so, dass 

- � 8 9 1 8 9  n 

wird. Dann  best immt man  Yn-1 aus der vorletzten Gleichung so, dass 

- �89 < ~ - 1  = ~h~_l 

wird, etc. bis Yl. So ergeben sich nacheinander  alle Ungleichungen (21). 

Aus (21) fo]gt 

N ( x - y )  = N x '  g �88 + . . .  +h~).  (22) 

Dami t  haben wir 

SATZ 6. Es gibt zu ]edem Punk te  x in  E~ einen Gitterpunlct y im Abstand 

I x - y l _ < � 8 9  f ~ + . . .  + h ~ .  

Diesen Hilfssatz haben  auch R e m a k  und  Weyl  verschiedentlich angewandt .  Wir  

benutzen ihn zur Herlei tung und  Versch~irfung der Ungleichung yon  Mah!er und  Weyl.  

SATZ 7. Is t  /kk der Koe// iz ient  von x~ in einer reduzierten quadratischen Form / und sind 

N 1, N 2 . . . . .  N~ die su]czessiven M i n i m a  der gleichen Form, so gilt 

/kk ----< 6k Nk. (23) 

Dabei werden die 0 k dutch die Re]cursions/ormeln 

~ = 1 ,  (~k = Max. (1, ~-~ + . . - +  �88 + �88 (24) 

de/iniert. 

Beweis: Fiir k = 1 ist selbstversti~ndlich/11 = N1. Es sei also/c > 1. Wir  bet rachten das 

yon  e 1 . . . . .  %-1 aufgespannte Gitter im linearen g a u m  Ek_ 1. Nach  Definition yon  N k gibt 

es k linear unabhiingige Git tervektoren s 1 . . . . .  s k mit  Normen __< N k. Einer yon diesen Vek- 

toren, nennen wir ihn s, liegt nicht  in Ek_ 1. Naeh Korro]ar  3 (w 1) gibt es ein primitives 

S y s t e m  (e I . . . .  , ek_i ,  e*) so ,  dass eine Gleichung der Form (1) gilt: 

s = (els 1 §  + ek_lSk_l) + e*m (m > 0). (25) 



282 B. L.  VAN D E R  W A E R D E N  

Soweit  s ind wir  W e y l  [1] gefolgt; j e t z t  geht  es nach  R e m a k  [2] welter.  

W e n n  m = 1 ist,  so b i lde t  s selbst  mi t  %, . . . ,  %_, ein p r imi t ives  Sys tem.  D a  N s  =< Nk ist ,  

h a t  auch der  kfirzeste Vektor ,  der  mi t  %, . . . ,  %_~ ein pr imi t ives  Sys tem bi ldet ,  eine N o r m  

__< N k. Dahe r  h a t  m a n  in d iesem Fa l l  

/kk --< lV~ <____ ~kNk. (26) 

I s t  aber  m > 1, so is t  m _> 2. W i r  zerlegen e* in eine K o m p o n e n t e  p in E k 1 und  eine 

e* = p + q. (27) 

K o m p o n e n t e  q senkrecht  dazu:  

Se tz t  m a n  (27) in (25) ein, so erh/~lt m a n  eine Komponen tenze r l egung  von s: 

s = (els  1 + . . .  + ek_lSk_l + pro) + qm. 

N s  >__ N ( q m )  =m2Nq>= 4 N q ,  

also N q <= 1 N s <= k Nk. 

I n  der  Dars te l lung  (25) s teck t  eine gewisse Willkfir .  Man k a n n  n~mlich, wenn y ein 

bel iebiger  G i t t e r p u n k t  in Ek_l ist,  e* dureh  

e* - -  y = (p - y)  + q (28)  

ersetzen. Diese Wi l lkf i r  benu tzen  wir, um N (p - y) k le in  zu machen.  Nach  Satz  6 kann  man  

y so w/~hlen, dass  
1 2 N ( p - y )  _< ~(h~ + . .~  +h~_~) (29) 

wird.  J e t z t  s ind  in (28) beide K o m p o n e n t e n  abgeseh~tz t .  Naeh  P y t h a g o r a s  wird 

N ( e *  - y) = N ( p  y) + iVq < ~(h~ + . . .  + /~_~)  + kNk. (30) 

Der Vek to r  e * - y  = e* - ( Y 1 %  + "'" + Yk-1%-1) b i lde t  m i t  el, . . . ,  %-1 ein p r imi t ives  

Sys tem,  also folgt  aus (30) 
1 2 lkk ~ ~(I~, + ... + h~ 1) + �88 (al)  

Wegen (8) is t  jedes  h~- < / z .  Also folgt  

/k~ <= �88 +"" + ~k-l, k-~) + k Nk. (32) 

Geht  m a n  nun  rekurs iv  vor  und  se tz t  ffir ]jj  m i t  )" < k die Absehi i tzung (23) voraus ,  so 

folgt  

/kk ~ 1(($1N1 + "'" + (Sk-lNk-a) d- 1 N  k (33) 

g (101  2[_... + l(~k_ 1_~_ 1) Nk ~.OkNk" 

Nach  P y t h a g o r a s  is t  
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e" m 

? 

~ 2 

p o el  

Fig. 4. 

D a m i t  is t  (23) sowohl fiir m - 1 als aueh  fiir m > 1 bewiesen. 

Der  Grnndgedanke  der  vors tehenden  Reehnung  1/~sst sieh geometr i seh  so formulieren.  D a  

s einer yon den Min imumvek to ren  sl, . . . ,  s k ist, is t  N s  klein. Also is t  aueh die K o m p o n e n t e  

yon s senkreeht  zu Ek_ 1 klein. Die senkreehte  K o m p o n e n t e  yon  s ist  naeh  (25) gleieh der  

senkreehten  K o m p o n e n t e  yon e* real  m, also is t  aueh  die senkreehte  K o m p o n e n t e  yon  

e* klein. Die K o m p o n e n t e  yon  e* in Ek_l is t  p. I n  der  N/ihe des P u n k t e s  p l iegt  ein Gi t te r -  

p u n k t  y. Also ha t  e* - y  kleine K o m p o n e n t e n  sowohl in Ek_ 1 als senkreeht  dazu;  also is t  

N(e* - y )  klein. Der  Bas i svek tor  % abe t  ha t  yon  allen Vektoren ,  die m i t e  1 . . . .  , ek_ 1 ein 

p r imi t ives  Sys tem bilden,  die k le ins tm6gl iehe  Norm.  Also ist  /kk < N (e* - y) und  da raus  

ergibt  sieh die Abseh/%zung (31). 

Die gleiehe Methode,  die hier  auf den Vek to r  e* angewand t  wurde,  ergibt ,  auf i rgend 

einen G i t t e rvek to r  s ungewandt ,  folgendes: 

E s  sei j < k. W e n n  ein Gittervektor s = p + q mi t  el, . . . ,  %-1 ein pr imi t ives  Sys tem bildet, 

wobei p in  E j  liegt und  q senkrecht dazu ist, so gilt: 

1 2 /kk < ~(hl + " + h~) + N q  

< ~ ( I n  + "'" + / j - l ,  j--1 + ]~') + Nq.  

Add ie r t  man  zu beiden Sei ten  N p  und  sub t r ah i e r t  /kk, SO erh~Llt man  

~ P  <~ 1(/11 --" '" @ /J--l, j-1 @h~) @ (x~T8 --ILk) 
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die rechtwinkligen Koordina ten  des Vektors s, so ist N p  = a~ + . - -  + a~ Sind (7 n 

und man erh~lt 

a~ + . 2 " ' "  ~-O' j  ~ 1 ( / 1 1  - ] - ' ' "  -~ - / J - - l '  j--1 ~ - h 2 )  -~ ( N s  --/kk) 
1 2 <= ~(6~ + .-. + S j _ : ) N j  + ~ h j  + (Ns -/kk).  

Wegen 

/ n  + " "  + / j - i ,  j-: ~ ( ] -  :)lJJ 

k ~: + . . . .  F ~ Oj_: < Oj _ und 

erh/~lt man  schliesslich 

~ + . . .  +, ~ g / .  + -~ h~ + ( ~  ~ - /~)  

und 

(34) 

(35) 

2 a: + ... + aj <= (6~ - ~) Nj  + �88 h~ + (N s - I ~ )  (36) 

Ffir )" =< 4 werden wir (35) verwenden, fiir j > 4 ist (36) etwas besser. 

Die Ungleichungen (35) und (36) liefern besonders dann  scharfe Schranken fiir 

al . . . . .  aj, wenn N s  den Minima]wert/kk hat.  Das letzte Glied rechts fgllt dann  weg und  man  
2 "' '~ erhiilt ffir jedes aj eine Schgtzung yon  der Gr6ssenordnung/z"  Diese Schatzungsmevnode 

s t ammt  von Remak  [2]. Wir  werden sie in w 8 wieder anwenden. 

mit  

w 7. Die fundamentale Ungleichung der Reduktionstheorie 

Aus der Ungleichung yon  Mahler folgt 

/n/22 . . . / ~  ~ 6:~2 . . .  ~ ' N : N 2  . . .  Nn. 

Nach (20) war aber 

(37) 

N : N  2 . . .  N n <= #nD~.  (38) 

Aus (37) und  (38) folgt d ie /undamentale  Ungleichung 

2~/n/22 . . - / ~  g D~ (39) 

1 
L~ = 6~ & ... ~ n / ~ "  (40) 

:Die fundamenta le  Ungleichung (39) gilt natfirlich auch ffir das yon  e 1 . . . . .  e k aufge- 

spannte/c-dimensionale Gitter: 

~ / 1 :  . . . / ~  -<- D~. (41) 
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Wie der Beweis zeigt, gilt (41) sogar dann  noch, wenn der letzte Fak to r  /kk durch 

6~ Nk ersetzt wird: 

~k/1! "'" /k--l, k--l(3k "Nk "< Dk" (42) 

Eine Abschgtzung von D k nach oben ergibt sich unmi t te lbar  aus (8): 

= h: h~ . . .  h~ __< 1~ 1~ . . .  1~. (43) Dk 2 2 

Aus (42) und (43) folgt weiter 

~Jk 1--  111 ":: ]k - l .~ -~  --fl'k(~k'~k" 

Wir haben also fiir h~ die Sehranken 

& 1~ < & 6~ N~ < h~ < 1~ _< 6~ 2V~. (44) 

Wir  berechnen nun die 5k und  ~k fiir die niedrigsten Werte  von k. 

Fiir k = 1, 2, 3 oder 4 erhglt  man  aus (24) jedesmal 5k = 1, d. h. /kk < Nk" Da  auch 

]kk= N k ftir k < 4 .  

Nk =< ]kk war, so folgt 

Ffir k > 4 vereinfacht  sich (24) zu 

46k=~1  + ' ' '  + 6 k - 1 + 1 .  

Daraus  folgt, wenn beiderseits dk addiert  wird, 

5 0 k = 61 + " "  + 6k + 1 = 4 ~.+1, 

also 5k = (~)k-4 fiir k > 4. (45) 

Fiir das P roduk t  51~2 ...  ~k erh/~lt man  aus (45) 

1 ffir k < 4 ,  
~1~2... 6 k =  (~)~(k-a)(~-4) ffir k > 4 .  

Somit  wird nach (40) 

I # ; 1  ffir n < 4 ,  
Xn #;i(~)~(n-a)(=-4) fiir n > 4 .  

Diese Schranken s tammen yon  Remak  [2]. 

Fiir n - 2, 3, 4 erh/~lt man  aus (47) die bestmSglichen Schranken 

~ = ~, ~ = �89 ),~ = �88 

(46) 

(47) 
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Die Ext remformen,  fiir die in  (39) das Gleichheitszeiehen gilt, s ind s  zu den 

folgenden reduzier ten Fo rmen  (vgl. w 4 u n d  w 16): 

(n = 2) 

(n = 3) 

(n = 4)  

gz = x~ + x~ + x l  x2, 

g~ - ~ + z~ + x,~ + (x~ + x~)x~, 

g~ = z~ + x-~ + x~ + x~ + (x, + x~ + ~ )  x4. 

I m  Beweis des Satzes 7 wurde eine Zahl m eingefiihrt. N u n  zeigt sich, dass ffir k - 1, 

2 oder 3 notwendig  m = 1 sein muss; im Fall  m > 1 wiirde m a n  niimlich aus (33) ]kk < Nk 

erhalten.  

Fi ir  k -  4 ist auch m = 2 mSglich, aber  nur  dann ,  wenn in allen Absehgtzungen,  die 

im Beweis benu tz t  wurden,  das Gleichheitszeichen gilt. Es muss also h~ = / n ,  h2 2 = /22  und  

h~ = [3a sein, d. h. das Git ter  in E 3 ist rechtwinklig.  Ferner  muss N 1 = N 2 = N a = N a sein, 

d. h. das Git ter  in E a ist kubisch und  der vierte Basisvektor e 4 hat  die gleiche Lgnge wie 

die ersten drei. Sodann  muss p - y  der Vektor yon  einer Wiirfelecke zum Wfirfelmittel- 

p u n k t  sein, dami t  in (29) das Gleichheitszeichen gilt. So erhglt  m a n  das folgende vier- 

dimensionale  Git ter  (in rechtwinkligen Koord ina ten)  

e 1 = (1,  0 ,  0 ,  O) 

e 2 = ( 0 ,  1 , 0 , 0 )  

e 3 = (0,  0 ,  1, 0)  

e4 = (1,  21, +, 1) 

Diese 4 Basisvektoren haben  die Lgnge ]. Es gibt  aber in dem yon ihnen aufgespannten  

Git ter  noch einen Vektor s der Lgnge Eins,  der mi t  el, e2, e 3 kein primit ives System bildet, 

n~mlich 

s =  - - e  1 - e  2 - e  a + 2 e  4 - ( 0 , 0 , 0 ,  l ) .  

Die zu diesem Git ter  geh6rige Form ist die vorhin  schon erw/~hnte 

g4 = x~ + x 2 2 + x~ + x~ + (xl + x~ + x3) x 4. 

Das ist der einzige Ausnahmefal l  fiir k ~ 4, wie Ju l i a  bereits e rkann t  hat.  I n  a l len  

a n d e r n  Fdillen bi lden die ersten zwei ,  drei  oder v ier  sukzes s i ven  M i n i m u m v e k t o r e n  s~, s 2, s 3, 

s 4 au toma t i s ch  e in  p r i m i t i v e s  S y s t e m .  

Fiir  k - 5 erh~lt m a n  (~6 -~ ,  also 
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Auch hier ist das Gleichheitszeiehen mSglich, n/~mlieh im folgenden Fall  

% = (1, 0, 0, 0, 0) 

e 2 = (0 ,  1,  0 ,  0 ,  0 )  

e 3 - ( 0 , 0 ,  1 ,0 ,0 )  

e 4 - ( 0 , 0 ,  0, 1 ,0)  

Die Koeffizienten der Form / sind die Skalarprodukte  dieser 5 Basisvektoren.  Die 

Form ist also 
o o o o 5 X~. 

/ = x ~ - x , ; ~  x ~ + x T - ~ ( x l T x  2 § 2 4 7  5=-~ . 

Die ersten 5 Minima sind N~ N 2 - X . 3 -  N ~ -  N ~ -  1. Die Min imumvek to ren  e~, 

e2, %, e 4 und  s = - e I - e.~ - e a - es + 2e 5 bi lden aber kein pr imit ives  System. 

w 8. Die Reduktionsbedingungen 

Die Bedingungen ffir reduzierte Fo rmen  lau ten  naeh (13): 

/ ~  < / ( s l  . . . . .  s~) (4s) 

ffir alle ganzzahligen sj mi t  (% . . . . .  s,,) - 1. 

Setzt man  sk gleich 1 oder - 1  und  alle anderen  s gleich Null, so erh/~lt ma n  eine 

triviale Bedingung [kk :; /kk, in der irnmer das Zeichen - steht.  Diese t r iv ia len Bedingungen 

lassen wir weg. W e n n  in alien iibrigen Bedingungen  das Zeichen < steht,  heisst die Form 

/ eigentlich reduziert. Ein  Beispiel ist die Form > kx~. Im R a u m  der posi t iven Formen  bilden 

die reduzierten Formen  eine abgesehlossene Menge, die eigentlich reduzier ten Formen  abet  

eine offene Menge, wie man  leicht beweist. 

Eine Bedingung (48) wird gegeben dutch  eine Zahl k und  ein System 8 yon ganzen 

Zahlen s l , . . . ,  s,,. Die Bedingung heisse Bk~. W e n n  es eine reduzierte Form / gibt, fiir 

welche in der Bedingung Bk. ~ das Zeiehen - gilt, so wollen wir diese B~dingung wit  dem 

Gleichheitszeichen er]iillbar oder kurz erjiillbar nennen .  

Nach Bieberbach und  Sehur gelten die folgenden zwei S/~tze: 

SATZ 8. Von allen ]~r Bk~ braucht m~tn nut" die er/iillbetrert zu ber~eks'ichtige~: 

alle iibrigen /olgen aus ihnen. 

S AT z 9. Es gibt nu t  endlich viele e r/iillbare Bedingungen Bk~. 

Zum Beweis des Satzes 8 dient  eine topologische L'berlegung, die Weyl  sehr einfaeh 

dargestell t  hat.  

1 9 -  563802.  Acta mathematica. 96. I m p r i m 6  le 31 d6ee rnbre  1956. 
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Es sei /o eine eigentlich reduzierte Form.  Gesetzt, es giibe eine Form /1, die alle er- 

ffillbaren Bedingungen erfiillt und doch nicht  reduziert  ist. Dann  verbinden wi r /o  m i t / 1  

dutch  eine Formenschar  

/t=(1-t)/0+t/~ (0<ts1);  

Die obere Grenze aller t, fiir welche die F o r m / t  reduziert  ist, sei u. Die zu diesem Wer t  

u geh5rige F o r m / ~  ist reduziert,  weil die Menge ,der reduzierten Formen  abgeschlossen ist. 

Also ist u < 1. Die F o r m / =  ist aber nicht  eigentlich reduziert,  denn sonst w/~re/u+~ auch 

noch eigentlieh reduziert.  Also gibt es eine Bedingung Bk~ , in der ffir ] u d a s  Gleichheits- 

zeichen steht. Diese Bedingung Bk~ ist erfiillbar, weil die Form /= sie mit  dem Gleich- 

heitszeichen erfiillt. Wir  kSnnen die Bedingung Bk~ als 

L (/) >_ 0 

schreiben, wobei L eine Linearform in den Koeffizienten der Form / ist. I n  dieser Bedingung 

B~  gilt ffir/0 das Zeichen > und  ffir/2 das Zeichen > .  Nun  ist 

L(/~) = (1 - u)L(/o) § uL(/~), 

also folgt L (/~) > 0. Frfiher fanden wir abet  L (/~) = 0. Wir  erhalten also einen Widerspruch.  

Beweis von Satz 9: Es sei Bks eine erffillbare Bedingung. Dann  gibt  es also eine redu- 

zierte Form / mit  

/~ = / (s~ . . . . .  s~) = N ~. 

Daffir kann  man  auch schreiben, wenn al . . . . .  a~ die rechtwinkligen Koordina ten  des 

Vektors s sind, 

1 ~  = o l  + ' "  + ~. 

Daraus folgt fiir jedes ] die Ungleiehung 

~ ~ 1~. (49)  

Fiir ?' > k folgt daraus weiter 

~--< 1 .  (i  --> k).  (50)  

Man iiberzeugt sich leicht, dass ftir )" = k die Ungleichung (50) zu 

~ < /~  (51) 
versch/irft werden kann. 

Ffir ~ < k gilt die Ungleichung (49) zwar auch, aber sie ist nicht  scharf genug, weft 

/kk mSglicherweise gross gegen / z  ist. Urn zu einer sch/~rferen Ungleichung zu kommen,  

wenden wit (35) oder (36) an, was erlaubt ist, da s mit  e 1 . . . . .  %-1 ein primitives System 
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bildet. Wegen N s  =/ak f/illt das letzte Glied rechts in (35) oder (36) weg und  man  erh~lt 

,~J <= /JJ + t h~ (] < ~), (52) 

1 2 2 .< (6 i �88 + 4 hj (j ~5 k).  ( 5 3 )  o ' j ~  

ks hj bzw. (2j 5j)- 1 h~ In  den Formeln  (50)-(53) k6nnen /jj und Nj  nach (44) durch -1 2 

abgesch/itzt werden. So erh~,lt man  

2 2 aj _-</sJ g 271 hj (j ~ k) (54) 

o~ < 2;  1 h~ (j = ~) (55) 

~ ~ ,~/1 + �88 h~ (] < k) (56) 

a j=  40j2 j  ~-�88 h~<2; lh~  ( j < k )  (57) 

Man kann  (54)-(57) abschw/~chen zu einer einzigen Sch/~tzung, die fiir beliebige j gilt: 

2 -1  2 ~ =<2j hj (58) 

mit  dem Zeichen < for  j _< k. Se~zt man  noeh 

aj 
h j - r ~  und C j = 2 ; ~ ,  (59) 

so kann  man  fiir (58) sehreiben 

I r j ] < C j  (mit < ffir j < k ) .  (60) 

Will m a n  feiner absch~tzen, so verwendet  man  ffir j < k die genaueren Formeln  (56) 

und  (57). Sie ergeben (mit neuen Kons tan ten  cj) 

I~,1 =<c, 0"<~). (61) 

Ffir j = 1, 2, 3, 4 finder man aus (56) 

Vom Vektor  s wurde nur  /kk = N s  vorausgesetzt .  Diese Gleichung gilt aber aueh ffir 

s = ek. Also kann  man  unsere Sch/~tzungen auch auf e k anwenden. Die rechtwinkligen 

Koord ina ten  e m yon ea sind naeh (6) ffir j < k gleich hjfl m. Dividiert  man  sie dureh hj und 

wendet  (61) an, so erh/flt m~n nach Remak  [2] 

IflJk I g cj. (62), 
19" - 563802. 
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Die Transformat ion  yon  Gi t te rkoord ina ten  81, . . . ,  8 n auf rechtwinklige Koord ina ten  

a i = hjTj ist durch (4) gegeben. Dividier t  m a n  in (4) beide Seiten durch hi, so erh/flt m a n  

T1 = 81 At- i l l 2  82 ~- " ' "  -4- f l l n  8n i 
t 32 = s2 + "" + f12~ s~ 

. . . . . . . . . . .  

T n  = 8n 

(63) 

Die l inken Seiten dieser Transformat ionsformeln  sind nach (61) numerisch beschr/~nkt, 

die Koeffizienten rechts nach (62) ebenfalls, also erhglt ma n  ohne Mfihe numerische 

Schranken ffir [sl] . . . .  , ]s~ [. Folglich gibt es ffir s~, . . . ,  s~ nur  endlich viele M6glichkeiten. 

Dami t  ist Satz 9 bewiesen. 

Aus den Sgtzen 8 und  9 folgt der erste Endlichkeitssatz: 

SATZ 10. Die Reduktionsbedingungen (48) [olgen alle aus endlich vielen unter ihnen. 

w 9. Biniire, terniire und quaterniire Formen 

Der Beweis des Satzes 10 gibt  uns zugleich ein Mittel, die Schranken ffir die [s j[ 

auszurechnen und  so die endtich vielen Redukt ionsbed ingungen  Bk~ ffir eine gegebene 

Variablenzahl  n wirklich aufzuschreiben. In  den F//llen n = 2, 3 und  4 k o m m t  m a n  aber 

schneller zum Ziel, indem m a n  nach Minkowski direkt  beweist, dass ffir n < 4 in  den 

Redukt ionsbed ingungen  

/kk < /(Sl . . . . .  S~) ffir (s~ . . . . .  S~) = 1 

nu r  die Werte s~ = 0 und  • 1 in Betracht  zu ziehen sind. Fi i r  den Beweis siehe Minkowski,  

Ges. Abh. I I ,  S. 78. 

Fi ir  bindre Formen (n = 2) erh//lt ma n  die bekann ten  Reduk t ionsbed ingungen  

die m a n  zu Ih~ I Z/x~ --< 1~2 (65) 

zusammenfassen kann.  

Ffir terniire Formen (n = 3) kommen  noeh 9 Bedingungen  mit  s 3 = 1 hinzu.  Sie 

l au ten  
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22 ~--~ /33~ 

- /~  - /~  - /~  ~/~1 +/~, 
- / 1 2  + 113 +/~3 --< 111 +/22, 

/12 -- /13 @ /23 "~ /11 -~ /22' 

/12 -~-/13 -- f23 ~/11 ~- 122" J 

Ffir quatern~re 

Bedingungen 

291 

(66) 

Formen  kommen  zu den 3 + 9 Bedingungen (65) und (66) noch 27 

/33 ~ f44 1 (67) 
J /4~ ---< f (81, 82, s3, 1) mit  s 1 ,s  2 , 8 3 = 0  oder ! l  

hinzu 

Ffir Formen in 5 und 6 Variablen ha t  Minkowski (Ges. Abh. I, S. 154 und 218) ohne 

Beweis die in Frage kommenden  Werte  der sj angegeben. 

w I0. Der zweite Endlichkeitssatz 

Der zweite Endlichkeitssatz besagt, dass es nur  endlich viele ganzzahlige Transfor- 

mat ionen gibt, die im Stande sind, eine reduzierte positive Form in eine ebensolche fiber- 

zufiihren. 

Zu den sukzessiven Minima N i ,  /Y2 . . . . .  N n einer positiven Form / seien s 1, s 2 . . . . .  s~ 

Minimumvektoren:  

Ns~ = Nk. 

Man kann  alle Vektoren des Raumes  sowohl durch die s k als durch die ej ausdrficken: 

x = Z*k zk = ~ (E e~ 8~) zk = ~ ej xj, (68) 

x~ = • sjk zk, (69) 

~7X = / ( X  1 . . . . .  Xn) = g(Zl, . . . ,  Zn). (70) 

I s t  d die Determinante  der Matrix (sjk), so ist die Diskriminante der Form g gleich 

Dn. Man ha t  also nach der Ungleichung yon  Minkowski 

d 2 Dn _< N 1 N2 ...  N~ =</~ D~. 
Daraus  folgt 

d2 --</~n. (71) 
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Die U m k e h r u n g  der Transformat ion  (69) k a n n  so geschrieben werden: 

d k j  X (72) 

Wir  be t rach ten  n u n  den Vektor s = s k. Seine or thogonalen Koord ina ten  seien a l ,  . . . ,  a n .  

Wir  wollen Schranken ffir aj herleiten. 

Zun~chst  haben  wir wieder 

< a~ * ' "  + a ~  = N s  = N k  < / k k .  0"./ (73) 

Ffir ~' < k brauchen  wir sch/~rfere Schranken.  Die Methode ist die gleiche, die in  w 8 

schon angewandt  wurde. Wir  vergleichen den Vektor 's  mi t  

s* = s - y m ,  ( 7 4 )  

wobei y a ls  Gi t te rvektor  in  Ej  gewi~hlt wird: 

Y = el Yl + " "  + ejyj. (75) 

Die natfirliche Zahl  m w~hlen wir so gross, dass m S > ~un ist. D a n n  folgt aus (71) d 2 < m S. 

Ich  behaupte ,  dass der Vektor s* immer  l inear unabh~ngig  von  s 1 . . . . .  sk_ 1 ist, wie auch 

Yl . . . . .  yj gew~hlt werden. U m  das zu zeigen, genfigt es, die k-te Koord ina te  z~ des Vektors 

s * =  s -  y m  in Bezug auf s 1 . . . . .  sn als Koord ina tenvek to ren  auszurechnen.  Man erh~lt 

aus (72) 

dki 
z~ = 1 -- m 2  ~ -  Yi. (76) 

W~re z~ = 0, so h~tte m a n  

d = m ~  d~j yj. 

Das ist aber  unm6glich,  d a d  n icht  durch m tei lbar  sein kann .  Also ist s* in  der Ta t  

l inear  unabhi ingig  von  s 1 . . . .  , sk-1. 

Daraus  folgt wegen der Minimumeigenschaf t  yon  N k = N s  

Ns* => Ns.  (77) 

Wir  zerlegen n u n  s in  eine Komponen te  p in  E s u n d  eine Komponen te  q senkrecht  

dazu: 

s = p + q,  

N s  = N p  + Nq.  
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Die entsprechende Zerlegung fiir s* lautet  

s* = ( p - y m )  + q,  

Ns* = N ( p - y m )  + Nq.  

Die Ungleichung (77) ergibt nun 

N(p  - ym) _> Np.  (78) 

Nach Satz 6 kann man y so wi~hlen, dass 

N ( p m - l - y ) ~  l (h~+ ... +h~) 

m 2 

N ( p -  y m) =< ~ -  (h~ + - . .  + h~) (79) 

Aus (78) und (79) folgt 

~ p  =< ~ (h~ + ... + h~), 

m ~ m~ J~.. (8o) 
" ~ 4  ([11"~-' ' '~-[jj)~ 4 ~JJ" 

Aus (73) folgt 

und aus (80) 

~ ~ l.~,~ i f > k )  (81) O'j 

4 " ff < k )  (821 

Damit  haben wir die gewiinschten Schranken gefunden. Aus ihnen erhiilt man, genau 

wie im Beweis yon Satz 9, Schranken ftir 181~1 . . . . .  18,~l. ~ s o  folgt: 
S•TZ 11. Es gibt nur  endlich viele M6glichkeiten /i~r die Matr i x  S = (s~k). 

Aus Satz 11 folgt fast unmittelbar der zweite Endlichkeitssatz: 

SATZ 12. Wenn eine Trans/ormation T eine reduzierte Form / in eine reduzierte Form 

]' is so gibt es /i~r ihre Matr ix  T nur endlich viele Mdglichkeiten. 

Beweis: Die lineare Transformation T mSge die reduzierte Gitterbasis (e 1 . . . . .  e~) 
t ! 

in die reduzierte Basis (el . . . . .  e~) fiberffihren. Die Koordinaten eines Vektors x in Bezug 

auf die Basen (e I . . . . .  e~), (s 1 . . . . .  s~) und (e~ . . . . .  e~) seien x~, z~ und x~. Dann ist 

X i ~ ~ 8ik Zk~ 

Die Matrix der Transformation T ist also S'  S -1. Nach Satz 11 gibt es dafiir nur endlich 

viele MSglichkeiten. 
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TEIL I I  

w 11. Der Bereich der reduzierten Formen 

Bisher haben wir uns auf positive Formen  / beschrs Je tz t  betraehten wir beliebige 

quadrat isehe Formen  / und  beweisen zuns 

SATZ 13. Jede For m/ ,  welche die Reduktionsbedingungen Bks er/iillt, ist positiv definit 

oder halbde/init. Fiir positive reduzierte Formen ist /11 > O, /iir halbde/inite /11 = O. 

Zum Beweis kann  die gleiche topologische Oberlegung dienen, die im Beweis des 

Satzes 8 sehon verwendet  wurde. Es sei/0 eine eigentlich reduzierte positive Form und ]1 

eine Form,  die alle Bedingungen Bk~ erffillt. Die obere Grenze aller t g 1, fiir welche die 

Fo rm 

1 ,  = ( ~  - t)lo + t/1 

positiv und reduziert  ist, sei u. Die Form 14 ist als Limes yon  posit iven Formen zumindest  

halbdefinit.  Ferner  erffillt sie alle Redukt ionsbedingungen,  insbesondere die Bedingung 

Ix1 ->- 0. Wenn  u < 1 ist, so gilt in allen diesen Bedingungen sogar das Zeichen > ; insbe- 

sondere ist dann  /11 > 0. 

Wir  unterscheiden nun 2 Fglle: 

Fall 1./11 = 0. Dann  ist nach dem eben Gesagten u = 1 und die F o r m / 1  = / u  ist halb- 

definit. 

Fall 2. /11 > 0. Die Ungleichung (19): 

/~1 =< #~ D~ 

gilt ffir die positiven reduzierten Formen /t, also auch im Limes fiir t = u. Daraus  folgt 

D~ > 0, also ist die F o r m / ~  positiv. W~re u < 1, so w~re die Form ]~ eigentlich reduziert;  

dann  w~re abe r /~+ ,  ffir gentigend kleine e auch noch positiv und reduziert,  was der De- 

finition von u als oberer Grenze widerspricht.  Also ist u = 1 und die Fo rm/1  = /~  ist positiv. 

Dami t  ist Satz 13 bewiesen. 

Alle Formen,  welche die Bedingungen Bk~ erfiillen, nennen wir reduziert. Die qua- 

drat ischen Formen  bilden einen linearen R a u m  von  der Dimension N = ~ (n + 1). Die redu- 
2 

zierten Formen  bilden in diesem R a u m  eine Zelle Z, die sich vom :Nullpunkt aus kegel- 

fSrmig ins Unendliche erstreckt. Sie wird nach Satz 10 dureh endlich viele Ungleichungen 

L 1 (/) ~ 0 . . . . .  L, (/) ~ 0 (83) 

definiert. 
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Die Zelle Z geht  in ein beschr/~nktes Polyeder  P fiber, wenn die Formen  / durch 

/11 +/22 + ' "  +/nn = 1 

Bei dieser Normierung werden ni~mlich wegen den Reduktionsbe-  

alle Koeffizienten einer reduzierten Form beschr/~nkt. Das Polyeder  P liegt in dem (N - 1)- 

dimensionalen Teilraum /11 + " "  +/nn = 1. Durch  Projekt ion des Polyeders P vom Null- 

punk t  aus erhKlt man  wieder die Zelle Z. 

Eine Seite der Zelle Z erhKlt man,  wenn man  in einigen Ungleichungen (83) das Zeichen 

_> durch = ersetzt. Die Dimension einer solchen Seite kann  yon  1 bis N - 1 variieren. 

Die eindimensionalen Seiten heissen Kanten; sie entsprechen den Ecken des Polyeders P .  

Die (N - 1)-dimensionalen Seiten heissen Wdnde. 

Auf einer W a n d  W, kann  nur  eine einzige Gleichung L, (/) = 0 gelten. Wir  numerieren 

diese Wandgleiehungen L~ (/) = 0 und die entsprechenden Ungleiehungen L i (]) ~ 0 sowie 

die W/~nde Wi, zu denen sie gehSren, yon 1 bis q. Die fibrigen Ungleichungen (83) erhalten 

dann  N u m m e r n  yon  q § 1 bis r. 

Nun  ist leicht zu sehen, dass die Ungleichung Lq+l (/) ~ 0 entbehrlich ist: sie ist eine 

Folge der fibrigen. Sonst wfirde es niimlieh eine Form ]1 geben, welche die Ungleichung 

Lq+l _>- 0 nicht  erffillt, wohl aber alle fibrigen. Die Gleichung Lq+l = 0 definiert, zusammen 

mit  den Ungleiehungen (83), eine Seite Sa yon  Z yon  einer Dimension d < N -  1. Wir  

w/~hlen nun eine eigentlich reduzierte F o r m / 0  so, dass die Strecke 

/ t = ( 1  --t)/o+t/1 ( 0 ~ t ~ l )  (84) 

die Seite S~ nicht  trifft, was wegen d < N - 1 immer  m5glich ist. Nun  w~re iq+l (/o) > 0 

und iq+l (/1) < 0, also giibe es ein t zwischen 0 und 1 mit  Lq+l (/t) = 0, also wfirde die Strecke 

(84) die Seite Sd doch treffen. 

Nachdem man  die Ungleichung Lq+ 1 ~ 0 aus (83) weggelassen hat,  kann  man  auch die 

n~chste iq+ 2 ~ 0 streichen, usw., bis nur  noch die Wandungle ichungen 

LI( / )  ~ 0 . . . .  iq(/) ~ 0 (85) 

fibrig bleiben. 

Ffir einen R a n d p u n k t  / der Zelle Z gilt in mindestens einer Ungleichung (85) das 

Gleichheitszeichen. Wiirde n~mlich fiberall das GrSsserzeichen gelten, so wfirde in einer 

Umgebung  yon / auch noch das GrSsserzeichen gelten und  / wi~re innerer I)unkt.  Also 

haben wir 
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SATZ 14. Die Wandungleiehungen (85) de/inieren die Zelle Z. Jeder Randtrunkt von Z 

liegt au[ mindestens einer Wand. 

w 12. Die  t r a n s f o r m i e r t e n  Ze l l en  T Z  

Eine  ganzzahl ige  Trans fo rma t ion  T ffihrt  die Zelle Z in eine t r ans fo rmie r t e  Zelle T Z  

fiber, die mi t  Z posi t ive  F o r m e n  gemeinsam haben  kann.  I s t  e twa / eine solche pos i t ive  

F o r m ,  die zu Z und  zu T Z  geh5rt ,  so is t  / = Tg, wobei  g wieder  zu Z gehSrt .  Die Trans-  

fo rma t ion  T ffihrt  dann  die reduzier te  pos i t ive  F o r m  g in die reduzier te  posi t ive  F o r m  

/ fiber. Umgekehr t ,  wenn eine Trans fo rma t ion  T diese Eigenschaf t  ha t ,  so haben  Z und  

T Z  die F o r m  / = Tg gemeinsam.  Die F r a g e  naeh  den  t r ans fo rmie r t en  Zellen TZ,  die m i t  

Z P u n k t e  gemeinsam haben,  is t  also g le ichbedeutend  mi t  der  F r a g e  naeh  den  Transfor-  

ma t ionen  T, die mindes tens  eine reduzier te  posi t ive  F o r m  in eine ebensolche F o r m  fiber- 

ffihren. 

Nach  Satz  12 g ib t  es nur  endl ich viele solche Trans fo rmat ionen  T. U n t e r  ihnen s ind 

zun/~chst die 2 n Umkehrtrans/ormationen 

t 
X k  ~ ~ - X  k 

hervorzuheben,  welche die Zelle Z auf sich selbst  abbi lden .  

Andere  Trans fo rma t ionen  als die U m k e h r t r a n s f o r m a t i o n e n  kSnnen n iemals  eine 

eigentt ich reduz ie r te  F o r m  / in eine reduz ie r te  F o r m  fiberffihren. Bei e iner  eigent l ieh redu-  

z ier ten F o r m  s ind n/~mlich die Vektoren  e 1 . . . . .  en der  Reihe  nach bis auf F a k t o r e n  +_ 1 

e indeut ig  bes t immt ,  da  es ausser  e k und  - e k keine Vek to ren  gleicher L/~nge gibt ,  die mi t  

e 1 . . . . .  ek_ 1 ein p r imi t ives  Sys t em bi lden.  Also gil t  

SATZ 15. Ist  T eine Umkehrtrans/ormation, so/dllt T Z  mit Z zusammen. In  allen ande- 

ren FSllen haben Z und T Z  nur Randpunkte gemeinsam. Es gibt nur endlich viele trans- 

/ormierte Zellen TZ ,  die mit Z positive Formen / gemeinsam haben. 

KORROLAR 1. Es gibt nur endlich viele trans/ormierte Zellen TZ ,  die mit einer gege- 

benen trans/ormierten Zelle T o Z positive Formen gemeinsam haben. 

H a t  n/s T Z  mi t  T o Z eine pos i t ive  F o r m  / gemeinsam,  so h a t  To 1 T Z  mi t  Z die 

F o r m  T~I / gemeinsam. 

KORROLAR 2. Eine positive Form / gehSrt nut  endlich vielen trans/ormierten Zellen an. 

Beweis: Nach  Satz  4 is t  / = Tog, wobei  g reduz ie r t  ist.  Also gehSrt  / der  t r ans fo rmie r t en  

Zelle T o Z an.  J e t z t  folgt  die B e h a u p t u n g  aus  Kor ro l a r  1. 

SATZ 16. Jeder Randpunkt von Z gehSrt mindestens einer weiteren Zelle T Z an. 
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Z 
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W 
$2 

T 1 Z 

T2Z 

Fig. 5. 

B e w e i s :  Is t  / ein R a n d p u n k t  yon Z, so gilt in mindestens einer nicht  trivialen Bedingung 

Bk~ das Gleichheitszeichen: 

1~ = ! (81 . . . . .  s n ) .  

Das bedeutet ,  dass es ausser % und - e  k noch mindestens einen weiteren Vektor  

kleinster L~nge e~ gibt, d e r m i t  %, ..., %-1 ein primitives System bildet. Von e 1, ..., %-z, 

e~ ausgehend, kann  man eine reduzierte Basis (% . . . . .  ek_l, e'~ . . . .  , e~) konstruieren, die aus 

e 1 . . . . .  e~ nicht  nur  durch eme Umkehr t ransformat ion  hervorgeht.  Die Transformat ion  T, 

die e~ . . . .  , en in diese neue Basis fiberftihrt, ftihrt / in eine reduzierte Form T / = g  fiber. 

Nun  ist ! = f - - l g ,  also geh6rt  / dem Bereiche T 1Z an. Damit  ist Satz 16 bewiesen. 

Wir  betrachten nun eine W a n d  W der Zelle Z. Es gibt ausser Z selbst nu t  endlieh 

viele Zellen T I Z  , . . . ,  T r Z  , die mit  W Punkte  gemeinsam haben. Die Punk te  yon  W, die 

gleichzeitig zu T~Z geh6ren, bilden auf W eine konvexe, abgesehlossene Menge M i. Diese 

Mengen M~ fiberdeeken W nach Satz 16. 

Die (N 1)-dimensionalen unter  den konvexen Mengen M, nennen wir W a n d s t i i c k e  

oder Stficke S~ der W a n d  W. Wenn ein P u n k t  / yon  W keinem solchen Wandstf ick ange- 

hSren wiirde, w/ire auch eine volle Umgebung  U yon ! auf W zu allen Wandstf icken fremd, 

da die Wandstf icke ja abgeschlossene Mengen sind. I n  U kSnnte man  einen P u n k t  g wiihlan, 

der keiner weniger als ( N -  1)-dimensionalen Menge 2T/j angehSrt.  Der P u n k t  g wfirde 

dann fiberhaupt keiner Menge Mi angeh5ren, was nicht  geht. Also ]iegt jeder P u n k t  der 

W a n d  in mindestens einem Wandstf ick S~. 

Ein solches Stiick S, ist Teil einer W a n d  yon Z, aber auch Teil einer W a n d  yon  T, Z. 

Die Gleichung der Hyperebene,  in der das Stfick S, liegt, sei L (/) = 0. Dann geh6rt  L ([) ~ 0 

zu den definierenden Gleichungen von Z und - L (/) ~ 0 zu den definierenden Gleichungen 

yon  Ti Z. I n  einer genfigend kleinen Umgebung  eines inneren Punktes  yon  S, geh6ren alle 

Punk te  mit  L (!) _> 0 zu Z und alle mit  L (/) =< 0 zu T~ Z. Ffir weitere t ransformierte  Ze]len, 

die an S~ anstossen, ist kein Platz mehr.  Also gilt 
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SATZ 17. Die ( N -  1)-dimensionalen Wandstiicke S~ iibsrdecke$~ die ganze Wand W. 

Jedes Wandsti~clc S~ geh6rt genau zwei Zellen Z und T iZ  an. Alle Punkte in einer geniigend 

kleinen Umgebung eines inneren Punktes yon Si liegen in Z oder in T~ Z. 

Was fiir die Zelle Z gilt, gilt selbstverstiindlich auch fiir jede transformierte  Zelle 

TZ.  Auch hier st6sst an jedes Wandst i ick genau eine weitere Zelle an. 

A|le diese S~tze sind ansehaulieh einleuehtend. Das gleiche gilt ffir den folgenden 

S A T z 18. Ist f eine positive Form, so iiberdecken die e-.dlieh vielen tra~sjormierten Zellen 

Ts Z, die f enthalten, eine volle Umgebung yon ]. 

Beweis: Die / nicht  enthal tenden Seiten der Zellen TjZ  haben eine abgeschlossene 

Vereinigungsmenge V. Wh  �9 wg, hlen eine konvexe Umgebung U y o n / ,  die zu V fremd ist 

und nur  aus positiven Formen besteht, Nun wird behauptet ,  dass jede Form ]~ in U min- 

destens einer Zelle T Z angeh6rt .  

Wir  w~hlen in U eine Form ./o, die dem Innern  eines Bereiehes Tj Z angeh6rt .  Wir 

ve rb inden /o  mit  [1 innerhalb U durch eine Strecke 

/ t  = (1 - -  t ) f  o § t / 1 .  

Man k a n n / 0  so w'~hlen, dass die Strecke keine yon den weniger als (N - 1)-dimensionalen 

Seiten der Zelle TsZ trifft. Es sei u die obere Grenze der t, ffir welche ]t wenigstens einer 

der Zellen T j Z  angehSrt.  Dann  gehSrt /u auch noch einer Zelle Tj Z an. W/~re u < 1, so 

mfisste/~ einer W a n d  yon TjZ  angehSren, und zwar, da die weniger als (N - 1)-dimensio- 

nalen Seiten nicht  in Bet racht  kommen,  einem Wandstf ick S~. An S~ stossen nach Satz 17 

genau zwei Zellen T j Z  und T~ an und eine volle Umgebung  des Punktes  /~, liegt in der 

Vereinigung dieser zwei Zellen. Dann  w/~re aber t~ nicht die obere Grenze. Also muss u = 1 

sein und  der P u n k t  ]1 geh5rt der Zelle TjZ an. 

Mann kann  Satz 18 aueh so formulieren: 

Die Zellen T Z  iiberdeelce~t das Gebiet der positive~t Formen, aber sie hd~t/en sieh nicht 

gegen die Punlcte dieses Gebietes, sondert~ nu~" gege~ den Rand, d.h. gegen die halbde/initen 

Formers. 

Diesen Satz hat  H. Weyl [1] du tch  direkte Absch/~tzung der Matrixelemente der 

Transform~tionen T bewiesen. Die hier befolgte Methode erscheint lehrreicher, well 

sic auch bei anderen eigentlich diskontinuierlichen Transformat ionsgruppen angewandt  

werden kann. Fur  die hier gefiihrten Beweise genfigt es, anzunehmen,  dass die Aus- 

gangszelle Z durch vernimftige R/inder begrenzt wird, derar t  dass jedes ( N -  1)-dimen- 

sionale Wandst i ick genau zwei Zel|en Z und T Z  voneinander  trennt,  w/~hrend die Rand-  

teile yon weniger als ~\~- 1 Dimensionen durch geeignete Verbindungswege umgangen 
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werden kbnnen. Diese Voraussetzungen sind in vielen Fallen erffillt, auch wenn die Wiinde 

nicht eben sind. 

KORROLAR ZU SATZ 18. Eine  kompakte Menge M i m  Gebiet der positiven Formen 

wird von endlich vielen Zellen T Z  iiberdeckt. 

Beweis: Zu jedem P u n k t  yon  M g ib t  es nach Satz  18 eine Umgebung ,  die  yon  endl ich 

vielen t r ans fo rmie r ten  Zellen f iberdeckt  wird.  Endl ich  viele yon  diesen Umgebungen  

f iberdecken M.  

SATZ 19. Jede Zelle T Z  kann von Z aus erreicht werden dutch eine endliche Folge von 

trans/ormierten Zellen, yon denen je zwei au/einander/olgende ein Wandsti~ck gemeinsam 

haben 1. 

Beweis: Es sei / ein innerer  P u n k t  yon  Z u n d / 1  ein innerer  P u n k t  von T Z .  Wir  ver- 

b inden  ]1 durch  St reeken mi t  allen P u n k t e n  einer k o m p a k t e n  U m g e b u n g  y o n / .  Die Vereini-  

gungsmenge dieser Verb indungss t recken  ist  eine k o m p a k t e  Menge M,  die von endl ieh 

vielen Zellen T~ Z f iberdeekt  wird.  I n  der  gew~hl ten U m g e b u n g  von / w/~hlen wir einen 

P u n k t / 0  de ra r t ,  d a s s  die St recke 

/, = (1 - t ) /o + t/~ 

die Sei ten  der  T~ Z yon weniger  als (N - l )  Dimens ionen  n icht  t r i f f t .  Die W s  der  ZeIlen 

T~ Z zerlegen dann  die St recke in endl ich viele Tei ls t recken,  yon  denen jede in einer bes t imm-  

ten  Zelle T~ Z liegt. Daraus  folgt die Behaup tung .  

w 13. Der bin~ire Fall. Der Fundamentalbereich yon Minkowski  

Die A r t  und  Weise,  wie die Zellen T Z  sich zu einer Pa rke t t i e rung  des Gebietes  G der  

pos i t iven  F o r m e n  aneinanderschl iessen,  kann  man  sich am Beispiel  der  b ingren F o r m e n  

anschaul ich  k la rmachen .  Um das  Gebie t  G ganz ins Endl iche  zu bringen,  normieren  wir  

die F o r m e n  durch  

/11 § = 1. 

Das Gebie t  G ist  durch  

oder  

definier t .  Trggt  m a n  also 

~II~22- 1 2 ~/~ > 0 

fi2 + (/2~ - / i : )  ~ < (/1: +/~2)  ~ 

X = / 1 2  und  Y - / 2 2 - / n  

1 WEYL beweist Satz 19 in [1] dureh eine komplizierte vollst/~ndige Induktion. 

20-- 563802. Acta math~matica. 96. Imprim6 le 31 d6cembre 1956. 
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Fig. 6. 

als reohtwinklige Koordinaten auf, so wird G das Innere eines Kreises 

X ~ +  y 2 < l .  

Die Zelle Z wird dureh die drei Geraden 

1,~ = 1~.., I,~ = 1::, - 1~ = 1:: 

oder Y = 0, Y + 2 X  = 1, Y -  2 X  = 1 

begrenzt.  Die obere Eeke (X = 0, Y = 1) stellt  die halbdefini te  Form x~ dar, die un te ren  

Eeken  die zwei Fo rmen  
1 2 -~(x 1 + XlZ2 + 9::2). 

Die Zelle Z ist ein Fundamenta lbe re ich  ffir die Gruppe der ganzzahligen Transforma-  

t ionen  mi t  De te rminan te  + 1. E i n  Fundamen ta lbe re i ch  fiir die Gruppe der Transformat io-  

nen  T m i t  De te rminan te  _+ 1 ist die durch /12 > 0 definierte rechte H/ilfte des Dreiecks. 

Analog muss man  im n-/iren Fall,  u m  einen Fundamen ta lbe re i ch  fiir die Gruppe aller 

durch  ganzzahlige Transformat ionen  induz ie r ten  Formentransforma~ionen ] '  = T / z u  er- 

hal ten,  die reduzier ten Formen  nach Minkowski durch 

lk, k+1 =>- 0 (k = 1 . . . . .  n - l )  

normieren.  Zu einem inneren  P u n k t  des so erhal tenen Bereichs gibt  es d a n n  keine gqui- 

va len ten  P u n k t e  im Bereich mehr.  

I m  bin~ren Fall  k a n n  das Dreieck Z durch eine bekann te  Abbi ldung  (l~bergang yore 

Kleinschen zum Poincar6schen Modell der ebenen hyperbolischen Geometrie) in den 
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F u n d a m e n t a l b e r e i c h  der  Modulgruppe  f ibergefi ihrt  werden.  Vom Gi t t e r  ausgehend,  k a n n  

m a n  den Ube rgang  z .B.  so vollziehen: m a n  ff ihrt  nach  w 2 rechtwinkl ige  K o o r d i n a t e n  

$1, ~2 ein und  se tz t  

z = ~1 + i ~2. (86} 

Die Bas i svek to ren  % und  % des Gi t te rs  werden dann  durch  komplexe  Zahlen 0)1 u n d  

0)2 dargeste l l t .  N u n  b i lde t  m a n  den  Quot ien ten  

0)  2 = - - .  (s7) 
0)1  

Man k a n n  immer  annehmen,  dass der  Imagini~rteil  von ~ pos i t iv  ist.  Der  P u n k t  T 

l iegt  dann  in der  oberen Ha lbebene  und  durchlguf t ,  wenn / alle reduz ie r ten  F o r m e n  durch-  

l~uft,  den F u n d a m e n t a l b e r e i c h  der  Modulgruppe .  

TEIL I I I  

w 14. Kantenformen und dichteste Kugelpackungen 

Nach  Minkowski  is t  die n-re Wurze l  aus der  Di sk r iminan te  im Gebie t  der  pos i t ive~  

F o r m e n  / eine konkave  F u n k t i o n  y o n / ,  d. h. wenn / und g posi t ive  F o r m e n  sind, so g i l t  

fiir pos i t ive  2 und  # 

n n n 

l/D= (). l + E t g) ~ 2 V ~  (l) + # V D ~ .  (88) 
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Zum Beweis t ransformier t  Minkowski die Formen  / und g g]eiehzeitig in Quadrat-  

summen mit  posit iven Koeffizienten: 

/ = a l ~ + " "  + a n ~ ,  g = b l ~ + . . . + b ~  

und wendet  die bekannte  Ungleichung von Brunn-Minkowski  an: 

Das Gleiehheitszeiehen gilt in (88) nur  ~tir / = cg. 

Diesen Satz kann  m a n  anwenden um bei gegebenem Minimum N 1 das Minimum der 

Diskriminante D~ zu best immen, mit  anderen Worten,  um in der Ungleiehung (19) die 

sch/~rfste Schranke /~  zu linden. Man kann  dabei N 1 = 1 annehmen.  Das Problem ist 

gteiehwertig mi t  dem Problem der dichtesten git terf6rmigen Kugelpaekung im n-dimen- 

sionalen Raum;  denn wenn in einem Gitter N 1 > 1 ist, so kann  man in jedem Gi t te rpunkt  

eine Kugel  mit  Radius �89 anbringen, ohne dass die Kugeln  sieh durehdringen, und um- 

gekehrt .  

Um das Minimum von Dn bei N~ = 1 zu linden, geniigt es offenbar, sieh auf reduzierte 

:Formen zu besehr/~nken; denn jede positive Form ist /tquivalent einer reduzierten. Man 

ha t  dann  I n  - N1 = 1. Es handel t  sieh also da tum,  das Minimum von D~ fiir reduzierte  

Fo rmen  m i t / n  - 1 zu bestimmen. 

Unter  Kanten/ormen vers teht  Minkowski die Formen  auf den Kan ten  der Zelle Z. 

Normier t  man  die Kantenformen  d u r e h / n  = 1, so gibt es nur  endlieh viele Kantenformen.  

Nun  gilt naeh Minkowski 

SATZ 20. Das Minimum von D n/iir reduzierte Formen mit /1~ = 1 kann nur durch eine 

Kanten[orm qelie/ert werden. 

Beweis: Gesetzt, D~ (]) w~re das Minimum und  / w/~re keine Kantenform.  Dann  w/~re 

] innerer P u n k t  einer Strecke 

/~ - (~ - t ) / o  + t / .  

wobei /o  u n d / 1  beide reduziert  sind und durch [n  = 1 normier t  werden k6nnen. Wir  h//tten 

dann, da /0  u n d / 1  nieht  proport ional  sind, in der Ungleichung (88) ffir / - / t  das Zeichen > : 

I/D~ (/) > (1 - t) VD~ (/o) + tVD~ ([~), 

n 

:Die reehte Seite ws aber, da D~ (/) das Minimum sein sollte, > ~/~D~ ([). ])as ist ein 

Widerspruch.  

Wegen der fundamenta len  Ungleichung (39) wi~chst Dn ins Unendliche, sobald [.~ 

ins Unendliche w/i, ehst. Wir kSnnen uns also bei der Bes t immung des Minimums yon D~ auf 
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einen beschr~nkten  Teil  ]nn ~-M der  Zelle Z beschrs  I n  d iesem beschrs  Tell  

h a t  Dn ein Minimum. Man b r a uc h t  also, u m  das  Min imum von  Dn bei  JV 1 = 1 zu l inden,  

nur  alle K a n t e n f o r m e n  der  Zelle Z mit /11 = 1 zu durehmus te rn .  

J edoch  n ich t  alle K a n t e n f o r m e n  k o m m e n  als E x t r e m a  yon  D n in Be t rach t ,  sondern 

nur  die Extrem/ormen im Sinne yon  K ork ine  und  Zolotareff .  Diesen wenden  wir  uns  

j e t z t  zu. 

w 15 .  E x t r e m f o r m e n  

Eine posi t ive  F o r m  heisst  extrem, wenn bei  jeder  k le inen Anderung ,  welche die Dis- 

k r iminan te  Dn unge~nder t  lasst ,  das  erste Min imum N 1 a b n i m m t .  Gleichwert ig  d a m i t  is t  

die Forde rung ,  dass bei  jeder  k le inen Anderung ,  bei  der  N 1 gleich ble ibt ,  D~ zun immt .  

Es sei / eine E x t r e m f o r m  mi t  N 1 = 1. Es  seien s (1), s (2) . . . .  die endl ich vielen Gi t te r -  

vektoren ,  fiir welche die F o r m  ihr Min imum 1 a n n i m m t .  D a n n  gel ten  die Gle ichungen 

/ (s (1)) - 1, / (s (2)) = 1 . . . . .  (89) 

Alle diese Gleichungen s ind l inear  in den  Formenkoeff iz ien ten .  Sie def inieren einen 

l inearen Te i l raum im R a u m  aller  Formen .  N u n  gi l t  (nach K o r k i n e  und  Zolotareff) :  

SATZ 21. Wenn / extrem ist, so besteht der durch (89) de/inierte lineare Raum nur aus der 

einen F o r m / ,  d. h. unter den Gleichungen (89) kommen N linear unabhdngige vor, die die 

Form / voUstdndig bestimmen. 

F o r m e n  ] mi t  dieser  E igenschaf t  heissen nach  Voronoi  per/ekt. 

Beweis: Wi~re / innerer  P u n k t  e iner  S t recke  

/ t  = (1 - -  t ) / 0  Jr t / 1  , 

wobei  alle F o r m e n  /t die Gleichungen (89) erffillen, so wfirde m a n  genau  wie in] Beweis  

yon  Satz  20 einen Wide r sp ruch  erhal ten.  

Aus  Satz  21 folgt  leicht ,  dass es un te r  den Vek to ren  s (1), s (2), . . .  n l inear  unabh~ngige  

gibt .  Also sind die sukzess iven Min ima  N1, X 2 . . . .  ffir eine E x t r e m f o r m  alle gleich. 

Eine  E x t r e m f o r m  / k a n n  immer  als reduz ie r te  F o r m  a nge nomme n  werden.  I s t  / 

reduzier t  und  N 1 = 1, so is t  nach  der  Ungle ichung (23) yon  Mahler  und  W e y l  

/kk ----< ~k, (90) 

insbesondere  /11 = /22  = /33  = /44  - -  l*  (91) 

W e r d e n  die reduz ie r ten  F o r m e n  durch  /11 = 1 normier t ,  so geht  die Zelle Z in ein 

Po lyeder  P '  des (N - 1)-dimensionalen R a u m e s  fiber, das  sich al lerdings (ira Gegensatz  

zum frfiher be t r ach t e t en  Po lyeder  P )  ins Unendl iche  ers t reckt .  Den  K a n t e n  yon  Z (soweit 

sie n ich t  aus l au te r  ha lbdef in i ten  F o r m e n  mi t  /11  = 0 bestehen)  en t sprechen  Ecken  yon  
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P ' .  Eine Ex t remform ] m i t / n  = 1 ist nach Satz 20 eine Ecke yon P ' .  F/Jr die reduzierten 

Transformierten T / g i l t  dasselbe. Ferner muss auf jeder yon  / ausgehenden Kan te  yon  P'  

/ ,  = (1 - t ) / +  t l :  

die Ablei tung der Diskriminante D~ fit) nach t ffir t -  0 positiv sein. Dasselbe muss ffir 

alle reduzierten Transformierten yon  / gelten. 

Sind umgekehr t  alle reduzierten Transformierten T /  Ecken yon P '  und ist auf allen 

yon ihnen ausgehenden Kan ten  die Ablei tung yon  Ds (/) positiv, so ist / eine Ext remform,  

wie Minkowski (Ges. Abh. I I ,  S. 77) bewiesen hat.  Um alle Ex t remformen  zu erhalten, genfigt 

es also, die Ecken  des Polyeders _P' zu durchmustern  und zu sehen, welche yon  ihnen die 

eben genannten Bedingungen erfiillen. 

Zu jeder Fo rm ] (x z . . . . .  x~) geh6rt  eine reziproke Form ]* (u z . . . . .  us), deren Matrix 

die Inverse zur Matrix der Fo rm / ist. Zu jedem Minimumvektor  s (~) gehSrt eine Linear-  

form (s <~) u) in u 1 . . . . .  us, deren Koeffizienten die Koord ina ten  yon  s (~) sind. Wenn  die 

Fo rm /* (u) sich als Summe von Quadra ten  dieser Linearformen mit  posit iven Koeffizi- 

enten ~ darstellen l~sst: 

/* (u) = Z e~, ( s(~> u)  2, 

so heisst die Form / n a c h  Coxeter eutaktisch. 

Nach  Satz 21 ist jede Ex t remform perfekt.  Nach  Voronoi [1] ist jede Ex t remform 

ausserdem eutaktisch. Umgekehr t  gilt: Jede per/ekte eutaktische Form ist extrem. Ffir 

diesen Satz von Voronoi ha t  Coxeter [2] einen einfachen Beweis gegeben. 

w 16. Extremformen und dichteste Kugelpackungen in 3, 4, 5 und 6 Dimensionen 

Korkine und golotareff  [3] haben alle Ex t remformen  in 3, 4 und  5 Dimensionen auf- 

gestellt. Ih r  Verfahren 1/~sst sich folgendermassen beschreiben. 

Es sei wieder N 1 = 1. Man stelle zuerst alle ganzzahligen Vektoren s = (s 1 . . . .  , ss) 

auf, ffir welche eine Gleichung 

/(sl . . . . .  s~) = 1 (92) 

gelten kann, wobei / eine reduzierte Form mit  /11 = 1 ist. Ffir eine Ext remform mfissen 

N = �89 + l) linear unabh~ngige Gleiehungen (92) gelten. Durch Einfi ihrung von neuen 

Basisvektoren e'l . . . .  , e'~ werden nun die Gleichungen (92) mSglichst vereinfacht.  Sehliesslich 

werden die Koeffizienten der Fo rm / aus den N unabh/~ngigen linearen Gleichungen be- 

rechnet.  

Bei der Durehffihrung ist der folgende Satz sehr nfitzlich: 
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SATZ 22. Wenn alle Determinanten, die man aus je n Vektoren s mi t  Norm 1 bilden 

kann, gleich 0 oder • 1 sind, dann gibt es genau n ( n  + 1) solche Vektoren und die Form 

/cann in 

u n =  ~ x~ + ~ x~xk (93) 
i i < k  

trans/ormiert werden. Die Ve/ctoren s sind dann die 2n  Vektoren • ek und die n ( n -  1) 

Di//erenzen % - e k. 

Ffir den Beweis mSge auf die zitierte Arbeit yon Korkine und Zolotareff [3] verwiesen 

werden. 

Wie nfitzlich dieser Satz ist, sieht man aus den folgenden Beispielen. 

1. Terngre Extrem/ormen.  In w 7 haben wit gesehen, dass je 3 linear unabhi~ngige 

Minimumvektoren Sl, %, s a automatisch ein primitives System bilden, d. h. dass ihre 

Determinante gleich +_ 1 ist. Nach Satz 22 folgt daraus, dass es nur eine extreme Formen- 

klasse gibt, n/imlich die Klasse der Form 

u a= ~ x ~ §  ix  2 + x  ix  a §  2x a. (94) 

Die drei Basisvektoren %, e e, % haben in dieser Metrik die L/~ngen 1 und die Skalar- 

produkte 1, d. h. sie schliessen Winkel yon 60 ~ miteinander ein. Das Gitter ist rhomboed- 

risch. Die zugehSrige Kugelpackung besteht aus hexagonalen ebenen Schichten: in jeder 

Schicht sind die Kugelmittelpunkte in gleichseitigen Dreiecken angeordnet und in der 

n~chsten Schicht liegt ein Kugelmittelpunkt immer senkrecht fiber einem Dreiecksmittel- 

punkt der ersten Schicht. Ob die Kugelpackung eine dichteste ist, weiss man nicht 1, aber 

jedenfalls ist sie die dichteste gitter/6rmige Kugelpackung im dreidimensionalen Raum. 

Die Diskriminante der Form u a ist �89 In  den Ungleichungen (19) und (20) ist also 

tt3 = 2 der bestmSgliehe Faktor, ebenso in (39) 2a = 1, was Seeber und Gauss ja auch schon 

wussten. 

2. Quaterniire Extrem/ormen.  Hier gibt es nach w 7 zwei Fiille: 

Fall  A .  Die Form ist ~quivalent der Form 

g,  = x~ + x~ + x~ + x~ + (x I + x 2 + xa) x , .  (95) 

In  diesem Falle gibt es 4 linear unabh/~ngige Minimalvektoren yon der Li~nge Eins, 

die kein primitives System bilden. Sie sind paarweise senkreeht und spannen ein einfaches 

kubisches Gitter auf. Das urspriingliehe Gitter ist kubisch raumzentriert; der vierte 

1 Siehe tiber diese Frage L. FEJES TSTH, Lagerungen in der Ebene, au/der Kugel und im Raum, 
Kap. 7 (Springer-Verlag 1953). 
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Basisvektor e 4 ha t  die reehtwinkligen Koordina ten  (�89 1, �89 �89 und geht  yon  einer Ecke 

zur Mitte des vierdimensionalen Wfirfels. Die Diskriminante der Form ist �88 es gibt  24 

Git tervektoren mit  Norm 1. 

F a l l  B .  In  allen anderen F/illen bilden je 4 linear unabh/~ngige Minimalvektoren auto- 

matisch ein primitives System. Die Determinante  aus je 4 Minimalvektoren ist also immer 

0 oder + I. Nach  Satz 22 gibt es unter  dieser Voraussetzung nur  eine Extremform,  n/imlich 

u 4 = Xx~ s d- X xi xk. (96) 
i<k 

Die Diskriminante dieser Form ist 5 .  Es gibt n (n + l) = 20 Vektoren mit  Norm Eins. 

Die Basisvektoren el, e2, %, ea haben die L~nge Eins und ihre Skalarprodukte  sind �89 wie 

beim rhomboedrisehen Gitter in 3 Dimensionen. 

Die kleinstm6gliche Diskriminante,  n/imlieh �88 ergibt sich im Fail A. Also ist/~4 = 4 

der bestmSgliehe Fak to r  in (19) und (20), und ~4 = 41 der bestm6gliehe Fak tor  in der funda- 

mentalen Ungleichung fiir reduzierte quatern/ire Formen  

> 1  D4 = ~ ]11 [2~ ]33/44. (97) 

Ftir n = 5 sind die Ex t remformen  nach  Korkine und Zolotareff [3]: 

~ = ~ ~ + ~ x, ~ ,  
i < / c  

2 _ l X l X a _ l X l X 4  2 ~ 1 ~ 5  ~ X 2 X 3  @ X2X5 _ X a X 5 _ X 4 X 5  ' Z5 = ~  xi - - l X l X 2  -- 1,~, ~ ~-1 lX2X4__ - ~ l x a x 4  

V 5 = U 5 - -  X 1 X 2 �9 

Ihre  Diskriminanten sind ~, ~ und ~. Die diehteste Kugelpaekung und der beste 

Wef t  yon/~s werden dureh die Fo rm v~ geliefert. 

Coxeter [2] ha t  diese Formen  zur Theorie der einfachen Liegruppen in Beziehung 

gesetzt. E r  ersetzt  die Fo rmen  un und v~ = u ~ - x  1 x 2 dureh die iiquivalenten Formen  

A n = ~.. x 2 -- ~ xi xi +1  

D ~  = A n - 1  - Xn-2  Xn + X 2 

die zu den yon  Car tan  ebenso bezeichne~en Liegrupl~en geh6ren. Diese Formen  sind 

fiir jedes n extrem. Dieselbe gilt (mit wenigen Ausnahmen)  fiir die ghnlieh detinierten 

Formen  A r ,  D ~ ,  E 6 und E~ die ebenfalls zu einfaehen Liegruppen geh6ren. Die letzten 

beiden sind so definiert: 

E 6 = A 5 - x a x 6 + x ~  

l 2 
E ~  = A s - ~ x~ .  
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Die frfiher betrachteten Formen ga und g4 sind ~quivalent zu v 3 und v 4 oder zu 

D a und D a. Die quatern~ren Extremformen sind also u 4 und va oder (wenn man will) 

A 4 und D 4. 

Die Form z 5 ist iiquivalent zu 

2 2 A~ = A 4 - x 2 x 5 + ~ xs. 

Die quin/~ren Extremformen us, zs, % kSnnen also durch As, A] und D 5 ersetzt 

werden. 

Die Extremformen in 6 Ver/~nderlichen hat N. Hofreiter [1], [2] bestimmt, jedoch 

hat Coxeter [2] einen Fehler in seiner Arbeit gefunden. Hofreiters Form F~ mit Dis- 

kriminanbe 2 =14.3 ~- 53 ist nicht extrem. Dafiir hat  Coxeter die Extremform E~ ent- 

de@t, die mit den 27 Geraden auf einer kubischen Fli~che zusammenhi~ngt und die 

Diskriminante 2 ~2.35 hat. 

Ausser E~ gibt es noch 3 sen/~re Extremformen A~, D~ und E 6 mit Diskriminanten 

~,  ~ und ~6. Die grSsste Diskriminante ~ hat A~ oder die i~quivalente Form 

i<R  

Die kleinste Diskriminante ~ hat die Form D eoder  die gquivalente 

V6 ~ U6 - -  Z l X 2 "  

Die dichteste Kugelpackung in 6 Dimensionen wird durch v s geliefert; die zugehSrige 

Konstante #6 ist ~4. 

Die Methode yon Hofreiter besteht darin, dass er zunt/chst untersucht, wie viele und 

welche Gitterpunkte in dem Parallelepiped liegen kSnnen, das yon den ersten 6 Minimum- 

vektoren s~, ..., s 6 aufgespannt wird. Er finder 6 MSglichkeiten: 

1) Nur die Ecken sind Gitterpunkte. 

2) In  drei vierdimensionalen Seiten sind die Mittelpunkte Gitterpunkte. Diese Gitter- 

punkte sind 

3) In  einer vierdimensionalen Seite ist der Mittelpunkt �89 (s~ + s~ + s 3 + s~) Gitterpunkt. 

4) In einer fiinfdimensionalen Wand ist der Mittelpunkt �89 (s~ § s 2 + s 3 + s 4 § %) 

Gitterpunkt. 

5) Der Mittelpunkt der Gittermasche 1 ~s  ist Gitterpunkt. 

6) Im Innern der Gittermasche liegen 2 Gitterpunkte ~ s  s und ~ s / .  
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W e n n  bei jeder Wahl  der l inear  unabh/ ingigen Min imumvek to ren  s j d e r  Fal l  1) ein- 

t r i t t ,  k a n n  m a n  Satz 22 anwenden  und  finder nu r  die Form u s. I n  den anderen  F//llen wer- 

den jeweils die N Gleiehungen (92) aufgestellt,  die ausdriicken, dass gewisse Gi t te rvektoren  

die Norm 1 haben.  I)iese l inearen Gleichungen bes t immen die Koeff iz ienten der Ext rem-  

form. Fiir  die Durehf i ihrung sei auf die Arbei ten  yon Hofreiter  verwiesen. 
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