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Die vor l iegende Arbe i t  beschifft igt  sich mi t  dem klass ischen P rob lem der  In t e -  

g ra t ion  eines wirbelfreien Tensorfeldes.  Sachl ich b r ing t  sie n ich t  viel neues.  Mit  Hin-  

bl ick auf  die  Bedeu tung  der  vorgelegten  F r a g e n  ffir versehiedene P rob leme  der  Ana-  

lysis  sehien es uns  abe r  angebracht ,  sie e rneut  zur  Behand lung  aufzunehmen,  in e iner  

Dars te l lung  welehe pr inzipiel le  und  methodisehe  Einhei t l iehkei t ,  E in faehhe i t  und All-  

gemeinhe i t  ans t reb t ,  un t e r  Vermeidung  fiberfli issiger Vorausse tzungen.  Wesent l i ch  fi ir  

d ie  Behand lung  in technisch-rechner ischer  Hins ich t  is t  de r  konsequen t  durchgef i ihr te  

koord ina tenf re ie  (vektoriel le)  S t a n d p u n k t ,  der  die  geometr i sch-ansehaul ichen  und  in- 

va r i an t en  Momente  de r  un te r such ten  Verh~ltnisse wohl  deut l icher  he rvo r t r e t en  1Ksst 

als der  i ibl iche Tensorkalkf i l ,  der  auch t ypog raph i sch  durch  die  vielen K o o r d i n a t e n -  

indizes i iber]as te t  ist(1). 

w 1. Das aftlne Integral 

1 . t .  S i m p l e x e .  Sei R7  ein eukl idischer  R a u m  der  Dimens ion  m ( <  c~);  der  

Buehs tabe  x g ib t  die  P u n k t e  des R a u m e s  an.  E i n  Sys t em y o n  p + 1 ~< m + 1 P u n k t e n  

x 0 . . . . .  x~, so dass  die Vektoren  h~ = x ~ - x  0 (i = 1 . . . . .  p) l inear  unabh~ngig  sind, heiss t  

ein p -S implex  und  wi rd  m i t  sV(xo . . . . .  xp) bezeichnet .  

(1) Wegen der hier benutzten Grundbegriffo und Bezeichnungen der vektoriellen Differential- 
rechnung sei verwiesen an R. N~-VANLINNA: a) Bemerkung zur absoluten Analysis, Ann. Acad. Scient. 
Fennic~e A I, 169, 1954, 7 S., und b) Uber den Satz yon Stokes, ibidem 219. 1956, 24 S. Im Vergleich 
mit der letzteren Arbeit enth~lt die vorliegende Untersuchung mehrere wesentliehe Verbesserungen. 
Es sei hier insbesondere darauf hingewiesen, dass der in der zitierten Arbeit gegebene Ausdruck fiir 
das Integral der Gleichung rot X = A einen Rechonfehler enthMt ; es fehlt dorr (vgl. (22)) der Faktor 

n-1 nT unter dem Integralzeichen, wobei  =lt-xol/Ix-xol 
10- 573805. Acta mathematica. 98. Imprim~t le 7 d6cembre 1957. 
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Die P u n k t e  x der  p -d imens iona len  Hyperebene ,  welche dureh  die  E c k p u n k t e  

x 0 . . . . .  x .  geht  und  in  de r  F o r m  x 0 §  v geschr ieben werden  kann ,  wo R v der  yon den  

K a n t e n v e k t o r e n  h 1 . . . . .  h~ aufgespannte  l ineare R a u m  ist,  lassen sich (lurch ba ryzen-  

t r ische K o o r d i n a t e n  da r s t e l l en :  

P P 

x =  Z / ~  x~, ~ / ~ i =  1. 
t=0  | - 0  

Den W e r t e n  ju~ > 0 en tsprechen  die  inneren P u n k t e  yon  s v. Se tz t  m a n  eine Koor -  

d i n a t e / ~  = 0 und  die anderen  > 0, so erh~l t  m a n  die inneren P u n k t e  des (p - 1)-Simplexes 

s~ -1 (x 0 . . . . .  ~ . . . . .  x~), wo das  Zeichen ^ das  Weglassen  des so beze iehneten  P u n k t e s  

angib t .  Die Simplexe  8~ '-1 (i - 0 . . . . .  p) b i lden  den R a n d  yon s v. Al lgemein  f inder  m a n  

durch  St re ichen gewisser q(1 <~q<~p) E c k p u n k t e  x~ die  ( p - q ) - d i m e n s i o n a l e n  R a n d -  

simplexesF-q,  i n d e r A n z a h l ( P + l ) , u n d i h r e i n n e r e n P u n k t e d u r c h N u l l s e t z e n d e r  
q 

entspreehenden  q ba ryzen t r i sehen  K o o r d i n a t e n  ~u~ (>/0).  F i i r  q - ~ p - 1  ergeben sich die  

p ( p + l ) / 2  K a n t e n  sl(x~,x~) ( i = ~ )  und  fiir  q = p  sehliesslieh die  p + l  Nul l s implexe ,  

die  E c k p u n k t e  x~ --- s o (x~). 

I m  folgenden bezeiehnen wi t  m i t  s v i . A .  die abgesehlossene Vere in igungsmenge 

der  inneren und  der  R a n d p u n k t e  des Simplexes  s v. 

i . 2 .  O r i e n t i e r u n g .  Sei D k x ... ku eine reelle L inear form der  p(>11)  A r g u m e n t e  

ks E R ~, welche fiir  jedes  Sys t em l inear  abhi~ngiger Vek to ren  kl . . . . .  kp versehwindet .  

E ine  solche F o r m  heiss t  alternierend: fiir  p_-> 2 erg ib t  sieh n~mlich aus  der  Def in i t ion  

sofort ,  dass  D bei  einer Transpos i t ion  der  A r g u m e n t e  ks ihr  Vorzeichen i~ndert. E ine  

a l te rn ierende  F o r m  D is t  bis auf  einen reellen, yon  den  A r g u m e n t e n  ks unabh/ ingigen 

F a k t o r  e indeut ig  b e s t i m m t :  die Gesamthe i t  a l ler  D erg ib t  sich aus  dem Ausd ruek  

D = 2 D 0 ,  wo D O eine beliebige, n ich t  ident i sch  versehwindende  a l t e mie r e nde  F o r m  

ist(1). Der  E inhe i t l i chke i t  ha lbe r  def inieren wi t  eine a l te rn ie rende  F o r m  nul l te r  Stufe  

einfaeh als eine kons t an t e  reelle Zahl .  

Die Orient ierung eines Simplexes  s~(x0 . . . . .  xp) wird  durch  eine , ,or ient ierende 

Grundfo rm" ,  d . h .  du t ch  eine bel iebig fes tgesetzte  a l te rn ie rende  F o r m  D k 1 ... kp ~ 0 

/o lgendermassen  def inier t .  Der  S implex  s p heisst  r e la t iv  zu der  Grundfo rm D k 1 ... k~ 

(1) Fiir D O kann man z.B. die Determinante der p2 Koordinaten der Vektoren k 1 . . . . .  k v in 
einem beliebigen Koordinatensystem e 1 . . . . .  ep nehmen. Es ist dann ~ ~ D e 1 ... e v und D verschwindet 
somlt entweder fiir alle Vektoren kt oder nut wenn diese linear abh~ngig sind. Falls e I . . . . .  e v in 
bezug ~auf ein Skalarprodukt (a, b) orthonormal sind, so ist (1/p !) I D h I ... h~ I/I D e l . . .  ep I gleich 
dem Volumen yon s p in bezug auf diese euklidische Metrik. 
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posi t iv  oder  negat iv  orientierb, je nachdem der Ausdruck  

LJ (~o . . . . .  x~) = D h~. . .  h o (h~ = x~ - x o, i = 1 . . . . .  p) 

posi t iv  oder  negat iv  ausf~llt.  Der  Simplex s ~ (x, . . . . . .  x,,) ist m i t  sP(Xo . . . . .  xo) gleich- 

orientiert ,  falls die Pe rmu ta t i on  (i o . . . . .  i~) der Indizes  (0 . . . . .  p) gerade ist, sonst  haben  

die Simplexe entgegengesetzte  0r ient ierungen.  

Die Orientierung des Rands implexes  s~ -1 (x o . . . . .  ~t . . . . .  x~) wird durch  das Vor- 

zeichen der  F o r m  ( - 1 ) * A  (x o . . . . .  xo) definierb (induzierte 0 r i en t i e rung  des Rands im-  

plexes). 

i . 3 .  D a s  a i d e  I n t e g r a l .  Sei j e tz t  y = A ( x ) k  1 . . .  1r e ine  gegebene, v o m  Orb 

x 6s~(x0 . . . . .  xo) abh~ngige, in den A r g u m e n t e n  k~ 6 R ~ l ineare al ternierende l~mkt ion ,  

deren Werbe y in e inem euklidischen R a u m  R~ der  Dimens ion  n ( <  co) vari ieren.  

Eine solche allgemeine al ternierende F o r m  ist  durch eine reelle Grundform D bis auf  

einen F a k t o r  a (x) E R~ eindeutig b e s t i m m t  : 

A ( x ) k  1 . . .  k j , - - a ( x )  D k  1 . . .  k o. 

Der  Vek to r  a ( x )  heisst  , ,Diehte"  des al ternierenden Opera tors  oder  , ,Tensors"  A (x). 

Sei s~(X/o . . . . .  xJ~) (~= 1 . . . . .  N)  die Menge der  (gleichorientierten) Simplexe e'mer 

simplizialen Unter te i lung  U des Simplexes ~ ( x  o . . . . .  xo). Auf  jedem Teils implex s~ 

nehme m a n  einen beliebigen P u n k t  ~t mad bride die S u m m e  

~. A (~j) h l . . .  h~ = ~. a (~j) D h { . . .  h~ (h~ = ~ -  x~). 
U U 

Falls  der  Tensor  A (x) auf  s ~ s te t ig  ist (d. h. : die Dichte  a (x) ist stetig), so ergibt  

sieh, bei unbeschr~nkter  Veffeinerung der  Unter te i lung  U (d .h . :  die Anzahl  N der  

Teils implexe w~chst  unbeschr~nkt ,  so class jede K a n t e  h j gegen Null  s~rebt), dass  die 

S u m m e  ~ gegen einen wohlbes t immten  Grenzwer t  konvergierb(1). Dieser  Grenzwerb, 
U 

das  In t eg ra l  yon  A (x) fiber ~ ,  wird bezeiehnet :  

(x) Der Beweis verl~uft in iiblicher Weise mittels des C~uchyschen KonvergenT.lr~iterinma, unt~r 
Beachtung der Add/t/v/t~ der Grundform D: 

E . . .  h -Dhl . . .  
U 

Man bemerke, dass die Grundform D nur als technisches Hilfsmittel des Beweises client: das 
Integral ist unabh~ngig vonder  Wahl von sowohl Da l s  den Metriken yon R p und R~ und hat also 
eine ,,affine" Bedeutung. 
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f ~l(x)c~,~ ... ~ ;  
s~ 

er s t immt,  bis auf  die Bezeichnung,  mi t  dem a l te rn ierenden In tegra l  yon  1~. Car tan  

iiberein. 

i .~ .  B e r o c l m t m g  ~ e r  I n t e g r a l e .  Wir  brauchen  gewisse  Eigenschaf ten  des 

aff inen Integrals ,  die hier zusammengeste l l t  werden sollen. 

1) Fal ls  der a l ternierende Operator  A ( z )  yore Ort  x unabh~ngig  ist, A (x )~Af f i  

Const, so ergibt  sich 

f-~ a l~ ... ~ =-~ ~ ... ~,. (11) 
sP 

D e n n  jede N/~herungssumme ~ ist, wegen der Additivit/~t einer a l te rn ierenden Form,  
U 

gleich A h 1 ... h~. 

2) Sei zweitens 21 (z) eine l ineare l~mlct ion des Ortes z, A (x)-----Ax; in  diesem Fal l  

ist  auch die Dichte yon  A l inear in  x, a(x)~--ax.  W i r  be t rach ten  die sukzessiven 

baryzent r i schen Untertei lungen(1) U1, U s . . . .  yon  s r. Sei U eine beliebige solche Zer- 

legung; m a n  approximiere s v durch  die Ni~herungssumme ~ ,  wobei der P u n k t  ~j jeweils 
U 

in  den  Schwerpunlct des Teilsimplexes s~ (~--1 . . . . .  N) verlegt  wird. Es  wird d a n n  

(vgl. Fussnote(1)) 

1 
= ~A ~jh'~ ... h~= Y ~,Dh'~.. .  h~=D ~ . . ,  h , ~  ~ ~ ,  

~U U U U 

1 ~ 
wo ~ =  ~--~-~__~ozt der Schwerpunkt  yon  s v ist. Man finder also 

f A x ,  a1 x . . .  ~ X = . ~ ] b  1 . . .  ]~ .  ( 1 .2 )  
m~ 

3) E in  p-faches affines In tegra l  li~sst sich auf. eine einfache u n d  eine darauf  fol- 

gende" ( p  - 1)-fache In t eg ra t i on  zuriickffihren. 

(1) Die baryzentrische Unterteilung von s 1~ l ~ t  sich durch Induktion konstruieren: Man untor- 
teilt zuni~chst die Kanten s 1 yon s ~ durch ihre Schwerpunkte, dann die Seitensimplexe s s, indem man 
zu den zwei Eckpunk~en eines Teilsimplexos yon s 1 den Schwerpunkt yon dem betreffenden 8 s hin- 
zunimmt, u.s.w. Die Anzahl der Teilsimplexe der baryzentrischen Unterteilung U 1 yon s ~ ist gleich 
(p + 1) !. Teilt man die Simplexe yon U 1 weiter baryzentrisch ein, so erhiilt man eine feinere Unter- 
teilung U s von a p. und so fort. Die Folge U 1, U s . . . . .  Uq . . . .  verfeinert sich fiir q-->oo u n b e s c ~ t .  
Fiir die Simplexe s~ (] ffi 1 . . . . .  N = ((p + 1) !)q) der Teilung Uq gilt, dass sie alle dasselbe ,,Volumen" 
D h{ ... h~ ffi ( l / ~ ) D  hi ... ~ hahn .  
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Zur Berechnung des Integrals 

s~ 

fiber den Simplex st(x0 . . . . .  xv) , wo wir der Einfachheit halber x0 = 0  setzen, schneiden 

wir den Simplex mit zwei zu der Seite s~ -1 (x 1 . . . . .  xv) parallelen Hyperebenen durch 

die Punkte ~x 1 und ( ~ + d ~ ) x  I ( 0 < T < I )  und projizieren eine infinitesimale Zerlegung 

des Simplexes s~ -I (mit den aufspannenden Kanten d l x  . . . . .  d r _ i x  ) durch Zentralpro- 

jektion auf die erstere Hyperebene, mit x e = O  als Zentrum. Der zwischen diesen 

Hyperebenen fallende Tell yon s r zerfiillt so in infinitesimale Prismen. Zerlegt man 

jedes Teilprisma nach dem klassischen Vorbfld yon Euklid weiter in p volumengleiche 

Simplexe, so ist der Beitrag eines solchen infinitesimalen Teilprismas zu dem Integral 

gleich 
~ a T  A (T ;:g) z (T d, l Z  ) . . .  ("t" ~,p-1 x) =d("r ~) A (~x)  x d l x  ... d r - i x ,  

und man finder: 

fA(x)dlx  ... d~x= f ( ~ A ( x ) ) d l x  ... d ~ - l x .  (1.3) 
sP ~0 - 1 

Hier ist r das durch] 
1 

~o A (x) -- f d (T v) A ('r x) x (1.3') 
0 

bestimmte lineare Funktional, welches den alternierenden Operator A der Stufe p in 

einen alternierenden Operator ~ A der Stufe p -  1 fiberffihrt. 

w 2. Der Satz yon Stokes 

2.1. F r a g e s t e l h m g .  Es sei  8P+l(• 0 . . . . .  xp+l)  ein (p+l ) -S implex  im Raume 

R~ (p~<m-1) ,  mit den aufspannenden Kanten h t = x ~ - x  o ( i = l  . . . . .  p + l ) .  Die 0rien- 

tierung yon s v+l geschieht mittels einer vorgegebenen alternierenden reellen Grundform 

D k 1 ... kp+l ; diese Orientierung mSge positiv sein, d .h .  es ist D h I ... hv+l > O. 

Auf s p+I sei eine alternierende Form A (x) k 1 ... k~ E R~ gegeben (x G s v+l, ks E Rp+I). 

Wenn der Operat.or A (x) auf s v+l stetig ist, so kSnnen wir das Integral der Differen- 

tialform A ( x ) d l x  ... d~x fiber den Rand as  v+l yon s p+I bilden, als Summe der Inte- 

grale fiber die p + 2  Randsimplexe s~ ( i = O  . . . . .  p +  1). Die 0rientierungen dieser Sim- 

plexe sollen die induzierten sein (vgl. 1.2): nimmt man d ie  Eckpunkte yon 
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in der bier angeschriebenen Reihenfolge, so ist das Vorzeichen der Orientierung also 

gleich ( - 1 )  t. I )ami t  wird (s~=sp (x o . . . . .  ~ . . . . .  x~+l)) 

f p+l f A(x )d l x . . .  d~x= ~ ( - 1 )  ~ A(x )d l x . . .  d~x. 
�9 t - O  

0 s p+I ~// 

(2.1)  

Die Formel yon Stokes transformiert  dieses Randintegral  in ein fiber s v+t er- 

strecktes ( p +  1)-laches Integral. Zur Herleitung sol] das obige Randintegral  n~her 

analysiert werden; dies wird im folgenden in mehreren Schritten durchgeffihrt. 

2.2. E i n t a c h s t e  S p o z i a ~ l l o .  Wie am Ende yon w betrachten wir zun~chst 

die zwei einfachsten Arten yon 0peratoren A (x). 

1) Es sei ers~ns A (x)----A yon x unabh~ngig. Nach der Formel (1.1) wird dann 

fiir i = 1  . . . . .  p + l  

und fiir i = 0  

( - 1)' f A dlx.., dpx = ( - 1)' A / h . . .  ~ , . . .  hp+l  

f A d  1 ~ . . .  ~ p x = A  (x 2-~gl) ... (Xp+l-Xl)  

~o 
= A ( h ~ -  h )  ... (h,,+l- h~) 

p+l 
= ~. ( - 1) H A ]h ... ~, .--  ho+t.  

t-1 

I)er  letzte Ausdruck ergibt sich aus dem vorletzten, indem man  diesen distributiv ent~ 

wickelt und den altemierenden Charakter yon A beriickslchtig~. Durch Summation 

der obigen Ausdrficke finder man  gem~ss (2.1) 

f A d ~ z  . . .  ~ x = 0 .  (2.2) 
0 s ~+1 

2) Sei zweitens A ( x ) = A x  linear in x. Nach der Formel 

i = 1  . . . . .  p + l  

und fiir i = 0 

(1.2) hat  man  fiir 

(-1)' f A ~ d ~  ... d : =  ( -  1 ) ' A m , ~  . . .  ~;, . . .  h,,+x 
s? 

f A x d l x  ... d~,x = A  ~'o ( h 2 - ~ )  ... (hp+l - h i )  

= Y, ( - 1 ) "  A ~o ~ . . .  I;, . . .  h~+~, 
t--1 
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wobei  a ~ = ( 1 / ( p +  1 ) )@o+  "'" + ~ +  "'" +x~+~) (i=O . . . . .  p + l ) .  

Durch  A d d i t i o n  erh~l t  m a n  hieraus  

f 
O s#-t-1 

1 p + l  
A x d i x  ... d~x= ~ ( - 1 )  t - 1 A h t h l  ~ ... hv+l. 

p + l  ~=i "'" 
(2.3) 

Der  rech ts  s tehende  Ausd ruck  ist ,  wie m a n  le icht  bes t~t ig t ,  eine a l t e rn ie rende  F o r m  

der  p + 1 Vek to ren  h 1 . . . . .  h~+l. 

2.3. A p p r o x i n m t i o n s s a t z .  W i r  be t r a c h t e n  nun  den  a l lgemeinen Fa l l ,  we  A (x) 

beliebig,  jedoch stetig au] s ~+i u n d  diHerenzierbar im Punkte ~ E 8  ~+1 ist .  Man  h a t  

d a u n  die  Entwick lung( t )  (x e s ~+l) 

A ( x ) k i  ... k ~ = A ( ~ ) ~  ... ~ + A ' ( ~ ) ( x - ~ ) h  ... k ~ + l x - ~ l ( ( x - ~ ) ) k l  ... k~, (2.4) 

wo die  N o r m  I ( ( x - ~ ) ) l  des a l te rn ie renden  Opera to r s  ( ( x - ~ ) )  f i r  x - ~ - - > 0  gegen Nul l  

konverg ie r t .  

Zur  Bereehnung  des Rand in t eg ra l s  (2.1) setze m a n  den  Ausd ruck  (2.4) ein. Es  

e rg ib t  sich so f i r  i = 0  . . . . .  p +  1 

f A ( x ) d i x . . . d ~ x =  f A ( ~ ) d l X  . . . d ~ x +  f A ' ( ~ ) ( x - ~ ) d l x . . . d 2 , x + r  . 

v, 

W i t  beze ichnen die  L~nge des grSssten Diame te r s  y o n  s ~+1 m i t  ~. ] ) a n n  g i l t  

I x - ~ I ~ t fi ir  jedes  x E s ~+1. F e r n e r  sei 

8 (8 ~+1) = m a x  ]((x -- ~))1 fiir  ~g ~ 8 v+l, (2.5) 

Zur  Absch~itzung yon  r~ fiir  i=  1 . . . . .  p +  1 se tz t  m a n  auf  s~ u n t e r  Benu tzung  

der  o r ien t ie renden  Grundfo rm D k 1 ... kv+i des R a u m e s  R p+I 

(1) Der p-lineare Operator A (x) heisst differenzierbar im Punkte ~, falls ein (p + 1)-linearer Operator 
B (~) existiert, so dass 

A (~)kl ... ~ = A ( ~ ) k l  ... k p + B ( ~ ) ( x - ~ ) ~  ... k p + l ~ - ~  ] ((~-~)),  

we ( (x -  ~)) ein Vektor im Raume R~ ist, der gleichzeitig mit z -  ~ verschwindet. Der Operator B (~) 
wird Ableitungsoperator A t (~) yon .4 (x) im Punkte ~ genannt. Aus dleaer Definition fo|gt die Giiltig. 
keit yon (2.4) mit dem darin enthaltenen genaueren Ausdruck des Restglledes. 
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( ( z - ~ ) ) d ~ x  ... d u x = s ~ ( x )  D d ~ x  ... d~-~ xh~d~x ... d~x (h~=x~-xo ) ,  

womi t  s~(x)~ R~ auf  diesem Seitensimplex eindeutig be s t immt  ist. Insbesondere  ergibt  

sich fiir die Vektoren  d j x = h ~  ( 1 < i < i ) ,  d~x=h]+~ ( i<~<~p) 

((x - ~)) h~ ... ~ ... h~+~ = si (x) D h~ ... h~+~. 

Folglich ergibt  sich nach den Defini t ionen yon  ~ mad s(s~+~), dass 

Is,(~)ID~1 ... ~,+~<l((~-~))l I~I ... l~,l.-.l~,+~l<~'s(:+~) �9 

Wegen der Additivit~tt des Bet rags  des p-fach l inearen al ternierenden Differentials  

Dt dl x ... dp x - -  D dl x ... di- l x ht di x ... dp x folgt hieraus 

Ir~l <~ f l x - ~ l  Is , (x) l  I D d x x  ... d~_axh~d~x ... d~,x 1 

~§ l" <. . . . .  IDd~x d,_lxh, d,x a ~ l  Dh 1 ... hj,+l J . . . . . .  
r 

= ,~,,+1 s ( s"§ 

U m  eine entsprechende AbsehKtzung yon  q zu l inden,  sehreibt  m a n  auf  s$ 

( ( x - ~ ) )  dl x ... dz, x =  So(X ) D hl dl x ... dj, x. 

D a n n  ist s0(x ) E R~ auf diesem Sei tensimplex eindeutig be s t immt  mad es gilt  fiir 

d t x  = ~+1 - h  1 

((x - ~)) (h 2 - hi) ... (hr+l - h 1) = e o (x) D h 1 (h~ - hi) ... (hv+l - hx) = so (x) D h 1 ... h~+l. 

Hieraus  erh~lt  m a n  wegen der Addi t iv i t~ t  des Betrages  des p-fach l inearen alternie- 

renden Differentials Do dxx  ... d ~ x ~  D hl  dl x ... dr x ffir r o genau dieselbe Absch~tzung 

wie oben fiir rt (i = 1 . . . . .  p + 1) : 

[ r , [< ( l~+ l s ( s  ~§ ( i = O  . . . . .  p + l ) .  

Du tch  Summat ion  nach i ergibt  sich je tz t  aus (2.1) 

f A ( x ) d l x . . . d p x =  f A ( ~ ) d x x . . . d p x +  f A ' ( ~ ) ( x - ~ ) d ~ x . . . d ~ x + r ,  (2.6) 
o8p+1 os~+l os~+l 

mi~ [r[ =< (p + 2) Or+l e (sT+'), (2.6') 

w o e  (s r+l) sine GrSsse ist, die beliebig klein wird, wenn m a n  den Simplex s r+l (in 

einer festen t t ype rebene  ~ + R  ~+1) gegen den P u n k t  ~ konvergieren ls 
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Nach 2.2, Fall  1), verschwindet  hier das erste Integral  rechts, und  dasselbe gilt 

fiir das Integral  des kons tanten  Operators A '  (~)~. Der  Beitrag des zweiten Integrals  

rechts wird somit  gem~ss 2.2, Fall  2), 

f A'(~) 
O sp-t-1 

1 p + l  

x d l x  "'" drx = p + l  ~ ~ ( -  1)~-IA'(~) h ~ h l - - 1  "'" )~ "'" hr+l, 

und  man  finder schliesslieh 

f A (x) d~ x ... d~ x = - -  
O#P+I 

1 p+l  
( - -1)  t - l A ' ( x )  hfh 1 .. ~t h p + l + r ,  

p + l  t~1 . . . .  
(2.7) 

wo das Restglied r der Ungleichung (2.6') genfigt. 

Das erste t tauptg l ied  der obigen Formel  definier~ den Rotor, ro t  A (x) yon  A (x): 

ro t  A (x) h 1 ... hr+l = 
I p+l  

~. ( -- 1) ' - 1 A '  (x) h, h l . . .  ~t hr+l (2.8) 
p + l  ~=1 "'" 

als einen al ternierenden Operator  der Stufe p +  1(1). Dami t  haben wit  die DiHeren- 

tial[ormel yon Stokes gefunden:  

f A ( x ) d l x  ... d~x=rot  A ( ~ ) h  1 ... hp+l+r, (2.9) 
Os~+l 

wo �9 E s ~+l und  r der Ungleiehung (2.6') geniigt. 

2.~. D e r  S a t z  y o n  S tokes .  Wir  nehmen speziell an, der alternierende Operator  

A (x)k 1 ... kp sei au/ dem Simplex 8 p+I stetig di//erenzierbar. Man zerlege s v+l in eine 

endiiche Anzald yon  positiv orientierten Teflsimplexen s [ + l ( ~  . . . . .  xtr+l), wKhle auf  

jedem Simplex dieser Unter te i lung U einen beliebigen t h m k t  ~j und  setze die Sto- 

kessche Differentialformel an. Die Summat ion  nach j ergibt  ( g = ~ - ~ )  

w o  

f A ( x ) d l x  ... dvx= ~ ro t  A(~j)h{ ... h~+l+rv ,  (2.10) 
U Os~. +I U 

I ru] ~< (p + 2) ~. (~f+l e ( s f + l )  ; (2.10') 
u 

hier bedeute t  Os die L~nge des gr5ssten Diameters  yon  s~ +1, w~hrend e(s~ +1) gem~iss 

(2.5) auf s~ +1 definiert  ist. 

(1) rot A (x)h 1 ... h~+l ist offenbar der ,,alternierende Tell" der Form A" (x)h I ... h~+l, die in 
den p letzten Argumenten h z . . . .  , hp+l bereits alternierend ist. 
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In  der linksstehenden Summe in (2.10) werden sich die den innerhalb 8 v+I  lie- 
genden Randsimplexen entspreehenden Randintegrale paarweise] verniehten, wiihrend die 

fibrigen auf as p+I liegenden Randsimplexe sieh gem/~ss der Additivit/it tier Form 

A (x) d ix  ... d~ x verst/~rken, so class 

fA (X )d l X . . . d~ x=  f A(x)d,x. . .d~,x.  
U Os~.+l Os~+l 

Bei unbeschr~nkter Verfeinerung der Zerlegung U konvergiert das erste Olied 

reehts in (2.10): 

~. rot  A (~,) hl ... h~+l--> f rot A (x)dlx ... dv+~x. 
U $~-I-1 

Nehmen wir an, dass das Restglied hierbei verschwindet: 

rv-->O, (2.11) 
so erh~lt man schliesslich 

: A (x )d lX . . . dvx=  f ro tA(x)d lx . . .dp+lx .  
Os~+l 8~+ 1 

(2.12) 

Das ist die Trans/ormations/ormel von Stokes. 

2.5. Es eriibrigt noch zu untersuchen, ob die hier vorausgesetzte Beziehung (2.11) 

bei unbeschr~nkter Verfeinerung der Zerlegung U giiltig ist. Hierzu bemerkt man 

zun~ehs% dass die nach (2.5) definierte Gr6sse e(s[+l), wegen der Stetigkeit yon A' (x) 

auf s v+l, bei unbeschr~nkter Verfeinerung yon U gleichm~ssig verschwindet(1): 

~v = max e (sf +1) -+ 0. 
U 

Wit sehreiben nun (2.10') in der Form 

[ [ r ~ i < ( v + 2 ) e ~  ~ ~jOh{  . . . .  h,+l,J (2.10") 
s 

WO 

das Verh~ltnls des Volumens des um s~ +1 umgeschriebenen Kubus zu dem Volumen 

yon s~ +1 angibt. Wir benennen ~ den Regularit~tsindex des Simplexes s~ +1. Die 

(1) Dies erglbt sich in bekannter Weise z. B. mit Hilfe des Mittelwertsatzes unter Beachtung der 
Stetlgkeit der Ableitung A t (x). 
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obigen Unterteflungen U heissen regu[iir, wenn s~mtliehe vorkommenden Regularit~ts. 

indizes of~ gleichm~ssig besehrKnkt sind: 

ofj~of ~ c~. 

Fiir eine solche regul~re Verfeinerung yon U hat  man nach (2.10") 

[ rU] < (~D ~- 2) 8U0f ~. Dh/1 ... ~]p+l = (V ~- 2) 8uof D ~ a  ..* hp+l, 
u 

und es ergibt sich also tats~ehlich die erwiinschte Grenzbeziehung (2.11). Da solche 

regul~re Unterteilungen U existieren(1), so ist hiermit der Stokessche Satz vollst~ndig 

bewiesen. 

2.6. E r w e i t e r u n g  de r  DeEmition des  O p e r a t o r s  rot  .4. Bei der obigen Her- 

leitung der Formel yon Stokes haben wir den Operator rot  .4 durch den Ausdruck 

(2.8) definiert. Aus der Formel (2.9) ergibt sigh fiir rot  A ein zweiter Ausdruck. Divi- 

diert man diese Formel mit  D h x . .  h~+a, so ergibt sich 

1 f D / h  �9 h~+a A(X) dlX ... d ~ x = ~ ( ~ ) + c ,  
Oa~+l 

wo ~ (~) die Dichte yon rot  A (~) ist, 

rot  A (~) h 1 ... ~ + 1  ---- ~ (~) D h 1 ... hl~+l , (2.13) 

[ r l < (p + 2) of (s ~§ e (s ~§ ; u n d  ]c{ D h  a ...  h~+a 

~(s r+l) bezeichnet hierbei den RegLdarit~tsindex 

~ + 1  

1) ~1 ,.. hp+l 
v o n  8 p+I. 

I~ss t  man nun s ~+1, in der /esten Hyperebene ~ + R  p+I, gegen den Punkt  ~ re- 

gu/~'r konvergieren (der Index of bleibt beschr/inkt), so folgt, dass die I)ichte ~(~) 

yon rot  A (4) gleich 

~(~)= lim ( 1 f A(x)4x.d.~) (2.13') 
s~+l_~ D h  I ... hv+x 

Os~+l 
ist. 

(1) Ftir diese Frage verwelsen wir auf die Arbeit yon ToIvo NI~.MrtcaN: On d ~ t i a n a  ol 
~implezss and convex polyhedra, Soc. Scient. Fennica, Comment. Phys.-Math. X X  5, 1957, 24 S. 
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Dieser Satz besteht also, sobald der Operator A (x) in e i ~ r  U ~ e b u n g  K ~ + R v+l 

des Punktes  ~ 8tetig und im  Punkte  x = ~  di//erenzierbar ist. 

Wendet  man (2.13') und (2.13) auf einen Simplex s~+l=s[  +1 (Xo, x 1 . . . . .  xv+l) mit  

x ~ = x o q - 2 h  ~ ( i = l  . . . . .  pq-1)  und ~ = x o  an, so ergibt sich fiir 2-->0 speziell 

r~  A (x~ hl "" h v + ' = l i m  f A (x)d,x ... d,x) . (2.13") 

O ~  arl 

Umgekehrt  kann man den Operator rot  A ( x )  fiir x = ~  durch die Beziehung 

(2.13) definieren, vorausgesetzt, dams tier Grenzwert (2.13') existiert. Dies kann tatsgchlich 

zutreffen ~, auch in solchen F~llen, wo der Operator fiir x = ~  nicht differenzierbar (so- 

gar unstetig) ist, und die Definition (2.13') bzw. (2.13) ist also slnnvoll in allgemeineren 

F~llen als die Erkl~rung (2.8). 

Hierzu sei noch folgendes hinzugefiigt: 

1) Falls rot  A (x) gem/~ss der urspriinglichen Definition (2.8) erkl~rt ist und au] 

s v+l stetig ist, so folgt aus dem Stokesschen Satz:  

1 A (x) dxx dvx = D h  1 hv+l D h ,  ... hv+l ... - rot  A ( x ) d l x  ... dr+ix.  (2.14) 

O slo q-1 #~o § I 

Schreibt man  hier 

rot  A (x) d i x . . .  dv+l x = • (X) D d 1 x ... dv+l x, 

so ist die Dichte ~ (x) stetig, also fiir ein gegebenes ~ E sv+l: 

rot  A (x) d, x ... dv+l x = (~ (~) + e (x - ~)) D d 1 x ... dv+l x, 

wo e ( x - ~ ) - - > 0  fiir x - ~ - - > 0 ,  und die rechte Seite yon (2.14) wird gleich ~(~)+(~) ,  

(~) --> 0 fiir ~ --> 0. Es existiert also der Grenzwer~ (2.13') fiir s v+l --> ~ (s v+* ~ ~ § RV+X), 

in diesem Fall auch ohne die Bedingung der gleichmgssigen Regularit~t yon s v+l 

w/ihrend des Grenziiberganges. 

2) Fiir gewisse Fragen ist folgende allgemeine Fassung der Definition (2.13) des 

Rotors niitzlich. Es sei der Operator A (x) in einer Umgebung K c ~  § RV+* des P u n k .  

tes ~ stetig di//erenzierbar. Wir betrachten ein sternartiges Polyeder gv+* um den 

Punkt  ~(*). Zerlegt man nun :~v+l sternartig, mi t  ~ als Zentrum, in endlich viele Sim- 

plexe, so kann man den Stokesschen Satz fiir diese Teflsimplexe ansetzen, und die 

Addition ergibt : 

(1) D.h. f~r x E ~v+l liegt die ganze Strecke ~ x in ~v+l. 
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f A(x)  dxx ... d~x= f rot  A ( x ) d l x . . .  dr+ix. 

I s t  das , ,Volumen" y o n  7/: ~+1 (relativ zu der gegebenen Grundform D k x ... bv+l 

(]ct ERa+l)) gleich v, so ergibt sich als Erweiterung der Formel (2.13') 

e( )=nm f 
0 ~ + 1  

(2.15) 

wo ~v+l (in der festen Hyperebene ~ + R  ~.1) gegen den I~mkt  ~ konvergiert. 

Falls aber der Operator A (x) in tier Umqebung K yon �9 stetig ist, seine D/He- 

renzierbarkeit aber nut im Punkte x = ~ vorausgesetzt wird, so ist die Grenzrelation 

(2.15) nut  be i  einem regul/~ren Prozess ~v~:l __>~ garantiert :  das Verh/fltnis Or+l/v, wo 

6 die L/~nge des gr6ssten Diameters von ~v+l ist, und die Anzahl der Seitenfltichen 

yon ~v) l  ,sollen gleichm/~ssig beschr/~nkt verbleiben. 

w 3. Integration der Gleichung rot Y =  A 

3.1. P r o b l e m s t e l l u n g .  Es sei G~ ein (offenes) sternf6rmiges Gebiet um den 

Punkt  0 des euklidisehen Raumes R m" miu x liegt also die ganze Streeke O x in G m" 

wir w~blen der Einfachheit halber 0 als den Nullpunkt  x=O. Fiir x 6 G  mx sei ein 

alternierendes Differential (p ~ m) 

y = A (x) d 1 x ... d v x e R~ 

gegeben. Wir nehmen im folgenden an : 

1 ~ Der Operator A (x) ist in G~ di//erenzierbar. 

Damit  ist der Operator rot  A gem/~ss 

1 ~+1 
(-1)i-X A ' (x )d txdxx  c~x dr+ix r ~  tffil . . . . . .  

definiert. Es handelt sich um die Best immung ~mt l ieher  (stetig)differenzierbaren 

alternierenden Operatoren Y(x) der Stufe p -  1, so dass 

rot  Y(x) = A (x) (3.1) 
ffir x E G~ m gilt. 
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Aus der Definition des Rotors folgt sofort, dass allgemein rot  r o t = 0  ist. Not-  

wendig fiir die LSsbarkeit der Gleiehung (3.1) ist also, dass 

rot  A (x) = 0. (3.2) 

3.2. A u s d r u c k  des  I n t e g r a l s  Y(x). Angenommen, es sei I t ( x ) e i n e  LSsung 

des Problems, kann man welter folgendes schliessen. Wir fixieren in ( ~  einen belie- 

bigen Punkt  xo:~0 und nehmen im Raume R m p - 1  beliebige Vektoren /h, .... hp-1, 

die zusammen mit  x o ein linear unabhs System bilden. Die l~ml~te 

[0, x o, x 1 -- x o + • h 1 . . . . .  xp-1 = Xo + ). h~-I 

sind] dann Eckpunkte  eines Simplexes s~(0, x o, x I . . . . .  X ~ - I ) ,  der fiir geniigend kleines 

> 0 im Gebiete G mx liegt. 

x o + hp_ 1 

~0 

Fig. 1. 

Fiir ein solches ~ setzen wir die Stokessche Formel an:  

f ~ ( x ) d :  ... d,_l~= frot  ] ' ( x ) d :  ... d : =  f A ( x ) d ~ x  ... d ,x .  (3.3) 
o sP s# sP 

Es gilt bier den Grenziibergang ~--> 0 vorzunehmen. 

I m  Integral  rechts sehreibt man gem~ss (1.3) 

f A(x)d~x ... d~x= f Ao(x)dlz ... d~,_zx, (3.4) 
s I~ sP - I 

wo A 0 (z) der alternierende Operator 

1 

A o (x) = f d (.~z,) A ('~ x) x = @ A (x) (3.4') 
0 
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der  Stu[e p - 1  ist, und  8 ~-1  = 8  v - 1  (X 0 . . . . .  Z p - 1 ) .  Wegen der Stet igkei t  y o n  Ao(z ) im 

P u n k ~  x - - z  o, wird aber  

f Ao(X )dlx ... dp-lZ 
s~- 1 

~-~ f~40(3~O) al~g ... e , - IX-} "  e , , ~  
s~-i m~-I 

=I  p-* Ao(Zo) hi ... hr_,  + 1  ~-* (~), (3.5) 

wo (;t) ~ 0 f~r ~ - ~  0. 

Das Randintegral  in (3.3) ist nach Definit ion gleich 

P--1 

fr-- f r -  fr, 
Os~ s ~ - I  I=0 s ~ - I  

wo sr-*=sr -1 (o, z o . . . . .  ~ . . . . .  ~r-1). Fiir  das erste Integral  rechts  ha t  man  sofort  

f Y(x) dlx ... dp-1 z = ;t ~-i Y (Zo) hi ... h~-1 + ;t p-* (;D. 

Die iibrigen RandintegrMe t ransformier t  man  wieder g e m ~ s  (1.3): 

~-I p-1 
(--1) '-~ f Y =  ~ ( -1 ) ' - '  f ro(=)dl  d~,=, 

wo Yo(x) den al ternierenden Operator  

1 

ro(X )= fd(~'- br(~z)x=~ Y(x) 
o 

(3.6) 

der Stufe p-2 bezeichnet.  Die Summe rechts  ist aber  gleich(1) 

f Yo= ro( )di  ... dp-lX, 
OsP-1 sP-I 

woraus schliesslich d ie IEntwicklung  

( - 1 / -1  f Y =  f ro t  Yo (z) d ~ z . . ,  dv_ ,x  = ~P-* ro t  Yo (Xo) h , . . .  hv-x + ~p-, (~) 
t-o ~-1 a~-I 

folgt. 

(3.7) 

(z) Da Y (z) stetig differenzlerbar ist, so gilt dasselbe flit 17o (x), so dass die Anwendung der 
Stokesschen Formel legitim ist. 
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Aus den Forme]n (3.3) bis (3.7) ergibt sich nach Division mit ~v-1, daMs die 

Gleiehheit 
Y (x) h, ... hl,-1 = r o t  Yo(X) h 1 ... h~-i ~- Ao(x) hi ... hr-,  (3.8) 

fiir x = x o gilt, bis auf ein additives Glied (t). Da abet die oben stehenden Ausdriicke 

yon ~ unabhs sind, so iolgt dutch den Grenziibergang I - ->0 ,  dass die obige 

Gleiehung (3.8) exakt  gilt, und zwar fiir jedes x 6 G  m. Bier  sind alle drei Glieder 

alternierende Differentiale; Ao(X ) = ~ A  (x) ist durch A (x) gemiiss (.3.4') als ein alter- 

nierender Operator der Stufe p - 1  bestlmmt, und analog ist Yo(x)=q~ Y(x)  gems 

(3.6) als ein alternierender Operator der Stufe p - 2  dutch die hypothetische L~sung 

Y (x) definiert. 

Zusammenfassend haben wir gefunden: 

Falls das Problem 15sbar ist, so entsprieht jeder LSsung Y (x)ein  wohlbestimmter 

alternierender Operator Yo(x) der Stufe p - 2 ,  so da~s die Gleichung (3,8) gilt. Da 

rot A o existiert, so folgt weiter aus (3.8), dams auch der Operator rot  rot  Y0 existiert 

und folglich gleich Null ist. Es ist also wegen rot  Y = A notwendig 

rot  A 0 = A, (3.9} 

und A o ist eine partikul~re LSsung der Gleichung (3.1). 

Diese Analyse fiihrt zu der vollst~ndigen LSsung des Problems. Der Operator 

,4o(x ) ist ja dutch A(x)  gem~ss (3.4') als ein alternierender Operator der Stufe /~ -1  

gegeben. Die Giiltigkeit yon (3.9) kann daher direkt best~tigt werden, und es 1/~sst 

sich aueh, was in der folgenden Nummer geschehen wird, zeigen, dass A 0 unter der 

Annahme der Integrabilit~tsbedingtmg (3.2) tatsRchlieh die Gleichung (3.9) befriedigt. 

Dies vorausgeschiekt enth~lt die Formel (3.8) die alb3emeine LSsung yon rot Y = A. 

Denn wenn Y diese Gleichung 15st, so existiert ein Operator Y0, so dams (3.8) gilt; 

und umgekehrt:  wenn Yo(x) ein beliebiger fiir x E G7 definierter alternierender Ope- 

rator der Stufe / ~ - 2  ist, wofiir rot  rot Yo sinnvoll (und damit  = 0) ist, so ist der 

Ausdruek (3.8) eine LSsung. 

Betreffs der Bedeutung des arbitr~ren Operators Yo fiir das Problem sei noeh 

folgendes bemerkt : 

Aus der Definition (3.4')" folgt sofort, dass das Differential ,4o(X)dlX ... dr_ix 

verschwindet, sobald die p Vektoren x, dlx  . . . . .  dr_ix linear abh~gig sind. Es spielt 

also ]70 die Rolle eines ,,Anfangsoperators": w/~hlt man die Differentiale d 1 x . . . . .  d~_x x 

mit dem Ortsvektor x linear abh~ngig, so ist Y (x) d 1 x ... d r_ 1 x = rot  Y0 (x) d x x ... d r _ix. 

Im Falle p = l  sprieht dieses Resultat aus, daMs die Gleichung d Y ( x ) = A ( x ) d x  

bis auf eine additive Konstante C = Y(0) gleieh dem bestimmten Integral 
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ist ,  sofern 

A o ( ~ )  = f A(~)d~ = f d~A(~x)x 
o o 

rot A (x) hi h2 = �89 (A' (x) hi h2 -  A' (x) h2 hi) -- 0. 

Das  obige R e s u l t a t  en th~l t  das  sog. L e m m a  yon Poincard. 

3.3. B e r e c h n u n g  y o n  ro t  A o. U m  (3.9) m i t  Hi l fe  des Stokesschen Satzes  zu 

beweisen, se tzen wir  j e t z t  v o r a u s :  

2 ~ Der Operator A '  (x) ist in  G m stetig. 

W i r  kons t ru ie ren  fiir  O * xo E G7 einen ( p + l ) - S i m p l e x  (O, x o, xo + h 1 . . . . .  xo + hj,), 

wo h 1 . . . . .  hr beliebige,  m i t  x 0 l inear  unabh~ngige  Vektoren  des  R a u m e s  R7 s i n d :  

Der  S implex  s v+l (0, x 0, x 1 . . . . .  xp), wo x, = x 0 + 2 h t  (i = 1 . . . . .  p), l iegt  d a n n  fi ir  geni igend 

kleines ~ > 0 in GT. W i r  setzen nun  die  Stokessehe F o r m e l  fiir  A (x) an  u n d  f inden,  

da  nach  Vorausse tzung  ro t  A = 0, 

f A ( x ) d l x  ... d ~ x f f i O .  ( 3 . 1 0 )  
as~+ 1 

Dieses E r g e b n i s  bes t eh t  auch,  falls  h 1 . . . . .  hp m i t  x o l inear  abhi /ngig s ind  (und 

der  S implex  s ~+1 also ausar te t ) ,  als Fo lge rung  der  A d d i t i v i t ~ t  des a l te rn ie renden  Dif-  

ferent ia ls  A (x) dz x ...  dpx (1). 

Die R a n d s i m p l e x e  von  s p+I s ind  s ~ (x o . . . . .  x~) u n d  sr (0, x o . . . . .  ~ . . . . .  x~) (i = 0 . . . . .  p) ,  

u n d  die Gleiohung (3.10) e rg ib t  

/A- 

Hier  is t  abe t ,  gem~ss (1.3), 

f a  = f a o ( x ) ~ x . . ,  d~-lx ( i = 0  . . . . .  p), 

WO Sr -1 =S~ -1 (X o . . . . .  ht . . . . .  Xv) , und  die  S u m m a t i o n  nach  i g ib t  

f A =  fAo. 
sP 6 s p 

(1) Daraus erglbt sich die Giiltigkeit unserer ~berlegungen auch im Fall p mm. 

11 - 573805. Acta matheraatlca. 98. Imprim6 le 7 d~cembre 1957. 
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Das Integral links hat  die Entwicklung 

s~ 

und es ergibt sich also, class der Grenzwert 

f 
existiert und gleich A (x0)h 1 ... h~ ist. ])as bedeutet aber nach (2.13"), dass rot Ao(xo)= 

,4 (Xo) , und da x 0 ein beliebiger Punkt  in G~ war(l), so ist die Behauptnng (3.9) bewiesen. 

3.4. Zusatz .  Fiir gewisse Fragen der Theorie der Tensorfelder auf differenzier- 

baren Mannigfaltigkeiten ist nicht nur das obige Resultat (die Integration der Gleichung 

rot Y=`4)  wiehtig, sondern auch eine allgemeine Formel, welche den Rotor  yon 

-4 o = ~0A mit Hilfe yon ~ und A ausdriickt, auch wenn rot A nicht verschwindet. I n  

diesem Fall ist der Wert des Randintegrals (3.10) nicht mehr Null, sondern, falls wir 

den Operator rot .4 (x) als stetig voraussetzen, nach dem Stokesschen Satz gleieh 

f rot A ( x ) d l x  ... d~,+lx. 
~I, +1 

Fiihrt man hier die Transformation (1.3) aus, so ergibt sich als Grenzwert dieses 

Integrals fiir ~ ---+ 0 
(~ rot A (~)) h~... h~. 

Verbindet man dies mit der Bereehnung 3.3, so erh/ilt man zwisehen den aIternieren- 

den Tensoren A, rot (~A) und ~ rot A der Stufe iv die Relation 

rot ( ~ A ) = A + c p  rot A. 

Speziell ergibt sieh hieraus, wenn rot A = 0, wieder die friihere Gleiehung rot ( ~ A ) - - A .  

3.5. Ve r sch~r fung  des  P o i n c a r 6 s c h e n  Lernrnas .  Die Integration eines wirbel- 

freien Tensoffeldes `4(x) (rot `4(x)=0) l~sst sieh aueh ohne die Voraussetzung 2 ~ 

(Annahme der Stetigkeit yon `4' (x) und damit auch yon rot A (x)) durehfiihren: es 

geniigt lediglich die Existenz yon rot `4 (x) anzunehmen. 

Zu diesem Zweck brauchen wir den folgenden 

(1) Wir haben freilieh x o ~ 0 angenommen. Fiir x o ffi 0 ist aber rot ,4 o ~ ̀ 4 eine ~n/r, dtte/bare Folge 
aus der Definition (3.4") yon ,4 0. 
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MITTELWERTSATZ.  Es sei das alternierende Differential y = A ( x ) d z x . . . d v x  

fiir x E s v+l (0, x 0 . . . . .  x~) stetig, wobei die I)ifferentiale d~x in dem yon den Kanten-  

vektoren x 0 . . . . .  x~ aufgespannten linearen Raum B p+I zu nehmen sind. Falls  der 

Operator rot  A(x)  gemgss der Definition (2.13') bzw. (2.13) ftir x Es ~+1 existiert, so 

gibt es einen Punkt  ~ E s ~+1, wofiir 

[ f A ( x ) d l X . . . d p x l ~ [ r o t A ( x ) x o . . . x , [ .  (3.11) 
0 sP +1 

Mittels dieses Sagzes ergibt sich die in Aussicht gestellte Verschgrfung des Poin- 

cardschen Satzes sofort. N immt  man ngmlieh an, class der gemgss (2.13') definierte 

Operator(1) r o t A ( x ) f i i r  x Es ~+1 verschwinde, so zeigt die obige Ungleichung, dass 

auch das Randintegral  

f A ( x ) d l x  ... arx=O.  (3.12) 
OsP+l 

I)iese Beziehung war fiir den Beweis yon (3.9) entscheidend; sie wurde in 3.3 mittels 

des Stokesschen Satzes bewiesen, und hierzu hat ten wir die Stetigkeit yon A'  nStig. 

I s t  man aber einmal im Besitz der Gleichung (3.12), so kann man den Rest  des 

friiheren Beweisganges ohne weiteres wiederholen, und man gelangt so zum Ziel unter 

den Voraussetzungen: 

1) A (x) ist im Gebiet G~ stetig; 

2) Der Grenzwert (2.13') (die ,,Rotordichte" ~ (x)) existiert und ist gleich Null. 

3.6. Beweis  des Mittelwertsatzes.  Falls A (x) stetig differenzierbar ist, so ist 

rot  A (x) stetig, und der Satz eine triviale Folgerung des Stokesschen Satzes. Unter  den 

obigen schwgcheren Bedingungen erfolgt der Beweis durch eine Verallgemeinerung 

einer bekannten Idee, welche yon Goursat angewandt wurde um den Cauehyschen 

Integralsatz zu begriinden, ohne die Stetigkeit des Integranden vorauszusetzen. Wir 

betrachten hierzu ein konvexes Polyeder ~zc s ~+1, mit  dem Randintegral  

f A ( x ) d , x  ... 
0= 

und dem ,,Volnmen" V(r~), welches in bezug auf eine gegebene orientierende Grund- 

form D h  o ... h~ (h~ER ~tl) berechnet wird. Es sei U eine Unterteilung yon ~ in end- 

lich viele konvexe Polyeder gu, welche mit  s p+I gleichorientiert sind. Es wird dann 

[I (=)1 1 1 1 ~ I I (=v)t~ 

(1) Dieser Operator existiert nach (2.13) sicher dann, wenn die Ableitung .4" (x) existiert. 
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und, falls M y  = max I I  ( ~ )  [ 
V ( ~ )  

gesetzt wird, 

<~ ~ V (~v) My= My. (3.13) 

Sei nun U1, U 2 . . . .  eine unendliche Folge yon Untcrteilungen von ~ 0 = s  ~+1, mi t  

den Eigenschaften(1) : 

a) Ua+l ist eine Untcrteilung yon Ur ( q = l ,  2 . . . .  ); 

b) Uq verfeinert sich unbeschrs fiir q--> oo; 

c) Die Seitenanzahlen und die Regularit~tsindizes s~mtlicher vorkommendcn Teil- 

polyeder ~ sind gleichm/issig beschr/~nkt. 

Es bezeichne ~1 ein Polyeder der Zerlcgung Ux, wofiir das Maximum M~, = M  1 

erreicht wird, ~ c ~  1 ein Polyeder der Zerlegung U~, welches dem Maximum Mv,=M2 
entspricht (wobei man sich zu den in ~1 licgenden Teilpolyedern z~v, h~lt), und so fort. 

Nach der Ungleichung (3.13) ergibt sich dann:  

]/(sP+l) ] < .M" 1 < M e ~<... ~< M a ~<.... (3.14) 
V (s ~+1) 

Da die Polyeder ~1, ~s . . . .  ineinander geschachtelt sind, so gibt es, wegen der 

Bedingung b), cinch wohlbestimmten Punkt  s E z~a (q = 1, 2 . . . .  ), so dass z~q--> s f/Jr 

q-->oo. Mit Rficksicht auf die Bcdingung c) und auf die Definition (2.15) schliesst 

man nun, dass 
lim M,=le(~)[, 

q - ~ O o  

wo 0 (x) die nach Voraussetzung 2) existierende Dichte des Rotors yon A i m  Pnnbt~ 

x - - s  bezeichnet, und cs folgt aus (3.14) ffir q--> oo: 

I f 
0s~+l 

womit die Behauptung des Mit~alwertsatzes bewiescn ist. 

Man bemerke, dass dieser Satz die anschaulich fast evidente und durch den ohigen 

Beweis streng naehweisbarc allgemeine Tatsaahe ausspriaht:  der Betrag der mitfleren 

I)ichte einer additiven Mengenfunktion auf einer gegebenen Mange ist h6ahstens gleich der 

oberen Grcnze dar Betrs dar ,,oberan" Dichte, genommen in den Punkten jener Mange. 

(1) ])ass solche Folgen UI, Uz, ... existioren, ergibt sich aus der auf S. 161 zitierten Unter- 
suchung yon NIEMINEN. 


