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Introduction 

Cet article sera consaer~ au probl~me su ivant :  /(x) 6rant une fonction p~riodique 

de pdriode 2 g  qui admet  une k-i~me d~riv6e continue ( k = l ,  2 . . . .  ) et Pn(x) un 

polynome tr igonom6trique d 'ordre  n qui approche /(x) ~ e pros:  

max  II(x)-Pn(x)I<.<e, (1) 

quelle estimation sup6rieure peut-on donner  pour  la quanti t6 

max  ]/(k)(x) - P~)(x)]?  

I1 est clair que ta seule connaissance de e n e  suffit pas s r6soudre ce probl~me. Mais 

si nous considgrons la quanti t6 E n (/(k))(1) comme donn6e, alors nous pouvons 6noncer 

la proposition suivante :  

max I/(k (x) - p(k)(x)l <~ c, (k) [n~ e § En (/(~))] (2) 

off cl(k ) est une eonstante qui ne ddpend q u e , d e  k (voir ]e thdor~me 1 ~ du w 

L'in~galit~ (2) admet  une loealisation que nous pr6senterons dans le w 

On obt ient  des in6galit6s d 'une  forme plus simple si l 'on mesure l '6cart de la 

fonction du polynome tr igonom~trique d 'ordre  n re la t ivement  s la meilleure approxima-  

t ion t r igonom6trique d 'ordre  n, c'est-h-dire si l 'on compare les quantit~s 

(1) Pour tes notations voir la fin de cette Introduction. 
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m a x  I / ( x ) -  P .  (x) I et  m a x  ] /~k ' (x ) -  p~k)(x) ]. 
E. (I) En (1<~)) 

On t rouve dans cet ordre d'id4es que 

m a x  I / (x)  - Pn (x)[ ~< ~ En (/) (3) 
entra~ne 

max  I/!~' (x)-:  PV~ (x){~ e 2 (k) (~ En (f,k)) (4) 

off ~c2 (k)~ es t  i une;  constante  qui ne d~pend que: de  k, Le thdor~me :2 ~ du iw 1. fourni t  

pour  c2(k ) ]a va leur  12.2~.  Dans  le re$te de ce t  ouvrage  nous nous sommes  efforc~s 

d 'abaisser  ] a  va leur  de c 2 (k) a u t a n t  que possible. Dans ce but  nous introduisons dans  

le w 3. certaines moyennes  des sommes partielles de la s~rie de Fourier  de /(x) qui 

const i tuent  une gdn6ralisation de la moyenne  de Ch. de la Vall~.e Poussin. A l 'aide 

de certaines propridt6s de ces moyennes,  expos~es dans le w 3., nous mont re rons  dans 

le w que (91 log ( k +  l) est  une v a l e u r  admissible pour  c2(k ) off (91 est  une cons- 

t an te  absolue. Encore  mieux:  si l 'on adme t  que dans (4) c2(k ) soit  aussi fonction 

de n alors l 'in~galit~ 

m a x  I (/(k)(x) - P~) (x) [  < ~)~ log [min (k, n) + 1] (~ En (/(k)) (5) 

e st  v a l a b l e  (toujours dans . l 'hyp~ (3)). 

L ' u n  des au teurs  du prSsent article, J .  Czipszer, est pa rvenu  s mon t re r  par  des 

contre-exemples  que la quanti t~ (91 log [rain ( k , n ) +  1] au second membre  de (5) he 

peu t  plus 8tre abaiss~e, abs t rac t ion  fai te  de la va leur  num~rique de (91.(1) 
Tous ces r~sultats sont  valables aussi dans  l ' e s p a c e  L ~, c 'est-s  que nous 

pouvons remplacer  m a x  [., .  ] pa r  ]] ... ]]~ et  E~ par  ~,~.(~) Dans  !es espaces L~(1 < p <  ~ )  

on peut  donner  des es t imat ions  plus pr~cises comme nous verrons  dans 4.2. E n  effet 

dans ces espaces c~ (k) peu t  &re  remplae~ par  une constante  qui ne d~pend que de p. 

Remarquons  encore qu e t ou t  ce que nous venons de dire de l ' es t imat ion  des 

fonction s /!k)(x! - ~ ) ( x )  es t  valable  auss i  pour  leu m c0njugu~es ](~)(x)-~ ~ !  (x), , 

Voici enfin les nota t ions  dont  nous nous servirons au  cours de cet ouvrage.  T~ 

d&igne l ' ensemble  des polvnomes t r igonom&riques  d 'ordre  n. (~ ddsigne l 'espace des 

fonctions continues et  p&iodiques de :p~riode 2 ~  avec la n0rme II/[] = m a x  ]/(x)[.  

(1)'Ajout6~ g 1,6preuve: Entre temps, nouS avorm appris diune iettre de M. Ie Professeur S. B. 
Stechkine, dat6c du 13~tL56, et adressiSe ~ M. :le Professeur G. Alexits, lequet ~a bien voulu nous la 
rcmettr0, quo M. A. L. Garcavi a expos6, darts une communication fai~ ~ la Soci6t6 Math6matique 
de Moscou sons ]e titre * Sur l'approximation dos fonctions p6riodiques et de louts d6riv6es par des 
polynor~es! trigen0m&riques *(en rUsse)~ des resultatS qui impliquent los premieres propositions �9 :des 
th6or~mes 1 et 4 du  w 4. ainsi: que rles contre-exemples relatifs mentionn6s dans l'Introduction. ~u 
que los rcsultats do M. Garcavi sent plus pr$cis sur certains points que los n6tres, nous omettons la 
publication dos contre-exemples. 
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L v (1 < p <  oo) d6signe l'espace des fonctions de p6riode 2~r ~ p-i~me puissance 

intfigrables sur ( -z t ,  ~r) et mesurables, normfi avee la norme 

I l t i l ,=  [ It(x)l" . 
, - - T t  

L ~176 d~signe l'espace des fonctions mesurables, essentieilement born~es p~riodiques 

de pdriode 2ze, norm6 avec la norme [[/[[oo=vrai max ]/(x)[. Soit 

E.(l)=min I I / - u . I I  ( l e e ) ,  
U n e T n 

E(~m(/) =rain II1- u.II, ( / e L  ;, l~<p~< oo). 
U n �9 T n 

s, (1, x) d6signe la n-i~me somme partielle de la s6rie de Fourier de l(x). 

~Tous ddsignerons par (!in6galit6 Bye> ( l ~ p ~ o o )  la relation ]lu;lb<nllv2li~ 
valable pour chaquc U~ E T~. L'inigalit~ B~ est due ~ $. Bernstein, voir [2], pour 

l~<p< oo voir [12], w pp. 19-28. 

Nous d~signons p a r  <( indgalltd ~ )> (1 ~< p ~< ~ )  la relation II ~ II~ ~< n l[ v ,  lb 

valable pour chaque U~ E T~. L'indgalitd ~ est due h G. Szeg6 ([10]), pour 1 ~< p < oo 

voir [12], w pp. 19-28. 

Si dans une proposition le domaine de variation= de n o u  de k n~est pas fixd, 

alors cela signifie que le domaine de Variation de n ou de k est l'ensemble des nom- 

bres naturels. 

~~ 1~ 

1.1. TH/iOR~MV. 1 ~ Soit /EC, P n E T ,  et 

IIl-P.II<~- (1) 

Alors les indgalitds suivantes sont valables : 

]l/(k)_ pV) ll -< 3 . 2 ~ n  k 8 + 4 E . ( l ' %  (2) 

pourvu que ] (~) existe et soit continue; 

11 t '~ ' -  ~V' II < 3.2~ n ~ 8 + 4 E.  r  (3) 

pourvu que [(k) existe et soit continue; 

H [ - / ~ ,  ]] ~< A e log: (n + 1) + 4 E ,  (h, (4) 

A ddsignant une constante universeUe, pourvu que [ soit, continue. 

g(x) dtant une fonction de C, ddsignons par Vn(9, x) (ou simplement par Vn(g)) 

la n-ibme moyenne de de La Vallde Poussin de la sdrie de Fourier de g (x) c'est-s 

posons 
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V~(g,x)  1 ~ - 1  
= -  7. 8. (g, x) n ,-n 

(ef. [11], Ch. II.). On obtient les indgalitds bien connues: 

[I v .  (g)II < 3 II g II (5) 

et I[ g -  v .  (a)I1 < 4E.  (g). (6) 

Rappelons que V~ est une opdration lin~aire, e'est-~-dire 

V. (41 gl + ~, g~) = 41V. (gO + ~, V. (g,) 

(gl, g2 E C, 41 et )t~ ~tant deux nombres r~els) et que l'op~ration Vn et la d~riva$ion, 

ainsi que l'op~ration V, et la formation de la fonction eonjugu~e se laissent inter- 

vertir, e'est-h-dire 
d 

Vn (g', x) = dxx Vn (g' x), si g' (x) est continue 

et V, (~, x) = l~ n (g, x), si ~ (x) est continue. 

Rappelons encore l'identit~ 
V. (u. ,  x)-= U. (x) (7) 

valable pour ehaque Un E T~. 

AprSs ces pr41iminaires, proc4dons ~ la d~monstration du th~or~me. 

On a d'apr~s (1), (5) et (7) 

IIv. (/) - e . l l  < 3 ~. (s) 

ad (2). Appliquons l'in~galit~ Bo~ au polynome trigonom~trique V , , ( / ) - P n  d'ordre 

2 n -  1 ; il en r~sulte 
IIv~ ) ( / ) -  P~)II < 3.2~ ~ ~. (9) 

(6) fournit pour g =/<k) l'indgalitd 

II1(~'- v .  (1(~))II ~< 4 E ,  (],k)). (10) 

(2) r4sulte de (9) et (10) en vertu de l'identitd V~(/ (*) )~V~)( / ) .  

ad (3). A l'aide de l'indgalit~ ~ on d~duit de (8) 

I1[?~' ( / ) -  ~:)11 ~ 3.2~ ~ ~. (11) 

(6) fournit pour g =/(k> l'indgalit~ 

II P~)- v .  (/(~))II ~ 4 E.  (/,~)) (12) 

(3) r~sulte de (11) et (12) en vertu de l'identitd Vn([(k))~-VV)(/).  
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ad (4). Nous  partons de l'in~galit~ bien connue 

II ~11 < a  log  (~+ 1) II v.II (13) 

off a est une constante  universelle et  U~ est un 616ment arbitraire de T~. 

I1 s 'ensuit  de (8) en ver tu  de (13) que 

II~n (l)-~11 <~3ae log 2 n ~ < 6 a e  log ( n §  1). (14) 

D'aprbs (6) on a 
I l l -  V n ( ] ) I I < 4 E . ( t )  �9 (15) 

En  comparant  (14) et (15) et en tenan t  compte de l ' identitd ~zn( / ) -Vn( t ) ,  on 

t rouve (4) avec A = 6a.  

1.2. Nous allons modifier quelque peu le thdor~me 1 ~ (abstraction faite de Find- 

galitd 1.1. (4)). Citons s cet effet les indgalitds 

E. (a) ~ ~ E.  (d ~)) (1) 

7g 
et En (~) <~ ~ En (g(k)), (2) 

valables pour chaque g E C qui admet  une k-ibme ddrivde continue. Ces indgalitds se 

laissent ddduire par  une mdthode bien connue des indgalitds 

7~ 
E~ (g) < 2 (~ + 1) ~ II g(~)II (3) 

Y~ 
et E~ (~) ~< 2 (n § 1) ~ II g(k)ll, (4) 

valables pour chaque g E C qui admet  une k-i~me ddriv6e continue, dues h Fava rd  et 

Achyeser. (1) 

Substi tuons main tenant  ~E,~([) "~ e dans 1.1. (1). On obt ient  alors les quanti t6s 

3.2~:nk~En(/)+4En(f (k)) et 3"2knk~En(/)§ (~')) 

aux membres droits de (2) et  (3). En  appl iquant  (1) h / et (2) ~ [, on voit  que ces 

quanti tds  sont majordes par (3 .2  k g ~  + 4) En (/(k)), resp. par  (3 .2  k ~t~ + 4) E ,  ([(k)) et en 

tenant  compte des indgalitds triviales (~ ~> 1 (si E ,  (} t) * 0), 3 . 2  k g + 4 < 12 .2  k, on voi t  

qu'elles sont majordes /~ plus forte raison par  12 .2  ~ O E ,  (it(~)), resp. par  1 2 - 2 ~ E n  (~(~)). 

(1} Voir, pour (3) et (4), [1], pp. 195-199 et [3], pp. 219, 250, 251, pour (1) et (2), [9], pp. 198, 
199. Dans les passages eit6s nous trouvons, au lieu de ~ et �89 des constantes qui d6pendent de k. 
En posant ~, resp. �89 ~, nous avons remplae6 ees eonstantes par une de leurs bornes sup6rieures. 
Remarquons que (l) et (2} sont valables aussi avee ~ au lieu de ~, mais nous n'insistons pas sur ce 
point. 
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Ainsi nous pouvons  dnoncer le thdor~me su ivan t :  

T H ~ O R i~ M ~. 2 ~ Soit / E C, Pn E Tn et supposons que 

Iif-P~ll<OEn(f). 

On a alors II f(k) _ pV)I] ~ 12.2k ~ En (/(~)), (5) 

pourvu que /(k) exists et soit continue et 

II ]"~' - / ~ : '  II < 12.2',,~ E,, ( / '% (e) 

pourvu que ~(k) exists et soit continue. 

Voici une consequence directs  de ee thdor~me:  

Si P1 (x), P~ (x) . . . . .  P,(x) ,  

est  une suite de polynomes  t r igonom6tr iques  (Pn E T~) qui converge dans l 'ordre  do la 

meilleure approx imat ion  vers  une fonetion / d e  C, e 'est-s si 

: III-P~ll=o(E,(l)), 
alors il en est  de m~me pour  la suite des ddrivdes 

P i  k) (x), P(2 k) (x), . . . ,  P~)  (x), .. et  /(k) (x) 

et  pour  la suite des ddriv6es conjugu6es 

~V'(x), PT' (x) . . . . .  p ~ ,  (x) . . . .  et t ̀ ~, (~) 

e'est-s on a 
/ (k) - P(,,~)II = o [E,, (1"~')] 

et II/"~)- b',b II = O [E,, (,"~')] 

pourvu  que ](k)(x), resp. /(k)(x) existe e t  soit c o n t i n u e .  

(n--> + cr 

( n - * +  ~ ) ,  

( k = l ,  2 . . . .  ) 

( k = l ,  2 . . . .  ) 

Le thdor~me 

r~me 1 ~ (.~. 1.). 

su ivant  est  une 

w 2, 

sorts  de localisation de l ' indgalitd ( 2 ) d u  the0- 

' I ' H ~ O R E M E .  Soit /(x) uns /onction dd/inie clans [:r ~2] de longeur in/drieure h 

2:~ qui admet une k.i~me ddriv& continue. D&i~.lnons par E , ( / ;  ai ,  a 2 ) / a  borne in/d- 

rieure ( = minimum) des hombres 

ma~ I f ( :O-  ~',,(:01 
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lorsque U~ parcourt T n. Soit P~ E Tn, e un hombre rdel qui v6ri/ie l'ind~ali~d 

et ~ un hombre positi/ in/6rieur: dt �89 (o~2- r 

Darts ces hypotheses on a 

o~ 

(al <~ x < as) 

11 (k) (x) - p(k) (x) } ~< A [n k e + E ,  (l (k) ; a t, as) + 2- = M] 

M ~  max  

39 

(i) 

(at + 5 < x ~< as - 6) (2) 

et A est une constante qui ne ddpend que de ots. at, ~ et k (elle est alors inddpendante 

de x, de / et de n). 

II  est 16gitime d ' admet t r e  que l ' intervalle [al; ~ ]  soit situ6 sym4triquemerit  par  

rappor t  & l'origine. 

Posons ~ = ~2 = - at ; 

on a alors 0 < ~ < ~ t < ~ .  

L e  reste de ce paragraphe sera consacrd & la ddmonstrat ion de ce  thdor~me. 

2 .1 .  P o u r  q u e  n o u s  puissions reprendre le eours de la d6mons t ra t ion :du  th6o- 

r6me 1 ~ (w 1.) ~tendons /(x) b, une fonction E(x)  dfifinie pour chaque x qui soit p~- 

riodique (de pdriode 2z t) et qui admet te  une  k-ibme d~riv6e continue. Dfifinissons, 

eet effet, le polynome ordinaire H(x)  d 'ordre  2 k + 1 par  tes conditions 

H ('). (~)=/( ' )  (~) (0 -<< v < k) 

H ( ' ) ( 2 ~ -  a) =/(~)( - a) (O<<.v<~k) 
et posons 

. ,  , ~/(x) p o u r  - a ~ x ~ < a  

~ ( x ) = t H ( x )  pour a < x < 2 r t - a  

et dtendons F(x)  pdriodiquement (de pdriode 2z  t) pour routes les valeurs de x. 

I1 est dvident que F(x)  satisfait aux exigences dnoncdes plus hauti  On constate 

facilement que le module de F(x)  et de ses ddrivtes ne ddpasse pas un multiple cons- 

t an t  de M :  
IIF")(x)H,<2IM (O<v<<.k) (1) 

off 21 ne d~pend que de ~, 8 et  k.(1) 

(l) Convenons de d6signer par ~tl, ~t l ,  . . .  d e s  c o n s t a n t e s  positives qui n e  d 6 p e n d e n t  q u e  d e  ~ ,  
et k et pax/~i, ~ut . . . .  des constantes positives qui n e  d ~ p e n d e n t  clue d e  at et & 
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2.2.1. Nous  in t roduisons  m a i n t e n a n t  une sui te  d 'opdra t ions  A1, A 2 . . . .  inventdes  

pa r  M. T. F r e y  qui joueron t  le rSle des opdra t ions  Vn du  w 1. La  plus  i m p o r t a n t e  

propridtd de ces opdrat ions  est  expr imde pa r  (5), qu i  peu t  fitre, con~ue comme une 

va r i an t e  localisde de 1.1. (5). (1) Posons  success ivement :  

s , (x )  = 1 ( � 8 9  + cos x +  ... + cos nx ) ,  

n - 1  
1 

Fn (x) = - ~ en§ 
n k=0 

Nous  ddfinissons avec M. T. F r e y  les op6rat ions  An pa r  la  formule 

A n ( g , x ) =  f F n ( X - t ) g ( t ) d t  ( n = l ,  2 . . . .  ) 
--y[ 

pour  chaque  9 de C. 

I1 es t  bien dvident  que A n e s t  une opdra t ion  l indaire qui  r ep rodu i t  chaque  poly-  

nome t r igonomdtr ique  d 'o rd re  n e t  que An(g, x) est, un po lynome  t r igonomdt r ique  

d 'o rd re  4 n - 2 .  L a  propr id td :  A n ( g ,  x ) - A '  ' - n (g, x) si g a d m e t  une ddrivde continue,  

es t  aussi  dvidente.  

I1 rdsul te  d ' u n  calcul dldmentaire  que 

x 
c o s  n - 

[( �9 ) / (  : )] F n (x) 2 I m  e � 8 9  cos n ~ e (sn+~)ix 1 -  cos - e 3~/~ �9 

2 ~ n  sin ~ 
2 

Pour  le ddnomina teu r  de l ' express ion ent re  crochet  nous avons  l ' e s t ima t ion  

P a r  cons4quent  

 l+a 
x 

cos n - 
1 2 

IF=(~)I<-- - -  
n sin2 _ x 

2 

(1) 

Q) La construction des op6rations A n ainsi que l'in6galit6 [5] et sa d6monstration sons emprunt6es 
entibrement ~ la thbse de M. T. Frey, voir [4], pp. 51-54. Les 6carts du texte original de la thbse 
sons insignifiants. 
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Est imons main tenant  l ' int6grale f ] F~ (x) ] d x. En  ver tu  de la ddfinition de F ,  (x) 

nous avons 

~ l ( 4 n  -1) 

~7~ k = n l=0 
0 

Par  suite de (1) on a 

n l C 4 n -  1) 

f ] X + c o s x + . . . + c o s ( k + l ) x l d x <  
0 

1 ~r 
< ~  4 n -  1 ( ~ + 4 n - 2 ) <  1. 

n x 

]F,~(x)ldx< 1~- 2 dx  . x ~ 
~ n  x n n 

z q ( g n  - 1) sin 2 - -  z # ( g n  - 1) 
z t l 4 n  - 1) 2 

(2) 

- - < 4 .  (3) 

I1 rdsulte de (2), (3) et  de la paritd de F .  (x) que 

il~(~)lax<10. 

Ddmontrons main tenant  qu'il existe deux eonst~ntes r I e t  /z 2 telles que 

IA=(g,x)l<-<lOmaxl~,(t)l+m~llgll, m<l si I~t<~-~ ~t geC. 
[t l<~ 

xt 

z~ ~ n  f c ~  - -  

c~ 2 
f l~'~(x)ldx<<- - -  dx< 2 
o sin~ x o~ sin2 

On a en ver tu  de (1) 

d'ofi 

Soit main tenan t  g E C. Alors 

a 2 ~ - a  

A=(g,x)= f F ~ ( x - t ) g ( t ) d t =  f F = ( x - t ) g ( t ) d t +  f F . ( x - t ) g ( t ) d t  

IA=(g,x)l~ flF~(t)ldtmaxlg(t)l+ f IF=(t)ldtllgll. 
I t l < a  

Pour  I x l < a - 6  on obt ient  s l 'aide de (4), (6) et  (7) que 

2~-~  

]A~(g,x)l<~lO max lg(t)l+ f [F~(t)ldtHgll= lO max [g(t)]+ 2 f lF~(t) ldt  < 
[ t l < ~ a  ,~ l t l<<-a 6 

2 cos n ~- 
2 

~<10 max [g(t)]-~ . ~ I[gl[. 
Itl~<~ s i n  

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

4 - 665064 A c t a  m a t h e m a t i c a .  99. Imprim6 le 25 mars 1958 
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Nous avons donc ddmontrd l'indgalitd 

2 COS n ~ 

IA.(g,x)l<lo max Ig(t)l + 2 Ilgll 
I t I<a S i l l  s 

2 

ce qui dquivaut ~ (5) si l'on pose ~q =2/sin~ ~ et #~= cos~.  

2.2.2. 

teUe qu'on air 

II v .  II < r~ max I u .  (~)1 
Ixl<P 

L E M M E. A chaque 0 < fl < :~ on peut /aire correspondre une constante 7~ 

(1) 
pour ehaque U~ e T..  

Ddmontrons d'abord l'in6galitd 

off N = m a x l U  n(x)[ et off T.(x) ddsigne le n-i~me polynome de Tchebycheff. 
Ixl<P 

Supposons que (2) soit faux. Alors on peut trouver deux nombres q et x 0 tels 

qne 0 < I ql < 1, fl < [xol < ~ et le polynome 

X -- COS 2 ~ t  \ 

s'annule pour x = x  o. YI(x) a encore 2n racines dans ( - f l ,  fl) puisqu'il change de 

signe an moins 2n lois dans [ - f l ,  fl]. Comme polynome trigonomdtrique d'ordre n, 

I](x) s'annule donc identiquement, ce qui est en contradiction avec l'indgalitd 

I - [ ( 1 ) = N  + q U . ( 1 ) > O .  

Cette contradiction montre que (2) doit ~tre valable. 

Rappelons encore l 'indgali~ bien cormue 

d'ofi 
[T~(~)[<([~l§ 1 /2 -1 )  ~ ([xl~>l) 

I T ~ ( ~ ) l < 2 ~ l ~ l  ~ (l~l~> 1). (3) 

I1 s'ensuit de (2) et (3) que 
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[v.(~)l-<<2" _ _ =  2[ N<(2+4ootg'  

Cette indgalitd entratne dvidemmeng (1) avec 7~= 2 + 4  cotg 2 fl-. 
2 

2.2.3. Le lemme pr~cddent nous permet de ddduire une propridt~ nouvelle de 

l'opdration An qui est analogue ~ 1.1. (6). Soit gEC, UnET, et 

Ig(x) -U,=(x)J<<.E. (g ;  -o~, o~) (Ixl<~=). (1) 
On en conclut: 

Iu.(~)l<211gll (1~1<=), 
ce qui entraine en vertu du lemme 2.2.2. que 

II u.II <2~,: Ilgll. (2) 
6rant un nombre naturel quelconque, on d~duit de 2.2.1. (5) et (1) que 

[A..(g,x)-V.(~)l<lOE.(a; -=,  =)+ju,/~;"Hg-V,,]] (Ix[<=-,~). 

En combinant cette in~galit6 avec (2), nous parvenons & 

( A . n ( g , x ) - U , = ( x ) l < ~ l O E . ( g  ; - ~ ,  a)+,uz#;"(l+2?'=")l[g H (Ix[~<=-~). (3) 

Choisissons un nombre naturel #a s i  grand que l'on ait 

(1 + ~i)F~' (] + 2 ~=) < �89 

Pour ~ > # s  on a en vergu de (3) 

IA..(g,x)-U.(x)I<<-IOE.(g; -~,=)+~,llgll (1~1<~-~, ~>~s). (4) 

Enfin (1) et (4) entrainent l ' importante indgalit~ 

I~,(x)-A..(g.x)l<-]l~.(g; -~,=)+~llg[I (Ixl<=-O. ~>~)  (5) 
qui nous rappelle 1.1. (6), 

2.3. Nous pouvons procdder maintenant directement ~ la d~monstration du 

th6or~me. 

2 (1) entraine 
[P.(~)I<M+~ ([~1<~) 

d'ofi fl s'ensuit on vertu du lemme que 

I l e . [ l < r "  ( M +  e). 
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On d~duit de lh et de 2.1. (1) que 

II F - p~ [I .< "~ ~ [(~1 -~- 1) M + ~]. 

Rappelons que selon 2 (1) 

[ F ( x ) - P , , ( x ) [ < ~ s  ( ] x l<~ ) .  

(1) 

(2) 

5 
Appliquons main tenan t  2.2.1. (5) s F (x) - P,, (x) avec ~ au lieu de 5 et  avec n n  

6 
au lieu de n ; d~signons par/u~ et/u~ les constantes qui t iennent  lieu de/u~ et/u~ pour 2.  

En  tenant  compte de (1) et  (2) nous obtenons 

.... (, ) I A , , n ( F , x ) - P , , ( x ) l< - . . lOe+/u~ /ue  72 [(~tl+ l) M + e  ] ,xl~a~--f /u2<l  (3) 

pour  chaque nombre naturel  x. Choisissons main tenant  un nombre naturel/U4 si grand 

que l 'on air 
(1 +2a)(1  +/U;)/U~"' r~ < �89 

En  ver tu  de (3) on obt ient  

]A~ (F, x ) - P ~ ( x ) [  ~< 11 e + 3  n M  ( ] x [ ~ < ~ - ~ ,  x >~/U4) �9 " (4) 

Posons /% = max (/u s, #4). 

Rappelons main tenant  une in~galitd due h. Privaloff  et Jackson ([7] et [6], p. 145), 

en ver tu  de laquelle h chaque paire d ' intervalles i e t  i '  tels que la longeur de i e s t  

infdrieure ~ 2~z et les extrdmit~s de i '  sont situ~es ~ l ' intdrieur de i, correspond une 

constante c(i ,  i ') avec la propri~t~ suivante:  

Si Un E T~, alors 

I U~ (x) l ~< c (i, i ') n max [ V (t) I 
t e i  

(x E i'). 

On d~duit facilement de cette in6galit6 l 'existence d 'une eonstante c(i ,  i', Q) off ~ est 

un nombre naturel  qui vdrifie l'in~galitd 

I u ~  ) ( z ) j - <  ' " -~ c(~,  ~ , e ) n ~  m a x  [u(t)] (xei') 
t e t  

pour  chaque U,  e T,.  

Appliquons cette in~galit6 avee ~ =/c, i = - e + ~, ~ -  ~ , [ - ~ + 5, ~ - 5] au 

polynome tr igonomgtrique A~,,. (F, x) - P~ (x) qui est d 'ordre  4~5n  - 2. En  tenant  eompte 

de (4) et en posant  2~ = c (i, i', k) nous t rouvons que 

A (k)~,. ~ ( F , x ) - P ( ~ ) ( x ) I < ~ 2 2 ( 4 / u s n ) k ( l l e + 3 - n M )  (Ix1<~:r  
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I I e n  rdsulte l 'existence d 'un  23 tel que 

IA (k)~.~ ,IF, x ) -P~) (x )  ~<2~ (~ + 3 - ~  M ) n  k (Ixl ~< ~ -  ~). (5) 

Appliquons 2.2.3. (5) b, F(k)(x) avec u = tzs :  

lF(k)(x)-A~,~n(F(k),x)l<.llE,~(F(k); -~x, ~ ) + 2 - ' M  ( I x [ ~ < ~ - 5 )  (6) 

off nous nous sommes servis ~galement de 2.1 (1). En  combinant  (5) et  (6) et en tenan t  

compte des relations 

A (k)~,~n (F, x)= A~,,n (:F(k), x), 2-~ + 3 - n 2 3 n k ~ 2 - ~ 2 4  ( n = l ,  2 . . . .  ) 

(valables avec un 2a eonvenablement  choisi) et 

F(x)=l(x) 
on about i t  

]/(k)(x)--P(,k)(x)l<~23~nk+ilEn(/(k); --0:, ~)+24  2 ~ M  ( I x [ ~ < ~ - ~ )  

ce qui entraine 2 (2), si l 'on pose A = max (23, 11, 24). Le th~or~me est done enti~re- 

ment  d~montrd. 

Revenons,  pour  un moment ,  au th~or~me 2 ~ du w 1. Comme nous l 'avons d~jb, 

dit, nous avons l ' intention d'abaisser,  au tan t  que possible, la constante 2 k qui figure 

dans 1.2. (5) et 1.2. (6). Or ce 2 ~ est l 'h~ritage du thdor~me 1 ~ (w et 1s on se le 

rappelle, son appari t ion est due tou t  simplement au fait  que V~ (/) est d 'ordre  2 n -  1. 

I1 est donc raisonnable d 'essayer de construire pour chaque n une operat ion qui tou t  

en jouissant des propridt6s fondamentales de Vn, air l ' avantage  sur celle-ci d 'ordonner  

chaque fonction de 13 un polynome trigonom~trique d 'ordre <{ essentiellement ~) plus 

peti t  que 2 n -  1. C'est  dans ce but  que nous introduisons les moyennes 

1 [nq]-I 
Vq.n (g, x) Y st (g, x) (g e C), 

[n q] -- n ,=n 

off q est un hombre  quelconque situd dans l ' intervalle [ l + ! t ,  2] .  Nous verrons que 

Vq.,~ jouit  de toutes les propridtds importantes  de V~. 

Pour  q = 2  l 'on a 
1 2=-1  

v2 .~(g ,x )=  n Y~ s,(g,x)=V,~(g,x). (1) 
v=n 

Vq.n est donc une g~n6ralisation de la moyenne  de M. Ch. de La ValiSe Poussin. Dans 

son trait6 [11], M. de La Vallde Poussin consid~re, lui aussi, des moyennes  de ce type,  
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1 
mais  il donne  des valeurs  enti~res posi t ives  & q. Pour  q = 1 + -  nous re t rouvons  la  

n 

somme par t ie l le  d 'o rd re  n de la sdrie de Four i e r  de g:  

Vl+~. ~ (g, x)=s~(g, x). (2) 

Tout  d ' a b o r d  on vo i t  que Vq, n e s t  une opdra t ion  l indaire qui  ordonne  un poly-  

nome t r igonomdtr ique  d 'o rd re  [nq]-  1 K chaque fonct ion  de C. Les formules  

V ' d q.,(g,x)=~xr~.~(g,x) (gee ,  g' e C), 

Vq., (~, x) = V,.~ (g, x) (g e C, y e C), 

Vq., (U,,,x)= Un(x) (Un E T) 

sont  aussi  dvidentes .  

On t rouve  par  un caleul s imple que 
? t  

Vq.~(g,x)~ 2 ~ [ n q - n ]  g (x - t )  

1 
Iq.,, (x) 

27t [ n q -  n] 

t 
sin [n q + n] 2 s in  [n q - n] 

dt. 
sin2 _t 

2 

x x 
sin [n q + n] ~ sin [n q - n] 

sin2 _x 
2 

est  donc le (~ n o y a u  ~) de l 'op~ra t ion  Vq,. et  Izq, n (g) peu t  s '6crire sous la forme 

r  

Vq.n (g, x) = f g (x - t) Iq. n (t) d t. (3) 

T H ~ O R ~ M E  1 ~ I1 existe une constante universeUe positive C telle que: 
~t 1 ,) ( 1  .) (1) 

On a success ivement  

[Iq.~(x)dx =4 [e . . . (2x ) ldx= 
-- Xt 0 

z t l 2 n  ~12 [ n q -  n ]  ~tl2 

2 

0 z~12n ~12 [n~q - n ]  

sin [n q + n_] x s i n  [n q - n] x I d xt  
11 + 12 + I a �9 

sin 2 x ; (2) 

(1) i]lq.n (x) ldx e s t  l a  n o r m e  d e  l ' o p 6 r a t i o n  Vq.n si  el le  e s t  c o n g u e  c o m m e  u n o  t r a n s f o r m a t i o n  

de C o u  d e  L 1 e n  l u i - m ~ m e .  
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Rappelons que ] 'hypoth~se 1 + 1 ~< q < 2 entratne 

l~n (q .1 )~n  et l~[nq--n]<~n (3) 

et  ainsi les nombres 0, z/2n, g/2[nq-n], z~/2 forment  une suite non-ddcroissante. 

Dans ce qui suit nous nous servirons des in~galit~s suivantes:  

2 
(=) sinx>~--xn 0 < x - ~  , (fl) I s i n x / < l ,  

(7') [ s i n / ~ x l < / ~ l s i n z l  ( / ~ = 1 ,2  . . . .  ). 

En tcnant  compte de (3) et  (7') on a pour  11 

2 I~ <~ [nq - n] 
7~ 

[n q + n] [n q - n] 2n  < 3 (4) 

et en t cnan t  eompte de (=) et  (fl), on a pour  I s 

Ia~< r 2 . =. = 1. 
~tnq-nj -~ 

~12[nq -  n] 

(5) 

En  tenant  compte de (3), (~), (fl) et  (7'), on a pour  I=: 

~12 [ n q-  n] 
2 ~ 1" dx n 

I= <'~[nq-n] 2 [nq-n] J - - = l o g x  - -< [nq -n ]  
~12 n 

D'apr~s (3), (4), (5) ct  (6) 

I[nq]-n+l n } ~ < l o g 2 + l o g  1 
< log ( ~-q-] ~ n q--- n q---~" (6) 

Ii+I=+Is<4+log 2+log q ~ < 9  log 2+log(q~l + l)<~lOlog(q-~+ l )" 

En ver tu  de (2), l'in~galitd (1) est done d4montr~e avee C =  10. 

Une consdquence directe de (6) et  de (1) est fournie par  l'in4galit~ suivante 

(1)  
IIv~..(g)ll<Olog q-~i+x Ilgll (g~c) (v) 

qui peut  ~tre congue comme une g~n~ralisation de 1.1. (5). On en d~duit avec une 

mdthode bien connue l'indgalit~ 

ig v . . , g ,  
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d'ofi il s 'ensuit  en ver tu  de l 'indgalitd log ( q ~ l  l + l ) ~ l o g  2 > � 8 9  

qui, pour sa part ,  est l 'analogue de 1.1. (6). 

(8) 

~~ 4~ 

4.1. Le thdorbme suivant  est une prdcision du thdor~me 2 ~ du w 1. 

T ~ O R i t M ~  1% Soit ]EC,  P n E T n  et 

[[I-P~[i<.~E.(/). 
On a alors 

II/(~> - P~> II ~< 0 ~ log [min (k, n) + 1] En (/<~)), 

pourvu que ](k) existe et soit continue et 

II [ + -  ~': '  II-< o + tog [mm (+, n) + 1] E. (It) ,  

pourvu que f(k) existe et soit continue; ici 0 dgsiyue une constante universeUe. 

Pour  les grandes valeurs de k ces est imations des quanti tds II/(+)-p~>ll s t  

Ill (+)- 1~)11 sont en effet plus prdcises que celles fournies par le thdor+me 2 ~ w 1. 

Le thdorbme 1 ~ peut  +tre ddduit  du thdorbme 2 ~ ci-dessous tou t  c o m a e  nous 

avons d+duit le thdor+me 2 ~ du thdorbme 1 ~ au w 1. Nous nous contentons donc de 

la ddmonstrat ion du thdor~me suivant :  

THI~.ORitME 2 ~ Soit [EC, P n E T n  et 

I I / - P . l l < e .  (x) 
On a alors 

II l (k) - p(k)II < 01 log [min (k, n) + 1] In k e + E ,  (/(k))] 

et H [(k) _ p(nk)[[ ~ ~)1 log [min (k, n) + 1] [n ~ ~ + E ,  (](~))], 

pourvu que /(~)(x), resp. [(k)(x) existe et soit continue; Ol ddsigne une constante uni .  

verselle. 

Par  raison d'analogie il suffit de ddmontrer  la premiere indgalitd de la thbse du 

thdor~me. 

Posons q = 1 + [min (k, n)] -1. 

On a en ver tu  de 3. (11) et (1) 

II Vq.n (1) - Pn H <<- C e log [min (k, n) + 1]. 



L'APPROXIMATION D'UNE FONCTION P]~RIODIQUE 49 

Appliquons B~ au polynome trigonom6trique Va, n ( / ) - P n  qui est d'ordre [n q ] -  1: 

V(~) (1) - P ~ ' H  <~ Ce [nq - 1] ~ log [min (k, n) + 1]. Q, n 

Vu que [ n q - 1 ] * = n  k pour k>~n 

et [ n q - 1 ] ~ < n  k 1+ < 3 n  k pour k < n ,  

nous parvenons ~ l'indgalitd 

][-q,v(k)n ~/1/~ - p(k), I Ill < 3 C e n ~ log [min (k, n) + 1]. (2) 

Appliquons 3.1. (12) ~ /(k) (x) : 

][/(k)_ Va., (/(k))[[ .<< (C+ 2) log [rain (k, n) + 1] E~ (/(k)). (3) 

(2) et (3) entrainent 

]]/(k) _ p(k)II ~< (3 c + 2) log [min (k, n) + 1] [e n k + E~ (/(k))]. 

Le th~or~me est donc ddmontrd avee 01 = 3 C + 2. 

Revenons au th~or~me 1 ~ Introduisons la quantit~ 

 .(/)=En(1)/lltll 

pour chaque [ E C qui n'est pas identique ~ 0. On pourrait appeler E,  ([)la meilleure 

approximation trigonom6trique sp6cifique d'ordre n de /. En se servant de cette nota- 

tion et en intervertissant [ e t  f, on constate sans peine que ]e th6or~me 1 ~ ~quivaut 

au th6or~me suivant: 

T H~ O R~ME 3 ~ Pour chaque [ de C qui admet une k-i~me de'rivde continue et qui 

n'est pas constante, on a 

6 ,  ([) ~< 0 log [min (k, n) + 1] 6n (/(k)) 

et 6 ,  (D ~< o log [min (k, n) + 1] 6 ,  (/(k)). 

Ces indgalitds ressemblent aux indgalitds 1.2. (1) et 1.2. (2). 

4.2. Les thdorbmes des w167 1,  3. et 4.1 avee leurs ddmonstrations sont valables 

aussi dans l'espaee L v (l~<p~< oo). Cela veut dire prdeisdment qu'il est permis de 

remplaeer partout aux w167 1., 3. et 4.1. simulthndment 

C par L ~, II...ll par II...I[~,En par E(n v), 6 ,  

par 6(n ~) ddfini pour ehaque g E L" qui ne s'annule pas presque partout par la formule 

6'." = E'z) (a) / l l  a ll,. 
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et  enfin l 'dnonc~: (~ admet  une k-i~me ddrivde continue ~ par  ]'~noncd: (~ est la k-i~me 

intdgrale inddfinie d 'une  fonct ion de L p ~. 

La ldgitimitd de cette t ranscript ion ne demande  aucune explication particuli~re. 

Il suffit de tenir  compte de l'indgalitd de Minkowski 

]lgl + g2 [[~ ~ II gl IIY + II g2 lip (gl' g2 e LP), 

des indgalitds By et  ~y et de l'indgalitd 

]] fg(x--t)h(t)dt]ly<"-]]gHll[h[[~ ( gEL  1, hELY). 

Cette derni~re indgalitd intervient  dans la vdrification des indgalitds qui correspondent  

dans L Y s 1.1. (5), 1.1. (6), 1.1. (13), 1.2. (3), 1.2. (4) et  3. (11). Elle est une con- 

sdquence directe de l'indgalitd de Minkowski dans la forme intdgrale (voir [5], indgalitd 

202, p. 148). 

~Tous nous contentons d 'dnoncer le thdor~me qui rdsulte de 1 ~ ~ l 'aide de cette 

t ranscr ipt ion pour  p = 1 : 

TH~ORI~ME 4 ~ Soit /EL i, P n E T ,  et 

l ] / -  ]h < 
On a alors 

pV' Ih < o log [min (]c, n) + 1] E(~ ) (!(k)), 

pourvu que /(k-l) soit absolument continue et 

I! ](k) _ p~)I[1 ~< O ~ log [min (k, n) + 1] E~ ) (~(~)), 

pourvu que ](~-1) soit absolument continue. 

Pour  1 < p < oo on a l e  thdorbme suivant  qui iourni t  une est imation beaucoup 

plus prdcise pour  les quantitds II !(k) _ p~)Hr et  II f~) - / 3 ~ )  [IY que n 'en  donnerai t  une 

simple t ranscript ion pour L Y des thdor~mes du w 1. ou de 4.1. : 

T ~ O R ~ M E  5 ~ . Soit l < p < o o ,  / E L  Y , P~ET~ et soit 

I [ / -  P~ ][Y ~< ~ E(~)(/). 

Alors I[ ] -  b~ [[Y <~ Uy ~ E(~ ", (~). 

En supposant encore que / soit la k.i~me intdgrale indd/inie d'une /onetion de L Y, on a 

aussi 
I]/(k) _ p ~ ,  [[r ~< By ~ E(~ p) (/(~)) 

or B~ e.st une eonstante qui ne ddpend que de p. 
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L a  ddmons t ra t ion  de ce thdor~me est  t ou t  ~ fa i t  analogue s celle du thdor~me 

1 ~ et  2 ~ du  w 1. ; on n ' a  qu'& teni r  compte  des modif ica t ions  su ivan tes :  

P a r t o u t  on remplace  V~ par  s~. 

A u  lieu des indgali tds 1.1. (5), 1.1. (6) e t  1.1. (13) on se ser t  du  thdorbme sui- 

v a n t  dfi s M. Riesz (voir [8]): 

Si g E L ~, alors ~ E L ~ et  les indgalitds su ivantes  ont  l ieu :  

lig-s (g) li <A; ilgll  
II ll <A';llgll  

t I t  

off les cons tantes  Av, Ap, A~ ne d~pendent  que de p. 
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