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Introduction 

Cet article est une introduct ion s l 'dtude d 'une  classe d'espaces fonctionnels don t  

nous allons donner  la ddfinition gdndrale. 

On appelle contraction du plan complexe C route t ransformat ion T qui diminue 

la distance : IT ~1 - T ~ ] ~< I$1 - ~ [  pour  tou t  couple de hombres complexes ~1 et , ~  ; 

une contract ion est dire normale si elle conserve l 'origine de C. L'ensemble des points 

de C invariants par une contract ion normale est dvidemment  convexe et fermd, et il 

contient  l 'origine. 

La  projection TE sur un ensemble convexe fermd E de C contenant  ]'origine, c'est- 

Z-dire la t ransformat ion qui, s tou t  point  ~ de C fair correspondre l 'unique point  de 

E dont  la distance s ~ soit minimum, est dvidemment  une contract ion normale ;  la 

projection T~ sur le segment unitd 0 ~< Re ~ ~< 1 de l 'axe rdel jouera un rSle particuli~re- 

ment  impor tan t  (Re ~ ddsigne la partie rdelle de ~), mais on utilisera aussi la contrac- 

t ion ~ --> Re + $ qui est la projection sur l 'axe rdel positif; et la contract ion ~ --> ] $ I qui 

n 'est  pas une projection, mais laisse i n v a r i a n t  l 'axe rdel positif. 

Soit X un espace de Hausdorff  localement compact,  sur lequel il existe une 

mesure de Radon  positive ~ par tou t  dense (tout ouver t  non vide de X est de mesure 

s t r ic tement  positive pour  Z); on  ddsigne par  C l 'espace des fonctions continues s va- 

leurs complexes et ~ support  compact .  
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Soit D = D (X,  ~) un espace hilbertien complet de fonctions d4finies presque par- 

tout  (pour la mesure ~) sur X, s valeurs complexes, sommables (pour la mesure ~) 

sur tout  compact de X. On dira que D est un  espace de Dirichlet si lea trois axiomes 

suivants sont vdri/ids : 

(a) Pour  tout compact K de X il existe un nombre / in i  A (K) tel que 

f lu(x)ld (x)<A(K)llul! 
K 

pour tout dldment u E D. 

(b) C N D est dense dans C et dans D. 

(c) Pour  toute contraction normale T du plan complexe et tout dldment u E D, on a 

Y u E D  et IITuH<..IIu[[. 

L'espace de Dirichlet (( classique ~) est obtenu de la mani~re suivante;  soit O l'en- 

semble des fonctions s valeurs complexes, ind4finiment d4rivables, s support  compact 

dans un domaine to de Rm; la racine carr4e de l'intdgrale de Dirichlet 

HuiI 2= f [grad u(x)[ ~dx 

est une norme hilbertienne sur O ;  muni de cette norme, r) n 'est  pas eomplet, mais 

si m est sup4rieur s 2, ou, pour m~< 2, si le compl4mentaire de eo n 'est  pas (~ trop 

peti t  ~), ~ peut 6tre compl4t4 en lui a joutant  des fonctions convenables, d4finies 

presque par tout  dans ~o; l 'espace obtenu satisfait aux trois axiomes pr4c4dents (X 

4tant le domaine o) et $ la mesure de Lebesgue sur to). 

On salt que l 'espace de Dirichlet classique ~ est engendr4 par les potentiels 

de Green d'4nergie finie; ces potentiels peuvent 6tre d4finis directement, sans utiliser 

explieitement le (( noyau de Green ~); ce sont les fonctions u E ~  telles qu'il existe 

une mesure  de Radon # sur eo satisfaisant s 

(u, ~0) = f 95 d/~ pour toute ~ 6 C N O~, 

(u, q~) d4signant le produit scalaire des 414ments u et ~ de ~ .  Une telle fonction u 

est appel4e potentiel engendr4 par #.  Cette d4finition s'4tend sans modification s tout  

espace de Dirichlet D. L'op6rateur lin4aire A qui, s tout  potentiel u 6 D, associe la 

mesure # qui engendre ce potentiel possbde des propri4t4s remarquables;  on l 'appellera 

le Laplacien gdndralisd associ4 s l 'espace D, bien que, dans le cas classique, il s'agisse 

du Laplacien ordinaire multipli4 par un facteur n4gatif. 

L'4tude g4n4rale des espaces de Dirichlet peut donc 6tre consid4r4e comme un 

expos4 de la thdorie du potentiel sans noyau. Nous nous proposons de d4velopper 

cette 4tude dans un autre travail, et de d4terminer explicitement t o u s l e s  espaces de 
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Dirichlet qui satisfont en outre g quelques conditions simples; un cas particuli~rement 

int6ressant est celui oh X est un  groupe ab61ien G, off ~ est la mesure de H a a r  sur 

G, et off la norme est invariante par  les t ranslat ions de G; il est alors possible de 

caract6riser les transform6es de Fourier  des fonctions u de D : ce sont  les fonctions 

de carr6 sommable par  rappor t  g une fonction de poids (( d6finie n6ga t ive ,  r6elle, 

dont  l ' inverse est int6grable sur tou t  compact.  

Nous d6montrerons dans le cas g6n6ral un th6or~me d'6quilibre et  un  th6or6me 

du balayage,  et nous met t rons  ] 'accent  sur un r6sultat  bien connu en 61eetrostatique, 

qui m6rite d 'e t re  exploit6 sys t6mat iquement  dans des cas plus g6n6raux, le principe 
des condensateurs, dont  voici l '6nonc6 : 6 tant  donn6s un compact  E et un ferm~ F de 

X, il existe un potentiel r6el u dont  les valeurs sont comprises entre 0 et I, 6gales 

g 1 dans l ' int6rieur de E,  6gales g 0 dans l ' int~rieur de F ,  et dont  la mesure associ6e 

est positive sur E, n6gative s u r  F ,  nulle hors de E et F. 

Outre ces d6veloppements de th6orie du potentiel,  nous donnerons des applications 

g des th6ories vari6es, telles que celles de l 'analyse harmonique,  des 6quations aux 

d6riv6es partielles, des probabilit6s. 

Nous avons jug6 utile de met t re  en 6vidence dans un article pr61iminaire quelques 

propri6t6s remarquables des espaces de Dirichlet en t ra i tan t  un cas simple; celui off 

l 'espace de base X n 'a  qu 'un  nombre  fini de points, la mesure ~ 6rant constitu6e 

par  la masse + 1 en chacun de ces points. 

Des exemples mont reront  que m~me ce cas 6[6mentaire n 'est  peut-~tre pas sans 

int6r~t, mais notre but  est sur tout  de donner  un aperTu des m6thodes de d6monst ra t ion 

que nous utiliserons dans le cas g6n6ral. Cependant  nous n'h6siterons pas g donner,  

lorsqu'elles sont  particuli~rement simples, des d6monstrat ions qui ne s 'appl iquent  qu ' au  

cas particulier envisag6 ici. 

l .  Formes de Dirichlet  

On d6signe par  ~ l 'espace veetoriel (isomorphe g C n) des fonctions u g valeurs 

complexes, d6finies sur l 'ensemble X constitu6 par  n points xt (i = l, 2 . . . . .  n). On 

note f u(x)dx la somme des nombres u(x~), qu 'on  peut  consid6rer comme l 'int6grale 

de la fonction u par  rappor t  g la mesure constitu6e par la masse + 1 en ehacun des 

points x~ ~ X. De m6me si A est une fonction d6finie sur l 'espace produi t  X •  X, on 

note f f A  (x, y)dxdy la somme des nombres  A(x~, x~). On d6signera par la m6me 

lettre A l 'op6rateur  lin6aire qui, g route u ~ ~, associe la fonct ion 

Au(x)= f A(x, y)u(y)dy. 
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Soit H une forme hermitienne sur ~ ;  on peut  lui associer une fonction A, d6- 

finie sur l 'espace produit  X •  telle que 

H (u) = f f  A (x, y) ~2 (x) u (y) d x d y. (1) 

Par  d~finition la fonction A poss~de la sym~trie hermitienne : A (x, y) = A (y, x) et 

l 'op~rateur A d~fini par A u (x) = f A (x, y) u (y) d y  est hermitien ; on l 'appellera le 

laplacien associd ~ la /orme H.  

D ~ F ~ N I T I O N  1. La /orme hermitienne H est appelde /orme de Dirichlet si on a 

H ( T u ) < ~ H ( u )  

pour toute contraction normale T du plan complexe. 

On peut  dire, d 'une  fa~on imag~e, qu 'une  forme de Dirichlet est une forme her- 

mitienne (( diminu~e ~) par toutes  les contract ions normales du plan complexe. 

T H ~ O R ~ M E  1. Pour qu'une /orme hermitienne D sur ~ soit une /orme de Di- 

riehlet, il /aut et il su//it  qu'eUe air l'expression suivante : 

D (u) = f f  S (x, y) [u (x) - u (y)12 d x d y § f m (x) l u (x)12 d x, (2) 

ole m e t  S sont des /onctions ~ valeurs rdelles >~ O, uniquement ddtermindes si on sup- 

pose S (x, y) = S (y, x), S (x, x) = 0 pour tout couple x, y E X .  

La condition est ~videmment suffisante, par  d6finition des contractions normales ;  

montrons  qu'elle est n~cessaire : soit 

D (u) = f f  A (x, y) ~ (x) u (y) d x d y 

une forme de Dirichlet. La  sym6trie par  rappor t  ~ l 'axe r~el ~tant  une contract ion 

normale du plan eomplexe, on a, pour  tou te  u E E, D (u) ~< D (~) ~< D (u), d'ofi D (u) = 

D(~),  ce qui entralne que les nombres A (x, y) sont  tous r~els. 

Soient /x et ]~ les fonctions caract~ristiques des ensembles r6duits aux points  

distincts x et y ;  posons u = / x - / ~ ,  d'ofi l u l = h + / ~ ;  ~crivant D ( ] u ] ) < j D ( u ) i l  vient  

2 A (x, y) ~< - 2 A (x, y), done les nombres  r~els A (x, y) sont  < 0. 

Posons S (x, y) = - �89 A (x, y) s i x  m y 

S (x, x) = 0 pour  t ou t  x, 

m (x) = f A (x, y) d y  pour tou t  x ;  
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la forme D prend alors l 'expression (2), et il reste seulement s prouver  que les nom- 

bres re(x) sont  tous />0, ce qui est ais~ en appl iquant  l'in~galit~ D(T~u)<D(u)  

la fonction u dgale ~ 1 + ~  en x ( e > 0 ) ,  s 1 ailleurs (rappelons que T~ d6signe la 

projection sur le segment unit6 du plan complexe). 

I1 r~sulte de l 'expression (2) que toute  forme de Dirichlet est d~finie ou semi- 

d~finie positive, ce qui est d'ailleurs une consequence ~vidente du fait  qu'elle est 

diminu~e par  l a  contract ion T ( ~ ) = 0 .  

V o i c i  un ~nonc~ ~quivalent au th~or~me 1, qui sera utile par  la suite:  

R E M A R Q U E  1. Pour que l'opdrateur lindaire A soit le laplacien associd ~ une 

/orme de Dirichlet, il /aut et il su//it que la /onction associde A, dd[inie sur l'espace 

produit X • X,  soit ~ valeurs rdeUes et satis/asse 

A (x, y) <~ 0 pour tout x :~ y 

f A(x,y)dy>~O pour tout x E X .  

On d~montrera facilement le r~sultat su ivan t :  

R E M A R Q U E  2. Pour qu' une /orme hermitienne soit diminude par la contraction 

--> ]~[ il /aut et il suf/it qu'elle air l'expression (2), oh /es nombres S(x,  y) sont rdels 

>10 et les nombres m (x) sont rdels quelconques. 

Une telle forme n 'est  pas ngcessairement une forme de I)irichlet, m~me si on la 

suppose ddfinie ou semi-d~finie positive. 

On va  donner  un 6nonc~ plus prgcis du th~or~me 1 ; voici d ' abord  quelques nota-  

t ions pr~liminaires : 

Soit E un ensemble fini, et soit A une fonction d~finie sur l 'ensemble produi t  

E •  ~ valeurs r~elles ~>0, et sym~trique [A (x, y) = A (y, x)] ; on dira que E est 

A-connexe si, pour  tou t  couple x, y E E,  il existe une suite de points de E ayan t  x 

et y pour  (~extr~mit~s,, x=zo, z I . . . . .  zk=y, tels que t o u s l e s  nombres  A(zt_l, z~) 

soient s tr ictement  positifs ( i  = 1, 2 . . . . .  k). 

Ajoutons  main tenan t  un  ( n +  1)&me point  x 0 ~ l 'ensemble donn~ X, et appelons 

X* le nouvel  ensemble ainsi obtenu.  Posons S(x, Xo)=S(xo, x )=�89  pour tou t  

x E X ,  S (x  0 ,x0)=0.  Prolongeons ~ X* toute  fonction u de E en posant  u ( x 0 ) = 0 .  

Dans ces conditions on pout 6noncer :  

T H~ O R~ME 1'. Pour qu'une [orme hermitienne D sur E soit une [orme de Di- 

richlet, il [aut et il su//it qu'elle air l'expression suivante : 

D(u)= f f S ( x , y )  l u ( x ) - - u ( y ) r d x d y  
X* X* 
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or S est unc /onction & valeurs rdelles >t0, symdtrique, ddfinie sur l'espace produit 

X* x X*. 

Pour que la torme D soit de'tinie positive, il laut et il sullit que l'espace prolongd 

X* soit S-connexe. 

La  d~mons t ra t ion  est  imm4dia te  g pa r t i r  des d~fini t ions et  du  th4or~me 1. Ob- 

servons que si X* n 'es t  pas  S-connexe,  mais  si X l 'est ,  les seules fonct ions qui an-  

nu len t  la forme D sont  les constantes .  P lus  g4n~ralement ,  si X* n 'es t  pas  S-connexe,  

les fonct ions qui  annu len t  D sont  cons tantes  sur  chacune des (~ composantes  S-connexes  ,) 

de X*;  en par t i cu l i e r  elles sont  nulles sur  la composan te  S-connexe  du po in t  x 0. 

R E M A R Q U E  3. Soit D unc lorme de Dirichlet de'linie positive sur X ;  pour tout 

couple de points x et y de l'espace compldtd X* on dglinit deux nombres: 

q (x, y) = sup I u (x) - u (y) I 
D(u)~l 

oCz ~ ddsignc une suite de points X=Zol z~ . . . . .  zk=y de X*; ce~ /onctior~ p e t  q sont 

des distances sur X*, satis[aisant h l'i~,~ggalitd q (x, g) <~ p (x, y) pour tout couple x, y ~. X*. 

E n  effet p e s t  une d is tance  sur X*, car  p 2 en est  6v idemment  une. D ' a u t r e  

p a r t  x et  g & a n t  donn6s, il existe  une fonct ion u de E ' a v e c  D ( u ) =  1, tel le  que 

q(x, y ) = l u ( x ) - u ( y ) l  < . l u ( x ) - u ( z ) l +  l u ( z ) - u ( y ) l  <.q(x,z)+q(z,  v) 

pour  t o u t  z e X * ;  donc q est  une d i s tance  sur X*. Enf in  si { x = % , z  I . . . . .  z k = y }  est  

une suite de k +  1 po in ts  de X*, tous  dis t incts ,  sa t i s fa i san t  g 

1 
p~ (x, y) = Y 

i=1 8 ( a l l ,  z~) 

on a, pour  t ou t e  fonct ion u de 8 (in4galit4 de Cauchy-Schwarz) :  

k 
tU(X)--u(v)I~ ~.. [U(Zi-1)--U(Z|)I 

t=1 

< ~ S(zi_I ' zi ) lu(z t_ l ) ,  u(z i ) ]2  1 
iffil i=1 S (Zt-1, Zi) 

~< VD-(u) p (x, y) 

d ' oh  r&u l t e  la  propos i t ion  ~nonc~e. Pour  des ra isons  ~videntes on peu t  appe le r  q (x, y) 

la distance extrdmale ent re  les po in ts  x et  y. 
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Observons encore que les  nombres p(x, y) et q(x, y) peuvent ~tre d~finis dans le 

c~s plus g~n~ral d 'une forme de Dirichlet qui n 'est  pas n~cessairement d~finie posi- 

tive, ~ condition d 'admet t re  ~ventuellement la valeur + ~ ;  pour que la forme en 

question soit d~finie positive, il faut et il suffit qu'on ait q(x, x0)< co pour tout  

x E X, ou, ce qui revient au m~me, p (x, x0) < ~ pour tout  x E X ; cela exprime mani- 

festement que X* est S-connexe. 

Terminons ce paragraphe par une d~finition: 

D]~FINITION 2. O~ appelle semi-norme (resp. norme) de Dirichlet la racine carrde 

d'une /orme de Dirichlet quelconque (resp. dd/inie positive). L'espace E, muni d'une 

norme de Dirichlet, eat appeld espace de Dirichlet sur X. 

2. Prineipe des condensateurs 

On se donne une forme hermitienne dd/inie positive sur l 'espace vectoriel E :  

H(u) = f f  A (x, y ) ~ ( x ) u ( y ) d x d y .  (1) 

Norm~ par HuH=[H(u)]i, E est un espace hilbertien (unitaire) qu'on appellera H;  

on notera 

(u, v ) =  f f A ( x , y ) ~ ( x ) u ( y ) d x d y  

le produit scalaire associ~ ~ la norme. 

On appellera A le laplacien associ~ s H ;  rappelons qu'il est d~fini par 

A u ( x ) =  f A ( x , y ) u ( y ) d y .  

D ] ~ F I N I T I O ~  3. Oa dit que le principe des condensateurs est saris/air si, quels 

que soient les sous-ensembles disjoints E (non vide) et F de X, il existe une /onction 

rdeUe u de ~ satis/aisant 4 : 

(a) u(x)= l, Au(x)>lO pour tout xEE,  

(b) u(x)=O, Au(x)<~O pour tout xEF,  

(c) O<.u(x) <~ 1, Au(x)=O pour tout x(~E U F. 

Pour donner  une d~finition plus voisine de l'~nonc~ d'~lectrostatique rappel~ dans 

l ' introduction (th~or~me des condensateurs) il eonviendrait d 'appeler noyau associ~ 

l 'espaee H l 'op~rateur lin~aire G inverse du laplaeien, qui existe puisque la forme H 

est d~finie positive. Toute fonetion u de ~ peut  alors s'~crire u=G/ ,  avee / - - A u ,  
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et ~tre considfirde comme le G-potentiel engendrd par  f. On 6vitera de parler du noyau,  

sauf au paragraphe 6 qui lui est consacr~. 

Le cas particulier off l 'ensemble F est vide est l 'dnoncd du principe d 'dquil ibre:  

D ~  F I N I T I O ~  4. On dit que le principe dYquilibre est saris~air si, quel que soit 

le sous.ensemble E de X ,  il existe une /onction rdelle u de ,~ satis/aisant d:  

(a) u (x) = 1, A u (x) >~ 0 pour tout x E E,  

(b) 0 <~ u (x) <~ 1, A u (x) = 0 pour tout x (~ E.  

Une telle fonction u, si elle existe, est unique;  on l 'appelle potentiel d'dquilibre de E.  

T H ~ 0 R ~ ~ E 2. Pour que l'espace H soit un espace de Dirichlet, i l / a u t  et il su//it  

que le principe des condensateurs soit satisfait. 

Supposons en effet quc H soit un  espaee de Dirichlet. Soient E et $ '  deux sous- 

ensembles disjoints de X,  E non vide. L 'ensemble 

. ~ = ( v I R e v ~ > l  sur E, R e v ~ < 0  sur /~'} 

est un  sous-ensemble fermi,  convexe, non vide de H ;  soit u l 'unique ~l~ment de A 

dont  la norme soit min imum;  si T~ d~signe Ia projection sur le segment-unit~, on a 

T ~ u E ~  et I[T~ul i~l lu l I ,  d 'oh  u = T ~ u ,  et par  consequent u est r~el compris entre 

0 et 1, u = l  sur E,  u = 0  sur ~ .  

Soit alors w une fonction de H satisfaisant ~. Re w >~ 0 sur E,  Re w ~  0 sur F ;  

on a par  d~finition Hu+hwH>~liul l  pour tou t  h r~el ~>0, d'ofi Re (u,w)>~O, ou 

encore, en posant  A u = / : 

Re f / ( x ) ~ ( x ) d x > ~ O .  

L'arbi t ra i re  dans le choix de w permet  de conclure que la fonction / est rd, elle ~> 0 

sur E, ~ 0 sur F ,  nulle hors de E et F ;  la condit ion est donc ndcessaire. 

Supposons inversement que le principe des condensateurs soit vdrifid. La  fonction 

u satisfaisant aux conditions de la ddfinit'ion 3 lorsque E est rdduit ~ un point  x et 

que F est le compldmentaire de E n 'es t  autre que Ix, fonct ion caractdristique de 

l 'ensemble E =  {x}; donc, d 'apr6s la condit ion (b) de la ddfinition 3, A (x, y ) =  A]~ (y) 

est rdel ~< 0 pour  tou t  y=~ x. D 'au t re  par t  la fonction satisfaisant aux hypothbses de 

la ddfinition 4 pour  E = X  est la fonct ion q identique ~ 1; on doi t  donc avoir 

Aq(x )>~0  pour  tou t  x (condition (a) de la ddfinition 4), d'ofi f A ( x , y ) d y > ~ O  pour 

tou t  x. Ces indgalitds entrainent  que H est u n  espace de Dirichlet (remarque 1 du 

paragraphe 1). La  condit ion est donc suffisante. 
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II est int6ressant d 'observer que dans la premiere partie de la d6monstra t ion on 

a seulement utilis~ le fair que la contraction T~ diminue la norme dans H;  cette seule 

hypoth~se entraine donc que H est un  espace de Dirichlet. La  contract ion ~-->l~l 

ne poss~de pas cette propri6td (~ universelle )) de ]a contract ion T~ (voir w 1, remarque 2). 

3. Principe de l'enveloppe convexe 

Donnons-nous comme pr~c~demment un espace hilbertien H,  obtenu en munis- 

sant  E d 'une norme HuH telle que 

rl u If - f f  A (x, y) (x) u (y) d x d y. 

On note (u, v) le produit  scalaire associ~, A le laplacien associ~. 

D]~FINITIOI~  5. On appelle spectre d'une /onction u de H e t  on note a(u)  l'en- 

semble des points x E X en lesquels A u(x)  est di//drent de O, 

Le spectre est done le (( support  ~) de la fonction / =  A u. Une Ionction u E H est 

bien ddtermin~e par les valeurs qu'elle prend sur son spectre (c'est immddiat). 

DI~FI :NITION 6. On dit que le principe de l'enveloppe convexe est vdri/id si, quelle 

que soit la /onction u de H, l'ensemble des valeurs u (x) est contenu dans le plus petit 

polygone convexe du plan complexe contenant l'origine et les valeurs prises par u sur 

son spectre. 

On peut  dire:  pour toute  fonction u de H, l ' image de X par u est contenue 

dans l 'enveloppe convexe de l 'ensemble constitu~ par  l 'origine du plan complexe et 

] ' image du spectre. 

Une consdquence de ce principe est le principe du max imum classique : le maxi- 

m u m  du module de toute  fonction u de H est a t te int  sur le spectre de u. 

T H ~ 0 R ~, M ~ 3. Pour  que l'espace H soit un espace de Dirichlet, i l / au t  et il su//it  

que le principe de l'enveloppe convexe soit saris/air. 

Supposons en effet que H soit un  espace de Dirichlet. Soit u E H, de spectre 

a (u ) ;  soit Pu l 'enveloppe convexe de l 'ensemble constitu~ par 0 et les nombres u(x) ,  

avec x E a (u) : soit T la contract ion normale qui consiste ~ projeter sur Pu tou t  point 

du  plan complexe. Comme on a T u ( x ) =  u(x)  pour tou t  x E a(u) ,  on peut  ~crire: 

(u, f Au(x)Tu(x)dx:  f Au(x)u(x) x=lfull 2 

4'00 Ilu-TulJ2=llul[2-2 Re (u, Tu)THTu]r= -Ilu]]~+HTu[r 
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et  cet te  dernibre quan t i td  est  ~< 0 puisque T est  une con t rac t ion  normale ;  on a donc 

T u = u ,  ce qui  p rouve  que le pr incipe  de l ' enve loppe  convexe est  sa t i s fa i t ;  la condi-  

t ion est  donc ndcessaire. 

Supposons  inversement  que le pr inc ipe  de l ' enve loppe  convexe soit  sat isfai t .  Ob- 

servons d ' a b o r d  que ceta en t ra lne  que t o u t e  fonct ion u E H s laplac ien  rdel est  rdelle 

(il suffi t  de le vdrifier lorsque A u = ]x, fonct ion carac tdr i s t ique  de {x}; dans  ce cas 

on a u(x)=]]u[] 2 > 0 ,  donc u est  ~ valeurs  rdelles ~>0). 

Soient  alors E et  F deux ensembles  dis joints ,  avec E non vide.  Si u est  l 'dld- 

men t  de norme m i n i m u m  de l ' ensemble  convexe 

A = { v l R e v ~ > l  sur E,  R e v ~ < 0  sur F}  

on montre ,  comme pour  le thdor~me 2, qu 'on  a 

Re f Au(x)~(x)dx>~O 

pour  rou te  fonct ion w de H avec Re w~>0 sur E, Re w~<0 sur F ;  cela en t ra ine  que 

A u  est  rdelle, ~>0 sur E ,  ~<0 sur F ,  nulle hors  de E et  F ;  donc u e s t r ~ e l l e e t s o n  

spect re  est  contenu  dans  la r~.union de E et  F .  

Comme u est  la fonct ion  de norme min imum de l ' ensemble  convexe ~4, on a 

[luSl[~<Re (u,v) pour  t ou t e  v e A ;  en par t icu l ie r  si on prend  v = l  sur  E,  v = 0  sur F ,  

il v i en t  

]u(x) Au(x)dx<<. f Au(x)dx. 
E 

Puisque  u est  rdelle e t  >~ I sur  l ' ensemble  des po in ts  oh A u est  > 0 ,  ~<0 sur l ' en-  

semble  des poin ts  oh A u est  < 0, la re la t ion  prdcddente  est  ndcessa i rement  une dga- 

litd, e t  on a :  u ( x ) = l  pour  t o u t  x E E N a ( u ) ,  u ( x ) = 0  pour  t ou t  x E F N a ( u ) ;  le 

pr incipe de l ' enve loppe  convexe en t ra ine  qu 'on  a 0 ~ < u ( x ) ~ l  pour  t ou t  x, e t  pa r  

sui te  que u sa t i s fa i t  aux  condi t ions  de la ddfini t ion 3 ;  le pr inc ipe  des condensa teurs  

es t  donc vdrifid, e t  le thdorbme 2 mon t re  que H est  un espace de Di r ich le t ;  la con- 

d i t ion  est  donc suffisante.  

4. Potentiels purs; principe du balayage 

Soi t  H l 'espace  h i lber t ien  ob tenu  en mun i s san t  s d ' une  norme h i lber t i enne  IIuI[; 

soit  A le lap lac ien  associd. 

D g F I N I T I O N  7. On dira qu'un dldment u de H est un potentiel pur si la [onc- 

tion A u est rdelle >10. 
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Si on appelle noyau  l 'opdrateur  lindaire G inverse de A, cela revient ~ dire que 

u est le G-potentiel engendrd par une fonction positive. 

L EMME 1. Pour que u E H  soit un potentiel pur, il /aut il su//i t  qu'on ait 

Ilu+vll> llvlr 
pour t o u t e v  E H avec Re v/>O. 

La  condition est dvidemment  ndcessaire; montrons  qu'elle est suffisante:  si 

][u+v[[>~l[uil pour route v avec Re v~>O, on a, en remplacant  v par  hv  (avec h>O) ,  

et  en faisant tendre h vers O: 

R e f A u ( x ) O ( x ) d x = R e ( u , v ) > ~ O  

cela entraine que A u est rdelle ~> O. 

L EMME 2. Si  la contraction ~ - ~ l ~ l  diminue la norme de tout dldment de H,  les 

potentiels purs sont rdels >10. 

En effet le lemme 1 montre  que u est l 'unique dldment de norme min imum de 

l 'ensemble eonvexe {v lRe  ( v - u ) ~ 0 } ;  comme lul est dans cet ensemble e t a  une 

norme ~<]Iu]l par  hypoth~se, on a u = l u l ,  d'ofi le rdsultat. 

On obtiendrai t  dvidemment  des dnoncds analogues en rempla_~ant la contract ion 

--~ I ~ ] par toute  autre contract ion t ransformant  le plan complexe en l 'axe rdel positif 

et laissant invariants  ]es points de cet axe, par  exemple la contract ion ~-~  Re + ~; 

d 'au t re  par t  on sait que si la contract ion T~ diminue la norme, toute  contract ion 

normale diminue la norme, donc les potentiels purs sont  rdels >~ 0, ce qui peut  se 

voir directement  en observant  qu 'on  a Re + (~ )= l im n T~(~/n) .  
n --~ oo 

L E M M E  3. S i  l~ contraction ~--~I~] dim;mue la norme de tout dldment de H ,  

l'enveloppe in/drieure de deux potentiels purs eat un potentiel pur. 

Soient en effet u et v deux potentiels purs ;  soit / l 'dldment de norme min imum 

de l 'ensemble fermd convexe non vide 

B = {w ] Re w ~> inf (u, v)}. 

Pour  route g e H  avec R e g , > 0  on a / + g E B ,  donc ]]/+g[[>~[[/]I et par suite / est 

un potentiel  pur  (lemme 2). 

u + /  ] u - / ]  est dans B;  t enan t  compte des relations La fonetion inf (u, /)  2 2 

HI u - / I  [I ~< [[ u - / 1 [  (puisque la contract ion ~--~ I~ [1 diminue la norme) et 

(u+/, lu-ll) > (u+f, u - l )  
(puisque u + /  est un potentiel pur), fl v ien t :  
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4 lli f (u, llli'=llu+lll'+lllu-Illl'-2 lu+l, iu-ll) 

<llu+ t11'+ I lu-l l l ' -2(u+l,  u-l)=411Ill'. 
On a done Ilinf (u, 1)11-< I1! II et, d'apr~s la d6finition de / eomme 616ment de norme 

minimum, inf (u, / )  = ]. On a de m~me inf (v,/) = ], d'ofl / ~< inf (u, v) ; mais eomme 

] est dans B il vient  f inalement ] =  inf (u, v) d 'oh  le lemme. 

D ~ . F I ~ : T : O N  8. Si  les potentiels ,pars sont rdels, on dit que le principe du ba- 

layage est satis/ait si, quel que soit le potentiel pur u et le sows-ensemble E de X ,  il 

existe un potentiel pur u' satis/aisant 

(a) A u' est nulle hors de E.  

(b) u '  (x) < u (x) pour tout x e X .  

(c) u' (x) = u (x) pour tout x e E. 

Le potentiel u '  s'il existe, est unique;  on l 'appelle potentiel balayd de u sur E. 

D g F I N I T I O N  9. L'espace H est appeld espace de Gauss-Poincard s'il satis/ait 

aux trois conditions suivantes ; 

(a) les potentiels purs sont rdels >~ O; 

(b) le principe du balayage est saris/air; 

(c) le principe de l'dquilibre est saris/air. 

T rI~ o R i~ M E 4. Pour que l'espave H soit un  espaee de Dirichlet, il /aut et il 

su]/it que ce soit un  espace de Gauss-Poincard. 

Supposons en effet que H soit un  espace de Dirichlet;  on sait que les potentiels 

purs sont  r6els ~ 0 (lemme 2) et  que le prineipe d'~quilibre est satisfait (thdor~me 2) ; 

montrons  que le principe d u  balayage est satisfait. 

Si u est un  potentiel pu t  et  si E est un sous-ensemble de X,  l 'unique ~l~ment 

u '  de norme minimum de l 'ensemble ferm6 convexe non vide 

~ / = { v t R e v > ~ u  sur E} 

satisfait aux conditions de la d~finition 8. En  effet si Re w e s t  />0 sur E, on a 

u'+hweU pour tout h r e! >0 ,  d'o  Ilu'+hwll llu'll et f inalement (pour h t endan t  

vers 0) 

Re f A u ' ( x ) f f ) ( x ) d x  = R e  (u', w)>~0 

ce qui entralne A u'>~ 0, A u ' =  0 hors de E. Ev idemment  le potentiel  pur u '  est >/u 

sur E ; il reste ~ v6rifier qu 'on  a u '  ~< u par tou t  ; or, d 'apr~s le lemme 3, ] = inf (u, u')  
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est un potentiel put, done li/ll<llu'll; comme ] e s t  dans U il est identique h 1'616- 

ment  de norme minimum u'.  La condition est done n6cessaire. 

Supposons inversement que H soit un espace de Gauss-Poinpar~; cornme les po- 

tontiels purs sont r6els la fonction A associ6e au laplacien est ~ valeurs r6elles. 

Soit u le potentiel pur engendr6 par la fonction caract6ristique ]x de l 'ensemble 

{x} (Au=/x) ,  soit u '  le potentiel balay6 sur le compl6mentaire de {x}; par d6finition 

du balayage u - u ' = h ] ~ ,  off h est une const~nte strictement positive; on a done 

A (x, y) = A/x (Y) ~< 0 pour tout  y ~: x. 

Enfin le potentiel d'6quilibre de l'espace X tout-entier ~tant la fonction ~ iden- 

tique h 1, on a A~(x) />0  pour tout  x, d'ofl f A(x, y) dy~>0 pour tout  x. 

Ces propri6t~s sont caract~ristiques du laplacien associd ~ un espace de Dirichlet 

(remarque 1, w 1); la condition est done suffisante. 

Dans la premiere partie de la d6monstration, on a seulement utilis6 la contrac- 

tion ~-->1~] pour prouver que dans un espaee de Diriehlet le principe du balayage 

est satisfait; on peut done 6noncer, compte tenu de la remarque 2 (w 

R ~ M A R Q U ~ 4. Pour que la contraction ~ --> I ~ I diminue la norme des dldments 

de H, il ]aut et il au//it que lea potentiels pura aoient rdels >10 et que le principe du 

balayage soit aatia/ait. 

Une autre ddmonstration du prineipe du balayage lorsque la contraction ~--> [$i 

diminue la norme consiste s utiliser le principe de domination, consdquence facile du 

(( principe de l 'enveloppe inf6rieure ,) (lemme 3), que nous nous bornons s 6noncer: 

l~ E M h R Q U E 5. 8 i  la contraction ~ --> I ~ ] diminue la norme des dldments de H,  

et si u et v aont deux potentiels purs tels que u<~v sur Ie spectre a(u) ,  alors u<~v 

partout. 

5. Syst~mes l in6aires  associ~s b u n e  forme de Dir iehlet  

On se donne une forme hermitienne H sur 

H (u) = / A (x, y) ~ (x) u (y) d x  d y  

et on appelle A le laplacien associ6; on notera I l 'op~rateur-identit~ sur ~. 

(1) 

D I ~ F I N I T I O N  10. On dira qu'un opdrateur lindaire A sur ~ eat poaiti/ a'il trans- 

/orme toute /onction rdelle >~0 en une /onction rdelle ~>0; on dira que A est sous- 

markovien si, en outre, il trans/orme toute /onction rdelle ~ 1 en une /onction r'deUe ~< 1. 
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On dvi tera  de confondre opdra teur  posi t i f  e t  opdra teur  hermi t ien  pos i t i f ;  pour  

que A soit  posit if ,  il f au t  e t  il suffit  que la fonct ion associde A (x, y) soit  ~ va leurs  

r4elles >~ 0;  pour  que A soit  sous-markovien,  il f au t  e t  il suffi t  qu 'on  a i t  en out re  

f A ( x , y )  d y ~ < l  pour  t ou t  x E X ,  ou encore A ~ ( x ) ~ < l  pour  t o u t  x E X ,  ~ dds ignant  

la fonct ion ident ique  ~ 1 sur X. 

E v i d e m m e n t  si A est  sous-markovien,  il en est  de m~me de A n pour  t ou t  en- 

t ie r  n >~ 0. 

Cet te  ddfini t ion va  nous conduire  's une carac tdr i sa t ion  ut i le  des laplaciens  as- 

soeids s une forme de Di r i ch le t :  

L EMME 4. Pour que l'opdrateur lindaire A soit le laplacien associd dt une ]orme 

de Dirichlet, il ]aut et il su//it qu'il existe un hombre rdel a > 0 et un opdrateur sous- 

markovien symdtrique A tels que l'on air 

A = a ( I - A ) .  (2) 

E n  ef fe t  si A est associd s une forme de Dir ichlet ,  il suffit  de choisir  

a ~> sup A (x, x), 

e t  alors on a, d 'apr~s  la r emarque  1 (w 1): 

A (x, y) = - a -1 A (x, y) ~> 0 pour  x * y, 

A (x, x) = 1 - a -1 A (x, x) >/0 pour  t ou t  x, 

f A ( x , y ) d y = l - a - l f A ( x , y ) d y < ~ l  pour  tou t  x, 

ce qui expr ime  que A est  sous-markovien  symdt r ique ;  donc la  condi t ion  est  ndces- 

sa i re ;  la m6me remarque  1 mon t r e  que la condi t ion  est  dv idemment  suffisante.  

Proposons-nous  m a i n t e n a n t  d 'd tud ie r  l ' dqua t ion  

u+~Au=/ (3) 

off f est  donnde dans  ~ ;  ce t te  dqua t ion  reprdsente  un syst~me de n dquat ions  lind- 

aires s n inconnues.  

Si A est hermi t ien  positif,  l ' dqua t ion  (3) a d m e t  une solut ion et  une seule 

u = Ra /  pour  t ou t  ~t>~0 et  t ou t e  / E  E ;  on va  dnoncer des propridtds impor t an t e s  de 

R~ lorsque A est le laplacien associd s une forme de Dir ichlet .  

T ~ O R ~ M E  5. Pour que H soit une /orme de Dirichlet, il faut et il su//it  que 

R~= (I + 2 A )  -1 existe et soit sous-markovien pour tout ~ >~0. 
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Supposons en effet que H soit une forme de Dirichlet; comme A est hermitien 

positif, R ~ = ( I + 2 A )  -1 existe pour tout it>~0. Si / est donnde dans ~, v(ia)=R~/ est 

l 'unique dldment de ~ qui rende minimum la fonctionnelle quadratique 

F ( u ) = 2 H ( u ) +  f 

ear si on introduit la forme de Dirichlet ddfinie positive D~ (u) = / I u (x) 12 d x + 2 H (u) 
t - on pent ecmre 

F (u) = D~ (u - v~ ~')) + F (vT)). 

Soit alors T u n e  contraction normale du plan complexe, telle que / = T ] ;  on a 

dvidemment . F ( T u ) ~ F ( u ) ,  done TvT)=v(~ ~) d'apr~s la propridtd de minimum de v~ ~). 

Si done / est s valeurs rdelles comprises entre 0 et 1 ( /=T~/ ) ,  il en sera de m~me 

de v~X)= R~/, ee qui prouve que R~ est sous-markovien. La condition est done nd- 

eessaire. 

Si inversement R~ est sous-markovien pour tout  X~>0, l 'opdrateur A est limite, 

pour 2 tendant  vers 0, des opdrateurs ( I - R ~ ) / 2  qui sont des laplaciens assoeids /~ 

des formes de Dirichlet, d'apr~s le lemme 4; done H, qui est limite de formes de 

Dirichlet, est elle-m6me une forme de Dirichlet, et la condition est suffisante. 

Parall~lement ~ l 'dquation (3), on pent dtudier l 'dquation 

~u 
A u + ~  = 0, (4) 

oh t e s t  un parambtre rdel qu'on interpr~te comme le temps;  cette dquation, qui 

reprdsente un systbme diffdrentiel h. coefficients constants, pent ~tre appelde dquation 

de diffusion relative ~ l 'opdrateur A. 

La solution u (x, t) de l 'dquation (4) qui satisfait/~ la condition initiale u (x, 0) = / (x), 

off / est donn6e dans ~, est, comme il est bien connu, 

u (x ,  t) = e - ~  / ( x ) .  

Nous allons dtudier les relations entre les propridtds de la forme ( 1 ) e t  celles de 

l 'opdrateur e -ta. 

THe. O R a t E  6. Pour que H soit une /orme de Dirichlet, il /ant et il su//it que 

e -ta soit sous-markovien pour tout nombre rdel t>~O. 

Si en effet H est une forme de Dirichlet, le laplacien associd A est de la forme 

a ( I - A ) ,  oh a est rdel />0 et A sous-markovien; done e - t a = e - t a e  taA est un opdra- 

teur positif; d 'autre  part  si ~ ddsigne ia fonction identique s 1 sur X, on a:  

1 5  - 6 6 5 0 6 4  Avta mathema~ica. 9 9 .  I r n p r i m ~  le  1 0  j u i n  1 9 5 8  
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t n a n A n 
e- t~qJ(x)=e -ta ~ n~-~. -qJ(x)<~e-taeta=l,  

car A ~ est sous-markovien pour tout  n~>0; donc e t a  est sous-markovien pour tout  

t > 0 ,  A est limite, pour t tendant  vers 0, des opdrateurs ( I - e - t~ ) / / t ,  qui sont des 

laplaciens assoei~s s des formes de Diriehlet (lemme 4); la forme H ~tant limite de 

formes de Dirichlet est elle-m~me une forme de Diriehlet, et la condition est suffisante. 

Remarquons que les thdor~mes 5 et 6 se d6duisent imm~diatement l 'un de l 'autre 

grs aux formules connues: 

e - t ~ = l i m  (Rt)k; R~ 1 f J 

0 

Outre les ~quations (3) et (4) i] serait int~ressant d'~tudier, lorsque A est le 

laplacien associ~ s une forme de Dirichlet, les propridtds particuli~res de l '~quation 

(~ hyperbolique ~) 

A u  +O2U=o 
at ~ 

et  de l '~quation de (~ Schroedinger ~) 

Au+(/-2)u=O (5) 

off / est > O; parmi les probl+mes lids h cette ~quation, signalons notamment  la rd- 

cherche des fonctions [ pour lesquelles le spectre de (5) est constitu4 par n nombres 

donn~s. 

Pour achever ce paragraphe, nous allons rdunir en un seul dnonc~ les principaux 

r~sultats obtenus jusqu's present: 

Soit H un espace hilbertien obtenu en munissant E d'une norme hilbertienne; 8oit 

A le laplacien associd; les huit propositions auivantea aont dquivalentea: 

I. H eat un espace de Dirichlet. 

I I .  La norme clans H a l'expresaion suivante : 

o~ les hombres S(x ,  y) et re(x) sont tous >10. 

I I I .  Le laplacien est de la /orme A = a ( I - A ) ,  o~ a eat rdel > 0  et A aous- 

markovien. 

IV. Le principe de l'enveloppe convexe est satis/ait. 

V. Le principe des condensateurs est satia/ait. 



VI. 

VII.  

VIII .  

ESPACES DE D I R I C H L E T .  I 

H est un  espace de Gauss-Poincard. 

L'opdrateur e -~/x est sous-markovieu pour tout nombre t > 0 .  

L'opdrateur (I  + ~ A) - i e s t  sous-markovien pour tout nombre ~ >0.  
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6. Noyau associ~ h un espace de Dirichlet 

Soit D un espace de Dirichlet, dont la norme Ilull est dgfinie par 

Ilull2= n(u)= ff  A(w, y)~t(x)u(y)dxdy, 

et soit A le laplacien associ~. 

On appellera noyau associ6 s D l 'ol~rateur lindaire G =  A -1, autrement dit Fin- 

verse du laplacien; G existe, car la forme D est d~finie positive. 

Les potentiels purs dans D ne sont autres que les fonctions de la forme G], 

avec /~>0; il r~sulte donc du lemme 2 (par exemple) que le noyau est positif. 

T ~t ~ o R ~ M E 7. Pour qu'uu opdrateur lindaire G sur E soit le noyau associd 5, un  

espace de Dirichlet, il /aut et il su//it qu'il soit de la /orme 

a k=O 

OR a est un nombre rdel > 0  et A un opdrateur sous-markovien symdtrique n'admettant 

pas la valeur propre 1. 

En effet si D est un espace de Dirichlet, le laplacien associ~ est de la forme 

A = a ( I - A ) ,  off a cst r~el > 0  et A sous-markovien sym~trique (lemme 4); comme 

A est inversible, A n'admet pas la valeur propre 1. Le noyau G, inverse de A, 

a G ( I - A ) = I  

p - 1  

d'ofi: a G - a G A P =  ~ Ak: 

comme G est positif, G A  Y est positif et d~crolt lorsque p croit; la s~rie ~ A k est 

donc convergente, et A T, donc aussi G A  Y, tend vers 0 lorsque p tend vers l'infini. 

On a donc G = a - l ~  A k, et la condition est n~cessaire. 

Soit inversement un hombre r~el a > 0 et un op~rateur sous-markovien sym~trique 

A n 'ayant  pas la valeur propre 1; la forme hermitienne D dont le laplacien associ~ 

est A = a ( I - A )  est une forme de Dirichlet (lemme 4), qui est d~finie positive; d'a- 

pros la premiere pattie de la ddmonstration la s~rie ~ A k converge et G = a - l ~ .  A k 

est le noyau associ~ s l'espace de Dirichlet d~fini par la forme D;  la condition est 

donc suffisante. 

satisfait 
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T • ]~ O Ri~ ~ E  8. Si G est un noyau associd h u n  espace de Dirichlet, il ene s t  de 

mgme de G ~, avec 0 <~  ~ 1 .  

E n  effet l ' inverse  du noyau  G est  de la forme A = a ( I - A ) ,  avee a r~el > 0  

et  A sous -markovien  n ' a y a n t  pas  la va leur  propre  1;  donc A ~ = a ~ ( I - A )  ~ s '~eri t  

a ~ ( I - -  A~) avec 

A ~ = ~ A  ~ ( e -  1 ) A ~ +  . . . .  
2 ' 

on v~rifie a is~ment  que cet te  s~rie 2~ coefficients tous  posit ifs  est  convergente  et  re- 

pr~sente  un  op~ra teur  sous -markovien  sym~tr ique ,  n ' a y a n t  pas  la  va leur  p ropre  1 ;  

donc  A ~ est  le laplac ien  associd s un  espace de Dir iehle t  ( lemme 4) et  son inverse  

G ~ est le n o y a u  cor respondant .  

Ce theorY.me peut  encore s '~noncer  : si G est un noyau associd h u n  espace de 

Dirichlet, il existe une /amille de noyaux G~, 0 <~ a <. 1, associds ~ des espaces de Di- 

richlet, satis/aisant 

Go=I,  GI=G, G~G~=G~+~ {0<.~, O<~fl, ~ §  

U n  r~sul ta t  ana logue  est b ien connu en th~orie newtonienne  (formule de Marcel  Riesz).  

Signalons une in t~ressante  express ion du noyau  G ~, facile s jus t i f i e r :  

G~ = 1 ~ e  t a t ~ - l d t  ( 0 < ~ < 1 ) .  
P (~) 

0 

0bse rvons  encore que si A est le laplacien associ~ h une forme de Dir ichle t  

semi-dd/inie, il e n e s t  de m~me de A ~, avec 0 < ~ ~< 1. 

7. Probl~me de Dirichlet; fonction de Green 

Soi t  H l 'espaee  h i lber t ien  ob tenu  en mun i s san t  E d ' u n  p rodu i t  sealaire (u, v);  

soit  A l e  lap lac ien  associ~. 

Si / est  une fonct ion  ddfinie s u r u n  sous-ensemble  E de X,  on appel le  probl$me 

de Dirichlet (pour  l ' op~ra teur  A et  la donnde-front i~re / sur  E)  la  recherche de la 

fonc t ion  u sa t i s fa i san t  ~:  

u (x) = / (x) pour  t o u t  x e E 

A u (x) = 0 pour  t o u t  x ~ E 

ce t te  derni~re condi t ion  p o u v a n t  s 'dcrire  a ( u ) c E .  
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Ce probl~me admet  une solution et une seule : la ]onction u de nor se  m i n i m u m  

parmi  celles qui sont dgales h / sur E ;  en effet, pour  toute  v E E nulle sur E et tou t  

nombre  eomplexe h, on a Ilu+h,,ll llull, d'ofi f A u ( x ) ~ ( x ) d x = ( u , v ) = O  ee qui 

entraine A u = 0  hors de E ;  u est done une solution du problbme de Diriehlet, et 

e 'est  la seule. 

La  valeur en un point  x fi X de la solution du problbme de Diriehlet pour la 

donnde-frontibre / sur E est une fonctionnelle lindaire de [ ;  il existe done une fonetion 

~x d6finie sur E telle que la solution du probl6me de Diriehlet s 'dcrive 

u (x) = f / (y) ~ (y) d y  

quelle que soit la donn6e /. La  fonction ~ ( y )  des deux points x E X  et y E E  sera 

appel~e noyau de Poisson; on notera  parfois 

~ (y) = P (x, y) 

et la d6finition peut  ~tre 6tendue aux points y ~ E, en posant  dans ee cas P ( x ,  y ) = 0 .  

S i x  est dans E,  on a 6videmment  P ( x ,  y ) = / x  (Y), off /x est la fonct ion earact6ris- 

t ique de {x}. 

T rI ~ o R i~ M E 9. S i  H est un espace de Diriehlet, le noyau de Poisson P (x, y) est 

>~ 0 et saris/air ~ f P (x, y ) d y  <~ 1 pour tout x E X ;  si u est un potentiel pur, la /onction 

u'(x)  = f P ( x , y ) u ( y ) d y  

n'est autre que le potentiel balayd de u sur E.  

La premiere part ie  de l '6none6 rdsulte imm6diatement  du principe de l 'enveloppe 

eonvexe, qui entralne que si / est une fonction d6finie sur E, /t valeurs r6elles com- 

prises entre 0 et 1, la solution du probl~me de Dirichlet pour  donn6e-frontibre [ sur 

E est s valeurs r6elles comprises entre 0 et 1. Pour  achever, il suffit d 'observer  que 

la fonction u' de l '6noncd et le potentiel balay6 de u sur E on t  m~mes valeurs sur 

l 'ensemble E qui contient leurs spectres;  elles sont  donc identiques. 

On peut  observer que la fonction f P ( x ,  y ) d y  n'est  autre que le potentiel d'6qui- 

libre de E. 

On appellera noyau de Green du sous-ensemble Y de X le noyau  G' d~fini sur 

l 'espace produit  Y•  Y par 

G' (x, y) = G (x, y) - G ~z (Y) 

off ~ (y) est le noyau  de Poisson relatif '~ l 'ensemble E compl~mentaire de Y. 
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G' pout ~tre ddfini sur X •  en posant  G ' ( x , y )  = 0  si x ou y E E ;  avec cette 

convent ion on a l e  r~sultat su ivant ;  

L EMM]~ 5. Soit / E ~ ;  si on pose u = G / ,  on a la relation 

G'  / (x )  = u (x )  - u '  (x )  

oi~ u' est la solution du probl~me de Dirichlet pour la donnde-/ronti~re u sur E.  

En  effet on  a G' (x, y) = G (x, y ) -  g (x, y), avee 

g (x, y) = G ax (y) = f G (y, z) ~x (z) dz,  

d'ofi G' / (x) = u (x) - f f  G (y, z) ~x (z) / (y) d y d z 

= u (x) : f u (z) ax (z) d z = u (x) - u '  (x).  

T H ~ O R ~ . ~ E  1 0. Si  H est un espace de Dirichlet sur X ,  le noyau de Green re- 

latif h un sous-ensemble Y est le noyau associd ~ un espace de Dirichlet sur Y. 

Soit en effet :~ l 'espace des fonctions s valeurs complexes d~finies sur Y; pro- 

longeons route  fonct ion u E:~ en une fonct ion g E E  en posant  g ( x ) = 0  pour  t ou t  

point  X du eompl~mentaire E de Y. Le nombre  H uHr= H~H d~finit ~videmment une 

norme de Diriehlet sur 5 ,  et le laplacien (sur :~) associ6 ~ cette norme est d~fini 

par la fonction A ' ( x ,  y), restriction de A(x,  y) ~ l 'ensemble Y•  Y. 

Tou t  revient  donc s montrer  que G' est l ' inverse de A ' ;  or, pour  route fonction 

u de :~, on a, en posant  A ' u = ]  et v = G ] :  

G '  A '  u (x) = G '  / (z)  = v (x) - v '  (x) (x e Y)  

off v' est la solution du probl6me de Dirichlet pour  donnde-frontibre v sur E (lemme 5). 

Or si on pose / I = A ~ - ] ,  il vient  V=~e--G/1, d'ofl v ' = ( ~ ) ' - ( G ] l ) ' ;  mais (~)', 

solution du probl~me de Dirichlet pour  donn~e-fronti~re ~ = 0 sur E,  est nulle; 

d ' au t re  par t  (G/1)' est identique s G/l ,  puisque le spectre de cette fonetion est con- 

tenu  dans E ;  f inalement il vient  v - v ' = ~ ,  d 'oh  G ' A ' u = u  pour route  u E ~  et G' 

est bien l ' inverse de A' .  

I1 rdsulte du th~or~me 10 que le noyau  de Green est sym~trique, positif et  de 

type  positif, ce qu'il  ~tait aisd de v6rifier direetement.  

8. Exemples 

L'expression (2') des formes de Diriehlet fair songer s un  schema tr~s simple 

d 'dleetrodynamique qui v a n o u s  fournir  un premier exemple d 'espace de Dirichlet 

sur un espaee fini. Consid~rons n § 1 points x0, x 1 . . . . .  xn de l 'espace ordinaire;  on 
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relie certains couples de points x~, xj par  un fil ~lectrique de r~sistance R(x~, xj)= 
1/S(x~, xj). Si on maint ient  les points x~ ~ des potentiels fixes u(x~), avec U(Xo)=O, 
un courant  dlectrique va circuler dans certains fils, et l'~nergie ~lectrodynamique du 

syst~me n'est  autre que 

E(u)=�89 f f S(x,y)[u(x)-u(y)12dxdy, 
X* X *  

oh X* est l 'ensemble constitu~ par les n §  1 points xi (on a pos~ S(x, y)~O si ]es 

points x et y ne sent  pas reli~s directement  par un fil). 

Cette expression ayan t  la forme (2'), l 'dnergie E(u) est done une forme de Di. 

richlet sur l 'ensemble des potentiels u .  Pour  que cette forme soit d~finie positive, i! 

faut  et il suffit, d 'apr~s le thdor~me 1', que .le syst~me de fils soit connexe. La dis- 

tance p, d~finie au paragraphe 1 (remarque 3) s ' interpr~te ainsi : pZ (x, y) est le 

minimum des rdsistances totales des chaines const i tutes  par  des fils du syst~me joi- 

gnant  x et y (directement ou non). Quant  au nombre q2 (x, x0), c 'est  la r~sistance to- 

tale du syst~me (~entre les points x et x 0~) : en effet si on maint ient  les points x o 

et x aux potentiels respectifs 0 et u, les autres sommets  dtant  libres, l ' intensit~ totale 

du courant  qui entre ou sort des sommets  x 0 e t  x est u/q z (x, Xo). 
Voici un autre exemple, tird de considdrations d 'dlectrostat ique : prenons n con- 

ducteurs  isol~s dans l 'espace ordinaire, Xl, x 2 . . . . .  xn, sur lesquels des charges ~lectriques 

sent  r~parties de fa~on que le potentiel total  u ait une valeur constante  u(x~) sur 

ehacun des conducteurs  x~. Si on note /~ (x~) la masse totale des charges r~parties sur 

x~, l '~nergie ~lectrostatique du syst~me peut  s 'exprimer par l 'une ou l 'autre  des formes 

suivantes 

E(u)= �89 f f  A(x, y) u(x) u(y)dxdy (6) 

= �89 H B (x, y)/~ (x)/~ (y) dx dy, 

les int~grales ~tant ~tendues ~ l 'ensemble X constitu6 par  les n ~ points ,> x~. 

La  forme (6) est une forme de Dirichlet, car ] l e s t  bien eonnu que l'~nergie 

totale du syst~me est donn~e par  l ' int~grale 

1 f E (u) = ~ I grad U (M) d M, 

R ~ 

oh U est l 'unique fonction d6finie continue dans R 3, nulle ~ l'infini, p renant  la va- 

leur u(x~) sur le conducteur  x~ ( i = 1 ,  2 . . . . .  n), harmonique en dehors des condueteurs  

(pour 6viter des complications inutiles, on supposera ces conducteurs  born6s et limit6s 

par  des surfaces ~ assez r6gulibres ,~. Or si T est une contract ion normale du plan 



224 A. B E U R L I N G  E T  J .  D E N Y  

complexe, et si V e s t  d~fini comme U, mais s part ir  des donn~es-fronti~re Tu(xi), 
on a, d'apr~s les propri~t~s de la forme de Dirichlet classique (principe de Dirichlet, 

et propri~t6 relative aux contractions,  rappel4e dans l ' in t roduct ion) :  

E ( T u ) = - ~  Igrad V(M) dM<~-~ Igrad TU(M)12dM 
R3 I:t3 

1 flgrad U ( i ) 1 2 d i = E ( u ) .  
Ra 

Le fair que E (u) soit une norme de Oirichlet entralne des in~galit~s concernant  

d 'une  par t  les nombres B(x, y) (coef/icients de potentiels du syst~me de conducteurs),  

d ' au t re  par t  les hombres A (x, x) (coe//icients de capacitd) et A (x, y), avec x :~ y (coe[- 

/icients d' induction ). On retrouve ainsi des r~sultats connus en ~lectrostatique, notam- 

men t :  

(a) les coefficients d ' induct ion sont  ~< 0, 

(b) pour  tou t  conducteur  x on a ~ A (x, xt)>~ 0, 
i=1 

(c) les coefficients de potentiels B(x, y) sont tous ~> 0. 

Les propri~t~s (a) et  (b) t raduisent  les propridt~s caract~ristiques du (~ laplacien ~) 

A (remarque 1, w 1) et  la propri~t~ (c) exprime le fait que le (~noyau,) B e s t  >/0 

(voir w 6); il s 'agit  4videmment  du laplacien et du noyau  associ~s ~ l 'espace de I)i- 

richlet d~fini par la forme 2 E  (u). 

Une var iante  du schema precedent  est obtenue en considdrant un domaine oJ du 

plan complexe, d 'ordre  de connexion n + 1 ; appelons x0, x 1 . . . . .  x n les  composantes con- 

nexes de la fronti~re (on suppose qu,aucune d'elles n 'es t  r4duite s un  point).  Soit u la 

fonction harmonique dans r prenant  les valeurs constantes u (xi) sur xi (i = 0, 1 . . . . .  n), 

avec u (x0)= 0. L'int~grale de Dirichlet de cette fonction u (6tendue ~ r est une forme 

de Dirichlet d6finie positive sur l 'ensemble des fonctions num~riques d~finies sur 

l 'ensemble X constitu~ par  les (( points )) xl, x, . . . . .  xn. La  consideration des coefficients 

de cette forme peut  6tre utile dans l '~tude du type  conforme du domaine m. 


